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Vím, ¾e èísla jsou krásná. A jestli¾e krásná nejsou, pak není krásné ni
.

(Paul Erd}os, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogi
ky pro¾íval pan ©. èísli
e.

þPro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhá èísla. Mají tvar : : :

1 | to je ostré èíslo, nezávisle na jeho gra�
kém vyjádøení,

je to nì
o ukonèeného, tvrdého.

2 | to je plo¹¹í, ètverhranné, bìlavé, bývá tro
hu na¹edlé : : :

3 | to je zaostøený úlomek a toèí se.

4 | to je opìt ètver
ové, tupé, podobné 2, ale mohutnìj¹í, tlusté : : :

5 | plné zakonèení v podobì ku¾ele, vì¾e, masívní.

6 | to následuje první za þ5ÿ, je bìlavé.

8 | to je nevinné, modravì mléèné, podobné vápnu.ÿ

(A. R. Lurija, Malá Kní¾ka o Velké Pamìti.)



Toto je pøedbì¾ný text 7. kapitoly o èíselný
h rozklade
h ze skript k

mé pøedná¹
e Úvod do teorie èísel , kterou jsem konal na MFF UK v Praze

v zimní
h semestre
h ¹kolní
h rokù 1996/97, 1998/99, 1999/00, 2000/01 a

2001/02. Zatím v preprintové øadì KAM-DIMATIA Series vy¹ly kapitoly 1

(základní pojmy a obraty), 2 (diofanti
ké aproxima
e), 3 (diofanti
ké rov-

ni
e), 4 (kongruen
e) a 5 (prvoèísla) a budou v ní postupnì vydány zbylé

kapitoly 6 (geometrie èísel), 8 (medailony matematikù) a 9 (návody k øe¹e-

ním úloh). Obtí¾nost úloh je bodována 0 (nejlehèí) a¾ 5 (nejtì¾¹í).

øíjen 2002 Martin Klazar
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Kapitola 7

Èíselné rozklady

Kolika zpùsoby lze dané pøirozené èíslo rozlo¾it na souèet pøirozený
h èísel,

nezále¾í-li na poøadí sèítan
ù? G. W. Leibniz se na to zeptal J. Bernoulliho

v dopisu v r. 1674. Zkusmo zjistil, ¾e zpoèátku jsou poèty rozkladù prvoèí-

selné: 3 má tøi rozklady (3, 2+1 a 1+1+1), 4 pìt, 5 sedm a 6 jedená
t. V¹e

kazí 7 s patná
ti rozklady. Existuje nekoneènì mnoho pøirozený
h èísel s pr-

voèíselným poètem rozkladù? Andrews uvádí, ¾e tento problém naznaèený

Leibnizovými úvahami je stále otevøený. Z výsledkù o kongruen
í
h partitní

funk
e, které doká¾eme v této kapitole, plyne, ¾e naopak pro nekoneènì

mnoho n je poèet rozkladù slo¾ené èíslo.

Kapitolu 7 vìnujeme èíselným rozkladùm a pøíbuzným otázkám. Jeji
h

teorie je souèástí aditivní teorie èísel, která zkoumá aritmeti
ké vlastnosti

opera
e sèítání. První etapa rozvoje aditivní teorie èísel probìhla po polo-

vinì 18. století, kdy L. Euler zkoumal èíselné rozklady a partitní funk
i a kdy

byly zformulovány její nejznámìj¹í problémy, které patøí souèasnì k nejslav-

nìj¹ím matemati
kým problémùm: Goldba
hùv (ka¾dé sudé pøirozené èíslo

vìt¹í ne¾ 2 je souètem dvou prvoèísel) a Waringùv (ka¾dé pøirozené èíslo je

souètem omezenì mnoha ètver
ù, omezenì mnoha tøetí
h mo
nin, omezenì

mnoha ètvrtý
h mo
nin, atd.). Zatím
o Goldba
hùv problém zùstává stále

otevøený, Waringùv byl ve své pùvodní formula
i úplnì vyøe¹en, ale jeho

nìkteré aspekty stále matematiky zamìstnávají.

V pøed
hozí
h kapitolá
h jsme se u¾ s øadou výsledkù aditivní teorie èísel

setkali. Patøí k nim Eulerova vìta 20 o dvou ètver
í
h (kapitola 2), Lagran-

geova vìta 55 o ètyøe
h ètver
í
h (kapitola 3), Erd}os{Ginzburg{Zivova vìta

97 a výsledky o Sidonový
h mno¾iná
h (kapitola 4), samozøejmì ©nirelma-
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nova vìta 150 (kapitola 5), výsledky o funk
i r

2

(n) (tj. fakti
ky 
elý kruhový

problém) a zejména Erd}os{Fu
hsova vìta 209 (kapitola 6).

V oddílu 7.1 zavedeme klasi
ké èíselné rozklady a pomo
í Ferrerso-

vý
h diagramù doká¾eme dvì pozoruhodné identity: Eulerovu pentagonální

identitu (vìta 215) a Ja
obiho tøísouèinovou identitu (vìta 216). Z Ja
obiho

identity odvodíme øadu dùsledkù, které pou¾ijeme dále. Doká¾eme Rama-

nujanovu vìtu 224 o kongruen
í
h partitní funk
e p(n) modulo 5, 7 a 11. V

oddílu 7.2 odvodíme dvì známé Ja
obiho formule pro poèty vyjádøení pøi-

rozený
h èísel souètem dvou a ètyø 
eloèíselný
h ètver
ù. Oddíl 7.3 obsahuje

jeden klasi
ký a dva neklasi
ké výsledky o rozkladový
h identitá
h: Rogers{

Ramanujanovy identity (vìta 227), identitu pro divá
ké rozklady (vìta 228)

a kombinatori
kou metaidentitu zalo¾enou na prin
ipu inkluze a exkluze

(vìta 232). V oddílu 7.4 odvodíme ve vìtì 237 asymptotiku partitní funk
e.

Oddíl 7.5 je vìnován Linnikovu elementárnímu øe¹ení Waringova problému

| uká¾eme, ¾e pro ka¾dé pøirozené èíslo k existuje poèet g = g(k) tak, ¾e

ka¾dé pøirozené èislo je souètem nejvý¹e g k-tý
h mo
nin pøirozený
h èísel.

7.1 Klasi
ké èíselné rozklady

Uspoøádaným k-ti
ím pøirozený
h èísel � = (�

1

; �

2

; : : : ; �

k

) budeme øíkat

kompozi
e. Pokud �

1

� �

2

� : : : � �

k

� 1, øíkáme jim rozklady . Sumu

�

1

+ �

2

+ � � �+ �

k

znaèíme jako j�j. Pokud j�j = n, øekneme, ¾e � je kom-

pozi
í , popøípadì rozkladem, èísla n. Èíslùm �

i

øíkáme èásti kompozi
e èi

rozkladu. Èásti jsou obvykle kladné, ale nìkdy (tøeba v divá
ký
h rozkla-

de
h v oddílu 7.3) povolujeme i nulové èásti. Budeme se zabývat enumera
í

rozkladù. Enumera
i kompozi
, která je vìt¹inou snaz¹í a ví
e zále¾itostí

kombinatoriky, vìnujeme pouze úlohu 1. Napøíklad èíslo 6 má 11 rozkladù,

jak vìdìl u¾ Leibniz:

6; 5 + 1; 4 + 2; 4 + 1 + 1; 3 + 3; 3 + 2 + 1; 3 + 1 + 1 + 1;

2 + 2 + 2; 2 + 2 + 1 + 1; 2 + 1 + 1 + 1 + 1 a 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 :

Skuteènost, ¾e � = (�

1

; �

2

; : : : ; �

k

) je rozkladem n se zapisuje znaèením

� ` n :

Opakování èástí se za
hy
uje pomo
í exponentù. Závorky a oddìlují
í èárky

se pro struènost vyne
hávají (pokud èásti nepøesahují 9, nemù¾e dojít k

nedorozumìní). Rozklady èísla 6 v tomto zápisu jsou:

6; 51; 42; 41

2

; 3

2

; 321; 31

3

; 2

3

; 2

2

1

2

; 21

4

a 1

6

:

2



Poèet v¹e
h rozkladù èísla n se oznaèuje p(n) a funk
e p(n) se nazývá

partitní funk
í . Pøed
hozí pøíklad ukazuje, ¾e p(6) = 11. První hodnoty

partitní funk
e jsou:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

p(n) 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77

Roznásobením nekoneènì mnoha závorek (1 + x

1

+ x

2

+ x

3

+ x

4

+ � � �)(1 +

x

2

+x

4

+x

6

+x

8

+ � � �)(1+x

3

+x

6

+x

9

+x

12

+ � � �) : : : dostaneme mo
ninnou

øadu, v ní¾ koe�
ient u x

n

je roven poètu nezáporný
h 
eloèíselný
h øe¹ení

rovni
e

n = x

1

+ 2x

2

+ 3x

3

+ � � � :

Tato øe¹ení odpovídají vzájemnì jednoznaènì rozkladùm èísla n, proto¾e x

i

je poèet èástí i v rozkladu n. Koe�
ient u x

n

se tedy rovná p(n). Proto¾e

1 + x

i

+ x

2i

+ x

3i

+ � � � = 1=(1� x

i

), dostáváme souèinový tvar (klademe

p(0) = 1)

X

n�0

p(n)x

n

=

1

Y

n=1

1

1� x

n

:

Názorným prostøedkem pro prá
i s rozklady jsou Ferrersovy diagramy .

Ferrersùv diagram rozkladu (�

1

; �

2

; : : : ; �

p

) ` n je mati
ové s
héma s p

øádky a �

1

sloup
i, v nìm¾ i-tý øádek (poèítáno shora) obsahuje �

i

teèek a

teèky v øád
í
h jsou zarovnány vlevo. Napøíklad rozklady 2

2

1

2

` 6, 321 ` 6

a 5

3

2 ` 17 se Ferrersovými diagramy zaznamenají jako

� �

� �

�

�

� � �

� �

�

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� �

Následují
í vìta je snad první známou rozkladovou identitou. V oddílu

7.3 ji dvìma netriviálními zpùsoby rozvineme.

Vìta 213 (Euler, 1748). Ka¾dé n 2 N má tolik rozkladù na vzájemnì

rùzné èásti jako rozkladù na li
hé èásti.

Dùkaz. Uvádíme dva dùkazy. První pou¾ívá generují
í funk
e. Jako p

r

(n)

a p

l

(n) oznaèíme poèty rozkladù èísla n na rùzné èásti a na li
hé èásti.
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Podobnì jako jsme odvodili vyjádøení generují
í funk
e hodnot p(n) neko-

neèným souèinem, máme i

X

n�0

p

r

(n)x

n

=

1

Y

n=1

(1 + x

n

) a

X

n�0

p

l

(n)x

n

=

1

Y

n=1

1

1� x

2n�1

;

kde opìt p

r

(0) = p

l

(0) = 1. Proto¾e

1 + x

n

=

1� x

2n

1� x

n

;

dostáváme zkrá
ením faktorù 1�x

2n

, ¾e se oba nekoneèné souèiny rovnají:

1

Y

n=1

(1 + x

n

) =

1

Y

n=1

1� x

2n

1� x

n

=

1

Y

n=1

1

1� x

2n�1

:

V druhém dùkazu sestrojíme bijek
i mezi rozklady obou druhù. Ne
h»

a

1

> a

2

> � � � > a

k

� 1 je rozklad n na rùzné èásti. Èíslo a

i

má jedno-

znaèné vyjádøení a

i

= 2

b

i




i

, kde b

i

2 N

0

a 


i

2 N je li
hé. Ka¾dou èást

a

i

nahradíme 2

b

i

èástmi 


i

a v¹e uspoøádáme sestupnì podle velikosti. Vý-

sledný rozklad je rozkladem n na li
hé èásti. Naopak, mìjme rozklad n na

li
hé èásti. Jako d

m

2 N, m 2 N li
hé, oznaèíme poèet èástí m. Ka¾dé èíslo

v 2 N má jednoznaèný rozklad na souèet rùzný
h mo
nin èísla 2 (daný bi-

nárním rozvojem v). Oznaème mno¾inu tì
hto mo
nin 2 jako S(v). Nyní d

m

èástí m v rozkladu n nahradíme èástmi xm, kde x probíhá S(d

m

). Vznikne

rozklad n na rùzné èásti. Obì transforma
e jsou vzájemnì inverzní a tvoøí

hledanou bijek
i. Napøíklad, pro n = 185 si v ní odpovídají rozklady

(80; 40; 32; 12; 10; 5; 3; 2; 1) a (5

27

; 3

5

; 1

35

):

}

Ne
h» p(n; k) je poèet rozkladù èísla n na èásti nepøesahují
í k.

Stejnì snadno, jako jsme nahlédli souèinové formule pro

P

n�0

p(n)x

n

,

P

n�0

p

l

(n)x

n

a

P

n�0

p

r

(n)x

n

, vidíme, ¾e i

X

n�0

p(n; k)x

n

=

1

(1� x)(1� x

2

) : : : (1� x

k

)

:

Opera
e konjuga
e Ferrersova diagramu rozkladu znamená jeho trans-

ponování podle úhlopøíèky; prostì zámìníme øádky a sloup
e. Rozklady,

4



které se konjuga
í nemìní, jako tøeba 521

3

` 10, se nazývají samokonjugo-

vané (viz úloha 4b). Konjuga
e je bijek
e (dokon
e involu
e) mno¾iny v¹e
h

rozkladù n na sebe a pøevádí poèet èástí na velikost nejvìt¹í èásti a naopak.

Poèet rozkladù n na nejvý¹e k èástí se tedy také rovná p(n; k). Obì pod-

mínky souèasnì de�nují poèet p(n; k; l) rozkladù n na nejvý¹e l èástí, které

nepøesahují k. Názornì, p(n; k; l) je poèet rozkladù èísla n, jeji
h¾ Ferrersovy

diagramy se vejdou do obdélníku k � l (vzhledem ke konjuga
i je jedno, 
o

je délka a 
o ¹íøka). Je pozoruhodné, ¾e i generují
í polynom èísel p(n; k; l)

má jednodu
hý souèinový tvar, uvedeme ho následují
ím tvrzení. Jedná se

o polynom, proto¾e p(n; k; l) = 0, jakmile n > kl.

Pro a; b 2 N

0

, a � b, de�nujeme q-binomi
ký koe�
ient (nebo té¾ Gaus-

sùv koe�
ient) jako ra
ionální funk
i

�

a

b

�

q

=

(1� q

a�b+1

)(1� q

a�b+2

) : : : (1� q

a

)

(1� q)(1� q

2

) : : : (1� q

b

)

:

Je jasné, ¾e i

�

a

b

�

q

=

(q)

a

(q)

b

(q)

a�b

;

kde pro n 2 N znaèíme (q)

n

= (1� q)(1� q

2

) : : : (1� q

n

) a (q)

0

= 1. Odtud

je zøejmé, ¾e

�

a

a�b

�

q

=

�

a

b

�

q

. Z tøetí ekvivalentní formy

�

a

b

�

q

=

Q

a

i=1

(1 + q + q

2

+ � � �+ q

i�1

)

Q

b

i=1

(1 + q + q

2

+ � � �+ q

i�1

)

Q

a�b

i=1

(1 + q + q

2

+ � � �+ q

i�1

)

;

kterou dostaneme z druhé zkrá
ením faktoru (1�q)

a

, plyne, ¾e

�

a

b

�

q=1

=

�

a

b

�

.

Z rekuren
e odvozené v dùkazu následují
ího tvrzení plyne, ¾e

�

a

b

�

q

je vlastnì

polynom stupnì b(a� b), jeho¾ koe�
ienty jsou kladná 
elá èísla. Tato èísla

jsou právì poèty p(n; k; l).

Tvrzení 214 (význam q-binomi
kého koe�
ientu). Ne
h» p(n; k; l)

je poèet rozkladù èísla n na nejvý¹e l èástí nepøesahují
í
h k. Pak

kl

X

n=0

p(n; k; l)q

n

=

�

k + l

k

�

q

:

Dùkaz. Oznaème b(k; l) =

�

k+l

k

�

q

. Podle de�ni
 b(k; 0) = 1 a b(0; l) = 1 pro

v¹e
hna k; l 2 N

0

a

b(k; l)� b(k; l � 1) =

(q)

k+l�1

(q)

k

(q)

l

� ((1� q

k+l

)� (1� q

l

))

5



= q

l

(1� q

k

) �

(q)

k+l�1

(q)

k

(q)

l

= q

l

�

(q)

k+l�1

(q)

k�1

(q)

l

= q

l

� b(k � 1; l) :

Rekuren
e b(k; l) � b(k; l � 1) = q

l

� b(k � 1; l) urèuje b(k; l) jednoznaènì

pro v¹e
hna k; l 2 N

0

a ukazuje, ¾e b(k; l) jsou polynomy. Generují
í poly-

nom èísel p(n; k; l) si oznaèíme 
(k; l). Staèí ukázat, ¾e 
(k; l) splòuje tuté¾

rekuren
i jako b(k; l). Okrajové podmínky 
(k; 0) = 
(0; l) = 1 jsou jasné

z de�ni
e. Rozdíl 
(k; l)� 
(k; l � 1) je generují
í polynom poètù rozkladù

na právì l èástí nepøesahují
í
h k. Staèí nalézt bijek
i mezi tìmito rozklady

èísla n a rozklady èísla n� l na nejvý¹e l èástí nepøesahují
í
h k � 1. Tato

bijek
e je dána vypu¹tìním èástí rovný
h jedné a zmen¹ením ostatní
h èástí

o jednu. Tak¾e 
(k; l)� 
(k; l� 1) = q

l

� 
(k � 1; l) a tvrzení je dokázáno. }

Pro dal¹í kombinatori
kou interpreta
i

�

a

b

�

q

a dal¹í q-zobe
nìní viz úlohy 5

a 6.

Èíslo n 2 N se nazývá pentagonální (èi pìtiúhelníkové), pokud n =

(3m

2

� m)=2 pro vhodné m 2 Znf0g. Tro
hu jinak øeèeno, jsou to èísla

(3m

2

�m)=2, kde m 2 N. Posloupnost pentagonální
h èísel zaèíná

1; 2; 5; 7; 12; 15; 22; 26; 35; 40; : : :

Terminologie má geometri
ký pùvod. Trojúhelníková èísla 1, 3 = 1 + 2,

6 = 1 + 2 + 3; : : : a ètver
ová èísla 1, 4 = 1 + 3, 9 = 1 + 3 + 5; : : : vzniknou

z trojúhelníkový
h a ètver
ový
h s
hémat:

Æ Æ Æ

Æ

Æ Æ Æ

Æ Æ

Æ

: : : Æ Æ Æ

Æ Æ

Æ Æ Æ

Æ Æ Æ

Æ Æ Æ

: : :

Pìtiúhelníková èísla (pøesnìji, polovina jeji
h posloupnosti) 1, 5 = 1+4, 12 =

1 + 4 + 7; : : : vzniknou z podobný
h pìtiúhelníkový
h s
hémat. Následují
í

vìta je známá jako Eulerova pentagonální identita.

Vìta 215 (Euler, 1748). Oznaème !(m) = (3m

2

�m)=2. Následují
í tøi

tvrzení jsou vzájemnì ekvivalentní.

6



1.

1

Y

k=1

(1� x

k

) = 1 +

1

X

m=1

(�1)

m

(x

!(m)

+ x

!(�m)

) =

1

X

m=�1

(�1)

m

x

!(m)

:

2. Pro nepentagonální n 2 N je poèet jeho rozkladù na sudý poèet rùz-

ný
h èástí tý¾ jako poèet rozkladù na li
hý poèet rùzný
h èástí. Pro

pentagonální n = !(�m) pøesahuje první poèet druhý o (�1)

m

.

3. Pro ka¾dé n 2 N platí rekuren
e

p(n) =

X

m�1

(�1)

m+1

(p(n� !(m)) + p(n� !(�m)))

= p(n� 1) + p(n� 2)� p(n� 5)� p(n� 7)

+ p(n� 12) + p(n� 15)� : : : ;

kde klademe p(0) = 1 a p(k) = 0 pro k < 0.

Dùkaz. (Franklin, 1881). Nejprve uká¾eme, ¾e v¹e
hny tøi formula
e øí-

kají toté¾, a pak doká¾eme druhou z ni
h. ®e 1 , 2 je jasné z rozvoje

nekoneèného souèinu v mo
ninnou øadu: koe�
ient u x

n

je právì rozdíl po-

ètù rozkladù popsaný
h v druhé formula
i. ®e 1 , 3 plyne z porovnání

koe�
ientù u x

n

v identitì

�

X

n�0

p(n)x

n

�

1

Y

n=1

(1� x

n

) = 1 ;

která je dùsledkem souèinové formule pro

P

n�0

p(n)x

n

.

Ne
h» � = (�

1

; �

2

; : : : ; �

k

) ` n, �

1

> �

2

> � � � > �

k

, je rozklad n na rùzné

èásti. Základnou Ferrersova diagramu � rozumíme poslední øádek a jeho

sklonem rozumíme nejdel¹í souvislý úsek teèek jdou
í jihozápadním smìrem

a zaèínají
í v poslední teè
e prvního øádku. Oznaèíme-li velikosti základny

a sklonu z a s, máme z = �

k

a s = max j, ¾e �

1

; �

1

�1; �

1

�2; : : : ; �

1

� j+1

jsou èásti �. V následují
í
h diagrame
h jsme vyznaèili sklon a základnu pro

rozklady (7; 6; 4; 3; 2) ` 22 a (8; 7; 6; 4) ` 25:

� � � � � � Æ

� � � � � Æ

� � � �

� � �

Æ Æ

� � � � � � � Æ

� � � � � � Æ

� � � � � Æ

Æ Æ Æ Æ

7



Z rozkladu � ` n vytvoøíme nový rozklad � ` n tak, ¾e v pøípadì z � s

základnu pøesuneme na místo nového sklonu a v pøípadì z > s pøesuneme

sklon na místo nové základny. Napøíklad z � = (7; 6; 4; 3; 2) vznikne � =

(8; 7; 4; 3) a z � = (8; 7; 6; 4) vznikne � = (7; 6; 5; 4; 3):

� � � � � � Æ Æ

� � � � � Æ Æ

� � � �

� � �

� � � � � � �

� � � � � �

� � � � �

Æ Æ Æ Æ

Æ Æ Æ

Podívejme se na situa
e, kdy transforma
e � 7! � nefunguje. První pøípad

nefunguje (nevznikne Ferrersùv diagram), právì kdy¾ z = s = k a základna

a sklon se protínají:

� � � � Æ

� � � Æ

Æ Æ Æ

Pak n = k+(k+1)+ � � �+(2k�1) = !(k). Druhý pøípad nefunguje (vznikne

Ferrersùv diagram, ale ne s rùznými èástmi), právì kdy¾ s = k, z = k+1 a

základna a sklon se protínají:

� � � Æ

Æ Æ Æ

Pak n = (k + 1) + (k + 2) + � � �+ 2k = !(�k).

Transforma
e � 7! � je involu
í na mno¾inì rozkladù n na rùzné èásti.

Mìní poèet èástí o 1, pro nepentagonální n je de�nována pro ka¾dé � a

pro n = !(�k) není de�nována pro jediný rozklad. Tato involu
e v¾dy pá-

ruje rozklad se sudým poètem rùzný
h èástí s rozkladem s li
hým poètem

rùzný
h èástí. Parita poètu èástí jediného nespárovaného rozkladu pentago-

nálního n je rovna paritì k. Druhé tvrzení je dokázáno. }

Následují
í identita je známa jako Ja
obiho tøísouèinová identita (Ja
obi

triple produ
t identity), dále struènì JTI.

Vìta 216 (Ja
obi, 1829).

1

Y

n=1

(1� x

2n

)(1 + x

2n�1

z)(1 + x

2n�1

z

�1

) =

1

X

n=�1

x

n

2

z

n

:

8



Dùkaz. (Wright, 1965). Podáme kombinatori
ký dùkaz pomo
í Ferrer-

sový
h diagramù. Faktor 1� x

2n

pøevedeme na druhou stranu a substitu
í

u = xz a v = x=z zavedeme nové promìnné u a v. Dostaneme ekvivalentní

tvar JTI:

1

Y

n=1

(1 + u

n

v

n�1

)(1 + u

n�1

v

n

) =

1

X

r=�1

u

r(r+1)=2

v

r(r�1)=2

1

Y

k=1

1

1� u

k

v

k

:

Vlevo po roznásobení dostaneme mo
ninnou øadu o dvou promìnný
h

X

n;m�0

a(n;m)u

n

v

m

;

kde koe�
ient a(n;m) je roven poètu rozkladù èísla n+m

p

�1 na vzájemnì

rùzné èásti tvaru

a+ (a� 1)

p

�1 a (b� 1) + b

p

�1

(a; b 2 N). Vpravo nekoneèný souèin nahradíme

P

k�0

p(k)x

k

. Vidíme, ¾e

potøebujeme dokázat rovnost

a(n;m) = p(k) ; kde n = k + r(r + 1)=2 a m = k + r(r � 1)=2 :

Èísla k 2 N

0

a r 2 Z jsou èísly n;m 2 N jednoznaènì urèena. Bez újmy na

obe
nosti lze vzít n � m (to je ekvivalentní s r � 0). Bijek
i mezi rozklady

n+m

p

�1 na rùzné èásti tvaru a+(a�1)

p

�1 a (b�1)+b

p

�1 a obyèejnými

rozklady k popí¹eme na konkrétním pøíkladu n = 43 a m = 39. Pak k = 33

a r = 4. Vezmeme rozklad

� = (10; 7; 5; 4; 3

2

; 1) ` 33 :

Na Ferrersùv diagram rozkladu � ` n pøilo¾íme na první øádek pravoúhlé

trojúhelníkové s
héma slo¾ené z r nový
h øádkù s 1; 2; : : : ; r novými teè-

kami. Celkem dostaneme n teèek. Posloupnost r teèek zaèínají
í v první

(a jediné) teè
e v novém prvním øádku a jdou
í jihový
hodnì prodlou¾íme

na maximální délku starými teèkami. Vzniklou posloupnost teèek nazveme

hrani
í . Pro ná¹ konkrétní rozklad � ` 33 dostaneme (na obrázku jsou nové
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teèky oznaèeny krou¾ky a hrani
e je oznaèena asterixy):

�

Æ �

Æ Æ �

Æ Æ Æ �

� � � � � � � � � �

� � � � � � �

� � � � �

� � � �

� � �

� � �

�

Èást diagramu le¾í
í nad hrani
í a ètená po øád
í
h dává hodnoty èísel b�1

(mù¾e být i b� 1 = 0). V na¹em pøíkladu b� 1 = 5; 1. Èást diagramu le¾í
í

na hrani
i a pod ní a ètená po sloup
í
h dává hodnoty a. V na¹em pøíkladu

a = 11; 9; 8; 5; 3; 1. Obì posloupnosti jsou klesají
í. Je evidentní, ¾e souèet

v¹e
h hodnot a a b � 1 je n. Proto¾e hodnot a je o r ví
e ne¾ hodnot b, je

souèet v¹e
h hodnot a� 1 a b roven n� r = m. Sèítan
e a+ (a� 1)

p

�1 a

(b� 1) + b

p

�1 tvoøí rozklad n+m

p

�1 na rùzné èásti. V na¹em pøíkladu

43 + 39

p

�1 = (11 + 10

p

�1) + (9 + 8

p

�1) + (8 + 7

p

�1) + (5 + 4

p

�1)

+ (3 + 2

p

�1) + 1 + (5 + 6

p

�1) + (1 + 2

p

�1) :

Popsaná koresponden
e je hledanou bijek
í. }

Jiný dùkaz JTI je popsán v úloze 7.

Následují
í identity, zejména vyjádøení souèinù

Q

n�1

(1 � x

n

)

r

pro

r = 3; 6 a 10 sumami (pro r = 1 viz 1 vìty 215), budeme potøebovat k

dùkazùm Ramanujanový
h kongruen
í pro hodnoty partitní funk
e, k dùka-

zùm Ja
obiho ètver
ový
h identit v následují
ím oddílu a koneènì k dùkazu

Rogers{Ramanujanový
h identit v oddílu 7.3.

Tvrzení 217 (dùsledek JTI).

1

Y

n=1

1� x

n

1 + x

n

=

1

X

n=�1

(�1)

n

x

n

2

:
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Dùkaz. Souèin vlevo mírnì upravíme na

1

Y

n=1

(1� x

2n�1

)(1� x

2n

)

1 + x

n

=

1

Y

n=1

(1� x

2n�1

)(1� x

n

)

=

1

Y

n=1

(1� x

2n�1

)(1� x

2n�1

)(1� x

2n

)

a pou¾ijeme JTI se z = �1. }

Tvrzení 218 (dùsledek JTI).

1

Y

n=1

(1� x

5n

)(1� x

5n�2

)(1� x

5n�3

) =

1

X

n=�1

(�1)

n

x

n(5n+1)=2

1

Y

n=1

(1� x

5n

)(1� x

5n�1

)(1� x

5n�4

) =

1

X

n=�1

(�1)

n

x

n(5n+3)=2

:

Dùkaz. V JTI provedeme substitu
i x 7! x

k

a z 7! �x

l

a dostaneme

1

Y

n=1

(1� x

2kn

)(1� x

2kn�k�l

)(1� x

2kn�k+l

) =

1

X

n=�1

(�1)

n

x

kn

2

+ln

:

Dokazované identity jsou spe
iálními pøípady této obe
nìj¹í identity pro

volbu k = 5=2; l = 1=2 a k = 5=2; l = 3=2. }

Lemma 219.

(z � z

�1

)

1

Y

n=1

(1� x

n

)(1� x

n

z

2

)(1� x

n

z

�2

) =

1

X

n=�1

(�1)

n

x

n(n+1)=2

z

2n+1

:

Dùkaz. Tato identita plyne z JTI (vìta 216) postupnými substitu
emi z 7!

�xz

2

a x

2

7! x a vynásobením z. }

Tvrzení 220 (tøetí mo
nina).

1

Y

n=1

(1� x

n

)

3

=

1

X

n=0

(�1)

n

(2n+ 1)x

n(n+1)=2

:

11



Dùkaz. Identitu v pøed
hozím lemmatu zderivujeme podle z, polo¾íme

z = 1 a výsledek vydìlíme dvìma. Deriva
i nekoneèného souèinu nemusíme

poèítat, proto¾e má výslednì beztak nulový koe�
ient. }

Tvrzení 221 (¹está mo
nina).

1

Y

n=1

(1� x

n

)

6

=

1

2

1

X

r;s=�1

((2r + 1)

2

� (2s)

2

)x

r

2

+s

2

+r

:

Dùkaz. Identitu tvrzení 220 pøepí¹eme pro suma
i pøes Z a umo
níme na

druhou. Dostaneme

1

Y

n=1

(1� x

n

)

6

=

1

4

1

X

m;n=�1

(�1)

m+n

(2m+ 1)(2n+ 1)x

(m

2

+n

2

+m+n)=2

:

Sumu vpravo rozdìlíme na dvì podle parity m+n. Pro sudé m+n polo¾íme

r = (m+n)=2 a s = (m�n)=2 a pro li
hé m+n polo¾íme r = (m�n�1)=2

a s = (m + n+ 1)=2. Snadno se ovìøí, ¾e v prvním pøípadì (2m+ 1)(2n+

1) = (2r + 1)

2

� (2s)

2

a m

2

+ n

2

+ m + n = 2(r

2

+ s

2

+ r) a v druhém

�(2m+1)(2n+1) = (2r+1)

2

�(2s)

2

am

2

+n

2

+m+n = 2(r

2

+s

2

+r). Sudá

a li
há suma po pøe
hodu k r a s splynou, èím¾ dostáváme dokazovanou

identitu. }

Tvrzení 222 (desátá mo
nina podle Winquista).

1

Y

n=1

(1� x

n

)

10

=

1

X

i=0

1

X

j=�1

(�1)

i+j

(2i+ 1)(6j + 1)

(3i+ 1)(3i+ 2)� 3j(3j + 1)

2

� x

k

;

kde k = k(i; j) = 3i(i+ 1)=2 + j(3j + 1)=2.

Dùkaz. Dokazovaná identita je spe
ializa
í obe
nìj¹í veleidentity

1

Y

n=1

(1� ax

n�1

)(1� a

�1

x

n

)(1� bx

n�1

)(1� b

�1

x

n

)(1� ab

�1

x

n�1

)

12



(1� a

�1

bx

n

)(1� abx

n�1

)(1� a

�1

b

�1

x

n

)(1� x

n

)

2

=

1

X

j=�1

1

X

i=0

(�1)

j+i

�

(b

�3j

� b

3j+1

)(a

�3i

� a

3i+3

)

+ (b

3i+2

� b

�3i�1

)(a

�3j+1

� a

3j+2

)

�

x

j(3j+1)=2+i(3i+1)=2

:

Doka¾me ji. Desetièlenný souèin vlevo si oznaèíme F (a; b; x). Snadno se

ovìøí, ¾e

F (ax; b; x) = �F (a; b; x) � a

�3

a F (a

�1

; b; x) = �F (a; b; x) � a

�3

:

Ne
h» [a

r

℄F pro r 2 Z oznaèuje koe�
ient u a

r

v roznásobeném souèinu F .

Podle první rovni
e máme pro ka¾dé k 2 N

0

[a

r+3k

℄F = (�1)

k

x

(r+3k�3)+(r+3k�6)+���+r

[a

r

℄F = (�1)

k

x

kr+3k(k�1)=2

[a

r

℄F :

Podle druhé máme [a

3�r

℄F = �[a

r

℄F . Polo¾íme-li r = 0 a r = 2 a oznaèíme-

li [a

0

℄F = A

0

(b; x) a [a

1

℄F = A

1

(b; x), dostáváme

F (a; b; x) = A

0

(b; x)

1

X

i=0

(�1)

i

(a

�3i

� a

3i+3

)x

3i(i+1)=2

+ A

1

(b; x)

1

X

j=�1

(�1)

j

(a

�3j+1

� a

3j+2

)x

j(3j+1)=2

:

Pro dùkaz veleidentity staèí nalézt A

0

a A

1

.

Substitu
e x 7! x

3

a a 7! x dává na levé stranì poslední rovnosti

F (x; b; x

3

) =

1

Y

n=1

(1� x

3n

) �

1

Y

n=1

(1� x

n

)(1� bx

n�1

)(1� b

�1

x

n

)

=

1

Y

n=1

(1� x

3n

)

1

X

i=0

(�1)

i

(b

�i

� b

i+1

)x

i(i+1)=2

;

pøièem¾ poslední úprava, podobná lemmatu 219, plyne z JTI (substitu
í

x 7! x

2

a b 7! �bx). Vpravo dostaneme

A

0

(b; x

3

)

1

X

i=0

(�1)

i

(x

3i(3i+1)=2

� x

(3i+2)(3i+3)=2

)

+ xA

1

(b; x

3

)

1

X

j=�1

(�1)

j

(x

3j(3j�1)=2

� x

(3j+2)(3j+1)=2

) :
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Není tì¾ké se pøesvìdèit, ¾e obì sumy se rovnají sumì

1 +

1

X

i=1

(�1)

i

(x

3i(3i�1)=2

+ x

3i(3i+1)=2

) =

1

X

j=�1

(�1)

j

x

3j(3j�1)=2

;

která se ov¹em podle 1 vìty 215 rovná

Q

n�1

(1 � x

3n

). Zkrá
ením tohoto

spoleèného faktoru dostaneme rovnost

1

X

i=0

(�1)

i

(b

�i

� b

i+1

)x

i(i+1)=2

= A

0

(b; x

3

) + xA

1

(b; x

3

) :

Nyní u¾ porovnání koe�
ientù u mo
nin x na obou straná
h dává

A

0

(b; x) =

1

X

j=�1

(�1)

j

(b

�3j

� b

3j+1

)x

j(3j+1)=2

A

1

(b; x) =

1

X

i=0

(�1)

i

(b

3i+2

� b

�3i�1

)x

3i(i+1)=2

;

èím¾ je veleidentita dokázána.

V F (a; b; x) máme faktor 1� b a b = 1 je jednodu
hou nulou obou stran.

Veleidentitu zderivujeme podle b a polo¾íme b = 1. Dostaneme

1

Y

n=1

(1� ax

n�1

)

3

(1� a

�1

x

n

)

3

(1� x

n

)

4

=

1

X

j=�1

(�1)

j

(6j + 1)x

j(3j+1)=2

1

X

i=0

(�1)

i

(a

�3i

� a

3i+3

)x

3i(i+1)=2

� 3

1

X

i=0

(�1)

i

(2i+ 1)x

3i(i+1)=2

1

X

j=�1

(�1)

j

(a

�3j+1

� a

3j+2

)x

j(3j+1)=2

:

Nyní je a = 1 trojnásobnou nulou obou stran. Poslední identitu tøikrát

zderivujeme podle a a polo¾íme a = 1. Dostaneme dokazovanou identitu. }

Pøipomínáme, ¾e pro mo
ninnou øadu f oznaèuje [x

n

℄f koe�
ient u x

n

.

Pro dvì mo
ninné øady f; g 2 Z[[x℄℄ a m 2 N znaèení f � g mod m zna-

mená, ¾e [x

n

℄f � [x

n

℄g mod m pro ka¾dé n 2 N

0

.
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Lemma 223. Pro ka¾dé prvoèíslo p platí kongruen
e mezi mo
ninnými øa-

dami

1

(1� x)

p

�

1

1� x

p

mod p :

Dùkaz. Podle binomi
ké vìty (1�x)

p

= 1�x

p

�h(x), kde h(x) má v¹e
hny

koe�
ienty dìlitelné p. Tedy 1=(1�x)

p

= 1+(x

p

+h(x))+(x

p

+h(x))

2

+� � � �

1 + x

p

+ x

2p

+ � � � mod p. }

Vìta 224 (Ramanujan, 1919). Pro ka¾dé m 2 N

0

platí kongruen
e

p(5m+ 4) � 0 mod 5

p(7m+ 5) � 0 mod 7

p(11m+ 6) � 0 mod 11 :

Dùkaz. 1. Doká¾eme kongruen
i p(5m+ 4) � 0 mod 5. Podle 1 vìty 215 a

tvrzení 220 máme

x

1

Y

n=1

(1�x

n

)

4

= x

1

Y

n=1

(1�x

n

) �

1

Y

n=1

(1�x

n

)

3

=

1

X

r=�1

1

X

s=0

(�1)

r+s

(2s+1)x

k

;

kde k = k(r; s) = 1 + r(3r + 1)=2 + s(s+ 1)=2. Proto¾e

8k � 8k � 10r

2

� 5 = 2(r + 1)

2

+ (2s+ 1)

2

mod 5 ;

z k � 0 mod 5 plyne 2(r + 1)

2

+ (2s + 1)

2

� 0 mod 5. Ètver
e modulo 5

jsou 0 a �1, a tak k � 0 mod 5 implikuje 2s+ 1 � 0 mod 5. Tedy

[x

5m

℄ x

1

Y

n=1

(1� x

n

)

4

� 0 mod 5

pro ka¾dé m 2 N

0

. Podle lemmatu 223

1� x

5n

(1� x

n

)

5

� 1 + 0x+ 0x

2

+ � � � = 1 mod 5

pro ka¾dé n 2 N

0

, a tak

[x

5m

℄ x

1

Y

n=1

1� x

5n

1� x

n

= [x

5m

℄ x

1

Y

n=1

(1� x

n

)

4

�

1

Y

n=1

1� x

5n

(1� x

n

)

5

� 0 mod 5
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pro ka¾dé m 2 N

0

. Tudí¾

p(5m+ 4) = [x

5m+5

℄

x

(1� x)(1� x

2

)(1� x

3

) : : :

= [x

5m+5

℄ x

1

Y

n=1

1� x

5n

1� x

n

�

1

Y

n=1

(1 + x

5n

+ x

10n

+ � � �)

� 0 mod 5 :

2. Doká¾eme kongruen
i p(7m + 5) � 0 mod 7. Umo
nìním identity

tvrzení 220 na druhou máme

x

2

1

Y

n=1

(1� x

n

)

6

=

1

X

r;s=0

(�1)

r+s

(2r + 1)(2s+ 1)x

k

;

kde k = k(r; s) = 2 + r(r + 1)=2 + s(s+ 1)=2. Proto¾e

k = 2 + r(r + 1)=2 + s(s+ 1)=2 � (2r + 1)

2

+ (2s+ 1)

2

mod 7 ;

k � 0 mod 7 implikuje (2r+1)

2

+(2s+1)

2

� 0 mod 7. To implikuje 2r+1

i 2s+ 1 dìlitelné 7, proto¾e ètver
e modulo 7 jsou 0; 1; 2 a �3. Tedy

[x

7m

℄ x

2

1

Y

n=1

(1� x

n

)

6

� 0 mod 7

pro ka¾dé m 2 N

0

. Dále dùkaz postupuje analogi
ky modulu 5.

3. (Winquist, 1969). Doká¾eme kongruen
i p(11m + 6) � 0 mod 11.

Podle tvrzení 222

x

5

1

Y

n=1

(1� x

n

)

10

=

1

X

r=0

1

X

s=�1

(�1)

r+s

(2r + 1)(6s+ 1)

(3r + 1)(3r + 2)� 3s(3s+ 1)

2

� x

k

;

kde k = k(r; s) = 3r(r + 1)=2 + s(3s+ 1)=2 + 5. Proto¾e

k = 3r(r + 1)=2 + s(3s+ 1)=2 + 5 � 2(5(2r + 1)

2

+ 3(6s+ 1)

2

) mod 11 ;

k � 0 mod 11 implikuje 5(2r + 1)

2

+ 3(6s+ 1)

2

� 0 mod 11. Zbytky 5x

2

i

3x

2

modulo 11 jsou 0; 1;�2; 3; 4 a 5, a tak k � 0 mod 11 implikuje 2r + 1 i

6s+ 1 dìlitelné 11. Tedy

[x

11m

℄ x

5

1

Y

n=1

(1� x

n

)

10

� 0 mod 11

16



pro ka¾dé m 2 N

0

. Dále dùkaz postupuje analogi
ky modulu 5. }

7.2 Souèty dvou a ètyø ètver
ù

Pro g 2 N a n 2 N

0

de�nujeme r

g

(n) jako poèet 
eloèíselný
h øe¹ení x

i

2 Z

rovni
e

x

2

1

+ x

2

2

+ � � �+ x

2

g

= n :

Aritmeti
ká funk
e r

g

: N

0

! N

0

tedy udává poèet vyjádøení èísla n jako

souètu g ètver
ù, pøièem¾ vyjádøení li¹í
í se znaménky nebo poøadím bereme

jako rùzná. Ve vìtá
h 225 a 226 odvodíme pøesné formule pro hodnoty r

2

(n)

a r

4

(n).

Vìta 225 (Gauss, 1801; Ja
obi, 1829). Ne
h» d

i

(n) je poèet tì
h dìli-

telù d èísla n 2 N, ¾e d � i mod 4. Pak pro ka¾dé n 2 N platí

r

2

(n) = 4(d

1

(n)� d

3

(n)) :

Dùkaz. (Hirs
hhorn, 1985). Pravou stranu identity lemmatu 219 rozdì-

líme podle parity n na dvì sumy a ty nahradíme souèiny podle JTI (x 7! x

2

a z 7! x

�1

z

4

):

1

X

n=�1

x

(2n

2

+n)

z

4n+1

�

1

X

n=�1

x

(2n

2

�n)

z

4n�1

= z

1

Y

n=1

P

n

(1; 3)�z

�1

1

Y

n=1

P

n

(3; 1) ;

kde P

n

(a; b) = (1 � x

4n

)(1 + x

4n�a

z

4

)(1 + x

4n�b

z

�4

). Poslední rozdíl zde-

rivujeme podle z, polo¾íme z = 1, výsledek vydìlíme dvìma a po úpravá
h

dostaneme

1

Y

n=1

Q

n

�

 

1� 4

X

n�1

�

x

4n�3

1 + x

4n�3

�

x

4n�1

1 + x

4n�1

�

!

;

kdeQ

n

= (1�x

4n

)(1+x

4n�3

)(1+x

4n�1

); nekoneèné souèiny jsme zderivovali

podle pravidla (

Q

n�1

u

n

)

0

= (

Q

n�1

u

n

) �

P

n�1

u

0

n

u

n

. Na levé stranì identity

lemmatu 219 dostaneme (jak u¾ víme z tvrzení 220)

Q

n�1

(1�x

n

)

3

. Celkem

máme rovnost

1

Y

n=1

(1� x

n

)

3

=

1

Y

n=1

Q

n

�

 

1� 4

X

n�1

�

x

4n�3

1 + x

4n�3

�

x

4n�1

1 + x

4n�1

�

!

:
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Tu vydìlíme identitou

1

Y

n=1

(1 + x

n

)

2

(1� x

n

) =

1

Y

n=1

(1 + x

n

)(1� x

2n

)

=

1

Y

n=1

(1 + x

2n�1

)(1 + x

2n

)(1� x

2n

)

=

1

Y

n=1

(1 + x

2n�1

)(1� x

4n

)

=

1

Y

n=1

Q

n

a dostaneme

1

Y

n=1

�

1� x

n

1 + x

n

�

2

= 1� 4

X

n�1

�

x

4n�3

1 + x

4n�3

�

x

4n�1

1 + x

4n�1

�

:

Podle tvrzení 217 máme

�

1

X

n=�1

(�1)

n

x

n

2

�

2

= 1� 4

X

n�1

�

x

4n�3

1 + x

4n�3

�

x

4n�1

1 + x

4n�1

�

:

Substitu
e x 7! �x dává

�

1

X

n=�1

x

n

2

�

2

= 1 + 4

X

n�1

�

x

4n�3

1� x

4n�3

�

x

4n�1

1� x

4n�1

�

:

Pro r 2 N

0

je koe�
ient u x

r

vlevo r

2

(r). Koe�
ient u x

r

, r � 1, vpravo je

4(d

1

(r) � d

3

(r)), proto¾e koe�
ient u x

r

v

X

n�1

x

an+b

1� x

an+b

=

X

n;m�1

x

m(an+b)

je poèet dìlitelù d èísla r tvaru d = an+ b, n 2 N. Tím je identita r

2

(n) =

4(d

1

(n)� d

3

(n)) dokázána. }

Bezprostøedním dùsledkem pøed
hozí vìty je, ¾e pro ka¾dé prvoèíslo p �

1 mod 4 máme r

2

(p) = 4(d

1

(p)� d

3

(p)) = 8 > 0. Jiným zpùsobem jsme tak

dokázali vìtu 20 z 2. kapitoly. Naví
 vidíme, ¾e pøi ignorování znamének a

poøadí je vyjádøení prvoèísla p souètem dvou ètver
ù jednoznaèné.
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Vìta 226 (Ja
obi, 1829). Pro ka¾dé n 2 N platí

r

4

(n) = 8

X

dnn

0

d ;

kde èárka oznaèuje vyne
hání dìlitelù, které jsou násobky ètyø.

Dùkaz. (Hirs
hhorn, 1987). Sumu na pravé stranì identity tvrzení 221

rozdìlíme na

1

2

 

1

X

s=�1

x

s

2

1

X

r=�1

(2r + 1)

2

x

r

2

+r

�

1

X

r=�1

x

r

2

+r

1

X

s=�1

(2s)

2

x

s

2

!

=

1

2

 

1

X

s=�1

x

s

2

�

�

1 + 4x

d

dx

�

1

X

r=�1

x

r

2

+r

�

1

X

r=�1

x

r

2

+r

� 4x

d

dx

1

X

s=�1

x

s

2

!

a v¹e
hny ètyøi sumy nahradíme souèiny podle JTI (z 7! 1 a z 7! x):

1

2

 

1

Y

n=1

(1 + x

2n�1

)

2

(1� x

2n

) �

�

1 + 4x

d

dx

�

2

1

Y

n=1

(1 + x

2n

)

2

(1� x

2n

)

� 2

1

Y

n=1

(1 + x

2n

)

2

(1� x

2n

) � 4x

d

dx

1

Y

n=1

(1 + x

2n�1

)

2

(1� x

2n

)

!

:

Nekoneèné souèiny zderivujeme podle pravidla (

Q

n�1

u

n

)

0

= (

Q

n�1

u

n

) �

P

n�1

u

0

n

u

n

a po úpravá
h obdr¾íme identitu

1

Y

n=1

(1� x

n

)

6

=

1

Y

n=1

Q

n

�

 

1� 8

X

n�1

�

(2n� 1)x

2n�1

1 + x

2n�1

�

2nx

2n

1 + x

2n

�

!

;

kde Q

n

= (1 + x

2n�1

)

2

(1 + x

2n

)

2

(1� x

2n

)

2

. Obì strany vydìlíme identitou

1

Y

n=1

(1 + x

n

)

4

(1� x

n

)

2

=

1

Y

n=1

(1 + x

n

)

2

(1� x

2n

)

2

=

1

Y

n=1

Q

n

a dostaneme

1

Y

n=1

�

1� x

n

1 + x

n

�

4

= 1� 8

X

n�1

�

(2n� 1)x

2n�1

1 + x

2n�1

�

2nx

2n

1 + x

2n

�

:
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Podle tvrzení 217 máme

�

1

X

n=�1

(�1)

n

x

n

2

�

4

= 1� 8

X

n�1

�

(2n� 1)x

2n�1

1 + x

2n�1

�

2nx

2n

1 + x

2n

�

:

Substitu
í x 7! �x se zbavíme faktoru (�1)

n

vlevo a pravá strana pøejde

na

1 + 8

X

n�1

�

(2n� 1)x

2n�1

1� x

2n�1

+

2nx

2n

1 + x

2n

�

= 1 + 8

X

n�1

�

(2n� 1)x

2n�1

1� x

2n�1

+

2nx

2n

1� x

2n

�

� 8

X

n�1

�

2nx

2n

1� x

2n

�

2nx

2n

1 + x

2n

�

= 1 + 8

X

n�1

nx

n

1� x

n

� 8

X

n�1

4nx

4n

1� x

4n

:

Tak¾e

�

1

X

n=�1

x

n

2

�

4

= 1 + 8

X

n�1

0

nx

n

1� x

n

;

kde èárka oznaèuje vyne
hání n dìlitelný
h ètyømi. Pro r 2 N

0

je koe�
ient

u x

r

vlevo r

4

(r). Koe�
ient u x

r

, r � 1, vpravo je 8

P

0

dnr

d, proto¾e

X

n�1

0

nx

n

1� x

n

=

X

n;m�1

0

nx

nm

:

Tím je vìta dokázána. }

Ka¾dé n 2 N má alespoò jednoho dìlitele, který není násobkem ètyø, toti¾

èíslo 1. Poslední vìta tak dává r

4

(n) � 8 > 0 pro ka¾dé n 2 N. Dostáváme

tøetí dùkaz vìty 55 z 3. kapitoly.

7.3 Dal¹í rozkladové identity

Vìta 227 (Rogers, 1894; Ramanujan, 1916; S
hur, 1917). Platí

následují
í identity.

1

Y

n=1

1

(1� x

5n�1

)(1� x

5n�4

)

=

X

m�0

x

m

2

(1� x)(1� x

2

) : : : (1� x

m

)

20



1

Y

n=1

1

(1� x

5n�2

)(1� x

5n�3

)

=

X

m�0

x

m(m+1)

(1� x)(1� x

2

) : : : (1� x

m

)

:

První identita praví, ¾e poèet rozkladù èísla n na èásti kongruentní 1 nebo

4 modulo 5 je tý¾ jako poèet rozkladù na èásti li¹í
í se vzájemnì alespoò

o 2. Druhá identita praví, ¾e poèet rozkladù èísla n na èásti kongruentní 2

nebo 3 modulo 5 je tý¾ jako poèet rozkladù na èásti vìt¹í ne¾ 1 a li¹í
í se

vzájemnì alespoò o 2.

Koe�
ient u x

n

na levé stranì první identity je zjevnì roven poètu rozkladù

n na èásti � 1; 4 mod 5. Koe�
ient u x

n

na pravé stranì je roven poètu


eloèíselný
h øe¹ení rovni
e

m

2

+ x

1

+ 2x

2

+ � � �+mx

m

= n m; x

i

� 0 ;

která je ekvivalentní rovni
i

(1 + x

m

) + (3 + x

m�1

+ x

m

) + � � �+ ((2m� 1) + x

1

+ x

2

+ � � �+ x

m

) = n :

Sèítan
e vlevo dávají pøesnì v¹e
hny rozklady n na èásti s rozdíly alespoò

2. Podobnì odvodíme rozkladové vyjádøení druhé identity pomo
í rozvoje

m(m+ 1) = 2 + 4 + � � �+ 2m. Zbývá v¹ak obì identity dokázat.

Dùkaz vìty 227. Polo¾íme P

0

= 1 a pro r 2 N

P

r

=

r

Y

s=1

1

1� x

s

a Q

r

= Q

r

(a) =

1

Y

s=r

1

1� ax

s

:

Dále ne
h» �(r) = r(5r + 1)=2. Pro m = 0; 1; 2 polo¾íme

H

m

= H

m

(a) =

1

X

r=0

(�1)

r

a

2r

x

�(r)�mr

(1� a

m

x

2mr

)P

r

Q

r

:

Na¹ím 
ílem je rozvinout H

1

a H

2

do mo
ninné øady v a. Proto¾e

(1� ax

r

)Q

r

= Q

r+1

; (1� x

r

)P

r

= P

r�1

a

H

m

�H

m�1

=

1

X

r=0

(�1)

r

a

2r

x

�(r)

C

mr

P

r

Q

r

;
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kde

C

mr

= a

m�1

x

r(m�1)

(1� ax

r

) + x

�mr

(1� x

r

) ;

máme

H

m

�H

m�1

=

1

X

r=0

(�1)

r

a

2r+m�1

x

�(r)+r(m�1)

P

r

Q

r+1

+

1

X

r=1

(�1)

r

a

2r

x

�(r)�mr

P

r�1

Q

r

:

Ve druhé sumì r nahradíme r + 1 a dostaneme

H

m

�H

m�1

=

1

X

r=0

(�1)

r

D

mr

P

r

Q

r+1

;

kde

D

mr

= a

2r+m�1

x

�(r)+r(m�1)

(1� a

3�m

x

(2r+1)(3�m)

) :

S pou¾itím operátoru �f(a) = f(ax) máme �Q

r

= Q

r+1

a

D

mr

= a

m�1

�

�

a

2r

x

�(r)�r(3�m)

(1� a

3�m

x

2r(3�m)

)

�

;

a tak

H

m

�H

m�1

= a

m�1

�H

3�m

:

Polo¾íme-li v poslední identitì m = 1; 2 a vyu¾ijeme-li H

0

= 0, máme

H

1

= �H

2

a

H

2

= H

1

+ a�H

1

= �H

2

+ a�

2

H

2

:

Pro hledaný rozvoj H

2

=

P

s�0




s

a

s

(


0

= 1) poslední transforma
e dává

rovni
i

X

s�0




s

a

s

=

X

s�0




s

x

s

a

s

+

X

s�0




s

x

2s

a

s+1

:

Porovnáním koe�
ientù u a

s

dostáváme




1

=

1

1� x

a 


s

=

x

2s�2




s�1

1� x

s

=

x

2+4+���+2(s�1)

(1� x)(1� x

2

) : : : (1� x

s

)

= x

s(s�1)

P

s

:

Dostali jsme rozvoj

H

2

(a) =

X

s�0

a

s

x

s(s�1)

P

s

:
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Tak¾e H

2

(x) je suma na pravé stranì první dokazované identity. Z druhé

strany, v de�ni
i H

2

(a) polo¾íme a = x a dostaneme (P

1

= P

r

�Q

r

(x))

H

2

(x) = P

1

�

X

r�0

(�1)

r

x

�(r)

(1� x

2(2r+1)

)

= P

1

�

�

X

r�0

(�1)

r

x

�(r)

+

X

r�1

(�1)

r

x

�(r�1)+2(2r�1)

)

�

= P

1

�

�

1 +

X

r�1

(�1)

r

(x

r(5r+1)=2

+ x

r(5r�1)=2

)

�

:

Pomo
í tvrzení 218 dostáváme

H

2

(x) = P

1

�

1

Y

n=1

(1� x

5n�2

)(1� x

5n�3

)(1� x

5n

)

=

1

Y

n=1

1

(1� x

5n�1

)(1� x

5n�4

)

:

Tím je první identita dokázána.

H

1

(x) je suma na pravé strané druhé dokazované identity, proto¾e (podle

transforma
e � a hoøej¹ího rozvoje H

2

(a))

H

1

(a) = �H

2

(a) = H

2

(ax) =

X

s�0

a

s

x

s

2

P

s

:

V de�ni
i H

1

(a) nyní polo¾íme a = x a dùkaz dokonèíme pomo
í tvrzení 218

stejným zpùsobem. }

Ve zbytku tohoto oddílu dvìma zpùsoby rozvineme þpramátiÿ rozklado-

vý
h identit z vìty 213. Nejprve uvedeme jedno její pozoruhodné zjem-

nìní. Divá
ký rozklad (le
ture hall partition) délky k 2 N je rozklad

(�

1

; �

2

; : : : ; �

k

), jeho¾ èásti se mohou rovnat i nule a splòují nerovnosti

�

1

k

�

�

2

k � 1

�

�

3

k � 2

� : : : �

�

k

1

� 0 :

Proè zrovna þdivá
kýÿ? Mají-li sedaèky na stupní
h am�teátru postaveného

v prvním kvadrantu roviny souøadni
e (1; �

k

); (2; �

k�1

); : : : ; (k; �

1

), �

i

2

N

0

, je z ka¾dé z ni
h vidìt do poèátku, právì kdy¾ (�

1

; �

2

; : : : ; �

k

) tvoøí

divá
ký rozklad.
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Vìta 228 (Bousquet-Mélou a Eriksson, 1997). Ne
h» k 2 N. Ka¾dé

n 2 N má tolik divá
ký
h rozkladù délky k jako rozkladù na li
hé èásti men¹í

ne¾ 2k. Øeèeno generují
ími funk
emi, oznaèuje-li L

k

mno¾inu divá
ký
h

rozkladù délky k,

X

�2L

k

x

j�j

=

1

(1� x)(1� x

3

)(1� x

5

) : : : (1� x

2k�1

)

:

Napøíklad èíslo 10 má sedm divá
ký
h rozkladù délky 3,

(10; 0; 0); (9; 1; 0); (8; 2; 0); (7; 3; 0); (6; 4; 0); (7; 2; 1) a (6; 3; 1);

a rovnì¾ sedm rozkladù na li
hé èásti men¹í ne¾ 6,

5

2

; 531

2

; 51

5

; 3

3

1; 3

2

1

4

; 31

7

a 1

10

:

Pro ka¾dý rozklad � = (�

1

; �

2

; : : : ; �

r

) s rùznými èástmi existuje k, k � r,

tak, ¾e (�

1

; �

2

; : : : ; �

r

; 0; 0; : : : ; 0) (na kon
i je k � r nul) je divá
ký rozklad

délky k. Pro pevné n tak z vìty 228 suma
í pøes v¹e
hna k plyne, ¾e n

má tolik rozkladù na rùzné èásti jako rozkladù na li
hé èásti. Vìta 228

pøedstavuje zjemnìní (èi snad þzkoneènìníÿ) vìty 213.

Namísto vìty 228 doká¾eme o nì
o obe
nìj¹í a jemnìj¹í výsledek. Pro

èíslo m 2 N, m � 2, de�nujeme posloupnost a(m) = (a

0

; a

1

; a

2

; : : :) jako

a

0

= 0, a

1

= 1 a pro i � 2 rekuren
í

a

i

= ma

i�1

� a

i�2

:

Napøíklad a(2) = (0; 1; 2; 3; 4; : : :).

Lemma 229. Ne
h» m 2 N a a(m) = (a

0

; a

1

; a

2

; : : :). Pak pro ka¾dé i � 1

a v 2 N

0

platí

�

a

i�1

v

a

i

�

+

�

a

i+1

v

a

i

�

= mv :

Dùkaz. Pro i = 1 to platí a pro i � 2 podle de�ni
e posloupnosti

a(m) máme ba

i�1

v=a

i


 + da

i+1

v=a

i

e = ba

i�1

v=a

i


 + dmv � a

i�1

v=a

i

e =

ba

i�1

v=a

i


+mv + d�a

i�1

v=a

i

e = mv. }

Pro rozklad � = (�

1

; �

2

; : : :) (nulové èásti jsou povoleny) polo¾íme

�

l

= (�

1

; �

3

; �

5

; : : :) a �

s

= (�

2

; �

4

; �

6

; : : :). Pro m � 2 jako L

m

k

oznaèíme
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mno¾inu v¹e
h rozkladù s k nezápornými èástmi �

i

, které pro 1 � i < k

splòují

�

i

�

a

k�i+1

a

k�i

�

i�1

;

pøièem¾ a

i

jsou èleny posloupnosti a(m). PatrnìL

2

k

= L

k

, kde L

k

je mno¾ina

divá
ký
h rozkladù délky k. Vìta 228 je spe
iálním pøípadem m = 2 a x = y

následují
ího tvrzení. (Pro jeho dal¹í pou¾ití viz úloha 12.)

Tvrzení 230 (zobe
nìní a zjemnìní vìty 228). Ne
h» m � 2 a k � 1

jsou 
elá èísla a a(m) = (a

0

; a

1

; a

2

; : : :). Pak

X

�2L

m

k

x

j�

l

j

y

j�

s

j

=

k

Y

i=1

1

1� x

a

i

y

a

i�1

:

Dùkaz. Pro k 2 N oznaèíme

G

m

k

(x; y) =

X

�2L

m

k

x

j�

l

j

y

j�

s

j

:

Patrnì G

m

1

(x; y) = 1=(1� x). Pro k � 1 doká¾ememe rekuren
i

G

m

k+1

(x; y) =

G

m

k

(x

m

y; x

�1

)

1� x

:

Odtud a z de�ni
e èísel a

i

u¾ induk
í podle k plyne dokazovaný souèinový

tvar.

Pro i 2 N

0

de�nujeme

L

m

k;i

= f� 2 L

m

k

: �

1

� da

k

�

2

=a

k�1

e = ig :

Patrnì

S

i�0

L

m

k;i

= L

m

k

. Zmen¹ení první èásti o i dává bijek
i mezi L

m

k;i

a

L

m

k;0

, která zmen¹uje j�

l

j o i a nemìní j�

s

j. Pro dùkaz rekuren
e proto staèí

sestrojit takovou bijek
i � : L

m

k

! L

m

k+1;0

, � 7! 
, ¾e v¾dy platí j


s

j = j�

l

j

a j


l

j = mj�

l

j � j�

s

j. Zobrazení � de�nujeme pøedpisem (1 � i � k + 1)




i

=

8

>

>

<

>

>

:

da

k+1

�

1

=a

k

e pokud i = 1

�

i�1

pokud i je sudé

da

k�2j+1

�

2j+1

=a

k�2j

e

+ba

k+1�2j

�

2j�1

=a

k+2�2j


 � �

2j

pokud i = 2j + 1 � 3 :
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Z de�ni
e a pøe
hozího lemmatu plyne, ¾e j


s

j a j


l

j závisí na j�

s

j a j�

l

j tak,

jak je po¾adováno. Uká¾eme, ¾e 
 2 L

m

k+1;0

. Nerovnost 


i

� d

a

k+2�i




i+1

a

k+1�i

e

je pro i = 1 podle de�ni
e splnìna s rovností. Proto¾e �

2j

�

a

k+1�2j

a

k�2j

�

2j+1

,

máme d

a

k+1�2j

�

2j+1

a

k�2j

e � �

2j

� 0 a podle de�ni
e 


2j+1




2j+1

� a

k�2j+1

�

2j�1

=a

k+2�2j

= a

k�2j+1




2j

=a

k+2�2j

;

z èeho¾ plyne po¾adovaná nerovnost pro i = 2j. Proto¾e �

2j�1

�

a

k+2�2j

�

2j

a

k+1�2j

,

máme b

a

k+1�2j

�

2j�1

a

k+2�2j


 � �

2j

� 0 a podle de�ni
e 


2j+1




2j+1

� a

k�2j+1

�

2j+1

=a

k�2j

= a

k�2j+1




2j+2

=a

k�2j

;


o¾ je po¾adovaná nerovnost pro i = 2j + 1. Tedy �(�) 2 L

m

k+1;0

. Inverzní

zobrazení  : L

m

k+1;0

! L

m

k

, 
 7! �, de�nujeme pøedpisem (1 � i � k)

�

i

=

8

<

:




i+1

pokud i je li
hé

da

k�2j+1




2j+2

=a

k�2j

e

+ba

k+1�2j




2j

=a

k+2�2j


 � 


2j+1

pokud i = 2j :

Podobným zpùsobem jako pøed 
hvílí ovìøíme, ¾e  (
) 2 L

m

k

. Ne
h» � 2

L

m

k

, �(�) = 
 a  (
) = �. Podle de�ni
e � a  máme �

2j+1

= 


2j+2

=

�

2j+1

a �

2j

= d

a

k�2j+1




2j+2

a

k�2j

e + b

a

k+1�2j




2j

a

k+2�2j


 � 


2j+1

= d

a

k�2j+1

�

2j+1

a

k�2j

e +

b

a

k+1�2j

�

2j�1

a

k+2�2j


�


2j+1

= �

2j

. Zobrazení  Æ� je identi
ké. Podobnì se uká¾e

identiènost � Æ  . Tak¾e � je bijek
e. }

Druhé zobe
nìní vìty 213 predstavuje vìta 232, která ji obsahuje jako je-

den z mnoha spe
iální
h pøípadù. Nejprve doká¾eme prin
ip involu
e. Ne
h»

A = A

+

[A

�

je rozklad mno¾iny A. Øekneme, ¾e zobrazení � : A! A mìní

znaménko, kdy¾ pro a 2 A, a 6= �(a), máme a 2 A

+

() �(a) 2 A

�

a pro

a 2 A, a = �(a), máme a 2 A

+

. Ne
h» f : A ! B a B = B

+

[ B

�

je té¾

rozklad. Øekneme, ¾e zobrazení f za
hovává znaménko, kdy¾ f(A

+

) � B

+

a f(A

�

) � B

�

. Pro � : A ! A symbolem F

�

oznaèíme mno¾inu pevný
h

bodù �:

F

�

= fa 2 A : �(a) = ag :

Tvrzení 231 (prin
ip involu
e). Ne
h» A a B jsou koneèné mno¾iny,

A = A

+

[ A

�

a B = B

+

[ B

�

jsou rozklady, � : A! A a � : B ! B jsou

znaménko mìní
í bijek
e a f : A ! B je znaménko za
hovávají
í bijek
e.

Potom jF

�

j = jF

�

j.
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Dùkaz. Z vlastností � a � plyne, ¾e jA

�

j+jF

�

j = jA

+

j a jB

�

j+jF

�

j = jB

+

j.

Z vlastností f plyne, ¾e jA

�

j = jB

�

j a jA

+

j = jB

+

j. Tedy jF

�

j = jF

�

j. }

Zobrazení � a � jsou podle pøedpokladù takové permuta
e mno¾in A a

B, které kromì pevný
h bodù nemají ¾ádné 
ykly li
hé délky. Tvrzení svùj

název dostalo proto, ¾e v konkrétní
h aplika
í
h jsou � a � obvykle involu
e

| permuta
e s 
ykly délek pouze 1 a 2. Rozklad A = A

+

[ A

�

se èasto

de�nuje zøejmým zpùsobem pomo
í znaménkové funk
e s : A! f+1;�1g.

Bijek
i mezi F

�

a F

�

lze konkrétnì de�novat z bijek
í �; � a f , viz úloha 13.

Multimno¾ina je dvoji
e A = (A

0

; �) = (A

0

; �

A

), kde A

0

je mno¾ina

a � : A

0

! N

0

je zobrazení urèují
í násobnosti prvkù A

0

. A si mù¾eme

pøedstavovat jako seznam, v nìm¾ nezále¾í na poøadí a opakování prvkù

je dovoleno. Potøebujeme-li hodnotu �

A

(x) pro nìjaký prvek x 62 A

0

, do-

de�nujeme ji jako 0. A je koneèná, je-li A

0

koneèná. Pro koneènou mul-

tipodmno¾inu N, to jest pro A = (A

0

; �) s koneènou A

0

� N, de�nu-

jeme kAk =

P

a2A

0

�(a)a. A je pak rozkladem èísla kAk. A = (A

0

; �

A

)

a B = (B

0

; �

B

) buïte dvì multimno¾iny. Rela
e A � B znamená, ¾e

�

A

(a) � �

B

(a) pro v¹e
hny a 2 A

0

. (Nemusí platit, ¾e A

0

� B

0

, ov¹em

nutnì �

A

(x) = 0 pro v¹e
hny x 2 A

0

nB

0

.) Sjedno
ení A a B de�nujeme

jako A [B = (A

0

[ B

0

; �), kde �(x) = max(�

A

(x); �

B

(x)). Podobnì de�nu-

jeme sjedno
ení koneènì mnoha multimno¾in. Rozdíl A a B de�nujeme jako

A�B = (fx 2 A

0

: �

A

(x) � �

B

(x)g; �), kde �(x) = �

A

(x) � �

B

(x). Souèet

A a B de�nujeme jako A+B = (A

0

[ B

0

; �), kde �(x) = �

A

(x) + �

B

(x).

Èíselný rozklad � = (l

a

l

; : : : ; 2

a

2

; 1

a

1

) ` n 
hápeme jako multimno¾inu

(f1; 2; : : : ; lg; �) s �(i) = a

i

. Patrnì k�k = j�j = n. Ne
h» A = (A

i

)

i�1

=

((A

0

i

; �

A

i

))

i�1

je posloupnost koneèný
h multipodmno¾in N a n je pøirozené

èíslo. De�nujeme

P

n

(A) = f� ` n : A

i

6� � pro 8ig a p(n;A) = jP

n

(A)j :

Mù¾eme pøedpokládat, ¾e A je prostá posloupnost, proto¾e opakování její
h

èlenù nemá na P

n

(A) vliv.

Vìta 232 (Cohen, 1981; Remmel, 1982). A = (A

i

)

i�1

a B = (B

i

)

i�1

buïte takové dvì prosté posloupnosti koneèný
h multipodmno¾in N, ¾e pro

ka¾dou koneènou podmno¾inu S �N platí










[

i2S

A

i










=










[

i2S

B

i










:

Potom pro ka¾dé èíslo n 2 N platí p(n;A) = p(n;B).
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Dùkaz. Pro rozklad � polo¾íme S

A

(�) = fi 2 N : A

i

� �g a S

B

(�) =

fi 2 N : B

i

� �g. Obì mno¾iny jsou koneèné. Pro pevné n 2 N uvá¾íme

koneèné mno¾iny

A = f(�; S) : � ` n & S � S

A

(�)g a B = f(�; S) : � ` n & S � S

B

(�)g :

A a B rozlo¾íme na dvì èásti znaménkovou funk
í (�; S) 7! (�1)

jSj

. Zobra-

zení � : A! A de�nujeme jako (�; ;) 7! (�; ;) pro S

A

(�) = ; a jako

(�; S) 7!

�

(�; Snfa

�

g) : : : a

�

2 S

(�; S [ fa

�

g) : : : a

�

62 S

pro S

A

(�) 6= ;, kde a

�

= maxS

A

(�). Zobrazení � : B ! B de�nujeme z
ela

analogi
ky. Zobrazení � a � jsou zøejmì involu
e na A, respektive na B, a

jeji
h mno¾iny pevný
h bodù jsou

F

�

= f(�; ;) : S

A

(�) = ;g a F

�

= f(�; ;) : S

B

(�) = ;g :

Je zøejmé, ¾e � a � mìní znaménko. V¹imnìme si, ¾e jF

�

j = p(n;A) a

jF

�

j = p(n;B).

Zobrazení f : A! B de�nujeme pøedpisem

(�; S) 7! ((��

S

i2S

A

i

) +

S

i2S

B

i

; S) :

Podle de�ni
 mno¾in A a B a opera
í s multimno¾inami a podle pøed-

pokladu o A a B je pro � ` n i (� �

S

i2S

A

i

) +

S

i2S

B

i

` n a jedná

se vskutku o zobrazení z A do B. Naví
 to je bijek
e, proto¾e (�; S) 7!

((��

S

i2S

B

i

) +

S

i2S

A

i

; S) je inverzní zobrazení. Z de�ni
e f plyne, ¾e f

za
hovává znaménko. Podle pøed
hozího tvrzení máme jF

�

j = jF

�

j a vìta

je dokázána. }

Pøedpoklad pøed
hozí vìty oA a B je zøejmì splnìn, pokud obì posloupnosti

jsou disjunktní (A

0

i

\A

0

j

= ; a B

0

i

\B

0

j

= ; pro ka¾dé i 6= j) a kA

i

k = kB

i

k

pro ka¾dé i 2 N. Pak øekneme, ¾e pøedpoklad vìty je disjunktnì splnìn.

Z nepøeberného mno¾ství identit, které se z vìty dají odvodit, vybíráme

ètyøi pøíklady.

Tvrzení 233 (zakázané ètver
e). Ka¾dé n 2 N má tolik rozkladù na

èásti, mezi nimi¾ není ètvere
, jako rozkladù, v ni
h¾ je ka¾dá èást k 2 N

pou¾ita ménì ne¾ k krát.
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Dùkaz. Spe
iální pøípad vìty 232 pro posloupnosti

A = (f1g; f4g; f9g; : : :) a B = (f1g; f2; 2g; f3; 3; 3g; : : :) :

Pøedpoklad vìty je zøejmì disjunktnì splnìn. }

Tvrzení 234 (Glaisherova identita). Ne
h» d 2 N. Pro ka¾dé n 2 N se

poèet rozkladù n na èásti nedìlitelné èíslem d rovná poètu rozkladù na èásti

s násobnostmi nepøesahují
ími d� 1.

Dùkaz. Spe
iální pøípad vìty 232 pro posloupnosti

A = (fdg; f2dg; f3dg; : : :)

B = (f1; 1; : : : ; 1g; f2; 2; : : : ; 2g; f3; 3; : : : ; 3g; : : :) ;

kde v ka¾dé B

i

= fi; i; : : : ; ig máme d opakování. Pøedpoklad vìty je zøejmì

disjunktnì splnìn. }

Vìta 213 je spe
iální pøípad poslední identity pro d = 2.

Tvrzení 235 (S
hurova identita). Ka¾dé n 2 N má tolik rozkladù n na

èásti � �1 mod 6 jako rozkladù na vzájemnì rùzné èásti � �1 mod 3.

Dùkaz. Spe
iální pøípad vìty 232 pro posloupnosti

A = (f2g; f3g; f4g; f6g; f8g; f9g; f10g; f12g; f14g; : : :)

B = (f1; 1g; f3g; f2; 2g; f6g; f4; 4g; f9g; f5; 5g; f12g; f7; 7g; : : :) :

Pøedpoklad vìty je zøejmì disjunktnì splnìn. }

Tvrzení 236 (je¹tì jedna identita). Pro ka¾dé n 2 N se poèet rozkladù

na èásti, které se opakují nejvý¹e tøikrát a pro dvì po sobì jdou
í èásti se

v¾dy alespoò jedna z ni
h neopakuje, rovná poètu rozkladù, v ni
h¾ se sudé

èásti v¾dy li¹í alespoò o 4 (a neopakují se, li
hé èásti nejsou nijak omezeny).

Dùkaz. Spe
iální pøípad vìty 232 pro posloupnosti

A = (f1; 1; 1; 1g; f1; 1; 2; 2g; f2; 2; 2; 2g; f2; 2; 3; 3g; f3; 3; 3; 3g; : : :)

B = (f2; 2g; f2; 4g; f4; 4g; f4; 6g; f6; 6g; : : :) :

Pøedpoklad vìty je splnìn, ale ne disjunktnì. }
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7.4 Asymptotika partitní funk
e

V tomto oddílu odvodíme asymptotiku funk
e p(n) pro n!1.

Vìta 237 (Hardy a Ramanujan, 1918; Uspensky, 1920). Partitní

funk
e p(n) poèítají
í rozklady èísla n 2 N má pro n!1 asymptotiku

p(n) �

1

4n

p

3

� e

�(2n=3)

1=2

:

K dùkazu vìty budeme potøebovat dvì tvrzení a pìt lemmat. Pro z 2 C,

jzj < 1, polo¾íme

�(z) =

�

1� z

2�

�

1=2

� exp

�

�

2

12

�

1 + z

1� z

�

:

Nalezneme asymptotiku koe�
ientù q(n) rozvoje funk
e �(z) do mo
ninné

øady a uká¾eme, ¾e dobøe aproximují hodnoty p(n).

Tvrzení 238 (rùst koe�
ientù q(n)). Ne
h» �(z) =

P

n�0

q(n)z

n

. Pro

n!1 platí

q(n) �

1

4n

p

3

� e

�(2n=3)

1=2

:

Dùkaz. Vyjdeme ze známé identity

R

1

�1

e

�t

2

dt =

p

�. Lineární substitu
e

t 7! at� b dává

R

1

�1

e

�(at�b)

2

dt =

p

�=a, a tak

Z

1

�1

e

�a

2

t

2

e

2abt

dt =

p

�

a

� e

b

2

:

Polo¾íme a

2

= 1� z, b

2

=

�

2

6(1�z)

(nyní je z reálná konstanta) a dostaneme

Z

1

�1

exp(zt

2

) � exp

�

�t

p

2=3� t

2

�

dt =

�

�

1� z

�

1=2

� exp

�

�

2

6(1� z)

�

:

Odtud

�(z) =

e

��

2

=12

�

p

2

(1� z)

Z

1

�1

exp(zt

2

) � exp

�

�t

p

2=3� t

2

�

dt :
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Porovnání koe�
ientù u z

n

vede k integrální reprezenta
i

q(n) =

e

��

2

=12

�

p

2

Z

1

�1

 

t

2n

n!

�

t

2n�2

(n� 1)!

!

exp

�

�t

p

2=3� t

2

�

dt ;

která substitu
í t = s+

p

n a úpravami pøe
hází v

q(n) = C

n

Z

1

�1

K

n

(s) � 2s � e

�2(s��=2

p

6)

2

ds ;

kde

C

n

=

e

�(2n=3)

1=2

�n

p

2

�

n

n+1=2

e

n

n!

�

1

2�

3=2

�

e

�(2n=3)

1=2

n

pro n!1 díky Stirlingovì formuli n! � (2�n)

1=2

(n=e)

n

a

K

n

(s) =

1 +

s

2

p

n

�

1 +

s

p

n

�

2

 

�

1 +

s

p

n

�

� exp

�

�s

p

n

+

s

2

2n

�

!

2n

:

Vzhledem k rozvoji 1 +

s

p

n

= exp(log(1 +

s

p

n

)) = exp(sn

�1=2

� s

2

n

�1

=2 +

O

s

(n

�3=2

)) máme lim

n!1

K

n

(s) = 1 pro ka¾dé s 2 R. Pro zdùvodnìní zá-

mìny poøadí limity a integra
e uká¾eme, ¾e integrand v posledním vyjádøení

q(n) má integrabilní majorantu.

Funk
e xe

�x

nabývá v x � 0 maxima pro x = 1. Pro s � 0 tedy

platí (1 +

s

p

n

) � e

�s=

p

n

� 1 (polo¾ili jsme x = 1 +

s

p

n

) a pro x < 0 platí

j1 +

s

p

n

j � e

�s=

p

n

� e

s

2

=2n

(polo¾ili jsme x = (1 +

s

p

n

)

2

). Tak¾e

jK

n

(s)j � e

s

2

pro s � 0

a pro s < 0

jK

n

(s)j � (1� s) � e

s

2

�2s=

p

n

�

�

�

�

�

1 +

s

p

n

�

�

�

�

� e

�s=

p

n

�

2n�2

� (1� s) � e

s

2

�2s=

p

n

� e

(n�1)s

2

=n

= (1� s) � e

2s

2

+1�(1�s=

p

n)

2

� (1� s) � e

2s

2

+1

:
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Integrand ve vyjádøení q(n) je tedy v absolutní hodnotì shora omezen

2s�e

s

2

�2(s��=2

p

6)

2

pro s � 0 a 2s�(1�s)�e

2s

2

�2(s��=2

p

6)

2

+1

pro s < 0 :

Tato majoranta má na (�1;1) koneèný integrál.

Pro n ! 1 tak ve vyjádøení q(n) mù¾eme K

n

(s) nahradit konstantou

1. Pomo
í substitu
e s =

u

p

2

+

�

2

p

6

dostáváme

q(n) � C

n

Z

1

�1

2s � e

�2(s��=2

p

6)

2

ds

= C

n

Z

1

�1

�

u+

�

2

p

3

�

e

�u

2

du = C

n

�

2

p

3

Z

1

�1

e

�u

2

du

�

e

�(2n=3)

1=2

4

p

3n

:

Na druhém øádku jsme vyu¾ili li
host funk
e ue

�u

2

a na tøetím znovu

identitu

R

1

�1

e

�u

2

du =

p

�. }

Ne
h» I � C je orientovaná úseèka, polopøímka èi pøímka a f : I ! C

je funk
e. Totální varia
í f na I rozumíme supremum

sup

n�1

X

i=1

jf(a

i+1

)� f(a

i

)j

brané pøes v¹e
hny koneèné posloupnosti a

1

< a

2

< : : : < a

n

bodù na I ,

kde < je uspoøádání dané orienta
í I .

Lemma 239. Ne
h» L � C je polopøímka vy
házejí
í z poèátku, w 2 L,

w 6= 0 a funk
e g : L! C je na L integrovatelná a má na ní totální varia
i

V . Potom

�

�

�

�

w

X

n�1

g(nw)�

Z

L

g(u) du

�

�

�

�

� jwjV :

Dùkaz. Bez újmy na obe
nosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e L = [0;1). Ne
h»

w > 0 je reálné èíslo a N 2 N. Pak

�

�

�

w

P

N

n=1

g(nw)�

R

Nw

0

g(u) du

�

�

�

se rovná

w

�

�

�

�

�

Z

1

0

�

N�1

X

n=0

g(nw + w) � g(nw + uw)

�

du

�

�

�

�

�
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� w

Z

1

0

�

N�1

X

n=0

jg(nw + w)� g(nw + uw)j

�

du

� w

Z

1

0

V du = wV :

Limitním pøe
hodem N !1 dostáváme dokazovanou nerovnost. }

Lemma 240. Ne
h»

g(x) =

1

x(e

x

� 1)

�

1

x

2

+

e

�x

2x

a L � fz 2 C : Re(z) > 0g [ f0g je libovolná polopøímka vy
házejí
í z

poèátku. Pak

Z

L

g(x) dx =

Z

1

0

g(x) dx = �

1

2

log 2� :

Dùkaz. První rovnost plyne z Cau
hyho vìty. Podle vìty o konvergen
i s

majorantou máme

R

1

0

g(x) dx = lim

N!1

R

1

0

(1 � e

�Nx

)g(x) dx. Poslední

integrál se rovná

Z

1

0

(1� e

�Nx

)

�

1

e

x

� 1

�

1

x

�

dx

x

+

Z

1

0

(1� e

�Nx

)

e

�x

2x

dx

=

N

X

k=1

Z

1

0

e

�kx

�

1 + x� e

x

x

2

dx+

1

2

Z

1

0

e

�x

� e

�(N+1)x

x

dx

= �

N

X

k=1

Z

1

0

e

�kx

Z

1

0

te

(1�t)x

dt dx+

1

2

Z

1

0

Z

N+1

1

e

�sx

ds dx

= �

N

X

k=1

Z

1

0

Z

1

0

te

(1�t�k)x

dx dt+

1

2

Z

N+1

1

Z

1

0

e

�sx

dx ds

= �

N

X

k=1

Z

1

0

t dt

k + t� 1

+

1

2

Z

N+1

1

ds

s

=

N

X

k=1

�

(k � 1) log

�

k

k � 1

�

� 1

�

+

log(N + 1)

2

= N logN �

N

X

k=1

log k �N +

log(N + 1)

2
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= N logN � logN !�N +

log(N + 1)

2

:

Podle Stirlingovy formule N ! � (2�N)

1=2

(N=e)

N

poslední výraz pro N !

1 konverguje k log(1=

p

2�). }

Lemma 241. Ne
h» g(x) a L jsou jako v pøed
hozím lemmatu, pøièem¾ pro

z 2 Lnf0g platí j arg(z)j < K < �=2. Pak totální varia
e funk
e g(x) na L

splòuje odhad V

L

�

K

1.

Dùkaz. Z de�ni
e totální varia
e plyne, ¾e ji spoèteme z formule

V

L

=

Z

L

jg(z)

0

j � jdzj :

Pro z 2 L, jzj > 1, máme odhad

jg(z)

0

j �

K

jzj

�3

:

Funk
e g(z) je holomorfní v kruhu jzj < 2�, a tak jg(z)

0

j � 1 pro jzj � 1.

Pøed
hozí integrál tedy konverguje a V

L

omezena konstantou závisejí
í jen

na K. }

Pro z 2 C, jzj < 1, polo¾íme

F (z) =

X

n�0

p(n)z

n

=

1

Y

n=1

1

1� z

n

:

Logaritmováním dostaneme identitu

logF (z) =

X

n;m�1

z

nm

m

=

X

m�1

z

m

m(1� z

m

)

:

Lemma 242. Pro v¹e
hna z 2 C, jzj < 1, platí

jF (z)j < exp

�

1

1� jzj

+

1

j1� zj

�

:
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Dùkaz. Podle hoøej¹í identity pro logF (z) máme

j logF (z)j �

jzj

j1� zj

+

X

m�2

jzj

m

m(1� jzj

m

)

<

1

j1� zj

+

1

1� jzj

X

m�2

1

m

2

�

m

jzj

�1

+ jzj

�2

+ � � �+ jzj

�m

<

1

j1� zj

+

1

1� jzj

X

m�2

1

m

2

<

1

j1� zj

+

1

1� jzj

a lemma je dokázáno. }

Lemma 243. Pro v¹e
hna z 2 C splòují
í jzj < 1 a j1 � zj � 2(1 � jzj)

platí

F (z) = �(z) � (1 +O(1� z)) (z ! 1) :

Dùkaz. Polo¾íme z = e

�w

, kde jIm(w)j � �. Podle pøedpokladù o z máme

j arg(w)j < K < �=2 pro nìjakou konstantu K. Hoøej¹í vyjádøení logF (z)

pak pøejde v

logF (z) =

X

m�1

1

m(e

mw

� 1)

:

S pou¾itím rozvojù �

2

=6 =

P

n�1

n

�2

a log(1 � x) = �

P

n�1

x

n

=n tuto

rovnost pøepí¹eme jako

logF (z) =

�

2

6w

+

1

2

log(1� e

�w

) + w

X

m�1

�

1

mw(e

mw

� 1)

�

1

m

2

w

2

+

e

�mw

2mw

�

=

�

2

6w

+

1

2

log(1� e

�w

) + w

X

m�1

g(mw) ;

kde g(x) je funk
e z lematu 240. Vezmeme polopøímku L vy
házejí
í z po-

èátku a jdou
í ve smìru arg(w). Podle lemmat 239, 240 a 241 máme pro

jIm(w)j � � a j arg(w)j < K < �=2 odhad

w

X

m�1

g(mw) = �

1

2

log 2� +O(jwj) :
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Tudí¾, s vyu¾itím w

�1

= (� log z)

�1

= (log

1

1�(1�z)

)

�1

= (1�z)

�1

(1+(1�

z)=2 +O((1� z)

2

))

�1

= (1� z)

�1

� 1=2 +O(1� z),

logF (z) =

�

2

6w

+

1

2

log

1� e

�w

2�

+O(w)

=

�

2

6(1� z)

�

�

2

12

+

1

2

log

1� z

2�

+O(1� z)

= log�(z) +O(1� z) :

Tím je lemma dokázáno. }

Tvrzení 244 (p(n) � q(n)). Koe�
ienty rozvojù �(z) =

P

n�0

q(n)z

n

a

F (z) =

P

n�0

p(n)z

n

pro n!1 splòují

p(n) = q(n) +O

�

n

�5=4

exp(�(2n=3)

1=2

)

�

:

Dùkaz. Podle Cau
hyho vìty

p(n)� q(n) =

1

2�i

Z

C

F (z)� �(z)

z

n+1

dz ;

kde C je kru¾ni
e jzj = 1� �=

p

6n. C rozdìlíme na dva oblouky

A = fz 2 C : j1� zj < �(2=(3n))

1=2

g a B = CnA :

Pro z 2 C máme jzj

�n

= e

�n log(1�(1�jzj))

= e

�(n=6)

1=2

+O(1)

a jzj

�1

< 2.

Podle de�ni
e �(z), lemmatu 242 a trojúhelníkové nerovnosti platí

Z

B

F (z)� �(z)

z

n+1

dz �

Z

B

jzj

�n

�

e

j1�zj

�1

+(1�jzj)

�1

+ e

�

2

=(6j1�zj)

�

jdzj

� e

�(n=6)

1=2

�

e

((3n=2)

1=2

+(6n)

1=2

)=�

+ e

(�=6)(3n=2)

1=2

�

= e

n

1=2

(�=6

1=2

+((3=2)

1=2

+6

1=2

)=�)

+ e

�n

1=2

(3=8)

1=2

� e

�n

1=2

a

;

kde 0 < a < (2=3)

1=2

(to se vidí z odhadu 1=� < �=9). Podle de�ni
e

�(z), lemmatu 243 (jeho¾ pøedpoklad je pro na¹i volbu oblouku A splnìn)
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a odhadu jAj � n

�1=2

platí

Z

A

F (z)� �(z)

z

n+1

dz �

Z

A

jzj

�n

� j1� zj

3=2

� e

�

2

=(6j1�zj)

jdzj

� e

�(n=6)

1=2

� n

�3=4

� e

�(n=6)

1=2

� n

�1=2

= n

�5=4

� e

�(2n=3)

1=2

:

Spojení obou odhadù dává dokazovanou asymptotiku p(n)� q(n). }

Dùkaz vìty 237. (Newman, 1962). Asymptotika partitní funk
e

p(n) bezprostøednì plyne z tvrzení 238 a 244. }

7.5 Linnikovo øe¹ení Waringova problému

Øe¹ením rovni
 v tomto oddílu rozumíme 
eloèíselná øe¹ení. Pro èísla n 2

N

0

a g; d 2 N oznaèíme W (n; g; d) poèet øe¹ení rovni
e

x

d

1

+ x

d

2

+ � � �+ x

d

g

= n x

i

� 0 :

Waringùv problém po¾aduje dokázat, ¾e pro ka¾dé d 2 N existuje g 2 N

tak, ¾e W (n; g; d) � 1 pro v¹e
hna n 2 N

0

. Jinak øeèeno, pro ka¾dé pevné

d � 1 lze ka¾dé pøirozené èíslo vyjádøit jako souèet nejvý¹e g d-tý
h mo
nin

pøirozený
h èísel. Nejmen¹í takové g se oznaèuje g(d). Jako G(d) oznaèíme

nejmen¹í takové g, ¾e existuje n

0

2 N tak, ¾e ka¾dé n > n

0

je souètem

nejvý¹e g d-tý
h mo
nin pøirozený
h èísel. Patrnì G(d) � g(d). Na druhou

stranu z G(d) <1 plyne, ¾e i g(d) <1. Vìta 246, kterou doká¾eme, øíká,

¾e g(d) < 1 pro ka¾dé d 2 N. Vìta 55 a skuteènost, ¾e èísla tvaru 8n+ 7

nejsou souètem tøí èver
ù, ukazují, ¾e g(2) = G(2) = 4. Jednodu
hé dùkazy

odhadù G(3) � 13 a g(4) � 53 obsahuje úloha 20.

Podívejme se nyní na horní odhady pro W (n; g; d). Je jasné, ¾e

W (n; g; d) � (n

1=d

+ 1)

g�1

< 2n

(g�1)=d

(n � n

0

) ;

proto¾e pro ka¾dou slo¾ku øe¹ení máme nejvý¹e 1 + n

1=d

hodnot a pøi zvo-

lený
h x

1

; : : : ; x

g�1

u¾ pro x

g

máme nejvý¹e jednu hodnotu. Klíèem k øe-

¹ení Waringova problému pomo
í ¹nirelmanovského obratu je skuteènost,

¾e tento triviální horní odhad lze zesílit na W (n; g; d) �

d

n

g=d�1

. Pozna-

menejme, ¾e obtí¾ný je pøípad d � 2, W (n; g; 1) lze snadno spoèítat pøesnì

(úloha 1b).
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Tvrzení 245 (netriviální odhad W (n; g; d)). Pro ka¾dé d 2 N existuje

g

0

= g

0

(d) 2 N tak, ¾e pro ka¾dé pevné g � g

0

a n probíhají
í N platí

W (n; g; d)�

d

n

g=d�1

:

Tento odhad staèí dokázat pro jediné g

0

a pro g � g

0

u¾ plyne triviálnì.

Pro ka¾dé pevné g � g

0

toti¾

W (n; g; d) =

X

x

1

;:::;x

g�g

0

�0

W (n� x

d

1

� � � � � x

d

g�g

0

; g

0

; d)

� (1 + n

1=d

)

g�g

0

� max

0�m�n

W (m; g

0

; d)

< 2n

(g�g

0

)=d

�W (M; g

0

; d) ;

kde n � n

0

a 0 � M � n. Ov¹em W (M; g

0

; d) �

d

M

g

0

=d�1

� n

g

0

=d�1

, a

tak W (n; g; d) �

d

n

g=d�1

s konstantou nezávisejí
í na g. Dùkaz tvrzení na


hvíli odsuneme a pøejdeme hned k øe¹ení Waringova problému.

Vìta 246 (Hilbert, 1909). Pro ka¾dé d 2 N existuje g = g(d) 2 N tak,

¾e rovni
e

x

d

1

+ x

d

2

+ � � �+ x

d

g

= n x

i

� 0

má pro ka¾dé n 2 N

0

alespoò jedno øe¹ení. Jinak øeèeno, ka¾dé pøirozené

èíslo je souètem nejvý¹e g d-tý
h mo
nin pøirozený
h èísel.

Dùkaz. (Linnik, 1943). Ne
h» d 2 N je pevné. Pro ka¾dé g 2 N a x > 0

souèet d-tý
h mo
nin libovolný
h g èísel vybraný
h z f1; 2; : : : ; b(x=g)

1=d


g

nepøesahuje x. Odtud máme pro x > 1 triviální odhad

X

n�x

W (n; g; d) � (b(x=g)

1=d


)

g

�

g

x

g=d

:

Na druhou stranu existuje g

0

2 N tak, ¾e W (n; g

0

; d) máme shora odhad-

nuto tvrzením 245. Z obou odhadù plyne existen
e konstanty 
 > 0 závisejí
í

jen na d takové, ¾e

1

x

�#fn � x : W (n; g

0

; d) � 1g > 


pro v¹e
hna x > 1. Mno¾ina X tì
h pøirozený
h èísel, která jsou souètem

nejvý¹e g

0

d-tý
h mo
nin, má proto kladnou ©nirelmanovu hustotu (patrnì

1 2 X). Podle ©nirelmanovy vìty 152 z 5. kapitoly je X aditivní bází N.
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Ka¾dé n 2 N je souètem omezenì mnoha sèítan
ù z X a tudí¾ i omezenì

mnoha d-tý
h mo
nin pøirozený
h èísel. }

Zbývá ov¹em dokázat tvrzení 245. Následují
í elementární dùkaz nále¾í

Linnikovi. Sestává z pìti lemmat a dvou tvrzení.

Lemma 247. Ne
h» a

1

; a

2

; : : : ; a

l

2 Z, l � 2, jsou vesmìs nesoudìlná èísla,

m 2 Z, A > 0 je reálné èíslo a max

1�i�l

ja

i

j = H � A. Pak rovni
e

a

1

x

1

+ a

2

x

2

+ � � �+ a

l

x

l

= m jx

i

j � A

má �

l

A

l�1

=H øe¹ení.

Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e pro l = 2 odhad platí s konstantou 3. Mù¾eme

pøedpokládat, ¾e ja

1

j � ja

2

j. Jsou-li (x

1

; x

2

) a (x

0

1

; x

0

2

) dvì rùzná øe¹ení,

odeètením dostaneme a

1

(x

1

�x

0

1

) = a

2

(x

0

2

�x

2

). Tedy a

1

dìlí x

2

�x

0

2

. Slo¾ky

x

2

øe¹ení jsou obsa¾eny v jisté aritmeti
ké posloupnosti X s diferen
í ja

1

j,

pøièem¾ 
elá X le¾í v intervalu délky 2A. Proto

jX j �

2A

ja

1

j

+ 1 �

3A

ja

1

j

=

3A

H

:

Slo¾ka x

2

jednoznaènì urèuje x

1

, a tak 3A=H odhaduje i poèet øe¹ení.

Pro l > 2 budeme postupovat induk
í podle l. Mù¾eme pøedpokládat,

¾e ja

l

j = H � 1. Pokud a

1

= a

2

= � � � = a

l�1

= 0, máme ja

l

j = H = 1.

Slo¾ky x

1

; : : : ; x

l�1

pak mohou být libovolné a pro x

l

máme nejvý¹e jednu

hodnotu. Máme nejvý¹e

(3A)

l�1

�

l

A

l�1

H

øe¹ení. Mù¾eme tedy pøedpokládat, ¾e alespoò jedno a

i

, 1 � i � l � 1, je

nenulové. Pùvodní rovni
e pak je ekvivalentní soustavì dvou rovni


a

1

d

x

1

+

a

2

d

x

2

+ � � �+

a

l�1

d

x

l�1

= m

0

a dm

0

+ a

l

x

l

= m ;

kde d = (a

1

; a

2

; : : : ; a

l�1

). Podle indukèního pøedpokladu má pro pevné

m

0

první rovni
e �

l

A

l�2

=H

0

øe¹ení v oboru jx

i

j � A, kde H

0

=

max

1�i�l�1

ja

i

j=d � 1. Koe�
ienty d a a

l

v druhé rovni
i jsou nesoudìlná

èísla a d � ja

l

j. Dále ja

i

j � A implikuje jm

0

j < lH

0

A. Poèet øe¹ení (m

0

; x

l

)

druhé rovni
e v oboru jm

0

j; jx

l

j � lH

0

A podle pøípadu l = 2 nepøesahuje

3lH

0

A=ja

l

j. Celkem má soustava nejvý¹e

�

l

A

l�2

H

0

�

3lH

0

A

ja

l

j

�

l

A

l�1

H

39



øe¹ení. }

Lemma 248. Ne
h» l 2 N, l � 3 a m 2 Z. Ne
h» A > 0 a B = B(l) > 0

jsou reálná èísla, pøièem¾ A � B �

l

A

l�1

. Rovni
e

y

1

x

1

+ y

2

x

2

+ � � �+ y

l

x

l

= m jy

i

j � A; jx

i

j � B

má �

l

(AB)

l�1

øe¹ení.

Dùkaz. Øe¹ení rozdìlíme do tøí skupin podle y-ové slo¾ky a uká¾eme, ¾e v

ka¾dé skupinì je �

l

(AB)

l�1

øe¹ení.

1. y

1

= y

2

= � � � = y

l

= 0. Tì
hto øe¹ení je

� (2B + 1)

l

�

l

B

l

= BB

l�1

�

l

(AB)

l�1

:

2. Alespoò jedno y

i

6= 0 a èísla y

i

jsou vesmìs nesoudìlná. Fixujeme

jednu takovou l-ti
i y = (y

1

; y

2

; : : : ; y

l

) a polo¾íme max

1�i�l

jy

i

j = H , pa-

trnì H � A. Vezmeme jednoznaèné r 2 N

0

urèené z

A

2

r+1

< H �

A

2

r

:

Podle pøed
hozího lemmatu poèet l-ti
 (x

1

; x

2

; : : : ; x

l

) odpovídají
í
h y ne-

pøesahuje

�

l

B

l�1

H

�

B

l�1

2

r+1

A

�

B

l�1

2

r

A

:

Poèet l-ti
 y, pro nì¾ H � A=2

r

, je � (2A=2

r

+ 1)

l

�

l

A

l

2

�rl

. Celkem

máme ve skupinì 2

�

l

X

r�0

B

l�1

2

r

A

� A

l

2

�rl

= (AB)

l�1

X

r�0

2

�r(l�1)

�

l

(AB)

l�1

øe¹ení.

3. Alespoò jedno y

i

6= 0 a (y

1

; y

2

; : : : ; y

l

) = d > 1. Fixujeme d, pùvodní

rovni
i nahradíme rovni
í

y

0

1

x

1

+ y

0

2

x

2

+ � � �+ y

0

l

x

l

= 0 jy

0

i

j � A=d; jx

i

j � B ;

kde y

0

i

= y

i

=d, a postupujeme podle 2. A jsme nahradili èíslem A=d, èím¾

se podmínka B �

l

A

l�1

mohla poru¹it. Ov¹em tu jsme v pøípadu 2, který
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nyní aplikujeme, nepou¾ili (pou¾ili jsme ji jen v pøípadu 1). Ve skupinì 3

tedy máme 
elkem (l � 3)

�

l

X

d>1

(AB=d)

l�1

= (AB)

l�1

X

d>1

1

d

l�1

�

l

(AB)

l�1

øe¹ení. }

Multimno¾iny jsme uva¾ovali ji¾ v 7.3. Pøipomínáme, ¾e multimno¾ina


elý
h èísel je dvoji
e U = (U; �), kde U � Z a � : U ! N

0

. Multimno¾inu

vykládáme jako mno¾inu s opakují
ími se prvky: �(a) je násobnost prvku

a 2 U (�(a) = 0 pro v¹e
hny a 2 ZnU). Pøi poèítání øe¹ení rovni
 nad mul-

timno¾inami bereme v úvahu násobnosti: Poèet øe¹ení nìjaké rovni
e èi sou-

stavy sm neznámými x

1

; : : : ; x

m

v oboru x

i

2 U

i

, kde (U

1

; �

1

); : : : ; (U

m

; �

m

)

jsou dané multimno¾iny 
elý
h èísel, je roven

P

�

1

(a

1

)�

2

(a

2

) : : : �

m

(a

m

),

kde sèítáme pøes v¹e
hna 
eloèíselná øe¹ení a

1

; : : : ; a

m

dané rovni
e èi sou-

stavy. Pro k koneèný
h multimno¾in 
elý
h èísel U

1

; : : : ; U

k

a libovolnou

funk
i f : Z

k

! Z znaèením

U

m

= ff(x

1

; x

2

; : : : ; x

k

) : x

i

2 U

i

g

rozumíme multimno¾inu, v ní¾ násobnost prvku y je rovna poètu øe¹ení

rovni
e y = f(x

1

; x

2

; : : : ; x

k

), x

i

2 U

i

.

Lemma 249. U a V buïte dvì koneèné multimno¾iny 
elý
h èísel a 
 2 Z.

Jako P; P

U

a P

V

oznaèíme postupnì poèty øe¹ení rovni


x+ y = 
 x 2 U; y 2 V

x� y = 0 x; y 2 U

x� y = 0 x; y 2 V :

Potom

P � (P

U

+ P

V

)=2 :

Spe
iálnì, pokud U = V (vèetnì násobností), potom P � P

U

= P

V

.

Dùkaz. Ne
h» � : U ! N

0

a � : V ! N

0

jsou násobnosti prvkù v U a V .

Pro ka¾dé x 2 U existuje nejvý¹e jedno y

x

2 V , ¾e x+ y

x

= 
. Poèet øe¹ení

rovni
e x+y = 
 s x 2 U a y 2 V je roven

P

x2U

�(x)�(y

x

) (pro neexistují
í

y

x

klademe �(y

x

) = 0). Patrnì x 6= x

0

) y

x

6= y

x

0

. Máme

X

x2U

�(x)�(y

x

) �

1

2

�

X

x2U

(�(x)

2

+ �(y

x

)

2

) �

1

2

�

�

X

x2U

�(x)

2

+

X

y2V

�(y)

2

�

:
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Poslední dvì sumy jsou pøesnì poèty øe¹ení rovni
e x� y = 0 pro x; y 2 U

a pro x; y 2 V . Dodatek je zøejmý. }

Lemma 250. Ne
h» l = k2

s

, kde k; s 2 N, 
 2 Z a U

1

; U

2

; : : : ; U

l

jsou

koneèné multimno¾iny 
elý
h èísel. Ne
h» P je poèet øe¹ení rovni
e (s l

neznámými)

x

1

+ x

2

+ � � �+ x

l

= 
; x

i

2 U

i

a pro ka¾dé m, 0 � m � 2

s

� 1, je P

m

poèet øe¹ení rovni
e (také s l

neznámými)

k

X

i=1

(y

i;1

+ � � �+ y

i;2

s�1
� y

i;2

s�1

+1

� � � � � y

i;2

s

) = 0; y

i;j

2 U

mk+i

:

Potom

P � (P

0

+ P

1

+ � � �+ P

2

s

�1

)=2

s

:

Dùkaz. Pro k libovolné a s = 1 tvrzení plyne z lemmatu 249, kdy¾ polo¾íme

U

m

= fx

1

+ � � �+ x

l=2

: x

i

2 U

i

g a V

m

= fx

l=2+1

+ � � �+ x

l

: x

i

2 U

i

g. Ne
h»

tvrzení platí pro l = k2

s

, P

m

= P

m

(k; s) jsou pøíslu¹né poèty øe¹ení, a k je

sudé. Uká¾eme, ¾e tvrzení platí i pro rozklad l = k

0

2

s

0

= (k=2)2

s+1

. Tím

bude induk
í dokázána platnost tvrzení pro v¹e
hna k a s. Pro ka¾dé m,

0 � m � 2

s

� 1, polo¾íme

U

m

m

=

n

P

k=2

i=1

�

P

2

s�1

j=1

y

i;j

�

P

2

s

j=2

s�1

+1

y

j;i

�

: y

i;j

2 U

mk+i

o

V

m

m

=

n

P

k

i=k=2+1

�

P

2

s�1

j=1

y

i;j

�

P

2

s

j=2

s�1

+1

y

j;i

�

: y

i;j

2 U

mk+i

o

:

Podle lemmatu 249 (nyní 
 = 0) máme P

m

�

1

2

(P

0

m

+ P

00

m

), kde P

0

m

a P

00

m

jsou poèty øe¹ení rovni
e x� y = 0 pro x; y 2 U

m

a pro x; y 2 V

m

. Tedy

P �

1

2

s

2

s

�1

X

i=0

P

i

�

1

2

s+1

� (P

0

0

+ P

00

0

+ � � �+ P

0

2

s

�1

+ P

00

2

s

�1

) :

Poèty P

0

m

a P

00

m

nejsou ni
 jiného ne¾ poèty P

m

= P

m

(k=2; s+ 1). }

Pro 
eloèíselný polynom f(x) = a

0

x

d

+ � � � + a

d�1

x + a

d

stupnì d � 1

je jeho pøidru¾ený polynom '(h; x) de�nován vztahem f(x + h) � f(x) =
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h � '(h; x). Jedná se o 
eloèíselný polynom

'(h; x) =

d

X

i=1

b

i

(h)x

d�i

=

d�1

X

i=1

�

i�1

X

j=0

a

j

�

d� j

i� j

�

h

i�j�1

�

x

d�i

:

Pro ka¾dé nenulové h

0

2 Z má '(h

0

; x) stupeò d� 1.

Lemma 251. Ne
h» f(x) = a

0

x

d

+ � � �+a

d�1

x+a

d

je 
eloèíselný polynom

stupnì d � 1, jeho¾ koe�
ienty splòují odhady a

i

�

d

n

i=d

, èísla h

0

; x

0

2

Z splòují h

0

; x

0

�

d

n

1=d

a '(h; x) = b

1

(h)x

d�1

+ � � � + b

d�1

x + b

d

(h) je

pøidru¾ený polynom f . Pak, pro 1 � i � d,

b

i

(h

0

)�

d

n

(i�1)=d

a '(h

0

; x

0

)�

d

n

(d�1)=d

:

Dùkaz. Podle pøedpokladù a

j

h

i�j�1

0

�

d

n

(i�1)=d

a x

d�i

0

�

d

n

(d�i)=d

. Tu-

dí¾

b

i

(h

0

)�

d

n

(i�1)=d

i�1

X

j=0

�

d� j

i� j

�

�

d

n

(i�1)=d

a také

j'(h

0

; x

0

)j �

d

X

i=1

jb

i

(h

0

)x

d�i

0

j �

d

n

(d�1)=d

:

}

Tvrzení 252 (indukèní krok). Ne
h» k; s 2 N, l = k2

s+1

, m 2 Z, A > 0

je reálné èíslo, f(x) je 
eloèíselný polynom stupnì d � 1 a '(h; x) je jeho

pøidru¾ený polynom. Ne
h» P a Q jsou postupnì poèty øe¹ení dvou rovni


(s l, resp. k + l=2 neznámými)

f(x

1

) + f(x

2

) + � � �+ f(x

l

) = m jx

i

j � A

k

X

i=1

h

i

2

s�1

X

j=1

('(h

i

; y

i;j

)� '(h

i

; y

i;j+2

s�1
)) = 0 jh

i

j; jy

i;j

j � 2A :

Potom

P � (1 + 4A)

l=2�k

Q :
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Dùkaz. Podle dodatku lemmatu 249 platí P � Q

1

, kde Q

1

je poèet øe¹ení

rovni
e

l=2

X

i=1

(f(x

i

)� f(y

i

)) = 0 jx

i

j; jy

i

j � A

(lemma aplikujeme na multimno¾inu U

m

= ff(x

1

)+� � �+f(x

l=2

) : jx

i

j � Ag).

Polo¾íme x

i

= y

i

+ h

i

. Nerovnosti jx

i

j; jy

i

j � A implikují jh

i

j � 2A. Tak¾e

Q

1

� Q

2

, kde Q

2

je poèet øe¹ení rovni
e

z

1

+ z

2

+ � � �+ z

l=2

= 0; z

i

2 U

m

= fh � '(h; y) : jhj; jyj � 2Ag :

Pro ka¾dou l=2-ti
i h = (h

1

; h

2

; : : : ; h

l=2

), jh

i

j � 2A, oznaèíme U

h

i

m

= fh

i

�

'(h

i

; y) : jyj � 2Ag. Q

2;h

je poèet øe¹ení rovni
e

z

1

+ z

2

+ � � �+ z

l=2

= 0; z

i

2 U

h

i

:

Patrnì

Q

2

=

X

h

Q

2;h

:

Podle lemmatu 250 máme Q

2;h

� (Q

h;0

+ Q

h;1

+ � � � + Q

h;2

s

�1

)=2

s

, kde

Q

h;m

je poèet øe¹ení rovni
e (s l=2 neznámými)

k

X

i=1

(z

i;1

+ � � �+ z

i;2

s�1
� z

i;2

s�1

+1

� � � � � z

i;2

s

) = 0; z

i;j

2 U

h

mk+i

:

Pro ka¾dé pevné m, 0 � m < 2

s

, platí

X

h

Q

h;m

� (1 + 4A)

l=2�k

Q :

Vektory h délky l=2 toti¾ mù¾eme rozlo¾it na tøídy tak, ¾e vektory v jedné

tøídì se mohou li¹it pouze v souøadni
í
h mk + 1;mk + 2; : : : ;mk + k a v

ostatní
h l=2 � k souøadni
í
h se musejí shodovat. Souèet hodnot Q

h;m

v

jedné tøídì je pøesnì Q a tøíd je nejvý¹e (1 + 4A)

l=2�k

. Celkem

P � Q

2

=

X

h

Q

2;h

�

X

h

(Q

h;0

+Q

h;1

+ � � �+Q

h;2

s

�1

)=2

s

=

2

s

�1

X

m=0

1

2

s

X

h

Q

h;m

�

2

s

�1

X

m=0

1

2

s

(1 + 4A)

l=2�k

Q

= (1 + 4A)

l=2�k

Q :

44



}

Pøistoupíme k dùkazu klíèového tvrzení 245. Budeme postupovat induk
í

podle exponentu d. Induk
e nás nutí dokázat obe
nìj¹í tvrzení | místo x

d

budeme muset pra
ovat se systémy 
eloèíselný
h polynomù. Pro 
eloèíselný

polynom f stupnì d a èísla n; g 2 N a N 2 Z oznaèíme w(n;N; g; f) poèet

øe¹ení rovni
e

f(x

1

) + f(x

2

) + � � �+ f(x

g

) = N jx

i

j � n

1=d

:

Následují
í tvrzení kvùli jasnosti formulujeme expli
itnì pomo
í konstant




i

a 
 závisejí
í
h jen na parametru d. V dùkazu pou¾íváme kompaktnìj¹í

(v tomto pøípadì ov¹em ménì jasné) znaèení �

d

.

Tvrzení 253 (induktivní zobe
nìní tvrzení 245). Pro ka¾dé èíslo d 2

N existuje g

0

(d) 2 N tak, ¾e platí následují
í. Ne
h» je dáno d 2 N a d+ 1

libovolný
h konstant 


i

> 0, 0 � i � d. Pak existuje konstanta 
 > 0 tak, ¾e

pro ka¾dé n 2 N, N 2 Z a ka¾dý 
eloèíselný polynom f = f(x) = a

0

x

d

+

� � �+ a

d�1

x+ a

d

stupnì d, jeho¾ koe�
ienty splòují nerovnosti ja

i

j < 


i

n

i=d

,

pro g = g

0

(d) platí

w(n;N; g; f) < 
n

g=d�1

:

Dùkaz. (Linnik, 1943). Postupujeme induk
í podle stupnì d. Pro d = 1

tvrzení platí s g = g

0

(1) = 1: f(x

1

) = a

0

x

1

+ a

1

= N má pro jx

1

j � n

nejvý¹e jedno øe¹ení. Ne
h» d > 1 a tvrzení platí pro stupeò d� 1. Polo¾íme

g = g

0

(d) = 2d2

s+1

; kde s = dlog

2

g

0

(d� 1)e+ 2 :

Buï dán 
eloèíselný polynom f(x) = a

0

x

d

+ � � � + a

d�1

x + a

d

stupnì d,

jeho¾ koe�
ienty splòují a

i

�

d

n

i=d

. Èíslo n 2 N buï libovolné pevné.

Podle pøed
hozího tvrzení, pou¾itého s l = g, k = 2d a A = n

1=d

, máme

w(n;N; g; f) � (1+4A)

g=2�2d

Q�

d

n

g=2d�2

Q, kde Q je poèet øe¹ení rovni
e

2d

X

i=1

h

i

z

i

= 0 jh

i

j; jy

i;j

j � 2n

1=d

;

pøièem¾

z

i

=

2

s�1

X

j=1

('(h

i

; y

i;j

)� '(h

i

; y

i;j+2

s�1
))
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a ' je polynom pøidru¾ený k f .

Pro �xované hodnoty neznámý
h h

1

; : : : ; h

2d

a libovolné pevné i, 1 �

i � 2d, nyní shora odhadneme násobnost èísla z = z

i

2 Z. Je rovna poètu

øe¹ení rovni
e

2

s�1

X

j=1

('(h

i

; y

i;j

)� '(h

i

; y

i;j+2

s�1
)) = z jy

i;j

j � 2n

1=d

:

Polo¾íme t = g

0

(d� 1) | patrnì t < 2

s�1

| a rovni
i pøepí¹eme ve tvaru

soustavy dvou rovni


t

X

j=1

'(h

i

; y

i;j

) = m , kde m = z �

2

s�1

X

j=t+1

'(h

i

; y

i;j

) +

2

s�1

X

j=1

'(h

i

; y

i;j+2

s�1
) :

Poèet øe¹ení první rovni
e odhadneme z indukèního pøedpokladu a poèet

øe¹ení druhé triviálnì. Hodnoty neznámý
h y

i;j

, t < j � 2

s

, lze za�xovat

nejvý¹e (2n

1=d

+ 1)

2

s

�t

�

d

n

(2

s

�t)=d

zpùsoby. Tím je urèeno m. Polynomy

'(h

i

; y) stupnì d�1, kde h

i

je parametr, splòují pøedpoklady tvrzení pro d�

1, ov¹em s n nahrazeným èíslem dn

(d�1)=d

e: Pro jh

i

j � 2n

1=d

pro koe�
ienty

v '(h

i

; y) = b

1

(h

i

)y

d�1

+ � � �+ b

d�1

(h

i

)y + b

d

(h

i

) podle lemmatu 251 platí

b

k

(h

i

) �

d

n

(k�1)=d

= (n

(d�1)=d

)

(k�1)=(d�1)

. Díky indukènímu pøedpokladu

má proto rovni
e

t

X

j=1

'(h

i

; y

i;j

) = m jy

i;j

j � 2n

1=d

= 2

�

n

(d�1)=d

�

1=(d�1)

nejvý¹e �

d

(n

(d�1)=d

)

t=(d�1)�1

= n

(t�d+1)=d

øe¹ení. Násobnost èísla z = z

i

proto pøi �xovaný
h i a h

1

; : : : ; h

2d

nepøesahuje

�

d

n

(t�d+1)=d

� n

(2

s

�t)=d

= n

(2

s

�d+1)=d

:

Lemma 251 té¾ vzhledem k jh

i

j; jy

i;j

j � 2n

1=d

implikuje, ¾e v¾dy z

i

�

d

n

(d�1)=d

(1 � i � 2d).

Rekapitulujme: Pro uvedenou volbu g = g

0

(d) máme w(n;N; g; f) �

d

n

g=2d�2

R, kde R je poèet øe¹ení rovni
e

2d

X

i=1

h

i

z

i

= 0 jh

i

j � 2n

1=d

; jz

i

j �

d

n

(d�1)=d

;

46



v ní¾ se pøi pevný
h h

1

; : : : ; h

2d

ka¾dé z

i

vybírá s jistou násobností nepøe-

sahují
í �

d

n

(2

s

�d+1)=d

. Jako S oznaèíme poèet øe¹ení této rovni
e pro z

i

bez násobností. S odhadneme pomo
í lemmatu 248, pou¾itého pro l = 2d,

A = 2n

1=d

a B �

d

n

(d�1)=d

(horní mez pro jz

i

j). Celkem dostáváme

w(n;N; g; f) �

d

n

g=2d�2

R�

d

n

g=2d�2

�

n

(2

s

�d+1)=d

�

2d

S

�

d

n

2

s+1

�2

� n

2

s+1

�2d+2

� (n

1=d

n

(d�1)=d

)

2d�1

= n

2

s+2

�1

= n

g=d�1

:

Tvrzení 253 je dokázáno. }

Uva¾me polynom x

d

. Podle de�ni
 velièin W (n; g; d) a w(n;N; g; f) a podle

pøed
hozího tvrzení, pro g = g

0

(d) máme

W (n; g; d) � w(n; n; g; x

d

)�

d

n

g=d�1

:

Tím jsou tvrzení 245 a vìta 246 dokázány.

7.6 Poznámky

7.1. Klasi
ké èíselné rozklady. Literatura: Hardy a Wright [47℄, Andrews

[4℄, van Lint a Wilson [62℄ a Winquist [96℄.

O výsled
í
h a probléme
h aditivní teorie èísel podávají dobrý pøehled

Nathansonovy monogra�e [66, 67, 68℄ a Halberstam a Roth [42℄. Rùzné

aspekty analyti
ké kruhové metody probírá Vaughan [91℄. Základní litera-

turou o èíselný
h rozklade
h je Andrewsova monogra�e [4℄, její¾ autor sám

vìnoval teorii rozkladù ví
e ne¾ 200 èlánkù.

Mistrem kombinatoriky a èíselný
h rozkladù byl na pøelomu 19. a 20.

století major britské armády P. Ma
Mahon. Andrews se spoluautory reha-

bilitují v rozsáhlé sérii èlánkù [5℄{[13℄ Ma
Mahonovy pozoruhodné av¹ak

pozapomenuté výsledky. Ma
Mahon v [63℄ mimo jiné zkoumal r-rozmìrné

rozklady . To jsou zobrazení f : N

r

! N

0

, která mají jen koneènì mnoho

nenulový
h hodnot a splòují f(i

1

; : : : ; i

r

) � f(j

1

; : : : ; j

r

) v¾dy, kdy¾ i

1

�

j

1

; : : : ; i

r

� j

r

. Pokud

P

x2N

r

f(x) = n, øekneme, ¾e f je r-rozmìrný

rozklad n. Nejdùle¾itìj¹í pøípady jsou r = 1, kdy dostáváme klasi
ké èí-

selné rozklady, a r = 2, kdy dostáváme rovinné rozklady (plane partiti-

ons). Rovinný rozklad n si mù¾eme pøedstavovat jako þtøírozmìrný Ferrer-

sùv diagramÿ, 
o¾ je takové umístìní n jednotkový
h kostek v oktantu

47



K = f(x; y; z) 2 R

3

: x � 0; y � 0; z � 0g (z = 0 je vodorovná rovina), ¾e

hrany kostek jsou rovnobì¾né s osami a ka¾dá kostka se 
elou levou, spodní

a zadní stìnou dotýká hrani
eK nebo jiné kostky. Napøíklad, èíslo 3 má ¹est

rovinný
h rozkladù, které popí¹eme poèty kostek v jednotlivý
h sloup
í
h

stojí
í
h na rovinì z = 0:

3; 21; 2; 111; 11 a 1 :

1 1 1

1

Ne
h» pp(n) je poèet rovinný
h rozkladù èísla n. Ma
Mahon dokázal, ¾e

X

n�0

pp(n)x

n

=

1

Y

n=1

1

(1� x

n

)

n

:

Na rozdíl od 1-rozmìrný
h rozkladù není vùbe
 jednodu
hé tento souèinový

tvar odvodit a pro r > 2 obdobné formule selhávají. Kombinatori
ký dùkaz

podali Knuth a Bender [56℄. Dal¹í informa
e o rovinný
h rozklade
h lze

nalézt v [4, kap. 11℄ a Stanleym [85, 86℄. Pro dal¹í kombinatori
ké souvislosti

rovinný
h rozkladù viz Bressoud [25℄.

S kombinaèními èísly sdílejí koe�
ienty polynomu

�

a+b

b

�

q

symetrii

p(n; a; b) = p(ab � n; a; b), která se leh
e vidí, a unimodalitu p(0; a; b) �

p(1; a; b) � : : : � p(bab=2
; a; b) � p(bab=2
 + 1; a; b) � : : : � p(ab; a; b),

která se dlouho umìla dokázat jen algebrai
ky, napø. pomo
í teorie invari-

antù (Sylvester, 1878). Èistì kombinatori
ký dùkaz podal O'Hara [73℄.

V oddílu 7.1 jsme pro r = 1; 3; 6 a 10 nalezli souètové vyjádøení souèinu

Q

n�1

(1�x

n

)

r

. Nejslavnìj¹í hodnotou r v tomto kontextu v¹ak je 24. Tehdy

se dostane Ramanujanova tau funk
e �(n):

x

1

Y

n=1

(1�x

n

)

24

=

X

n�1

�(n)x

n

= x� 24x

2

+255x

3

� 1472x

4

+4830x

5

+ � � � :

Ramanujan se domníval, ¾e �(n) je multiplikativní, a Mordell to v r. 1917

dokázal. Jinou Ramanujanovu domnìnku, ¾e v¾dy j�(n)j < n

11=2

d(n), kde

d(n) je poèet dìlitelù n, dokázal v r. 1974 Deligne [31℄ jako dùsledek svého

øe¹ení Weilovy hypotézy. Viz Apostol [14℄, Katz [54℄, Koblitz [57℄ a Serre

[82℄. Lehmerova domnìnka z r. 1947, ¾e �(n) není nikdy nulová, je stále

otevøená.

Ramanujan pùvodnì vyslovil tuto hypotézu o kongruenèní
h vlast-

noste
h p(n): Je-li m tvaru 5

a

7

b

11




a 24k � 1 mod m, potom p(mn +
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k) � 0 mod m pro ka¾dé n 2 N

0

. Vìta 224 je spe
iálním pøípadem pro

m = 5; 7 a 11. Ve tøi
átý
h lete
h 20. století v¹ak Chowla nalezl protipøí-

klad: 24 � 243 � 1 mod 7

3

, ale p(243) = 133978259344888 6� 0 mod 7

3

.

V r. 1967 Atkin [16℄ dokázal správnou verzi Ramanujanovy domnìnky:

Pokud m = 5

a

7

b

11




(a; b; 
 2 N

0

) a 24k � 1 mod m (k 2 N), pak

p(mn + k) � 0 mod 5

a

7

bb=2
+1

11




pro ka¾dé n 2 N

0

. Atkin [17℄ té¾ do-

kázal, ¾e p(206839n+ 2623) � 0 mod 17.

Významné nové výsledky v teorii kongruenèní
h vlastností p(n) získal

Ono [74℄. V [1℄ spolu s Ahlgrenem oznamují následují
í rozsáhlou tøídu

kongruen
í. Pro prvoèíslo l � 5 oznaème Æ

l

= (l

2

� 1)=24 a S

l

buï mno¾ina

tì
h k; 0 � k < l; ¾e k + Æ

l

� 0 mod l nebo

�

k+Æ

l

l

�

= �

�

�6

l

�

(u¾íváme

Legendreùv symbol). Potom pro ka¾dé prvoèíslo l � 5, m 2 N a k 2 S

l

má

kladná frak
e prvoèísel q � �1 mod 24l tu vlastnost, ¾e

p((q

3

n+ 1)=24) � 0 mod l

m

pro v¹e
hna n 2 N taková, ¾e n ? q a n � 1� 24k mod 24l.

7.2. Souèty dvou a ètyø ètver
ù. Literatura: Hirs
hhorn [49, 50℄.

V úloze 10 reprodukujeme Zagierùv dùkaz [101℄ toho, ¾e ka¾dé prvoèíslo

p = 4n+1 je souètem dvou ètver
ù. Velièiny r

g

(n) vzhledem k zapoèítávání

v¹e
h poøadí a znamének zahrnují velikou redundan
i. Napøíklad r

4

(30) =

8(1+ 2+ 3+ 5+ 6+10+15+30) = 576, i kdy¾ 30 má jen dva rozklady na

ètyøi nezáporné ètver
ové èásti: 30 = 4

2

+3

2

+2

2

+1

2

a 30 = 5

2

+2

2

+1

2

+0

2

.

Hirs
hhorn [51℄ odvodil formule pro p

22

(n), p

32

(n) a p

42

(n), poèty rozkladù

n na dvì, tøi a ètyøi nezáporné ètver
ové èásti. Napøíklad

p

22

(n) =

1

2

�

d

1

(n)� d

3

(n) + Æ(n) + Æ(n=2)

�

;

kde d

i

(n) jsou jako ve vìtì 225 a Æ(n) = 1 pokud je n ètvere
 a 0 jinak.

Formule pro r

2

(n) a r

4

(n) odvodil Ja
obi ve spisu Fundamenta Nova

Theoriae Fun
tionum Ellipti
arum (1829) pomo
í elipti
ký
h funk
í. První

z ni
h se impli
itnì na
hází u¾ v Gaussový
h Disquisitiones Arithmeti
ae

(1801). Formule

r

6

(n) = 16

X

dnn

�(n=d)d

2

� 4

X

dnn

�(d)d

2

a r

8

(n) = 16

X

dnn

(�1)

n+d

d

3

;

kde �(d) = (�1)

(d�1)=2

pro li
hé d a �(d) = 0 pro sudé d, byly odvozeny

rovnì¾ v Ja
obiho spisu. Pro sudé g � 10 platí komplikovanìj¹í formule,
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napøíklad

r

10

(n) =

4

5

�

X

dnn

�(d)d

4

+ 16

X

dnn

�(n=d)d

4

+ 4

X

a

2

+b

2

=n

(a

4

� 3a

2

b

2

)

�

:

Pro li
hé g je problém urèit r

g

(n) obtí¾nìj¹í. (Formule pro r

5

(n) sehrála dù-

le¾itou úlohu v kariére H. Minkowskiho, viz kapitola 8.) Pro dal¹í informa
e

o reprezenta
í
h èísel ètver
i viz Grosswald [41℄. Významné nové výsledky

o r

g

(n) získal nedávno v rozsáhlém memoáru Milne [65℄. Ja
obiho klasi
ké

identity pro r

g

(n) s g = 4 a 8 roz¹íøil na nekoneèné rodiny identit pro g = 4l

2

a g = 4l(l+ 1), l 2 N. Napøíklad pro g = 24 Milneho identita praví, ¾e

r

24

(n) = (�1)

n

16

9

�

17�

y

3

(n) + 8�

y

5

(n) + 2�

y

7

(n)

�

+ (�1)

n

512

9

n�1

X

m=1

�

�

y

3

(m)�

y

7

(n�m)� �

y

5

(m)�

y

5

(n�m)

�

;

kde

�

y

k

(n) =

X

dnn

(�1)

d

d

k

:

þPodivnou a mo
nouÿ ([68℄) elementární metodu, kterou v sérii osm-

ná
ti èlánkù vyvinul v lete
h 1858{65 Liouville a kterou odvozoval formule

pro r

g

(n) (g sudé), vysvìtluje Nathanson [68, kap. 13 a 14℄ na hodnotá
h

g = 2; 4; 6; 8 a 10. Metoda spoèívá zhruba øeèeno v ovìøení, ¾e dokazovaná

formule a r

g

(n) splòují tuté¾ rekuren
i (uvedenou v úloze 11).

Reprezenta
e prvkù souètem ètver
ù se zkoumají i v jiný
h okruzí
h

ne¾ Z. Napøíklad Landau v r. 1906 dokázal, ¾e ka¾dý nezáporný ra
ionální

polynom P 2 Q[x℄ (tj. P (x) � 0 pro v¹e
hna x 2 R) je v Q[x℄ souètem

osmi ètver
ù. Kdy je nezáporný polynom P 2 R[x

1

; x

2

; : : : ; x

n

℄ souètem

(nìjakého poètu) ètver
ù v R[x

1

; x

2

; : : : ; x

n

℄? (Stupeò deg(P ) = d je nutnì

sudý.) Hilbert v r. 1888 dokázal, ¾e odpovìï zní þanoÿ pouze v pøípade
h

(n; d) 2 f(1; 2e) : e 2 Ng [ f(n; 2) : n 2 Ng [ f(2; 4)g. Pro ostatní dvoji
e

(n; d), d sudé, existuje reálný polynom stupnì d v n promìnný
h, který je

v¾dy nezáporný, ale není souètem ¾ádného poètu ètver
ù. Viz úloha 9 a

Rudin [81℄. Analogi
ká otázka v tìlese ra
ionální
h funk
í R(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

pøedstavuje Hilbertùv 17. problém. Ten v r. 1927 vyøe¹il Artin [15℄, kdy¾

dokázal, ¾e ka¾dá nezáporná ra
ionální funk
e P 2 R(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) je v

tomto tìlese souètem ètver
ù, a ¾e totéz platí i v Q(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

). Viz

Rajwade [76℄ a Taussky [89℄.
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7.3. Dal¹í rozkladové identity. Literatura: Hardy a Wright [47℄, Cor-

teel a Savage [29℄, Bousquet-Mélou a Eriksson [23℄ a Remmel [77℄.

Identity ve vìtì 227, nyní nazývané Rogers{Ramanujanovými, objevil a

dokázal jako první Rogers [80℄. Hardy o ni
h a o nìm v knize [43℄ napsal:

They were found �rst in 1894 by Rogers, a mathemati
ian of

great talent but 
omparatively little reputation, now remembe-

red mainly from Ramanujan's redis
overy of his work. Rogers

was a �ne analyst, whose gifts were, on a smaller s
ale, not un-

like Ramanujan's; but no one paid mu
h attention to anything

he did, and the parti
ular paper in whi
h he proved the formulae

was quite negle
ted.

Ramanujan, který naopak patøí k nejlegendárnìj¹ím a nejromantiètìj¹ím

postavám pøíbìhu matematiky, identity objevil nezávisle v Indii nìkdy pøed

r. 1913. Neumìl je v¹ak dokázat a neumìl to ani Hardy, kterému je poslal,

ani Littlewood, Ma
Mahon a Perron, které Hardy konzultoval. Byly uve-

deny bez dùkazu v druhém dílu Ma
Mahonova spisu [63℄. V r. 1917 sám

Ramanujan, pobývají
í nyní u¾ v Cambridge a intenzivnì spolupra
ují
í s

Hardym, náhodou narazil na Rogersùv èlánek. V následné koresponden
i

Rogers zjednodu¹il svùj pøes 20 let starý dùkaz. Zhruba ve stejné dobì

identity nezávisle znovu objevil S
hur [83℄, izolovaný v Nìme
ku válkou.

Rogers{Ramanujanovy identity inspirovaly mnohá zobe
nìní a mnohé

pøíbuzné identity. Uvádíme tøi pøíklady. Gordon [40℄ dokázal, ¾e pro pevné

a; k 2 N, a � k, má ka¾dé n 2 N tolik rozkladù na èásti 6� 0;�a mod 2k+1

jako rozkladù na èásti b

1

� b

2

� : : : � b

j

� 1 splòují
í b

i

� b

i+1

� 1,

b

i

� b

i+k�1

� 2 a b

j�a+1

� 2. Pro dùkaz a dal¹í zobe
nìní viz [4, kap.

7℄. Andrews [3℄ dokázal, ¾e ka¾dé n 2 N má tolik rozkladù na èásti �

1; 9; 11 mod 14 jako rozkladù (�

1

; �

2

; : : : ; �

k

) splòují
í
h �

i

� �

i+1

� 7 pro

�

i+1

� 1; 2; 4 mod 7, �

i

� �

i+1

� 10 pro �

i+1

� 5; 6 mod 7, �

i

� �

i+1

�

12 pro �

i+1

� 3 mod 7 a �

i

� �

i+1

� 15 pro �

i+1

� 0 mod 7. Andrews

[2℄ dokázal i toto þzkoneènìníÿ Rogers{Ramanujanový
h identit: Pro ka¾dé

m 2 N a a = 0; 1 platí

1

X

n=0

q

n(n+a)

�

m� n� a

n

�

q

=

1

X

n=�1

(�1)

n

q

n(5n+2a+1)=2

�

m

b(m� 5n� a)=2


�

q

:

(Rogers{Ramanujanovy identity odtud plynou limitním pøe
hodemm!1

a pomo
í JTI.) Rogers{Ramanujanovy a jim pøíbuzné identity mají dùle¾ité

místo pøi studiu modelù statisti
ké fyziky, hlavnì v tzv. \hard hexagon
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model", viz Baxter [19, 20℄. O tì
hto pou¾ití
h èíselný
h rozkladù ve fyzi
e

viz napø. Berkoi
h a M
Coy [21℄.

Identitu pro divá
ké rozklady objevili a dokázali Bousquet-Mélou a

Eriksson [22℄ (v [23℄ je dokázána obe
nìj¹í verze tvrzení 230). Jiný dùkaz

podal brzy Andrews [5℄. Zde sledujeme podání Corteelové a Savageové [29℄.

Viz té¾ Bousquet-Mélou a Eriksson [24℄.

Vìtu 232 dokázal Remmel v [77℄, její disjunktní forma se v jiné formula
i

objevuje u¾ u Cohena [28℄ a 
elá vìta je impli
itnì obsa¾ena v Cohenovì

pøístupu. Prin
ip involu
e pou¾ili Garsia a Milne [37℄ ke kombinatori
kému

dùkazu Rogers{Ramanujanový
h identit. Mnohem krat¹í kombinatori
ký

dùkaz podali Bressoud a Zeilberger [26℄. Glaisherova identita je z r. 1883

([39℄) a S
hurova z r. 1926 ([84℄).

7.4. Asymptotika partitní funk
e. Literatura: Newman [71, 72℄.

Po Hardym a Ramanujanovi [46℄ asymptotiku p(n) nalezl nezávisle

Uspensky [90℄. Hardy a Ramanujan v¹ak v [46℄ dokon
e nalezli asymptoti
ký

rozvoj p(n), který Radema
her [75℄ vylep¹il na konvergentní øadu:

p(n) =

1

�

p

2

1

X

k=1

A

k

(n)k

1=2

2

4

d

dx

sinh

�

�

k

(

2

3

(x�

1

24

))

1=2

�

(x�

1

24

)

1=2

3

5

x=n

;

kde

A

k

(n) =

X

h mod k; h?k

e

�2�i�nh=k+�i�s(h;k)

;

pøièem¾

s(h; k) =

k�1

X

�=1

�

�

k

�

j

�

k

k

�

1

2

��

h�

k

�

�

h�

k

�

�

1

2

�

:

Toto je slavná Hardy{Ramanujan-Radema
herova formule (HRR formule)

pro p(n). Radema
her v [75℄ té¾ ukázal, ¾e po ukonèení nekoneèné øady po

k = r èlene
h se souèet li¹í od p(n) nejvý¹e o

2�

2

9

p

3

exp((2n=3)

1=2

�=(r + 1)) � r

�1=2

:

Asymptotika vìty 237 se dostane hned z prvního èlenu k = 1 øady. Dùkaz

HRR formule, pøesnìji jeho druhou polovinu, lze nalézt v [4, kap. 5℄. První

polovinu dùkazu pøedstavuje skuteènost, ¾e po zmìnì promìnné z = e

2�iy

,
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jzj < 1 a (ekvivalentnì) Im(y) > 0, se ze souèinu

Q

n�1

(1 � z

n

) dostane

modulární forma

�(y) = z

1=24

1

Y

n=1

(1� z

n

) ;

tzv. Dedekindova eta funk
e. Její modularita se projevuje funk
ionálními

rovni
emi �(y + 1) = e

�i=12

�(y) a �(�1=y) =

p

�iy � �(y) (bere se

p

s

nezápornou reálnou èástí). O modulární
h funk
í
h a formá
h viz [14, 57,

82℄.

Erd}os [35℄ skoro 
elou asymptotiku p(n) odvodil elementárnì. Jeho po-

stup vy
hází z rekuren
e uvedené v úloze 3. Dokázal, ¾e pro n!1

p(n) �




n

� e

�(2n=3)

1=2

s neznámou konstantou 
 > 0. Newman [69℄ ji elementárnì dopoèítal jako


 = 1=4

p

3. Erd}os a Lehner [36℄ dokázali, ¾e pro hodnotu k = 


p

n � logn+

x

p

n (
; x > 0 jsou konstanty) poèet rozkladù èísla n na nejvý¹e k èástí

splòuje

lim

n!1

p(n; k)

p(n)

= exp

�

� 2
 � e

�x=(2
)

�

:

Témìø v¹e
hny rozklady n tedy mají zhruba 


p

n � logn èástí.

Szekeres [87, 88℄ roz¹íøil Hardyho{Ramanujanovu asymptotiku na

asymptotiku poètù p

�

(n; k) rozkladù n na pøesnì k èástí, pøièem¾ k; n!1

a k � n

1=6

. Can�eld [27℄ podal elementární dùkaz Szekeresovy asympto-

tiky bez pou¾ití komplexní analýzy. Szekeresova asymptotika je jediný

známý zpùsob, jak pro dostateènì velké n dokázat unimodalitu posloup-

nosti (p

�

(n; k))

n

k=1

: p

�

(n; 1) � p

�

(n; 2) � : : : � p

�

(n;m) � p

�

(n;m + 1) �

: : : � p

�

(n;n).

Wright [100℄ zkombinoval asymptotiku p(n) s Waringovým problémem

a nalezl asymptotiku poètu rozkladù p

k

(n) èísla n na k-té mo
niny pøiroze-

ný
h èísel (poèet èástí není omezen, k � 1 je pevné, p

1

(n) = p(n)):

p

k

(n) �

�

(2�)

(k+1)=2

�

k

1=2

(k + 1)

3=2

� n

1

k+1

�

3

2

� e

�n

1=(k+1)

;

kde

� = (k + 1) �

�

(1=k) � �(1 + 1=k) � �(1 + 1=k)

�

1�1=(k+1)
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(�(z) =

R

1

0

e

�t

t

z�1

dt je gama funk
e a �(z) =

P

n�1

n

�z

je zeta funk
e).

Wright pro p

k

(n) dokon
e odvodil asymptoti
ký rozvoj, zbytek øady v¹ak

pro k > 1 (na rozdíl od HRR formule pro k = 1) nekonverguje k nule.

7.5. Linnikovo øe¹ení Waringova problému. Literatura: Gelfond a

Linnik [38℄.

Waringùv problém se tì¹il a tì¹í velkému zájmu matematikù. Kvanti-

tativnì to znamená, ¾e tøeba bibliogra�e knihy [91℄ èítá pøes 700 polo¾ek.

Zajímavý pøehledový èlánek sepsal Ellison [34℄. Pùvodní Waringova formu-

la
e v [93, str. 203{204℄ zní:

Omnis integer numerus vel est 
ubus; vel e duobus, tribus, 4, 5, 6,

7, 8, vel novem 
ubus 
ompositus: est etiam quadratoquadratus;

vel e duobus, tribus &
. usque at novemde
im 
ompositus &si


dein
eps.

Waringovu domnìnku dokázal jako první Hilbert [48℄ v r. 1909. Zjed-

nodu¹ené verze jeho dùkazu zalo¾eného na algebrai
ký
h identitá
h lze na-

lézt v [34℄ a [66℄. Rieger [78℄ ukázal, ¾e Hilbertova metoda vede na odhad

g(d) � (2d + 1)

260(d+3)

3d+8

. Linnikùv elementární dùkaz [60℄ zalo¾ený na

©nirelmanovì metodì jsme vylo¾ili (nikoli doslovnì) podle [38, kap. 2℄, viz

té¾ Chinèin [53℄. Obe
nìj¹í verzi lze nalézt v Nathansonovi [68℄. Rieger [79℄

z Linnikovy metody získal odhad g(d) � 2

2�16

d

(d+1)!

. Newman se pokusil o

te
hni
ky 
o nejjednodu¹¹í dùkaz Waringovy domnìnky za pomo
i kombi-

na
e ©nirelmanovy metody s exponen
iálními sumami (odhad v tvrzení 245

dokazuje pomo
í jednodu
hé verze tzv. Weylovy nerovnosti). Bohu¾el jak

dùkaz v [70℄ tak i jeho prezenta
e v [72, kap. 5℄ obsahují mezery.

Ve dva
átý
h lete
h 20. století Hardy a Littlewood, navazují
 na [46℄, v

sérii èlánkù (viz napø. [44, 45℄) vyvinuli mo
nou analyti
kou metodu, která

poskytuje silné horní odhady G(d) a kterou lze nasadit v mnoha dal¹í
h

aditivní
h úlohá
h. þKruhovouÿ neboli Hardy{Littlewoodovu metodu jsme

u¾ v jednodu
hé podobì pou¾ili v 6.4 k dùkazu vìty 209 a v 7.4 k dùkazu

vìty 237. Hardy a Littlewood vyjádøili W (n; g; d) pomo
í Cau
hyho vìty

jako

W (n; g; d) =

1

2�i

Z

C

F (z)

g

z

�n�1

dz ;

kde F (z) =

P

m�0

z

m

d

a C je kru¾ni
e �e

2�i�

, v ní¾ � probíhá [0; 1) a po-

lomìr � splòuje 0 < � < 1. Dal¹í postup je v kost
e ten, ¾e se vhodnì polo¾í

�! 1

�

(napø. � = 1�1=n) a interval [0; 1) se vhodnì rozdìlí na úseèky dvou

druhù: na tzv. hlavní úseèky (major ar
s), v ni
h¾ je � dobøe aproximováno
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zlomkem s relativnì malým (v závislosti na n) jmenovatelem, a na zbylé

tzv. vedlej¹í úseèky (minor ar
s). Pøíspìvek integrálu pøes hlavní úseèky vy-

tvoøí hlavní èlen asymtoti
ké formule proW (n; g; d). Pøíspìvek pøes vedlej¹í

úseèky se shora odhadne Weylovou nerovností pro exponen
iální sumy, 
o¾

vytvoøí zbytkový èlen. Hardy a Littlewood takto za pøedpokladu g � 2

d

+1

odvodili asymptotiku

W (n; g; d) =

�(1 + 1=d)

g

�(g=d)

� S(n) � n

g=d�1

+O(n

g=d�1�Æ

) ;

kde Æ > 0 a S(n) je jistá aritmeti
ká funk
e splòují
í 


1

> S(n) > 


2

> 0

(konstanty 


i

závisí jen na g a d). Spe
iálnì, G(d) � 2

d

+ 1. Viz [66℄ nebo

[91℄.

Vinogradov v r. 1928 zavedl øadu zlep¹ení kruhové metody, z ni
h¾ jedno

spoèívá v nové reprezenta
i

W (n; g; d) =

Z

1

0

f(�)

g

e(��n) d� ;

kde e(x) = e

2�ix

, f(�) =

P

N

m=0

e(�m

d

) a N = bn

1=d


 (tato identita plyne

z ortogonality

R

1

0

e(�h) d� = 0 pro h 6= 0 a = 1 pro h = 0). Dokázal,

¾e hoøej¹í asymptotika W (n; g; d) platí u¾ pro g > 
d

2

log d. Vinogradovùv

odhad G(d) � (2 + o(1))d log d z [92℄ byl nepøekonán po ví
e ne¾ 30 rokù.

V r. 1992 rekord putoval díky Wooleymu [97℄ do Mi
higanu a souèasný

nejlep¹í odhad G(d) � d(log d+ log log d+2+O(log log d= log d)) nále¾í té¾

Wooleymu [98℄. Zasvì
ený pøehled o klasi
kém i moderním rozvoji kruhové

metody (s dùrazem na Waringùv problém) podává Vaughan [91℄, viz té¾

Wooley [99℄.

Silné horní odhady G(d) spolu s obtí¾ným vy¹etøením þmalý
hÿ n vedly

k témìø pøesnému urèení funk
e g(d). Je lehké dokázat, ¾e g(d) � 2

d

+

b(3=2)

d


 � 2 (úloha 19). V sérii pra
í Di
ksona, Pillaie, Rubugundaye a

Nivena publikovaný
h v lete
h 1928{44 bylo dokázáno, ¾e pro d � 6 platí

g(d) =

8

<

:

2

d

+ b(3=2)

d


 � 2 : : : pokud � � 2

d

2

d

+ b(3=2)

d


+ b(4=3)

d


 � 2 : : : pokud � > 2

d

a � = 2

d

2

d

+ b(3=2)

d


+ b(4=3)

d


 � 3 : : : pokud � > 2

d

a � > 2

d

;

kde

� = 2

d

f(3=2)

d

g+

�

(3=2)

d

�

a � = b(4=3)

d


b(3=2)

d


+ b(4=3)

d


+ b(3=2)

d


 :
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(Snadno se nahlédne, ¾e v¾dy � � 2

d

.) Kubina a Wunderli
h [58℄ pomo
í

poèítaèe dokázali, ¾e pro ka¾dé 6 � d � 4:716 � 10

8

nastává první mo¾nost.

Mahler [64℄ dokázal, ¾e druhá a tøetí mo¾nost nastávají jen pro koneènì

mnoho d. Podívejme se na zbývají
í tøi hodnoty g(3); g(4) a g(5) (g(2) = 4

podle Lagrange). Vý¹e 
itovaný Waringùv text ve struèné parafrázi praví,

¾e g(3) � 9, g(4) � 19 þa tak dálÿ. Wieferi
h [95℄ v r. 1909 dokázal, ¾e

g(3) = 9. Chybu v jeho dùkazu opravil Kempner [55℄. Chen [52℄ v r. 1964

ukázal, ¾e g(5) = 37. Nejdéle odolávají
í bikvadráty se nakone
 poddaly v r.

1992, kdy spoleèným úsilím Balasubramaniana [18℄ a Deshouillerse a Dresse

[32℄ bylo dokázáno, ¾e skuteènì g(4) = 19. Formule g(d) = 2

d

+ b(3=2)

d


�2

tedy platí i pro d < 6.

V kontrastu s g(d) jsou známy pouze dvì pøesné hodnoty G(d): G(2) = 4

(Lagrange, 1770) a, ponìkud paradoxnì, G(4) = 16 (Davenport [30℄, 1939).

Landau [59℄ dokázal, ¾e G(3) � 8. Di
kson [33℄ ukázal, ¾e 23 a 239 jsou je-

diná pøirozená èísla, která nejsou souètem osmi (nezáporný
h) tøetí
h mo
-

nin. Linnik [61℄ dokázal, ¾e G(3) � 7. Watson [94℄ podal jednodu¹¹í dùkaz

Linnikova výsledku. Watsonùv dùkaz a dal¹í výsledky o tøetí
h mo
niná
h

lze nalézt v [66, kap. 2℄. Leh
e se vidí, ¾e G(3) � 4 (úloha 20
). Pøes ve¹-

keré úsilí se o G(3) stále ví jen to, ¾e 4 � G(3) � 7. Podle [99℄, kde lze

nalézt pøíslu¹né referen
e, jsou nejlep¹í v souèasnosti známé horní odhady

G(d) pro d � 20 tyto: G(5) � 17; G(6) � 24; G(7) � 33; G(8) � 42; G(9) �

50; G(10) � 59; G(11) � 67; G(12) � 76; G(13) � 84; G(14) � 92; G(15) �

100; G(16) � 109; G(17) � 117; G(18) � 125; G(19) � 134 a G(20) � 142.

7.7 Úlohy

1. Ne
h» n 2 N.

(a) (2) Doka¾te, ¾e n má 2

n�1

kompozi
.

(b) (2) Naleznìte poèet kompozi
 n na g kladný
h èástí, resp. na

g nezáporný
h èástí. (Druhý poèet je právì hodnota funk
e

W (n; g; 1) z oddílu 7.5.)

(
) (2) Naleznìte poèet kompozi
 n, které nepou¾ívají èást 1.

(d) (2) Naleznìte rozdíl mezi poètem kompozi
 n na sudý poèet èástí

a poètem kompozi
 na li
hý poèet èástí.

2. Mno¾inové rozklady | vyjádøení dané mno¾iny ve tvaru sjedno
ení

vzájemnì disjunktní
h neprázdný
h mno¾in | mají v kombinatori
e

56



dùle¾ité místo. Uvedeme proto na nì jednu úlohu. Párování M na

mno¾inì [2n℄ = f1; 2; : : : ; 2ng je její rozklad na n dvouprvkový
h mno-

¾in, kterým øíkáme hrany. Dvì rùzné hrany B

1

= fa; bg, a < b, a

B

2

= f
; dg, 
 < d, párování M se køí¾í , pokud a < 
 < b < d nebo


 < a < d < b. Poèet køí¾ení 
(M) je poèet dvoji
 fB

1

; B

2

g køí¾í
í
h

se hran v M . Mno¾inu v¹e
h párování na [2n℄ oznaèíme M(n).

(a) (1) Naleznìte kardinalitu mno¾iny M(n).

(b) (3) Naleznìte poèet tì
h M 2M(n), ¾e 
(M) je li
hé.

(
) (3) Naleznìte poèet tì
h M 2M(n), ¾e 
(M) = 0.

(d) (1) Naleznìte poèet tì
h M 2 M(n), ¾e 
(M) je maximální

mo¾né.

(e) (4) Doka¾te, ¾e

X

M2M(n)

q


(M)

=

1

(1� q)

n

n

X

k=�n

�

2n

n� k

�

(�1)

k

q

k(k�1)=2

:

3. (2) Doka¾te, ¾e partitní funk
e splòuje rekuren
i

np(n) =

n

X

i=1

p(n� i)�(i) ;

kde �(i) je souèet dìlitelù èísla i.

4. Tøi úlohy na Ferrersovy diagramy.

(a) (2) Ne
h» a; b; 
 jsou pøirozená èísla, pøièem¾ b; 
 < a. Doka¾te,

¾e èíslo a� 
 má tolik rozkladù na b� 1 èástí nepøesahují
í
h 
,

jako má èíslo a� b rozkladù na 
� 1 èástí nepøesahují
í
h b.

(b) (2) Doka¾te, ¾e ka¾dé n 2 N má tolik samokonjugovaný
h roz-

kladù jako rozkladù na rùzné li
hé èásti.

(
) (2) Doka¾te identitu

1

Y

n=1

1

1� x

n

=

1

X

n=0

x

n

2

(1� x)

2

(1� x

2

)

2

: : : (1� x

n

)

2

:
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5. (a) (2) Ne
h» p

r

, r 2 N, je mo
nina prvoèísla, n 2 N a V je

n-rozmìrný vektorový prostor nad koneèným tìlesem GF(p

r

).

Spoètìte, ¾e V má právì

�

n

k

�

q=p

r

k-rozmìrný
h podprostorù.

(b) (3) Doka¾te pøed
hozí výsledek pøevedením na kombinatori
kou

interpreta
i

�

n

k

�

q

v tvrzení 214.

6. (2) Doka¾te q-binomi
kou vìtu

(1 + x)(1 + xq)(1 + xq

2

) : : : (1 + xq

n�1

) =

n

X

i=0

x

i

q

(

i

2

)

�

n

i

�

q

:

7. (3) Doka¾te Ja
obiho tøísouèinovou identitu (vìta 216) algebrai
ky

podle následují
ího návodu. Oznaèíme-li nekoneèný souèin vlevo jako

P (x; z), platí P (x; z) = P (x; z

�1

) a P (x; x

2

z) = (xz)

�1

P (x; z). Odtud

plyne, ¾e P (x; z) = a(x)

P

1

�1

x

n

2

z

n

pro neznámou mo
ninnou øadu

a(x). Ov¹em a(0) = 1 a spe
ializa
e z = i ukazuje, ¾e a(x

4

) = a(x).

Proto a(x) = 1. Proveïte tento dùkaz podrobnì bez analyti
ké kon-

vergen
e jen za pomo
i formální algebrai
ké konvergen
e mo
ninný
h

øad.

8. (2) Odvoïte identitu 1 vìty 215 z Ja
obiho tøísouèinové identity.

9. (3) Doka¾te, ¾e ka¾dý reálný polynom, který na reálný
h èísle
h na-

bývá jen nezáporný
h hodnot (a je tak nutnì sudého stupnì), je souè-

tem dvou ètver
ù reálný
h polynomù.

10. (2) Vyznejte se v následují
ím textu, který jednou gramati
kou vìtou

popisuje dùkaz toho, ¾e ka¾dé prvoèíslo p � 1 mod 4 je souètem dvou

ètver
ù.

The involution on the �nite set S = f(x; y; z) 2 N

3

: x

2

+

4yz = pg de�ned by

(x; y; z) 7!

8

<

:

(x+ 2z; z; y� x� z) if x < y � z

(2y � x; y; x� y + z) if y � z < x < 2y

(x� 2y; x� y + z; y) if x > 2y
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has exa
tly one �xed point, so jSj is odd and the involution

de�ned by (x; y; z) 7! (x; z; y) also has a �xed point. 2

11. (3) Ne
h» g; n 2 N. Doka¾te identitu

X

jmj�

p

n

(n� (g + 1)m

2

) � r

g

(n�m

2

) = 0 :

12. (2) Ne
h» (F

n

)

n�1

= (1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; : : :) je posloupnost Fibona

i-

ový
h èísel a (G

n

)

n�0

= (F

2n�1

+ F

2n+1

)

n�0

= (1; 4; 11; 29; 76; : : :),

kde F

�1

= 0. Doka¾te, ¾e ka¾dé n 2 N má tolik rozkladù na rùzné

èásti �

1

> �

2

> : : : > �

k

� 1 splòují
í �

i

=�

i+1

> (3 +

p

5)=2 jako

rozkladù na èásti le¾í
í v posloupnosti (G

n

)

n�0

.

13. (2) Ne
h» �; � a f jsou jako v tvrzení 231. De�nujte pomo
í ni
h

bijek
i mezi mno¾inami pevný
h bodù F

�

a F

�

.

14. Dvì úlohy na vìtu 232.

(a) (3) Doka¾te její obrá
ení v disjunktním pøípadì: Jsou-li A =

(A

i

)

i�1

a B = (B

i

)

i�1

dvì prosté posloupnosti disjuntní
h ko-

neèný
h multipodmno¾in N a pro ka¾dé n 2 N platí p(n;A) =

p(n;B), potom se posloupnosti (kA

i

k)

i�1

a (kB

i

k)

i�1

li¹í jen pøe-

rovnáním.

(b) (1) Uka¾te, ¾e ka¾dé n 2 N má jednoznaèný roz-

klad na rùzná a nesousední Fibona

iova èísla (F

n

)

n�0

=

(1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; : : :); napøíklad 12 = 8 + 3 + 1 nebo 29 =

21 + 5 + 2 + 1.

15. Doka¾te Glaisherovu identitu (tvrzení 234) bez pou¾ití vìty 232

(a) (2) bijek
í

(b) (2) pomo
í generují
í
h funk
í.

16. (3) Pøipomínáme, ¾e p

�

(n; k) je poèet rozkladù n na právì k èástí.

Pro pevné k a n!1 doka¾te asymptotiku

p

�

(n; k) �

n

k�1

k!(k � 1)!

:

17. Pøipomínáme, ¾e p(n; k) je poèet rozkladù n na nejvý¹e k èástí. Od-

voïte následují
í formule.
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(a) (1) p(n; 1) = 1 a p(n; 2) = 1 + bn=2
.

(b) (2) p(n; 3) = k(n+ 3)

2

=12k (k � k oznaèuje nejbli¾¹í 
elé èíslo).

(
) (3) p(n; 4) = k(n+ 5)(n

2

+ n+ 22 + 18bn=2
)=144k.

(d) (3) p(n; 5) = k(n+8)(n

3

+22n

2

+44n+248+180bn=2
)=2880k.

18. Pro reálné èíslo t; 0 < t < 1; oznaèíme f(t) = log

�

P

n�0

p(n)t

n

�

.

(a) (2) Doka¾te, ¾e f(t) <

�

2

6

�

t

t�1

.

(b) (3) Odvoïte z pøed
hozí nerovnosti, ¾e pro n > 2

p(n) <

�

(6n� 6)

1=2

� e

�(2n=3)

1=2

:

19. (1) Doka¾te, ¾e pro ka¾dé d 2 N platí

g(d) � 2

d

+

��

3

2

�

d

�

� 2 :

20. (a) (2) Ne
h» n; z 2 N, z � 1 mod 6, a 
elá èísla r; s jsou de�nována

vztahy n � 6r mod z

3

; 1 � r � z

3

; a n � s + 4 mod 6; 0 �

s � 5. Doka¾te, ¾e (r + 1)

3

+ (r � 1)

3

+ 2(z

3

� r)

3

+ (sz)

3

�

n� 8z

9

mod 6z

3

.

(b) (3) Pomo
í pøed
hozí kongruen
e a identity

8x

9

+ 6x

3

(y

2

1

+ y

2

2

+ y

2

3

+ y

2

4

) =

4

X

i=1

(x

3

+ y

i

)

3

+ (x

3

� y

i

)

3

odvoïte, ¾e G(3) � 13.

(
) (3) Uka¾te, ¾e G(3) � 4.

(d) (2) Pomo
í identity

6(x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

+ x

2

4

)

2

=

X

1�i<j�4

(x

i

+ x

j

)

4

+ (x

i

� x

j

)

4

odvoïte, ¾e g(4) � 53.
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