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Vim, ze Cisla jsou krasna. A jestlize krasnd nejsou, pak neni krasné nic.

(Paul Erdé6s, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky prozival pan S. ¢islice.

,Promne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhd ¢isla. Maji tvar ...

1 — to je ostré cislo, nezavisle na jeho grafickém vyjadieni,

je to néco ukonceného, tvrdého.

2 — to je plossi, ¢tverhranné, bélavé, byva trochu nasedlé ...

3 — to je zaostieny tlomek a toci se.

4 — to je opét Ctvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnéjsi, tlusté ...
5 — plné zakonceni v podobé kuzele, véze, masivni.

6 — to nasleduje prvni za ,,5“, je bélavé.

8 — to je nevinné, modravé mlécné, podobné vépnu.“

(A. R. Lurija, Mala Knizka o Velké Paméti.)



Toto je predbézny text 7. kapitoly o c¢iselnych rozkladech ze skript k
mé piednéaice Uvod do teorie ¢isel, kterou jsem konal na MFF UK v Praze
v zimnich semestrech $kolnich rokt 1996/97, 1998/99, 1999/00, 2000/01 a
2001/02. Zatim v preprintové fadé KAM-DIMATIA Series vysly kapitoly 1
(zdkladni pojmy a obraty), 2 (diofantické aproximace), 3 (diofantické rov-
nice), 4 (kongruence) a 5 (prvocisla) a budou v ni postupné vydany zbylé
kapitoly 6 (geometrie ¢isel), 8 (medailony matematikil) a 9 (navody k feSe-
nim tdloh). ObtiZnost tloh je bodovéna 0 (nejlehéi) az 5 (nejtézsi).

fijen 2002 Martin Klazar
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Kapitola 7

Ciselné rozklady

Kolika zptisoby lze dané prirozené c¢islo rozlozit na soucet prirozenych ¢isel,
nezéalezi-li na poradi s¢itanci? G. W. Leibniz se na to zeptal J. Bernoulliho
v dopisu v r. 1674. Zkusmo zjistil, ze zpocatku jsou pocty rozkladd prvoci-
selné: 3 mé t¥i rozklady (3,2+1al+1+1), 4 pét, 5 sedm a 6 jedenict. Vse
kazi 7 s patnécti rozklady. Existuje nekone¢né mnoho ptirozenych ¢isel s pr-
voliselnym poc¢tem rozkladi? Andrews uvadi, Ze tento problém naznaceny
Leibnizovymi tivahami je stale otevieny. Z vysledki o kongruencich partitni
funkce, které dokazeme v této kapitole, plyne, ze naopak pro nekonecné
mnoho n je pocet rozkladd slozené cislo.

Kapitolu 7 vénujeme ¢iselnym rozkladiim a piibuznym otézkam. Jejich
teorie je soucasti aditivni teorie ¢isel, kterd zkoumé aritmetické vlastnosti
operace s¢itani. Prvni etapa rozvoje aditivni teorie ¢isel probéhla po polo-
viné 18. stoleti, kdy L. Euler zkoumal ¢iselné rozklady a partitni funkci a kdy
byly zformulovany jeji nejznaméjsi problémy, které patii soucasné k nejslav-
néjsim matematickym problémim: Goldbachiv (kazdé sudé pfirozené ¢islo
vétsi nez 2 je souctem dvou prvocdisel) a Waringiv (kazdé pfirozené ¢islo je
souctem omezené mnoha ¢tvercli, omezené mnoha tretich mocnin, omezené
mnoha ¢étvrtych mocnin, atd.). Zatimco Goldbachlv problém zistava stéle
otevieny, Waringtv byl ve své plvodni formulaci Gplné vyfesen, ale jeho
nékteré aspekty stale matematiky zaméstnavaji.

V predchozich kapitolach jsme se uz s fadou vysledkt aditivni teorie ¢isel
setkali. Pati{ k nim Eulerova véta 20 o dvou ¢tvercich (kapitola 2), Lagran-
geova véta 55 o Ctyfech ¢tvercich (kapitola 3), Erdés—Ginzburg—Zivova véta
97 a vysledky o Sidonovych mnozinach (kapitola 4), samoziejmé Snirelma-



nova véta 150 (kapitola 5), vysledky o funkci r2(n) (tj. fakticky cely kruhovy
problém) a zejména Erdés—Fuchsova véta 209 (kapitola 6).

V oddilu 7.1 zavedeme klasické ¢iselné rozklady a pomoci Ferrerso-
vych diagramt dokézeme dvé pozoruhodné identity: Eulerovu pentagonalni
identitu (véta 215) a Jacobiho tiisoufinovou identitu (véta 216). Z Jacobiho
identity odvodime fadu disledkd, které pouzijeme dale. DokdZzeme Rama-
nujanovu vétu 224 o kongruencich partitni funkce p(n) modulo 5, 7 a 11. V
oddilu 7.2 odvodime dvé znamé Jacobiho formule pro pocty vyjadieni pii-
rozenych ¢isel souctem dvou a ¢yt celociselnych ¢tverct. Oddil 7.3 obsahuje
jeden klasicky a dva neklasické vysledky o rozkladovych identitach: Rogers—
Ramanujanovy identity (véta 227), identitu pro divacké rozklady (véta 228)
a kombinatorickou metaidentitu zalozenou na principu inkluze a exkluze
(véta 232). V oddilu 7.4 odvodime ve vété 237 asymptotiku partitni funkce.
0ddil 7.5 je vénovan Linnikovu elementarnimu feseni Waringova problému
— ukdZeme, ze pro kazdé pfirozené Cislo k existuje pocet g = g(k) tak, Ze
kazdé prirozené Cislo je souctem nejvyse g k-tych mocnin piirozenych cisel.

7.1 Klasické c¢iselné rozklady

Uspotradanym k-ticim pfirozenych ¢isel A = (A1, Ag,...,Ax) budeme fikat
kompozice. Pokud Ay > Ay > ... > A\, > 1, fikdme jim rozklady. Sumu
A1 + A2 + - - + A znaéime jako |A|. Pokud |A| = n, fekneme, Ze A je kom-
pozict, popiipadé rozkladem, ¢isla n. Cislam \; fikdme ¢dsti kompozice ¢
rozkladu. Césti jsou obvykle kladné, ale nékdy (t¥eba v divackych rozkla-
dech v oddilu 7.3) povolujeme i nulové ¢asti. Budeme se zabyvat enumeraci
rozkladti. Enumeraci kompozic, kterd je vétsinou snazsi a vice zalezitosti
kombinatoriky, vénujeme pouze tlohu 1. Napiiklad ¢islo 6 ma 11 rozkladi,
jak védél uz Leibniz:

6, 5+1,4+2,44+1+1,3+3,3+2+1,3+14+1+1,

242+2,24+2+141,24+14+14+1+1 a 1+14+14+14+1+1.
Skutecnost, ze A = (A1, A2, ..., \x) je rozkladem n se zapisuje znafenim

AbFn.

Opakovani ¢asti se zachycuje pomoci exponenti. Zavorky a oddélujici ¢arky
se pro stru¢nost vynechdvaji (pokud ¢asti nepfesahuji 9, nemtize dojit k
nedorozuméni). Rozklady ¢isla 6 v tomto zapisu jsou:

6, 51, 42, 41%, 3%, 321, 313, 23, 2%1%, 21* a 1°.



Pocet v8ech rozkladi ¢isla n se oznacuje p(n) a funkce p(n) se nazyva
partitni funkci. Pfedchozi piiklad ukazuje, Ze p(6) = 11. Prvni hodnoty
partitni funkce jsou:

n_ | 1] [ 4]5]6 |7
1 5 11| 1

2|3 | 8
p(n)| |2|3| 2

|9 |10 |11]12
| 7111152230 42

11
04256 | 77

Roznasobenim nekone¢né mnoha zavorek (1 + 2! + 2% + 2% + 2% +-- ) (1 +
a4+ + ) (1+23 +2° +2° + 212+ ) ... dostaneme mocninnou
fadu, v niz koeficient u =™ je roven poctu nezapornych celo¢iselnych reseni
rovnice

n=x1+2x +3x3+ - .

Tato feseni odpovidaji vzajemné jednoznac¢né rozkladtm c¢isla n, protoze z;
je pocet ¢asti i v rozkladu n. Koeficient u " se tedy rovna p(n). Protoze

lL+zi+ 22 + 2% + ... = 1/(1 — 2%), dostavame soucinovy tvar (klademe
p(0) =1)
!
n _
> pme" =TI =
n>0 n=1

Néazornym prostiredkem pro praci s rozklady jsou Ferrersovy diagramy.
Ferrersiv diagram rozkladu (A1, Az,...,Ap) F n je maticové schéma s p
fadky a Ay sloupci, v némz i-ty faddek (pocitano shora) obsahuje \; tecek a
tecky v fadcich jsou zarovndny vlevo. Napiiklad rozklady 2212 - 6, 321 + 6
a 532 17 se Ferrersovymi diagramy zaznamenaji jako

Nésledujici véta je snad prvni znamou rozkladovou identitou. V oddilu
7.3 ji dvéma netrividlnimi zpasoby rozvineme.

Véta 213 (Euler, 1748). KaZdé n € N ma tolik rozkladi na vzdjemné
ruzné cdasti jako rozkladu na liché casti.

DUkAz. Uvadime dva dikazy. Prvni pouziva generujici funkce. Jako p,(n)
a pi(n) oznatime pocty rozkladd ¢isla n na rtzné ¢asti a na liché ¢asti.



Podobné jako jsme odvodili vyjadieni generujici funkce hodnot p(n) neko-
nefnym soucinem, mame i

o0 o0
ZpT(n):v” = H(l +a") a Zpl(n):v” = H 1_% ;
n>0 n=1 n>0 n=1 r

kde opét p,(0) = pi(0) = 1. Protoze

1— g2
1—2an

1+2z2" =

)

dostavame zkrdcenim faktorti 1 — 227, Ze se oba nekone¢né souciny rovnaji:

o0 o0 b o0
1— %" 1
H(1+xn):H 1—27 1— g2n—1 -
n=1 n=1 =
V druhém diikazu sestrojime bijekci mezi rozklady obou druhid. Necht
ar > ay > --- > ap > 1 je rozklad n na rtzné éasti. Cislo a; mé jedno-

znacné vyjadieni a; = 2%¢;, kde b; € Np a ¢; € N je liché. Kazdou ¢ast
a; nahradime 2% ¢astmi ¢; a vie usporadame sestupné podle velikosti. Vy-
sledny rozklad je rozkladem n na liché ¢asti. Naopak, méjme rozklad n na
liché ¢asti. Jako d,,, € N, m € N liché, oznacime pocet ¢asti m. Kazdé ¢islo
v € N ma jednozna¢ny rozklad na soucet riznych mocnin ¢isla 2 (dany bi-
narnim rozvojem v). Ozna¢me mnoZinu téchto mocnin 2 jako S(v). Nyni d,,
¢asti m v rozkladu n nahradime ¢astmi xm, kde « probihéd S(d,,). Vznikne
rozklad n na rtzné casti. Obé transformace jsou vzajemné inverzni a tvoii
hledanou bijekci. Napftiklad, pro n = 185 si v ni odpovidaji rozklady

(80,40, 32,12,10,5,3,2,1) a (5%7,3%,1%).
¢

Necht p(n;k) je pocet rozkladd c¢isla m na ¢ésti nepiesahujici k.
Stejné snadno, jako jsme nahlédli soucinové formule pro ) ., p(n)z",
Ynsopi(n)z" a }l, oo pr(n)z”, vidime, ze i

0 1
I (e (s R e

n>0

Operace konjugace Ferrersova diagramu rozkladu znamend jeho trans-
ponovani podle thlopficky; prosté zdménime radky a sloupce. Rozklady,



které se konjugaci neméni, jako tieba 521 F 10, se nazyvaji samokonjugo-
vané (viz Gloha 4b). Konjugace je bijekce (dokonce involuce) mnoziny vSech
rozkladi n na sebe a prevadi pocet Casti na velikost nejvétsi ¢asti a naopak.
Pocet rozklad n na nejvyse k Casti se tedy také rovnd p(n; k). Obé pod-
minky soucasné definuji pocet p(n;k, 1) rozkladi n na nejvyse [ ¢asti, které
nepfesahuji k. Nazorné, p(n; k, ) je pocet rozkladt ¢isla n, jejichz Ferrersovy
diagramy se vejdou do obdélniku k x [ (vzhledem ke konjugaci je jedno, co
je délka a co §ifka). Je pozoruhodné, Ze i generujici polynom ¢isel p(n; k, 1)
ma jednoduchy soucinovy tvar, uvedeme ho nasledujicim tvrzeni. Jedna se
o polynom, protoze p(n;k,l) = 0, jakmile n > k.

Pro a,b € Ny, a > b, definujeme g-binomicky koeficient (nebo téz Gaus-
suv koeficient) jako raciondlni funkci

(a) _ (1 _ qa—b+1)(1 _ qa—b+2) . (1 _ qa)
b/, 1-q)1—-¢*)...(1-¢" '

Je jasné, ze i

a\ _ _ (9
<b>q ~ (@o(Da—s
kde pro n € N zna¢ime (¢), = (1 —q)(1 —¢?)...(1—¢") a (¢)o = 1. Odtud

je ziejmé, Ze (afb)q = (Z)q. Z t¥eti ekvivalentni formy

<a> B i 0+g+a+--+4¢")

~ b A i —b A i1y
b)y T +a+@+-+a DI A +a+ @+ +¢ 1)
kterou dostaneme z druhé zkracenim faktoru (1—q)%, plyne, ze (Z) =1 = (‘;)
Z rekurence odvozené v diikazu nésledujiciho tvrzeni plyne, ze (Z) . je vlastné
polynom stupné b(a — b), jehoz koeficienty jsou kladna celd ¢isla. Tato ¢isla
jsou pravé pocty p(n; k,1).

Tvrzeni 214 (vyznam g-binomického koeficientu). Necht p(n;k,l)
je pocet rozkladi cisla n na nejvyse | casti nepresahugicich k. Pak

kl
k+1
Zp(n;k,l)q”=< k ) :
q

DUKAz. Oznacme b(k,l) = (k;l'l) . Podle definic b(k,0) = 1 a b(0,!) =1 pro
q
vSechna k,l € Ng a

(k1) — bk, 1~ 1) = % (=g - (1 —q)



@ T @ (o
= ¢ -bk-1,0).

Rekurence b(k,l) — b(k,l — 1) = ¢' - b(k — 1,1) uréuje b(k,[) jednoznaéné
pro v8echna k,l € Ny a ukazuje, ze b(k,[) jsou polynomy. Generujici poly-
nom ¢isel p(n; k,1) si oznacime c(k, ). Staci ukazat, ze c(k,l) spliuje tutéz
rekurenci jako b(k,l). Okrajové podminky c(k,0) = ¢(0,1) = 1 jsou jasné
z definice. Rozdil ¢(k,l) — ¢(k,l — 1) je generujici polynom pocti rozklada
na pravé | ¢asti nepresahujicich k. Stac¢i nalézt bijekci mezi témito rozklady
Cisla n a rozklady ¢isla n — [ na nejvyse [ ¢asti nepresahujicich k£ — 1. Tato
bijekce je ddna vypusténim ¢asti rovnych jedné a zmensenim ostatnich ¢asti
o jednu. Takze c(k,l) — c(k,l — 1) = ¢' - ¢(k — 1,1) a tvrzen{ je dokézano.

Pro dalsi kombinatorickou interpretaci (‘;)q a dalsi g-zobecnéni viz tlohy 5
a 6.

Cislo n € N se nazyva pentagondlni (¢i pétitihelnikové), pokud n =
(3m? — m)/2 pro vhodné m € Z\{0}. Trochu jinak feceno, jsou to ¢isla
(3m? £ m)/2, kde m € N. Posloupnost pentagondlnich ¢isel zac¢ina

1,2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, ...

Terminologie ma geometricky ptvod. Trojuhelnikovd cisla 1, 3 = 1 + 2,
6=1+2+43,...a ctvercova cisla 1,4 =1+3,9=1+3+5,... vzniknou
z trojuhelnikovych a ¢tvercovych schémat:

[e] [e] [e]
o
o o [e] [e] [e]
o o [e]
[e] [e] o o [e] [e] [e] o o [e] [e] [e]

Pétithelnikova ¢isla (pfesnéji, polovina jejich posloupnosti) 1,5 = 1+4, 12 =
14+4+47,... vzniknou z podobnych pétithelnikovych schémat. Nasledujici
véta je znama jako Eulerova pentagondlni identita.

Véta 215 (Euler, 1748). Oznacme w(m) = (3m? —m)/2. Ndsledugjici tri
turzeni jsou vzajemné ekvivalentni.



o0

ﬁu —F) =1+ i (=)™ @™ 42 Cmy = Y (=t
k=1 m=1

m=—0o0

2. Pro nepentagondlni n € N je pocet jeho rozkladi na sudy pocet riz-
nych cdsti tyz jako pocet rozkladu na lichy pocet riznych cdsti. Pro
pentagondlni n = w(x£m) presahuje pruni pocet druhy o (—1)™.

3. Pro kazZdé n € N plati rekurence

p) = 3 (=)™ (p(n — w(m)) + p(n — w(—m)))
= p(n—1)+pn—2) —p(n—5) - p(n—7)
+p(n—12)+pn—15)—... ,

kde klademe p(0) =1 a p(k) =0 pro k < 0.

DUkAz. (Franklin, 1881). Nejprve ukazeme, Ze vSechny tii formulace ¥i-
kaji totéz, a pak dokdzeme druhou z nich. Ze 1 < 2 je jasné z rozvoje
nekonec¢ného soucinu v mocninnou fadu: koeficient u ™ je pravé rozdil po-
¢t rozkladf@ popsanych v druhé formulaci. Ze 1 < 3 plyne z porovnéni
koeficientti u ™ v identité

o0

(;ﬂp(n)x”) [[0-+=1.

kterd je disledkem soucinové formule pro ) -, p(n)z".

Necht A = (A1, A2, ..., Ak) Fmy Ap > Aa > -+ > A, jerozklad n na riizné
Casti. Zakladnou Ferrersova diagramu A rozumime posledni fadek a jeho
sklonem rozumime nejdelsi souvisly tsek tecek jdouci jihozapadnim smérem
a zacinajici v posledni tec¢ce prvniho fadku. Oznacime-li velikosti zakladny
asklonu z as, mdme z =\ as =maxj,ze \j,\1 —1, A1 —2,..., A1 —7+1
jsou casti A. V nasledujicich diagramech jsme vyznacili sklon a zakladnu pro
rozklady (7,6,4,3,2) F 22 a (8,7,6,4) - 25:

[ ] [ ] [ ] [ ] o [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] o
[ ] [ ] [ ] [e] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] o

[ [ ] [ ] o o [e] [e]

o [e]



Z rozkladu A F n vytvorfime novy rozklad p F n tak, ze v pripadé z < s
zakladnu presuneme na misto nového sklonu a v pripadé z > s presuneme
sklon na misto nové zakladny. Napiiklad z A = (7,6,4,3,2) vznikne p =
(8,7,4,3)az A= (8,7,6,4) vznikne u = (7,6,5,4, 3):

(¢]

o o o o
e o o o
e o o o
O O e e e
O O e e o
O O e e o
O e e o

Podivejme se na situace, kdy transformace A — p nefunguje. Prvni pripad
nefunguje (nevznikne Ferrersiv diagram), pravé kdyz z = s = k a zékladna
a sklon se protinaji:

o

Pakn =k+(k+1)+---4+(2k—1) = w(k). Druhy pfipad nefunguje (vznikne
Ferrerstiv diagram, ale ne s riznymi ¢astmi), pravé kdyz s =k, z=k+1a
zékladna a sklon se protinaji:

Pakn=(k+1)+(k+2)+ -+ 2k =w(-k).

Transformace A — u je involuci na mnoziné rozkladid n na rtizné ¢asti.
Meéni pocet Casti o 1, pro nepentagondlni n je definovana pro kazdé A a
pro n = w(%k) neni definovdna pro jediny rozklad. Tato involuce vzdy péa-
ruje rozklad se sudym poctem riznych casti s rozkladem s lichym poctem
riznych ¢asti. Parita poctu ¢asti jediného nesparovaného rozkladu pentago-
nalniho n je rovna parité k. Druhé tvrzeni je dokazano. &

Néasledujici identita je zndma jako Jacobiho tFisoucinovd identita (Jacobi
triple product identity), déle stru¢né JTI.

Véta 216 (Jacobi, 1829).

o0
(1 _ $2n)(1 +:L_2n—1z)(1 +$2n—12—1) — Z ngZn .

1 n=-—00

3

n



DuUkaz. (Wright, 1965). Poddame kombinatoricky dikaz pomoci Ferrer-
sovych diagramf. Faktor 1 — 22" pfevedeme na druhou stranu a substituci
u = zz a v = x/z zavedeme nové proménné u a v. Dostaneme ekvivalentni
tvar JTI:

o0 o0 o0 1
-1 -1 — (r+1)/2,r(r-1)/2 -
nl;[l(1+u”vn Y1+ u o) —T:Z_:OOUTT " kl;[l Tk -

Vlevo po roznasobeni dostaneme mocninnou fadu o dvou promeénnych

Z a(n, m)u"v™ ,

n,m>0

kde koeficient a(n,m) je roven poé¢tu rozkladi éisla n +m+/—1 na vzajemné
rizné Casti tvaru

a+(a—1)vV-1 a (b—1)+b/—1

(a,b € N). Vpravo nekoneény sou¢in nahradime ., p(k)z*. Vidime, ze
potiebujeme dokazat rovnost -

a(n,m) =p(k), kde n=k+r(r+1)/2 a m=k+r(r—1)/2.

Cisla k € Ny a r € Z jsou ¢isly n,m € N jednozna¢né uréena. Bez jmy na
obecnosti lze vzit n > m (to je ekvivalentni s r > 0). Bijekci mezi rozklady
n+my/—1 na riizné ¢asti tvaru a+(a—1)v/—1 a (b—1)+by/—1 a obycejnymi
rozklady k popiSeme na konkrétnim piikladu n =43 a m = 39. Pak k£ = 33
a r = 4. Vezmeme rozklad

k= (10,7,5,4,3% 1) - 33 .

Na Ferrerstuv diagram rozkladu A F n prilozime na prvni fddek pravothlé
trojuhelnikové schéma slozené z r novych radkd s 1,2,...,7 novymi tec-
kami. Celkem dostaneme n tecek. Posloupnost r tecek zacinajici v prvni
(a jediné) tecce v novém prvnim fadku a jdouci jihovychodné prodlouzime
na maximalni délku starymi teckami. Vzniklou posloupnost tecek nazveme
hranici. Pro nas$ konkrétni rozklad x F 33 dostaneme (na obrazku jsou nové



tecky oznaceny krouzky a hranice je oznacena asterixy):

® ¢ 6 ¢ ¢ ¢ ¢ O O O *
® 6 ¢ ¢ ¢ @ O O ¥
® 6 6 ¢ ¢ ® O X

o O o o X
[ ]

Cést diagramu lezici nad hranici a ¢tend po fadcich dava hodnoty ¢isel b— 1
(miiZze byt i b—1 = 0). V nasem ptikladu b — 1 = 5, 1. Cést diagramu lezici
na hranici a pod ni a ¢tend po sloupcich dava hodnoty a. V nasem piikladu
a=11,9,8,5,3,1. Obé posloupnosti jsou klesajici. Je evidentni, Ze soucet
vSech hodnot @ a b — 1 je n. Protoze hodnot a je o r vice nez hodnot b, je
soucet viech hodnot @ — 1 a b roven n — r = m. S¢itance a + (a — 1)y/—1 a
(b —1) 4+ by/—1 tvoii rozklad n + m+/—1 na riizné ¢asti. V nasem piikladu

434+39vV—1 = (11+10vV=1) + (9 +8V/—=1) + 8+ 7V/—1) + (5 + 4V/—1)
+ (B+2V=1) +1+ (B+6V-1)+ (1 +2V/-1).

Popsana korespondence je hledanou bijekci. O

Jiny dikaz JTT je popsan v uloze 7.

Nasledujici identity, zejména vyjadieni soucint [[,,(1 — z™)" pro
r = 3,6 a 10 sumami (pro 7 = 1 viz 1 véty 215), budeme potiebovat k
diikaziim Ramanujanovych kongruenci pro hodnoty partitni funkce, k dika-
ziim Jacobiho ¢tvercovych identit v nésledujicim oddilu a konec¢né k dikazu
Rogers—Ramanujanovych identit v oddilu 7.3.

Tvrzeni 217 (dusledek JTI).

10



DUKAZ. Souéin vlevo mirné upravime na

o (1 — 22 (1 — 2?7) a . N
e = J[a-=Ha-a)
n=1 n=1
— H(]- _ m2n—1)(1 _ m2n—1)(1 _ m2n)
n=1
a pouzijeme JTT se z = —1. o
Tvrzeni 218 (dusledek JTI).
00 00
H(l _ $5n)(1 _ $5n72)(1 _ $5n73) — Z (_1)nmn(5n+1)/2
n=1 n=-—00
H(l — b )(1 _ m5n—1)(1 _ l,5n—4) _ Z (_1)nmn(5n+3)/2 )
n=1 n=-—oo

DUKAz. V JTI provedeme substituci z — =¥ a 2z — —2! a dostaneme

00 00
H (1 _ iBan)(l _ kanflcfl)(]_ _ lecnkarl) — Z (_1)nwkn2+ln .
n=1 n=-—o00

Dokazované identity jsou specidlnimi pripady této obecnéjsi identity pro

volbu k = 5/2,1=1/2ak =5/2,1=3/2. o

Lemma 219.

(z—z"H) [ -2m1—2"2?) 12" = D (1)t
n=1 n=-—oo

DuUKkAz. Tato identita plyne z JTT (véta 216) postupnymi substitucemi z
—z2% a 2% = z a vyndsobenim z. o

Tvrzeni 220 (tfeti mocnina).

o0 o0
H (I—2a" Z(—l)"(?n + 1)gn(nH)/2
n=1 n=0

11



DUKAz. Identitu v predchozim lemmatu zderivujeme podle z, polozime
z = 1 a vysledek vydélime dvéma. Derivaci nekone¢ného soucinu nemusime
pocitat, protoze mé vysledné beztak nulovy koeficient. O

Tvrzeni 221 (Sestd mocnina).

ad 1 & 2, 2
[Ta-="® = 5 > (@r+1)? = (25)%)z" T
n=1 r,§=—00

DUKAz. Identitu tvrzeni 220 piepiSeme pro sumaci pies Z a umocnime na
druhou. Dostaneme

o0 o0

1 .
[[a-2a'=7 3> D™ "@En+nEn+ 1)g(m*+n®+mtn)/2
n=1 =—00

m,n=—

Sumu vpravo rozdélime na dvé podle parity m+n. Pro sudé m +n polozime
r=(m+n)/2as=(m—n)/2apro liché m+n polozime r = (m—n—1)/2
a s = (m+n+1)/2. Snadno se ovéii, ze v prvnim piipadé (2m + 1)(2n +
H)=@2r+12-028)2 am?>+n +m+n =2(r*+s>+r)av druhém
—2m+1)(2n+1) = (2r+1)2—(2s)? am?+n%+m+n = 2(r’>+s>+r). Suda
a licha suma po prechodu k r a s splynou, ¢imz dostavame dokazovanou
identitu. O

Tvrzeni 222 (desiatd mocnina podle Winquista).

B i i (=1)™(2i + 1)(65 + 1) (3”1)(3”22) SRS

kde k = k(i,j) =3i(i +1)/24+ 5 (35 + 1)/2.

DUKAz. Dokazovand identita je specializaci obecnéjsi veleidentity

H (1—az" ) (1—-at2™)(1 —bz" ") (1 —b""2™)(1 —ab tz" )

n=1

12



(1—atbz™)(1 — abz™ ')(1 —a o7 2™) (1 — 2™)?

oo o0

=Y Z(—I)H"((b‘“ _ ) (a8 — i)

j=—00 i=0

(D32 Bty (L a3j+2))l,j(3j+1)/2+i(3i+1)/2 )
Dokazme ji. Deseti¢lenny souéin vlevo si ozna¢ime F'(a,b,z). Snadno se
OvVeri, ze
F(az,b,z) = —F(a,b,x)-a™> a F(a™',b,x) = —F(a,b,z)-a™> .
Necht [a"]F pro r € Z oznacuje koeficient u a” v rozndsobeném soucinu F.
Podle prvni rovnice mame pro kazdé k € Ny
[ar+3k]F — (_1)Icl,(r+3k73)+(r+3k76)+---+r[ar]F — (_1)kl,kr+3k(kfl)/2 [GT]F )

Podle druhé mame [a®~"]F = —[a"]F. Polozime-lir = 0 ar = 2 a ozna¢{me-
li [@°)F = A¢(b, ) a [a']F = A;(b,x), dostavame

F(a,b,x) = Ag(bz) Y (=1)(a™ — a®F3)g7H /2
=0
+ Ay (b, z) Z (—1)7 (¢~ 3+ — g39+2)gdBi+1/2
j=—o00

Pro dikaz veleidentity staci nalézt Ag a A;.
Substituce z — z® a a — = dava na levé strané posledni rovnosti

F(z,b,z%) = H A—z*)- =21 =bz" (1 —b7 2"
n=1 n=1
= JLa-am 3 nie e,
n=1 =0

pfi¢em? posledni aprava, podobné lemmatu 219, plyne z JTI (substituci
x +— 22 a b— —bx). Vpravo dostaneme

Ao(b, $3) Z(_l)i(m3i(3i+l)/2 _ $(3i+2)(3i+3)/2)
i=0
+ 24, (b, 2%) Z (_1)1'(333]'(3]'—1)/2 _ m(3j+2)(3j+1)/2) .
j=—o00

13



Neni tézké se presvédcit, ze obé sumy se rovnaji sumeé

00 )
1_'_2(_1)1'(3331'(31'71)/2 +m3i(3i+1)/2) _ Z (_1)]'1,3]'(3]'71)/2 7

i=1 j=—o00
kterd se oviem podle 1 véty 215 rovnd [], -, (1 — 3"). Zkrécenim tohoto
spole¢ného faktoru dostaneme rovnost B

Z(—l)i(b_i — b D2 = Ag(b, 2%) + 2 AL (b, 2°)

i=0
Nyni uz porovnani koeficientd u mocnin z na obou stranach dava

o0

Ao(b,z) = Z (—1)3 (b3 — pPi+1)gd(3i+1)/2
j=—00

Ay (byx) = Z(_l)i(b3i+2 LBl /2
i=0

¢imz je veleidentita dokazana.
V F(a,b,z) mame faktor 1 —b a b = 1 je jednoduchou nulou obou stran.
Veleidentitu zderivujeme podle b a polozime b = 1. Dostaneme

H(]- _ awn—1)3(1 _ a—lwn)3(1 _ l,n)4
n=1
o0 o0
- Z (=1)7 (65 + 1)$j(3j+1)/2 Z(_l)i(a—3i _ a3i+3)m3i(i+1)/2
j=—o00 =0
o0 o0
_ 32(—1)i(2i + 1)$3i(i+1)/2 Z (_l)j(a—3j+1 _ a3j+2)$j(3j+1)/2 .
i=0 j=—00
Nyni je a = 1 trojndsobnou nulou obou stran. Posledni identitu trikrat

zderivujeme podle a a poloZime a = 1. Dostaneme dokazovanou identitu. <
Pfipomindme, Ze pro mocninnou fadu f oznacuje [z"]f koeficient u z".

Pro dvé mocninné fady f,g € Z[[z]] a m € N znafeni f = g mod m zna-
mend, ze [z"]f = [z"]g mod m pro kazdé n € Ny.

14



Lemma 223. Pro kaZdé prvocislo p plati kongruence mezi mocninnymi ra-

damsi
1 1 d
(1 — a’;)p = 1 —p mod p .

DuKkAz. Podle binomické véty (1—z)? = 1—aP —h(x), kde h(z) ma v8echny
koeficienty délitelné p. Tedy 1/(1—xz)P = 1+ (2P +h(x))+ (zP +h(z))? +- - =
1+aP + 2% + -+ mod p. &

Véta 224 (Ramanujan, 1919). Pro kaZdé m € Ny plati kongruence

p(bm+4) = 0mod5
p(Tm+5) = 0mod 7
p(1lm+6) = 0mod 11 .

DUkAz. 1. Dokézeme kongruenci p(5m +4) = 0 mod 5. Podle 1 véty 215 a
tvrzeni 220 mame

e [Ja-2" =z [Ja-2")-JJ(1-2") Z Z 1)"5(25+1)zF
n=1 n=1 n=1 r=—00 s=0

kde k = k(r,s) =1+ r(3r +1)/2 + s(s + 1) /2. Protoze
8k =8k —10r* =5=2(r +1)* + (25 + 1)®* mod 5 ,

z k = 0 mod 5 plyne 2(r + 1)? + (25 + 1)?> = 0 mod 5. Ctverce modulo 5
jsou 0 a £1, a tak £ = 0 mod 5 implikuje 2s + 1 = 0 mod 5. Tedy

ﬁ 1—2")*=0mod 5

pro kazdé m € Ny. Podle lemmatu 223

1_1.511
pro kazdé n € Ny, a tak
n:[a:m]xnl—a: H 5_0m0d5
n=1 n=1 n*l

15



pro kazdé m € Ny. Tudiz
x
1-2)1—-22)(1—2a3)...

pem+4) = [

oo 1 _ Z’Sn o0
_ 5m—+5 5n 10n
= [z ]le_xn-H(l—l—a: +z ")
n=1 n=1
= Omod5.
2. Dokézeme kongruenci p(7m + 5) = 0 mod 7. Umocnénim identity
tvrzeni 220 na druhou mame
o0 o0
z? H (1—2™)°% = Z (=)™ (2r + 1)(2s + 1)z* |
n=1 r,s=0

kde k = k(r,s) =2+ r(r +1)/2 + s(s + 1) /2. Protoze
E=2+4+r(r+1)/2+s(s+1)/2=(2r+1)>+ (25 +1)* mod 7,

k = 0 mod 7 implikuje (2r +1)? + (254 1)2 = 0 mod 7. To implikuje 2r + 1
i 2s + 1 délitelné 7, protoze ¢tverce modulo 7 jsou 0,1,2 a —3. Tedy
[z7™] 2* H (1-2"°%=0mod 7
n=1
pro kazdé m € Ny. Déle dikaz postupuje analogicky modulu 5.
3. (Winquist, 1969). Dokazeme kongruenci p(11m + 6) = 0 mod 11.
Podle tvrzeni 222

] H (1 _ mn)lO
n=1
00

> (Br+1)(3r+2) —3s(3s+1)

= Z Z (=1)"5(2r + 1)(6s5 + 1) 5 sz

r=0 s=—00
kde k = k(r,s) =3r(r +1)/2 + s(3s + 1)/2 + 5. Protoze
kE=3r(r+1)/24+s3s+1)/2+5=2(5(2r +1)> + 3(6s + 1)*) mod 11,

k = 0 mod 11 implikuje 5(2r + 1)? + 3(6s + 1) = 0 mod 11. Zbytky 522 i
322 modulo 11 jsou 0,1, —2,3,4 a 5, a tak k = 0 mod 11 implikuje 2r + 1 i
6s + 1 délitelné 11. Tedy

o0

[z1™] 2° H(l — 2™ =0 mod 11
n=1

16



pro kazdé m € Ny. Déle dikaz postupuje analogicky modulu 5. o

7.2 Soucty dvou a ¢tyr ¢tverca

Pro g € N an € Ny definujeme r4(n) jako pocet celociselnych feseni x; € Z
rovnice

a:%—l—arg—l—---%—mg =
Aritmetickd funkce r, : Ng — Ny tedy udava pocet vyjadreni ¢isla n jako
souctu g ¢tverct, pricemz vyjadreni lisici se znaménky nebo poradim bereme
jako rtizna. Ve vétach 225 a 226 odvodime presné formule pro hodnoty rq(n)
ary(n).

Véta 225 (Gauss, 1801; Jacobi, 1829). Necht d;(n) je pocet téch déli-
teli d cislan € N, Ze d =1 mod 4. Pak pro kaZdé n € N plati

ra(n) = 4(di(n) — ds(n)) .

DUkAz. (Hirschhorn, 1985). Pravou stranu identity lemmatu 219 rozdé-
lime podle parity n na dvé sumy a ty nahradime souciny podle JTI (z +— z?

az— otlz):
i m(2n2+n)z4n+1_ i l,(anfn dn—1 ZHP 1, 3 71HP 3, 1

kde P,(a,b) = (1 — z*?)(1 + z*7~22%)(1 + 2**~b2~*). Posledni rozdil zde-
rivujeme podle z, polozime z = 1, vysledek vydélime dvéma a po tpravach
dostaneme

10_0[ Z .,L.4n73 $4n71

Qn | 1-4 ( in—3 4n1> ’

ot 1 1+x 1+2x

kde @, = (1—z*")(1+2*"3)(1+2*"1); nekonecéné souciny jsme zderivovali

podle pravidla ([, un)" = (IL,51 un) - 2051 u’ Na levé strané identity

lemmatu 219 dostaneme (jak uz vime z tvrzeni 220) [],,, (1 —2")3. Celkem
mame rovnost B

00 ; oS} 4n—3 :L.4n—1
n —_
nl;[l(l_m) —nl;[lQn' 4Z<1+aj4n3_1+m4n 1> .

n>1
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Tu vydélime identitou

o0

[Ta+zm*1-2") = J[A+2"01 -2

n=1 n=1
o0

— H (1 + 2132”71)(]. + 2132”)(]. _ 2132”)

= JIa+2"""Ha-z")

n=1
o0
= [[en
n=1
a dostaneme

0 n\ 2 4n—3 4n—1
1-—
1+ xn 1+ m4n—3 1+ :L.4n—1

n=1 n>1
Podle tvrzeni 217 mame
0 R 2 ‘,L.4n73 ‘,L.4n71
—1)"z" =1-4 — .
(n;()o( ) € ) nz>:1 <1 + m4n73 1 + l’4n1>

Substituce z — —z dava

x 2 4n—3 4n—1
n2 - T T
(X ) —1+4% (s o)

n=-—o0o n>1

Pro r € Ny je koeficient u z" vlevo r5(r). Koeficient u 2", r > 1, vpravo je
4(dy(r) — ds(r)), protoze koeficient u z" v

maner

Z 1— l.aner = Z mm(an+b>

n>1 n,m>1

je pocet déliteld d ¢isla r tvaru d = an + b, n € N. Tim je identita r3(n) =
4(dy(n) — d3(n)) dokazéana. &

Bezprostrednim disledkem predchozi véty je, Zze pro kazdé prvocislo p =
1 mod 4 méme r2(p) = 4(dy (p) — ds(p)) = 8 > 0. Jinym zptsobem jsme tak
dokézali vétu 20 z 2. kapitoly. Navic vidime, ze pfi ignorovani znamének a
poradi je vyjadieni prvocisla p souc¢tem dvou ¢tvercii jednoznacné.

18



Véta 226 (Jacobi, 1829). Pro kaZdé n € N plati

(n)zSZ'd,

d\n

kde carka oznacuje vynechdni déliteli, které jsou ndsobky ctyr

DUKAz. (Hirschhorn, 1987). Sumu na pravé strané identity tvrzeni 221

rozdélime na
]. s 2 °© . 2 ad 2 ad « 2
S e Y e 3w 3 e
>0 2+ d >0 2
-y Y )
§=—00

r=—00

2
§=—00
a v8echny ¢tyfi sumy nahradime souéiny podle JTI (z — 1 a z — x)

1<ﬁ(1+x2n D21 -2y - <1+4w%>2ﬁ(1+$2n)2(1—x2”)
. 2(1_ 2 H an 1_1’2 )>

2
—2JJ+2")
"= (Hn21 Un) -

Nekonec¢né souciny zderivujeme podle pravidla ([],~; un)

anl 2’!7,1132”
1+ m2n> ’

1( i 2 <1+4x—> Z z" 2

don>1 % a po tpravach obdrzime identitu

6 -

oo = Ta (1o (%05
n=1 n>1

Obé strany vydélime identitou

n=1

kde Q, = (1 + 2> 1)2(1 +z?)2(1

.,L.2n)2'

1+:1: 2(1 — x™™)?

ﬁ(l + ™)1 — 2"
n=1
Q@n

1

- ||,:]8

n.

1 — .’I,'n 1 8 Z 2n — ]. 2n—1 2”.’1}277'
- 14 g2n—1 14 g2n

00
H (]_—f—a’;” n>1

n=1
19
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Podle tvrzeni 217 mame

o] 4

(£0)

n=—oo

B (2n — )x?"t  2pa?n
_1_82 1+x2n—1 _]_+:L.2n :
n>1

Substituci & — —z se zbavime faktoru (—1)" vlevo a pravé strana piejde
na

2n—1 =1 opg?n
sy (B )
n>1
(2n — 1 2n—1 2na>n 2na’n 2na’n
sy (B BT ey (R - 2
n>1 n>1
BT _gzﬂ
o 1—gn 1—gin’
n>1 n>1

Takze

< i m”2>4:1+82'

n=-—o00 n>1

kde ¢arka oznacuje vynechani n délitelnych ¢tyrmi. Pro r € Ny je koeficient
u z" vlevo r4(r). Koeficient u =", r > 1, vpravo je 8 Z'd\T d, protoze

Y o= Xt

n>1 n,m>1

Tim je véta dokézana. O

Kazdé n € N mé alesponl jednoho délitele, ktery neni ndsobkem ¢tyft, totiz
¢islo 1. Posledni véta tak dava r4(n) > 8 > 0 pro kazdé n € N. Dostavame
treti dikaz véty 55 z 3. kapitoly.

7.3 Dalsi rozkladové identity

Véta 227 (Rogers, 1894; Ramanujan, 1916; Schur, 1917). Plati
nasledugict identity.

m2

ad 1 T
11 Q-2 )(L—aont) Z(1—33)(1—932)...(1—a;m)

n:l m>0
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1 xm(m+1)

o0
1;[ 1 — zbn=2)(1 — gbn—3) mz: 1—z)1—2%)...01—2m)

Pruni identita pravi, Ze pocet rozkladi cisla n na casti kongruentni 1 nebo
4 modulo 5 je tyZ jako pocet rozkladi na cdsti lisici se vzdjemné alespon
0 2. Druha identita pravi, Ze pocet rozkladu cisla n na cdsti kongruentni 2
nebo 3 modulo 5 je tyZ jako pocet rozkladi na cdsti vetsi neZ 1 a lisici se
vzdjemné alespon o 2.

Koeficient u ™ na levé strané prvni identity je zjevné roven poctu rozklada
n na ¢asti = 1,4 mod 5. Koeficient u z™ na pravé strané je roven poctu
celociselnych feseni rovnice

m?+x + 20+ +mry=n mx; >0,
ktera je ekvivalentni rovnici
I+zn)+B+amr+zn)+-+((2m -1 +z1+z2+--+ap)=n.

Scitance vlevo davaji presné vSechny rozklady n na Casti s rozdily alespon
2. Podobné odvodime rozkladové vyjadieni druhé identity pomoci rozvoje
m(m+1) =244+ --- 4+ 2m. Zbyva vsak obé identity dokézat.

DUKAzZ VETY 227. Polozime Py =1 apror € N

I o0

PT:H]__]-:L-S a Qr:Qr(a):Hl_lams .

s=1 s=r

Déle necht A(r) = r(5r + 1)/2. Pro m = 0,1, 2 polozime

Hy, = Hpy(a) =Y (-1)"a® 27" (1 - a™2*™")P,Q, .
r=0

Nasim cilem je rozvinout H; a Hy do mocninné fady v a. Protoze
(]- - a-TT)Qr =Qr+1 (]- - mr)Pr =P

o0

Hm_ m—1 :Z( ]-)T r )\( CmrP QT:

r=0
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kde
Crp = a™ 1" ™D — qz"™) + 27™ (1 — 2") ,
mame

Hyp, — Hpo1 = Z(_1)ra2r+m—1$)\(r)+r(m—1)PTQT_H
r=0

00
+ Z(_l)raww}\(r)—mrpr_lQr )
r=1

Ve druhé sumé r nahradime r + 1 a dostaneme

oo

Hy, —Hp_1 = Z(_l)rDmrPrQr+l ;
r=0

kde
Dy = a2r+m—1$)\(r)+r(m—1)(1 _ a3—m$(2r+1)(3—m)) )

S pouzitim operatoru nf(a) = f(az) mame nQ, = Q,+1 a
Dy = amfln(a2r$)\(r)fr(3fm)(1 _ a37ml_2r(37m))) ,

a tak
Hm — Ilym—1 = amilT]Hg_m .

Polozime-li v posledni identité m = 1,2 a vyuzijeme-li Hy = 0, mame
H1 = 7’]H2 a
H2 = H1 + anH1 = ’I]HQ + a’I]ZHQ .

, . _ s _ . (s
Pro hledany rozvoj Hy = } 5 csa® (co = 1) posledni transformace dava
rovnici

E csa® = E csr’a’® + E cex?att .

§>0 §>0 §>0
Porovnanim koeficientti u a® dostavame

252 244+ +2(s—1
1 a = T2 %1 _ T ‘ (s—1) _ gse-Dp
1-—z 11—z 1—-z)(1—2%)...(1—=x%)

Cc1 =
Dostali jsme rozvoj
Hy(a) = Zasxs(s_l)Ps .

5>0
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Takze H»(z) je suma na pravé strané prvni dokazované identity. Z druhé
strany, v definici Hy(a) poloZime a = x a dostaneme (Py, = P, - Q,(2))

Hz(l’) = P, Z r )\(r) 2(2r+1))
r>0
= Pg- (Z r )\ _'_Z r )\r 1)+2(2r— 1)))
r>0 r>1
= P- <1+Z(_1)r(wr(5r+l)/2 +xr(5r1)/2)> )
r>1

Pomoci tvrzeni 218 dostavame

Hz(l’) = P, H alony 2 w5n73)(1 _ an)

o0

- H — 1) 1 — gty
Tim je prvni identita dokazana.
H, (x) je suma na pravé strané druhé dokazované identity, protoze (podle
transformace n a hofejsiho rozvoje Hs(a))

H,(a) = nHs(a) = Hz(ax) Zasxs P .
§>0

V definici H; (a) nyni poloZzime a = z a ditkaz dokon¢ime pomoci tvrzeni 218
stejnym zpuisobem. O

Ve zbytku tohoto oddilu dvéma zpiisoby rozvineme , praméati“ rozklado-
vych identit z véty 213. Nejprve uvedeme jedno jeji pozoruhodné zjem-
néni. Divicky rozklad (lecture hall partition) délky & € N je rozklad

(A1, A2,..., Ar), jehoZ E&sti se mohou rovnat i nule a spliiuji nerovnosti
My S A S SN
kE—k—1"k—-27— -1 -

Proc zrovna ,divacky“? Maji-li sedacky na stupnich amfitedtru postaveného
v prvnim kvadrantu roviny soufadnice (1,A), (2, Ag—1),-.-,(k, A1), A\; €
No, je z kazdé z nich vidét do pocatku, pravé kdyz (A1, Aa,..., A\x) tvori
divacky rozklad.
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Véta 228 (Bousquet-Mélou a Eriksson, 1997). Necht k € N. KazZdé
n € N ma tolik divackych rozkladu délky k jako rozkladi na liché ¢dsti mensi
ne# 2k. Receno generujicimi funkcemi, oznacuje-li Ly mnoZinu divdckych
rozkladu délky k,

LN 1
2 1—2)(1—2%)(1—a%)... (1 —a2h-1) "

AELy

Napftiklad ¢islo 10 mé sedm divackych rozklada délky 3,
(10,0,0), (9,1,0), (8,2,0), (7,3,0), (6,4,0), (7,2,1) a (6,3,1),
a rovnéz sedm rozkladi na liché ¢asti mensi nez 6,
52, 5312, 51°, 3°1, 3%1%, 317 a 1'0.

Pro kazdy rozklad A = (A1, Aa,..., \.) s rlznymi ¢astmi existuje k, k > 7,
tak, ze (A1, A2,..., A, 0,0,...,0) (na konci je k — r nul) je divacky rozklad
délky k. Pro pevné n tak z véty 228 sumaci pres vSechna k plyne, ze n
mé tolik rozkladd na rdzné casti jako rozkladd na liché casti. Véta 228
predstavuje zjemnéni (¢i snad ,zkone¢néni*) véty 213.

Namisto véty 228 dokdzeme o néco obecnéjsi a jemnéjsi vysledek. Pro
¢islo m € N, m > 2, definujeme posloupnost a(m) = (aop, a1, as,...) jako
ap =0, a; =1 apro i > 2 rekurenci

a; =Ma;—1 — Q;—2 .
Napriklad a(2) = (0, 1,2,3,4,.. )

Lemma 229. Necht m € N a a(m) = (ag, a1, az,...). Pak pro kazdé i > 1
a v € Ng plati
{—aile + [—aiﬂv—‘ =muv .
a; a;

DUKAzZ. Pro i = 1 to plati a pro ¢ > 2 podle definice posloupnosti
a(m) mame |a;_1v/a;] + [a;y1v/a;] = |ai—1v/a;| + [mv — a;_1v/a;] =
lai—1v/a;] + mv + [—a;—1v/a;] = mo.

Pro rozklad A = (A1, Aq,...) (nulové ¢asti jsou povoleny) polozime
A= (A1, A3, 5,...) a A = (A2, \g, g, .- ). Pro m > 2 jako L™ oznacime
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mnozinu vSech rozklad s k nezdpornymi ¢astmi \;, které pro 1 < i < k
splhuji
Qs
A > =
QAf—i

piifemz a; jsou ¢leny posloupnosti a(m). Patrné L2 = Ly, kde Ly, je mnozina
divackych rozkladt délky k. Véta 228 je specidlnim pfipadem m =2ax =y
néasledujiciho tvrzeni. (Pro jeho dalsi pouziti viz Gloha 12.)

Tvrzeni 230 (zobecnéni a zjemnéni véty 228). Necht m >2 a k > 1
jsou celd ¢isla a a(m) = (ag, a1, as,...). Pak

k

s 1
P | Frrrrt

AELT i=1
DUkAzZ. Pro k € N ozna¢ime

Go(a,y) = Y alNlyhl

AELT
Patrné G1*(z,y) = 1/(1 — x). Pro k > 1 dokdZememe rekurenci

G (zmy,x™")

G (o) = T2

Odtud a z definice ¢isel a; uz indukei podle k plyne dokazovany soucinovy
tvar.
Pro i € Ny definujeme

mo={NE L A — [aphe/ag_1] =i} .

Patrné (J;5o Ly = Lj'. ZmenSeni prvni ¢asti o i ddvé bijekci mezi L, a
L, kterd zmensuje |\| 0 i a neméni [A*|. Pro dikaz rekurence proto stac
sestrojit takovou bijekci ¢ : Lt — Li |, A+ 7, Ze vzdy plati |v*| = |X|
a |y!| = m|Al| — |A*|. Zobrazeni ¢ definujeme predpisem (1 <i < k+ 1)

[ak+1A1/ak] pokud i =1

Ail1 pokud ¢ je sudé
[ak—2j4+1A2541 /ak—25]

+Lak+1_2j)\2j_1/ak+2_2jj — )\2]' pokud 1= 2] +1 Z 3.

Vi =
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Z definice a piechoziho lemmatu plyne, ze |v*| a |7!| zavisi na |A*| a |\!| tak,
jak je pozadovano. Ukdzeme, ze v € L, ,. Nerovnost v; > f%]

je pro i = 1 podle definice splnéna s rovnosti. Protoze Ay; > a’;::;j A2j41,

Qpy1-2j A2 41

mame [ ey

1= A2; <0 a podle definice v2541

Y25+1 < ak72j+1/\2j71/ak+272j = ak72j+1’72j/ak+272j )

. . [ . . . a5 Aey
z ¢ehoz plyne pozadovana nerovnost pro i = 2j. Protoze Apj_; > “t2=21220

Apt1—25

Qpy1—2jA25 1

mame | TN

1 —A2; > 0 a podle definice v2;41

Y2j+1 > Ok—2j41A2j41/Ak—2j = Qp—2j4172j+2/k—2j »
coz je pozadovand nerovnost pro i = 2j + 1. Tedy ¢(A\) € Lj?, | . Inverzni

zobrazeni ¢ : iy, o — L, v = A, definujeme piedpisem (1 <i < k)

Yit1 pokud i je liché
Ai =< lag—2j1172542/ak—25]
+|akt+1-2j72j/Ak+2—2;] —Y2j+1  pokud i =2j .

Podobnym zptsobem jako pred chvili ovéfime, ze ¢(v) € L}*. Necht A €
L, ¢(A) = v a ¢(y) = p. Podle definice ¢ a ¢ mame poji1 = Y2542 =

_ An_oi Ya2j a _2ivY2j _ Ao A .
Nojit @ gy = [TEINE |Gkt o [Reamdu
i Aaj_ . . s o .
L%J —Y2j+1 = Azj. Zobrazeni 1o ¢ je identické. Podobné se ukdze
—2)
identic¢nost ¢ o 1. TakZe ¢ je bijekce. O

Druhé zobecnéni véty 213 predstavuje véta 232, kterd ji obsahuje jako je-
den z mnoha specialnich piipad. Nejprve dokdZzeme princip involuce. Necht
A = AT UA™ jerozklad mnoziny A. Rekneme, Ze zobrazeni o : A — A méni
znaménko, kdyZ pro a € A, a # a(a), madme a € AT <= a(a) € A~ apro
a€ A, a=ala), mime a € A*. Necht f: A - Ba B =BT UB"™ je téz
rozklad. Rekneme, 7e zobrazeni f zachovdvd znaménko, kdyz f(A*) Cc BT
a f(A7) C B~. Proa: A — A symbolem F, ozna¢ime mnozinu pevnych
bodi «:

Fy={a€cA: afa) =a}.

Tvrzeni 231 (princip involuce). Necht A a B jsou konecné mnoZiny,
A=ATUA™ a B= BT UB"™ jsou rozklady, « : A— A a 8: B — B jsou
znaménko ménici bijekce a f : A — B je znaménko zachovdvajici bijekce.
Potom |Fy| = |F3|.
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DUKAZ. Z vlastnosti « a 3 plyne, ze |A~ |+ |F,| = |A*|a|B~|+|Fs| = |B*|.
Z vlastnosti f plyne, ze |A~| = |B™| a |[AT| = |B*t|. Tedy |F,| = |Fs|- <

Zobrazeni a a [ jsou podle predpokladi takové permutace mnozin A a
B, které kromé pevnych bodd nemaji zadné cykly liché délky. Tvrzeni svij
nazev dostalo proto, ze v konkrétnich aplikacich jsou a a § obvykle involuce
— permutace s cykly délek pouze 1 a 2. Rozklad A = AT U A~ se dasto
definuje zfejmym zptsobem pomoci znaménkové funkce s : A — {+1,—1}.
Bijekci mezi F,, a Fj lze konkrétné definovat z bijekci a, 8 a f, viz tiloha 13.

MultimnoZina je dvojice A = (A',v) = (A',v4), kde A" je mnoZina
av: A — Njp je zobrazeni urcujici ndsobnosti prvkd A’. A si miZeme
predstavovat jako seznam, v némz nezalezi na poradi a opakovani prvka
je dovoleno. Pottebujeme-li hodnotu v4(x) pro néjaky prvek z ¢ A’, do-
definujeme ji jako 0. A je komecnd, je-li A’ kone¢nd. Pro koneénou mul-
tipodmnozinu N, to jest pro A = (A’,v) s konefnou A" C N, definu-
jeme [[A|l = > .4 v(a)a. A je pak rozkladem cisla ||A[|. A = (A',v4)
a B = (B',vp) budte dvé multimnoziny. Relace A C B znamend, Ze
va(a) < vg(a) pro v8echny a € A'. (Nemusi platit, ze A" C B', oviem
nutné va(x) = 0 pro vSechny z € A’\B’.) Sjednoceni A a B definujeme
jako AUB = (A" U B',v), kde v(z) = max(va(z),vp(z)). Podobné definu-
jeme sjednoceni kone¢né mnoha multimnozin. Rozdil A a B definujeme jako
A—B={ze€ A : va(z) >vp(x)},v), kde v(z) = va(xz) — vp(z). Soulet
A a B definujeme jako A+ B = (A' U B',v), kde v(z) = va(z) + vp(x).

Ciselny rozklad A = (I%,...,2%2 1%)  n chadpeme jako multimnozinu
({1,2,...,1},v) s v(i) = a;. Patrné ||A]| = |A| = n. Necht A = (4;)i>1 =
((A%,v4,))i>1 je posloupnost koneénych multipodmnozin N a n je prirozené
¢islo. Definujeme

P,(A)={AFn: A; ¢ X pro Yi} a p(n,A) =|P,(A)| .

Miuzeme predpokladat, ze A je prosta posloupnost, protoze opakovani jejich
¢lend nemd na P, (A) vliv.

Véta 232 (Cohen, 1981; Remmel, 1982). A = (4;);>1 a B = (B;)i>1
budte takové dvé prosté posloupnosti konecnijch multipodmnozin N, Ze pro
kaZdou konec¢nou podmnoZinu S C N plati

[Ua]=]Uz
ieS €S

Potom pro kazdé ¢islo n € N plati p(n, A) = p(n, B).
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DUKAz. Pro rozklad A polozime S4(A) = {i € N : A4; C A\} a Sg(\) =
{i € N: B; C A}. Obé mnoziny jsou kone¢né. Pro pevné n € N uvdzime
kone¢né mnoziny

A={(\S): AFn&SCSaN} a B={(\,8): A\Fn&SC Sg(\)}.

A a B rozlozime na dvé ¢sti znaménkovou funkei (A, S) ~ (—1)I51. Zobra-
zeni a: A — A definujeme jako (X, 0) — (A, 0) pro Sa(A) =0 a jako

AS\{an}) ... ar€S
(A’S)H{ N SU{an)) - arg S

pro S4(X) # 0, kde ay = max S 4(\). Zobrazeni 8 : B — B definujeme zcela
analogicky. Zobrazeni a a f jsou ziejmé involuce na A, respektive na B, a
jejich mnoziny pevnych bodi jsou

Fo ={(A\0): Sa(A) =0} a Fg={(\0): Sg(\) =0} .

Je ziejmé, Ze o a f méni znaménko. VSimnéme si, ze |Fy| = p(n,A) a
|Fs| = p(n, B).
Zobrazeni f : A — B definujeme predpisem

(A S) = (A= Uies 4i) + Uies Bi, S) -

Podle definic mnozin A a B a operaci s multimnozinami a podle pied-
pokladu o A a B je pro A F n i (A= ;cg4i) + UiesBi F n a jedna
se vskutku o zobrazeni z A do B. Navic to je bijekce, protoze (\,S) +—
(A =Uies Bi) + U;cs 4i, S) je inverzni zobrazeni. Z definice f plyne, ze f
zachovava znaménko. Podle pfedchoziho tvrzeni mame |F,| = |F3| a véta
je dokazana.

Predpoklad piredchozi véty o A a B je ziejmé splnén, pokud obé posloupnosti
jsou disjunktni (A;N A} =0 a B{N B} = pro kazdé i # j) a ||Ai]| = || Bil|
pro kazdé i € N. Pak rekneme, ze predpoklad véty je disjunktné splnén.

Z nepreberného mnozstvi identit, které se z véty daji odvodit, vybirdme
Ctyri priklady.
Tvrzeni 233 (zakdzané ¢tverce). KaZdé n € N md tolik rozkladi na
casti, mezi nimiZ neni ctverec, jako rozkladiu, v nichZ je kaZda cédst k € N
pouzita meéneé nezZ k krat.
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DUKAzZ. Speciélni pfipad véty 232 pro posloupnosti
A=({1},{4},{9},..) a B=({1},{2,2},{3,3,3},...) .
Predpoklad véty je ziejmé disjunktné splnén. O
Tvrzeni 234 (Glaisherova identita). Nechtd € N. Pro kazdé n € N se

pocet rozkladu n na casti nedélitelné cislem d rovnd poctu rozkladi na casti
s ndsobnostmi nepresahugicimi d — 1.

DUKAz. Specidlni pfipad véty 232 pro posloupnosti

A = ({d),{2d},{3d},..)

B = ({1,1,...,14,{2,2,...,2},{3,3,...,3},...) ,
kde v kazdé B; = {i,1,...,i} mame d opakovani. Pfedpoklad véty je zfejmé
disjunktné splnén. O

Véta 213 je specidlni piipad posledni identity pro d = 2.

Tvrzeni 235 (Schurova identita). KaZdé n € N md tolik rozkladi n na
casti = £1 mod 6 jako rozkladi na vzdjemné rizné casti = £1 mod 3.

DUKAz. Specidlni pfipad véty 232 pro posloupnosti

A= ({2}, {3}, {4}, {6}, {8}, {9}, {10}, {12}, {14},..)
B = ({1,1},{3},{2,2},{6},{4,4},{9},{5,5}, {12}, {7, 7},.. ) .

Predpoklad véty je ziejmé disjunktné splnén. O

Tvrzeni 236 (jeSté jedna identita). Pro kaZdé n € N se pocet rozkladu
na cdsti, které se opakugi nejvyse tiikrdt a pro dvé po sobé jdouci casti se
vZdy alesponi jedna z nich neopakuje, rovnd poctu rozkladi, v nichZ se sudé
¢asti vidy list alespoti 0 4 (a neopakugi se, lich€é ¢dsti nejsou nijak omezeny).

DUKAzZ. Speciélni pfipad véty 232 pro posloupnosti
A = ({1,1,1,1},{1,1,2,2},{2,2,2,2},{2,2,3,3},{3,3,3,3},.. )
B = ({272}7{274}7{474}7{476}7{6:6}:--') -

Predpoklad véty je splnén, ale ne disjunktné. O
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7.4 Asymptotika partitni funkce
V tomto oddilu odvodime asymptotiku funkce p(n) pro n — oo.

Véta 237 (Hardy a Ramanujan, 1918; Uspensky, 1920). Partitni
funkce p(n) pocitagici rozklady ¢isla n € N md pro n — oo asymptotiku

L en/z2

p(n) ~ 471\/3

K dtkazu véty budeme potiebovat dvé tvrzeni a pét lemmat. Pro z € C,

|z| < 1, polozime
1—2\"? ™ 142
o(z) = : T, .
(2) <27r> eXp<12 1—z>

Nalezneme asymptotiku koeficientti ¢(n) rozvoje funkce ®(z) do mocninné
fady a ukdzeme, Ze dobie aproximuji hodnoty p(n).

Tvrzeni 238 (rust koeficienti q(n)). Necht ®(z) = Y, -, q(n)z". Pro
n — oo plati B

1 1/2
©(2n/3)
~ e .
a(n) 4n\/?_)

DUKAzZ. Vyjdeme ze zndmé identity ffooo et dt = /7. Linedrni substituce
trsat —bdava [*_ e (9" dt = \/T/a, a tak

0
2.2, ™ 2
/ eatehlbtdt:\/__eb'
_ o a

Polozime a2 =1 — z, b = G(f—iz) (nyni je z redlna konstanta) a dostaneme

2

/Oo exp(2t?) - exp (mt\/% - t2) dt = (1 i z>1/2 . exp (ﬁ) .

— 00

Odtud

®(z) = (1-2) /_0:0 exp(zt?) - exp (Wt\/% - tz) dt .

30



Porovnani koeficienti u 2" vede k integralni reprezentaci

e—T/12 oo (th £2n—2

_e N .
q(n) = ™2 J o\ n! (n— 1)!> exp (7rt\/2/3 t ) dt |
ktera substituci t = s + /0 a Gpravami piechdzi v
aln) = Cn/ Kn(s) - 2s- e~2s=m/2V8) g

kde 1/2 1/2
er(2n/3)t/%  nt1/2 1 o (2n/3)Y

n ﬁn\/i - enn! ~ 273/2 ‘ n

pro n — oo diky Stirlingové formuli n! ~ (27n)'/?(n/e)” a

S e (GORICR D)

Vzhledem k rozvoji 1+ = = exp(log(1 + Z=)) = exp(sn~? — s2n~1/2 +

O,(n=3/?)) mame lim,, . K, (s) = 1 pro kazdé s € R. Pro zdivodnéni za-
meény poradi limity a integrace ukdzeme, zZe integrand v poslednim vyjadreni
¢(n) m4 integrabilni majorantu.

Funkce ze™ nabyvd v ¢ > 0 maxima pro z = 1. Pro s > 0 tedy
plati (1 + ﬁ) ~e=s/Vn" < 1 (polozili jsme z = 1 + \/iﬁ) a pro x < 0 plati
).

1+ =l e 8/Vn < 8 /2n (polozili jsme z = (1 + —=)2). Takze

vn

|K,.(s)] < e pro s >0

apros<0
28/ S | gmerva)
|K,.(s)] < (1—s)-e <‘1+% ‘e )
< (1—s) e 2/Vn on=Ds?/n
= (1-5s) . e28° 1= (1—s/v/n)?
< (1-ys) 2L
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Integrand ve vyjadieni ¢(n) je tedy v absolutni hodnoté shora omezen
2508 2=T/2VET pg 6> 0 a 2s-(L—s)-e2 2TV iy g <0

Tato majoranta ma na (—oo,00) kone¢ny integral.
Pro n — oo tak ve vyjédfeni q( ) mizeme K, (s) nahradit konstantou

1. Pomoci substituce s = 7 5 \f dostavame

q(n) ~ Cn/ 25 - e~ 2(s=m/2V0)" g

™ o 2
= C, + Cd :cn—/ v g
/ <U, > u 2\/?_) _ooe u

w(2n/3)/?
4\/§n '

Na druhém fadku jsme vyuzili lichost funkce ue * a na tfetim znovu

identitu [*°_e % du = /7. o

u2

Necht I C C je orientovana usecka, polopiimka ¢i pfimka a f: 1 — C
je funkce. Totdlni variaci f na I rozumime supremum

n—1
sup Y _ [ f(ait1) — f(as)|
i=1

brané pres vSechny konecné posloupnosti a1 < a2 < ... < a, bodl na I,
kde < je usporadani dané orientaci I.

Lemma 239. Necht L C C je polopFimka vychazejici z pocatku, w € L,
w # 0 a funkce g : L — C je na L integrovatelnd a ma na ni totdlni variaci

V. Potom
Z g(nw) / g(u) du

\ <]V .
n>1

DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti miizeme pfedpoklédat ze L = [0, 00). Necht
w > 0 je redlné ¢islo a V € N. Pak

wY N g(nw) fo du‘ se rovnd

w /01 (gg(nw+w) —g(nw+uw)> du

n=0
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< w/: (1:2::|g<nw+w> - g+ ww)) d

1
Sw/ Vdu=wV.
0

Limitnim pfechodem N — oo dostavame dokazovanou nerovnost. O

Lemma 240. Necht

1 1 e

= ey E

a L C {z € C: Re(z) > 0} U{0} je libovolnd poloprimka vychdzejici z

pocdtku. Pak
o 1
/ g(x) de = / g(x) doe = —=log 27 .
L 0 2

DUKAz. Prvni rovnost plyne z Cauchyho véty. Podle véty o konvergenci s
majorantou méme [ g(z) dz = limy_oo f; (1 — e N¥)g(z) dz. Posledni
integral se rovné

e 1 1\ dz o e~ ?
1— —Nuz _ -\ 1— —Nz
/0 (1—e )<e$—1 m)az+/0 (1—e )233 de

N _ _
_ Z/voo ke 14+ mZ_ e? e N 1 /00 e~ _ e (N+1)z "
0 x 2

k=1

N

N+1
:_Z/ /te1t>$dtd+ / / e % ds dx

N

o0 1 N+1 [e%¢]
:—Z// te(l_t_k)wda:dt—l——/ /e_”dazds
21 0
—Z/ t dt 1/N+1§
k+t—1 2 s
k log(N +1)
Z:( —110g(k 1)—1>+72

N
= NlogN - logk — N +
k=1

log(N + 1)
2
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log(N + 1
+0g( +)_

= NlogN —log N! — N 5

Podle Stirlingovy formule N! ~ (27N)Y2(N/e)N posledni vyraz pro N —
oo konverguje k log(1/v/27). &

Lemma 241. Necht g(z) a L jsou jako v piedchozim lemmatu, piicemz pro
z € L\{0} plati | arg(z)| < K < w/2. Pak totdini variace funkce g(x) na L
splniuje odhad Vi, <k 1.

DUKAZ. Z definice totalni variace plyne, Ze ji spoc¢teme z formule

Vi= [ oGy -lds]
L
Pro z € L, |z| > 1, mame odhad
l9(2)'| < |27
Funkce g(z) je holomorfni v kruhu |z| < 27, a tak |g(z)'| < 1 pro |z| < 1.

Predchozi integral tedy konverguje a V7, omezena konstantou zavisejici jen
na K. ¢

Pro z € C, |z| < 1, poloZime

s

F(z) =Y p(n)z" =

n>0 n

1—2n
1

Logaritmovanim dostaneme identitu

an

log F(z) = — Zm(%mzm).
m>1

n,m>1

Lemma 242. Pro viechna z € C, |z| < 1, plati

1 1
F —_ +— .
| (Z"<e’<p<1—|z|+|1—z|>
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DuUkAz. Podle hotejsi identity pro log F/(z) mame

log Pl < i 30—

S 1 5 1 m
_ _ m2 |-t -2 ... -
R el e o = s S o
1 1 1 1 1
< Y < —
|1—z|+1—|z|mz>:2m2 e

a lemma je dokazéno. O

Lemma 243. Pro vsechna z € C splitujici |z] < 1 a |1 — 2| < 2(1 — |z|)
plati
F(z)=®(2)-1+0(1—-2) (z—=1).

DUkAzZ. Polozime z = e™*, kde |Im(w)| < 7. Podle pfedpokladi o z méme
|arg(w)| < K < m/2 pro né&jakou konstantu K. Hofejsi vyjadieni log F'(z)
pak prejde v

1
m(emw —1)

log F(z) = Z

m>1

S pouzitim rozvoji /6 = Y o, n 2 alog(l —z) = =3 o, z"/n tuto
rovnost piepiseme jako - B

log F(z) = r + 1y (l-e ™) +w) ! Lo e
EEV T G T2 ® wm>1 mw(e™? —1)  m2w?  2mw
= 7r—2—|—110 (1—e*“’)—|—w2 (mw)
T 6w 2% m>1g ’

kde g(z) je funkce z lematu 240. Vezmeme poloptfimku L vychézejici z po-
¢atku a jdouci ve sméru arg(w). Podle lemmat 239, 240 a 241 méame pro
Im(w)| <7 a|arg(w)| < K < /2 odhad

w Z g(mw) = —%log%’ + O(|w]|) .

m>1
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Tudiz, s vyuzitim w™! = (—log2)~! = (log #ﬁ))’l =(1-2)"1+(1-
2)/2+0((1=2)2)t=1-2)"t-1/2+0(1 - 2),

2 1 1—e"
logF(z) = 6_w+§10g - + O(w)
w2 ™ 1, 1-z
= _— _l [ 1_
60—2 12 2985 tO01-2)

= log®(z) +O(1—2) .

Tim je lemma dokézéano. O

Tvrzeni 244 (p(n) ~ q(n)). Koeficienty rozvoji ®(z) = ), <,4q(n)z" a
F(z) =Y, 5op(n)z" pro n — oo splituji -

p(n) =q(n) + O(7fs/4 exp(7r(2n/3)1/2)) )

DUKAz. Podle Cauchyho véty
1 F(z) — ®(z)
- = [ ="y
pln) = a(n) = 5 /C =2,

kde C je kruznice |z| =1 — 7/v/6n. C rozdélime na dva oblouky
A={zeC: 1—z <n(2/B3n)?} a B=C\A.

Pro z € C mame |z|™" = e~mos(1=(1=[z) = en(n/6)'/*+0(1) 5 |71 < 2.
Podle definice ®(z), lemmatu 242 a trojihelnikové nerovnosti plati

/ F(z) — @(z) dz < / |Z|—n(e\1—z|71+(1—\z\)71 +e7r2/(6|1—z\)) |dz|
B B

Zn+1
< er(n/6)? (e<<3n/2>1/2+<6n>1/2>/7r + e(w/fs)(sn/z)l“)

enl/Z(77/61/2+((3/2)1/2+61/2)/7r) + eﬂ'nl/2(3/8)1/2

mnl/2q

L e ,

kde 0 < a < (2/3)'/2 (to se vidi z odhadu 1/7 < w/9). Podle definice
®(2), lemmatu 243 (jehoz predpoklad je pro nasi volbu oblouku A splnén)
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a odhadu |A| < n~1/? plati

F(z)—® 2
/ @ijdz< /MWWLﬂmfwmﬁmM
A " A

< /O =8/a Gm(n/6)2 172

- o5/ _e7l'(2n/3)1/2 )
Spojeni obou odhadii dava dokazovanou asymptotiku p(n) — g¢(n). O

DUkAz VETY 237. (Newman, 1962). Asymptotika partitni funkce
p(n) bezprostiedné plyne z tvrzeni 238 a 244. O

7.5 Linnikovo reSeni Waringova problému

ResSenim rovnic v tomto oddilu rozumime celoc¢iselna reseni. Pro ¢isla n €
Ny a g,d € N oznacime W (n, g, d) pocet FeSeni rovnice

:v‘li+:vg+---+:vg:n z; > 0.

Waringlv problém pozaduje dokazat, ze pro kazdé d € N existuje g € N
tak, ze W(n,g,d) > 1 pro vSechna n € Ny. Jinak feceno, pro kazdé pevné
d > 1 lze kazdé prirozené ¢islo vyjadrit jako soucet nejvyse g d-tych mocnin
pfirozenych ¢isel. Nejmensi takové g se oznacuje g(d). Jako G(d) oznacime
nejmensi takové g, ze existuje ng € N tak, ze kazdé n > ng je souctem
nejvyse g d-tych mocnin piirozenych ¢isel. Patrné G(d) < g(d). Na druhou
stranu z G(d) < oo plyne, Ze i g(d) < co. Véta 246, kterou dokazeme, Fika,
ze g(d) < oo pro kazdé d € N. Véta 55 a skutecénost, ze ¢isla tvaru 8n + 7
nejsou souctem tii évercd, ukazuji, ze g(2) = G(2) = 4. Jednoduché dikazy
odhadt G(3) < 13 a g(4) < 53 obsahuje aloha 20.
Podivejme se nyni na horni odhady pro W(n, g, d). Je jasné, ze

W(n,g,d) < (nt/?+ 1)t < 2pl0=D/T (5 > py) |

protoze pro kazdou slozku feseni mame nejvyse 1+ n'/¢ hodnot a pii zvo-
lenych zi,...,24-1 uz pro , mame nejvyse jednu hodnotu. Klicem k fe-
seni Waringova problému pomoci $nirelmanovského obratu je skutecnost,
7e tento trividlni horni odhad lze zesilit na W(n,g,d) <q n9/¢*. Pozna-
menejme, ze obtizny je pfipad d > 2, W(n, g, 1) lze snadno spoéitat pfesné
(aloha 1b).
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Tvrzeni 245 (netrividlni odhad W(n,g,d)). Pro kaZdé d € N existuje
go = go(d) € N tak, Ze pro kaZdé pevné g > go a n probihajici N plati

Wi(n,g,d) <4 pa/d=1

Tento odhad staci dokazat pro jediné gy a pro g > go uz plyne trividlné.
Pro kazdé pevné g > go totiz

W(nag7d) = Z W(n_wtli_"'_m;lfg[);goad)
T1,.sTg—go 20

1 1/dyg—go .
( +n ) OISHH?}S(nW(m,go,d)

IN

< 20l W (M, go,d)

kde n > ng a 0 < M < n. Oviem W (M, go,d) <q M9/4=1 < pgo/d=1 4
tak W (n,g,d) <4 n9/9=! s konstantou nezavisejici na g. Dikaz tvrzeni na
chvili odsuneme a piejdeme hned k feSeni Waringova problému.

Véta 246 (Hilbert, 1909). Pro kaZdé d € N ezistuje g = g(d) € N tak,
Ze rovnice

a:‘li+mg+---+mg:n z; >0
md pro kaZdé n € Ny alesponi jedno Teseni. Jinak receno, kaZdé prirozené
cislo je souctem nejuyse g d-tych mocnin prirozenych cisel.

DUkAz. (Linnik, 1943). Necht d € N je pevné. Pro kazdé ge N az >0
soucet d-tych mocnin libovolnych g ¢isel vybranych z {1,2,..., [(z/g)"/?]}
nepresahuje x. Odtud mame pro x > 1 trivialni odhad

S W(n,g,d) > (L(x/g)/2])? >, 29/ .

n<z

Na druhou stranu existuje go € N tak, ze W (n, go,d) méme shora odhad-
nuto tvrzenim 245. Z obou odhadt plyne existence konstanty ¢ > 0 zavisejici
jen na d takové, ze

- #{n Sa: W(n,go,d) > ]‘} >c
pro vSechna x > 1. Mnozina X téch pfirozenych ¢isel, kterd jsou souctem

nejvyse go d-tych mocnin, mé proto kladnou Snirelmanovu hustotu (patrné
1 € X). Podle Snirelmanovy véty 152 z 5. kapitoly je X aditivni bézi N.
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Kazdé n € N je souctem omezené mnoha sé¢itanci z X a tudiz i omezené
mnoha d-tych mocnin pfirozenych ¢isel. &

Zbyva ovsem dokézat tvrzeni 245. Nasledujici elementéarni dikaz nalezi
Linnikovi. Sestava z péti lemmat a dvou tvrzeni.

Lemma 247. Necht ai,as,...,a; € Z,1 > 2, jsou vesmés nesoudélnd cisla,
m €Z, A> 0 je redlné cislo a max,<;<; |a;| = H < A. Pak rovnice

Ty +aste+ - +aqx;=m |r;] < A
md <; A1/ H feseni.

DUKAz. Nejprve ukazeme, ze pro [ = 2 odhad plati s konstantou 3. Muzeme
predpokladat, ze |a1| > |az|. Jsou-li (x1,2z2) a (z7,z%) dvé rizna FeSeni,
odectenim dostaneme a; (z1 —}) = az(z) —x2). Tedy a; déli z, —x. Slozky
x2 TeSeni jsou obsazeny v jisté aritmetické posloupnosti X s diferenci |a4|,
pritemz cela X lezi v intervalu délky 2A. Proto
PEE--S P oy
|ax| laa|  H

Slozka x5 jednozna¢né uréuje z;, a tak 3A/H odhaduje i pocet feSeni.

Pro [ > 2 budeme postupovat indukci podle [. Muzeme predpokladat,
7e |laf| = H > 1. Pokud a1 = a3 = -+ = ;1 = 0, mame || = H = 1.
Slozky @1, ..., z;—1 pak mohou byt libovolné a pro z; mame nejvyse jednu

hodnotu. Mame nejvyse
-1

A
(314)!_1 < T

feSeni. Mtzeme tedy predpokladat, ze alespon jedno a;, 1 < <[ —1, je
nenulové. Pivodni rovnice pak je ekvivalentni soustavé dvou rovnic

%$1+%$2+"'+%$1_1 =m' a dn' +aqz;=m,

kde d = (a1,a2,...,a;—1). Podle indukéniho pfedpokladu mé pro pevné
m' prvni rovnice <; A'"2?/H' fefeni v oboru |z;] < A, kde H' =
max;<i<i—1 |a;|/d > 1. Koeficienty d a a; v druhé rovnici jsou nesoudélna
¢isla a d < |q;|. Déle |a;| < A implikuje |m/| < [H'A. Pocet feseni (m',x;)
druhé rovnice v oboru |m/|, |z;| < {H'A podle pfipadu | = 2 nepfesahuje
3IH'A/|a;|. Celkem mé soustava nejvyse

Al=2 3IH'A Al
H o 'TH

<
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FeSeni. O

Lemma 248. Nechtl € N, [ >3 am € Z. Necht A>0a B =B()>0
jsou redind cisla, pricemz A < B <; A'"1. Rovnice

nr e+ -y =m o |y < Az <B
md <; (AB)!=1 reseni.

DUKAZ. Reseni rozdélime do t¥i skupin podle y-ové slozky a ukdzeme, Ze v
kazdé skupiné je <; (AB)!™! feSeni.
1. y1 =ya2 = -+ = y; = 0. Téchto Teseni je

< (2B+1) «; B'= BB «; (AB)!!

2. Alespon jedno y; # 0 a disla y; jsou vesmés nesoudélné. Fixujeme
jednu takovou I-tici ¥ = (y1,¥y2,...,¥) a polozime maxi<;<; |y;| = H, pa-
trné H < A. Vezmeme jednoznacné r € Ng urcené z

A A
Podle pfedchoziho lemmatu pocet I-tic (z1, 2, ..., z;) odpovidajicich ¥ ne-
presahuje

Blfl Bl712r+1 Bl712r
< .
STF ST 1 ST
Pocet [-tic g, pro néz H < A/2", je < (24/2" + 1)} «; A2 Celkem
mame ve skupiné 2

Bl-1or
<y 1 Al = (AB) Y 27 <« (AB)

r>0 >0
reSeni.
3. Alespon jedno y; # 0 a (y1,92,---,4) = d > 1. Fixujeme d, pivodni
rovnici nahradime rovnici

yiT1 +ypr2 + -+ g =0 |yl < A/d, |z < B

kde y; = y;/d, a postupujeme podle 2. A jsme nahradili ¢islem A/d, ¢imz
se podminka B <; A'~! mohla porusit. Oviem tu jsme v piipadu 2, ktery
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nyni aplikujeme, nepouzili (pouzili jsme ji jen v pfipadu 1). Ve skupiné 3
tedy mame celkem (I > 3)

< Y (ABJa) = (AB) Y < (4B)

d>1 d>1
FeSeni. O

Multimnoziny jsme uvazovali jiz v 7.3. Pripominame, ze multimnozina
celych ¢isel je dvojice U = (U, k), kde U C Z a k : U — Ny. Multimnozinu
vyklddame jako mnoZinu s opakujicimi se prvky: x(a) je nasobnost prvku
a € U (k(a) = 0 pro vechny a € Z\U). Pii poéitani FeSeni rovnic nad mul-
timnozinami bereme v tivahu nasobnosti: Pocet feseni néjaké rovnice ¢i sou-
stavy s m nezndmymi 1, . . ., &,, v oboruz; € U;, kde (U, k1), ..., (Un,Em)
jsou dané multimnoziny celych ¢isel, je roven Y k1(a1)ka(az) ... &m(am),
kde s¢itdme pres vSechna celo¢iselnd reseni aq, ..., a, dané rovnice ¢i sou-
stavy. Pro k konec¢nych multimnozin celych ¢isel Uy, ..., U a libovolnou
funkci f : Z*¥ — Z znacenim

Ug{f(ﬂflaﬂ?z;---;ﬂ?k): z; € Ui}

rozumime multimnozinu, v niz nasobnost prvku y je rovna poctu reSeni
rovnice y = f(x1,x2,...,x), ©; € U;.

Lemma 249. U a V budte dvé koneéné multimnoZiny celjch éisel a c € Z.
Jako P, Py a Py oznacime postupné pocty reseni rovnic

r+y = ¢ zelUyeV
x—y = 0 z,yeU
r—y = 0 z,yeV.

Potom
P<(Py+Py)/2.

Specidlné, pokud U =V (véetné ndsobnosti), potom P < Py = Py .

DUKAzZ. Necht k: U — Ng a A : V — Ny jsou nasobnosti prvkia v U a V.
Pro kazdé z € U existuje nejvyse jedno y, € V, ze z + y, = c. Pocet TeSeni
rovnicez+y =csxz € Uay €V jeroven ) . k(x)A(y.) (pro neexistujici
Y. klademe A(y,) = 0). Patrné © # 2’ = y, # Y- Méame

S RN < 5 ) 420 < 5 (X @+ 3 A7)

zeU zeU zeU yev
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Posledni dvé sumy jsou presné pocty reseni rovnice x —y = 0 pro z,y € U
a pro z,y € V. Dodatek je ziejmy. O

Lemma 250. Necht | = k2°, kde k,s € N, c € Z a Uy,Us,...,U; jsou
koneéné multimnoZiny celych cisel. Necht P je pocet feseni rovnice (s 1
nezndamymi)
T +x2+ - F+x=c, x €U;

a pro kazdé m, 0 < m < 2° — 1, je P,, pocet feseni rovnice (také s |
neznamymi)

k

Z(Z/m + o Yot = Yioe-1yy — - —Yi2e) =0, Yij € Unkgi -

i=1

Potom
PS (P0+P1 +"'+P25_1)/28 .

DUKAzZ. Pro k libovolné a s = 1 tvrzeni plyne z lemmatu 249, kdyZ polozime
U= {:U1+"'+£Ul/2 B S Uz} an{:vl/QH +-rtx ox; € Ul} Necht
tvrzeni plati pro | = k2°, P, = P,,(k,s) jsou pfislusné poéty feSeni, a k je
sudé. Ukazeme, Ze tvrzeni plati i pro rozklad [ = k'2% = (k/2)2°t1. Tim
bude indukci dokazéna platnost tvrzeni pro vSechna k a s. Pro kazdé m,
0 <m < 2%—1, polozime

k/2 2s-1 2°
Un = {Ziil (Zj:l Yij = 2ijmne-141 ?/JZ) D Yig € Umk+i}
2571 s

k 2
Vi = {Zi:k/2+1 (Ej:l Yid — 2ijmae-141 yj,i) D Yij € Umk+z'} -

Podle lemmatu 249 (nyni ¢ = 0) méme P,, < (P), + P!), kde P}, a P!
jsou pocty feSeni rovnice x —y = 0 pro z,y € U, a pro x,y € V,,. Tedy

9s

|
—

1 1
PS? PiS28+1-(P6+P6’+---+P2’5_1+P2”5_1)_
=0
Poc¢ty P! a P! nejsou nic jiného nez potty P, = Py, (k/2,s +1). o

Pro celo¢iselny polynom f(x) = apx? + -+ + ag_17 + aq stupné d > 1
je jeho pfidruZeny polynom (h,x) definovan vztahem f(x + h) — f(z) =
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h - p(h,x). Jedna se o celo¢iselny polynom

o) = Y (et = 3 (2 (‘? ‘?’) h> .

i=1 i=1 *j=0 L=
Pro kazdé nenulové hg € Z mé ¢(hg,x) stupen d — 1.

Lemma 251. Necht f(z) = apx®+-- -+ aq_17 +aq je celociselnyj polynom
stupné d > 1, jeho# koeficienty spliiuji odhady a; <4 n'/?, cisla ho,zy €
Z splituji ho,zo <q n'/* a @(h,x) = by(h)x?' + -+ + bg_1x + ba(h) je
pridruzeny polynom f. Pak, pro 1 <1i <d,

bi(ho) <4 pli—/d 4 w(ho,z0) K4 pld=-/d

DUKAz. Podle piedpokladii ajhy 7 ! <4 nl-1/d o z3=1 &4 pld=0/d Ty
diz

i1 .
bi(ho) < g n' /1 Z (d a J) &gt/

i=0 N

a také

¢

Tvrzeni 252 (indukéni krok). Nechtk,s € N, [ = k25T m € Z, A >0
je redlné cislo, f(x) je celociselny polynom stupné d > 1 a @(h,x) je jeho
pridruzeny polynom. Necht P a () jsou postupné pocty reSeni dvou rovnic
(s, resp. k +1/2 neznamymi)

flz) + flza) +---+ flw) = m || <A
k 21
Zhi Z(‘P(hiayi,j) —@(hi,Yijroe-1)) = 0 [hil,|yi | <24
=1 j=1
Potom

P < (1+4A)27FkQ .
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DUKAz. Podle dodatku lemmatu 249 plati P < @1, kde Q)1 je pocet FeSeni

rovnice
1/2

D (f@) = Fy) =0 |ail,lyil < A

i=1
(lemma aplikujeme na multimnozinu U £ {f(z1)+- -+ f(z12) : |zi| < A}).
Polozime z; = y; + h;. Nerovnosti |z;|, |y;| < A implikuji |h;| < 2A. Takze
Q1 < Q2, kde @2 je pocet TeSeni rovnice

szt t 2z =0, z€UZ{h-ohy): ||yl <24} .
Pro kazdou 1/2-tici o = (b1, ha, ..., ), |hi| < 24, oznadime UPF 2 {h; -
o(hi,y) : |y] < 24} Q, 7 je pocet FeSeni rovnice
ztzt--+zp2=0, 2 GUz‘E-

Patrné

Q2 = ZQ27E -
h

Podle lemmatu 250 mdme @,z < (QE,O +Qp, + F QE%_I)/QS, kde
Q7 ,, Je pocet feseni rovnice (s [/2 nezndmymi)
k

h
Y (zig+ otz — Zipemigy — = 2ipe) =0, 2 €Uy
i=1

Pro kazdé pevné m, 0 < m < 2%, plati
> Qg < (14+44)7770Q
h

Vektory h délky 1/2 totiz miizeme rozlozit na t¥idy tak, ze vektory v jedné
tfidé se mohou lisit pouze v souradnicich mk + 1,mk +2,..., mk+ k a v
ostatnich /2 — k soufadnicich se museji shodovat. Soucet hodnot Q3 v
jedné tiidé je presné Q a tiid je nejvyse (1 4+ 4A4)/2~F. Celkem
P < QQ = ZQ27E < Z(QE,O-FQEJ +"'+Q5725_1)/2s
h

h
23711 23711
— _ _ - 1/2—k
SED IS SPTNED SENIRRTIES
m=0 h m=0

= (1+44)*7*q.
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¢

Pristoupime k diikazu klicového tvrzeni 245. Budeme postupovat indukci
podle exponentu d. Indukce nés nuti dokézat obecnéjsi tvrzeni — misto ¢
budeme muset pracovat se systémy celociselnych polynomit. Pro celociselny
polynom f stupné d a ¢islan,g € N a N € Z ozna¢ime w(n, N, g, f) pocet
feSeni rovnice

f(l’1)+f(l'2)+"'+f(ﬂfg):N |£L“z| S?’Ll/d .

Nésledujici tvrzeni kvili jasnosti formulujeme explicitné pomoci konstant
¢; a c zavisejicich jen na parametru d. V dikazu pouzivame kompaktnéjsi
(v tomto pfipadé ovSem méné jasné) znaleni <q.

Tvrzeni 253 (induktivni zobecnéni tvrzeni 245). Pro kazdé cislo d €
N ezistuje go(d) € N tak, Ze plati ndsledujici. Necht je dino d € N a d+1
libovolnych konstant c; > 0, 0 < i < d. Pak ezistuje konstanta ¢ > 0 tak, Ze
pro kazdé n € N, N € Z a kaZdy celociselny polynom f = f(z) = apx? +
o+ ag_1x + aq stupné d, jehoZ koeficienty spliiuji nerovnosti |a;| < e,
pro g = go(d) plati

DUKAz. (Linnik, 1943). Postupujeme indukei podle stupné d. Pro d =1
tvrzeni plati s ¢ = go(1) = 1: f(z1) = apx1 + a1 = N mé pro |z1] < n
nejvyse jedno feseni. Necht d > 1 a tvrzeni plati pro stupen d — 1. Polozime

g =go(d) =2d2°T', kde s = [logygo(d—1)]+2.

Bud dén celoéiselny polynom f(z) = apz? + - + ag_12 + aq stupné d,
jehoz koeficienty spliwji a; <4 n/%. Cislo n € N bud libovolné pevné.
Podle piedchoziho tvrzeni, pouzitého s | = g, k = 2d a A = n'/?, mame
w(n, N, g, f) < (1+4A4)9/2724Q <4 n9/??2Q, kde Q je pocet feseni rovnice

2d
D hizi =0 |k, lyi | < 20'4,
i=1
pficemz
25—1
zi= Y (i yig) = o(hi, Yi jpae-1))
i=1
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a ¢ je polynom pfidruzeny k f.
Pro fixované hodnoty nezndmych hy, ..., hag a libovolné pevné i, 1 <

1 < 2d, nyni shora odhadneme nasobnost ¢isla z = z; € Z. Je rovna poctu
feSeni rovnice
2571
1/d
D (plhiyyig) = p(hisyijyae)) = 2 lyagl < 2077
j=1

Polozime t = go(d — 1) — patrné t < 2°~! — a rovnici piepiSeme ve tvaru
soustavy dvou rovnic

t gs—1 9s—1
> lhiyig)=m kde m=z— Y o(hi,yi;) + Y i,y ji2e1) -
Jj=1 j=t+1 J=1

Pocet teSeni prvni rovnice odhadneme z indukéniho predpokladu a pocet
feSeni druhé trividlné. Hodnoty nezndmych y; ;, t < j < 2%, lze zafixovat
nejvyde (2n'/4 +1)> ~t « 4 n"~9/4 zpsoby. Tim je uréeno m. Polynomy
w(hi,y) stupné d—1, kde h; je parametr, spliuji pfedpoklady tvrzeni pro d—
1, oviem s n nahrazenym &islem [n(?~1/4]: Pro |h;| < 2n'/¢ pro koeficienty
v o(hi,y) = bi(hi)y?t + - + ba_1(h;)y + ba(h;) podle lemmatu 251 plati
br(hy) g ntk=D/d = (pld=1)/dy(k=1)/(d=1) Diky indukénimu predpokladu
maé proto rovnice

1/(d-1)

plhiryig) =m  lyigl < 201/ = 2(n(@V/1)
j=1

nejvyde g (n(d=D/dyt/(d=1)—1 — p(t=d+1)/d yeseni Nasobnost Cisla z = z;
proto pri fixovanych ¢ a hy, ..., hag nepfesahuje

&g plt=dHD/d (27 =0)/d _ (2 —d+1)/d

Lemma 251 téz vzhledem k |h4|, lys,;] < 2nt/4 implikuje, ze vidy z; <4
nld=1/d (1 < i < 2d).

Rekapitulujme: Pro uvedenou volbu g = go(d) méme w(n, N, g, f) <4
n9/24=2R kde R je pocet FeSeni rovnice

2d
Zhizi =0 |h < o2nt/?, |zi| <a pld-n/d

i=1

46



v niz se pii pevonych hy,..., hog kazdé z; vybird s jistou nasobnosti nepre-
sahujici <4 n ~4+1/d_ Jako S oznalime pocet feSeni této rovnice pro z;
bez nasobnosti. S odhadneme pomoci lemmatu 248, pouzitého pro [ = 2d,
A =2n"?a B <4 n'?1/4 (horni mez pro |z;]). Celkem dostavame

. 2d
w(n,N,g,f) <a n9**2R <qn9/?*2 (n(z fd+1)/d) S
L4 n2s+1,2 . nzs+1,2d+2 . (nl/dn(dfl)/d)del

— 21 pe/d-1

Tvrzeni 253 je dokazano. o

Uvazme polynom z?. Podle definic veli¢in W (n, g,d) a w(n, N, g, f) a podle
predchoziho tvrzeni, pro g = go(d) mame

W(n,g,d) <wn,n,g,z?) <qn?/t .

Tim jsou tvrzeni 245 a véta 246 dokazany.

7.6 Poznamky

7.1. Klasické &iselné rozklady. Literatura: Hardy a Wright [47], Andrews
[4], van Lint a Wilson [62] a Winquist [96].

O vysledcich a problémech aditivni teorie ¢isel podavaji dobry prehled
Nathansonovy monografie [66, 67, 68] a Halberstam a Roth [42]. RGzné
aspekty analytické kruhové metody probird Vaughan [91]. Zékladni litera-
turou o ¢éiselnych rozkladech je Andrewsova monografie [4], jejiz autor saim
vénoval teorii rozkladi vice nez 200 ¢lankt.

Mistrem kombinatoriky a ciselnych rozkladd byl na prelomu 19. a 20.
stoleti major britské armady P. MacMahon. Andrews se spoluautory reha-
bilituji v rozséhlé sérii ¢lankd [5]-[13] MacMahonovy pozoruhodné avSak
pozapomenuté vysledky. MacMahon v [63] mimo jiné zkoumal r-rozmérné
rozklady. To jsou zobrazeni f : N” — Ny, kterd maji jen kone¢né mnoho
nenulovych hodnot a spliuji f(i1,...,%4) > f(j1,...,Jr) vzdy, kdyz i3 <
Jise-osip < gy Pokud o N f(z) = n, fekneme, Ze f je r-rozmérny
rozklad n. Nejdilezitéjsi pripady jsou r = 1, kdy dostavame klasické ¢i-
selné rozklady, a r = 2, kdy dostavame rovinné rozklady (plane partiti-
ons). Rovinny rozklad n si mizeme piedstavovat jako ,tfirozmérny Ferrer-
siv diagram®, coz je takové umisténi n jednotkovych kostek v oktantu
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K ={(z,y,2) € R®: >0,y <0,z >0} (2 =0 je vodorovna rovina), ze
hrany kostek jsou rovnobézné s osami a kazda kostka se celou levou, spodni
a zadni sténou dotyka hranice K nebo jiné kostky. Napiiklad, ¢islo 3 ma Sest
rovinnych rozkladd, které popiSeme pocty kostek v jednotlivych sloupcich
stojicich na roviné z = 0:

3, 21, 2, 111, 1l a 1.
1 1 1

Necht pp(n) je pocet rovinnych rozklada éisla n. MacMahon dokézal, Ze

n o__ = 1

n>0

Na rozdil od 1-rozmérnych rozklad® neni viibec jednoduché tento soucinovy
tvar odvodit a pro r > 2 obdobné formule selhavaji. Kombinatoricky dikaz
podali Knuth a Bender [56]. Dalsi informace o rovinnych rozkladech lze
nalézt v [4, kap. 11] a Stanleym [85, 86]. Pro dalsi kombinatorické souvislosti
rovinnych rozkladt viz Bressoud [25].

S kombina¢nimi ¢isly sdileji koeficienty polynomu (“Z'b) symetrii
p(n;a,b) = plab — n;a,b), kterd se lehce vidi, a unimodalitu p(0;a,bd) <
p(l;a,0) < ... < p(lab/2];a,b) > p(lab/2] + 15a,b) > ... > p(ab;a,b),
kterd se dlouho uméla dokézat jen algebraicky, napt. pomoci teorie invari-
ant@ (Sylvester, 1878). Cist& kombinatoricky diikaz podal O’Hara [73].

V oddilu 7.1 jsme pro r = 1, 3,6 a 10 nalezli souctové vyjadieni soucinu
[I,,>;(1—2™)". Nejslavnéjsi hodnotou r v tomto kontextu vsak je 24. Tehdy

se dostane Ramanujanova tau funkce T(n):

e [ -2 =) r(n)a" = 2 — 242® + 2552° — 14722* + 48302° + - - - .
n=1 n>1

Ramanujan se domnival, ze 7(n) je multiplikativni, a Mordell to v r. 1917
dokézal. Jinou Ramanujanovu domnénku, ze vzdy |7(n)| < n''/2d(n), kde
d(n) je pocet délitelt n, dokdzal v r. 1974 Deligne [31] jako dusledek svého
feseni Weilovy hypotézy. Viz Apostol [14], Katz [54], Koblitz [57] a Serre
[82]. Lehmerova domnénka z r. 1947, 7ze 7(n) neni nikdy nulovd, je stéle
oteviena.

Ramanujan pivodné vyslovil tuto hypotézu o kongruencnich vlast-
nostech p(n): Je-li m tvaru 5%7°11¢ a 24k = 1 mod m, potom p(mn +
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k) = 0 mod m pro kazdé n € Ny. Véta 224 je specidlnim piipadem pro
m = 5,7 a 11. Ve tficatych letech 20. stoleti v§ak Chowla nalezl protipfi-
klad: 24 - 243 = 1 mod 73, ale p(243) = 133978259344888 Z 0 mod 7°.
V r. 1967 Atkin [16] dokdzal spravnou verzi Ramanujanovy domnénky:
Pokud m = 5%7°11¢ (a,b,c € Ny) a 24k = 1mod m (k € N), pak
p(mn + k) = 0 mod 5°7L%/21%111¢ pro kazdé n € Ny. Atkin [17] téz do-
kézal, ze p(206839n + 2623) = 0 mod 17.

Vyznamné nové vysledky v teorii kongruen¢nich vlastnosti p(n) ziskal
Ono [74]. V [1] spolu s Ahlgrenem oznamuji nésledujici rozsahlou t¥idu
kongruenci. Pro prvoéislo [ > 5 ozna¢me §; = (I* — 1)/24 a S; bud mnozina

téch k,0 < k < I, ze k+ 6 = 0 mod [ nebo (#) = - (_76) (uzivdme
Legendretv symbol). Potom pro kazdé prvoéislo! > 5, m € N a k € S; ma
kladna frakce prvocisel ¢ = —1 mod 24/ tu vlastnost, ze

p((¢*n +1)/24) = 0 mod ™

pro vSechna n € N takova, ze n L. ¢ an =1 — 24k mod 24l.

7.2. Souéty dvou a étyf étverciu. Literatura: Hirschhorn [49, 50].

V tloze 10 reprodukujeme Zagiertv dikaz [101] toho, Ze kazdé prvocislo
p = 4n+1 je sou¢tem dvou ¢tvercl. Veliciny r,4(n) vzhledem k zapocitavani
v8ech pofadi a znamének zahrnuji velikou redundanci. Napiiklad r4(30) =
8(1+2+3+5+6+10+15+30) =576, i kdyz 30 ma jen dva rozklady na
¢tyfi nezdporné étvercové casti: 30 = 42432422412 a 30 = 52 +22+12+02.
Hirschhorn [51] odvodil formule pro paa(n), psa(n) a psa(n), poéty rozklada
n na dvé, tfi a ¢tyri nezaporné ctvercové ¢asti. Napriklad

pon(n) = % (dl(n) —ds(n) +d(n) + 5(n/2)> ,

kde d;(n) jsou jako ve vété 225 a §(n) = 1 pokud je n ¢tverec a 0 jinak.

Formule pro ry(n) a r4(n) odvodil Jacobi ve spisu Fundamenta Nova
Theoriae Functionum Ellipticarum (1829) pomoci eliptickych funkci. Prvni
z nich se implicitné nachdzi uz v Gaussovych Disquisitiones Arithmeticae
(1801). Formule

rg(n) =16 Y  x(n/d)d® — 4> x(d)d® a rs(n) =16 (-1)""d*,

d\n d\n d\n

kde x(d) = (=1)(@~1/2 pro liché d a x(d) = 0 pro sudé d, byly odvozeny
rovnéz v Jacobiho spisu. Pro sudé g > 10 plati komplikovanéjsi formule,
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napriklad

rio(n) = % (Zx(d)d4 + 162)((n/d)d4 +4 Z (a* — 3a262)> .

d\n d\n a?+b%2=n

Pro liché g je problém urcit r,(n) obtiznéjsi. (Formule pro r5(n) sehrala da-
lezitou tlohu v kariére H. Minkowskiho, viz kapitola 8.) Pro dalsi informace
o reprezentacich ¢isel ¢tverci viz Grosswald [41]. Vyznamné nové vysledky
0 rg(n) ziskal nedavno v rozsdhlém memodaru Milne [65]. Jacobiho klasické
identity pro r4(n) s g = 4 a 8 rozi¥il na nekonecné rodiny identit pro g = 41*
ag=4I(l+1),1 e N. Napriklad pro g = 24 Milneho identita pravi, ze

W16

roa(n) = (=1) 9(17o§(n)+sog(n)+2o;(n)>

n—1
+ 022 Y (ohmoltn = m) - almoln —m) |
m=1
kde
ohn) = (=" .
d\n

yPodivnou a mocnou“ ([68]) elementarni metodu, kterou v sérii osm-
nacti ¢lankid vyvinul v letech 1858-65 Liouville a kterou odvozoval formule
pro r4(n) (g sudé), vysvétluje Nathanson [68, kap. 13 a 14] na hodnotach
g =2,4,6,8 a 10. Metoda spoc¢iva zhruba fefeno v ovéieni, ze dokazovana
formule a r4(n) spliiuji tutéz rekurenci (uvedenou v tGloze 11).

Reprezentace prvkd souctem ctvercl se zkoumaji i v jinych okruzich
nez Z. Napriklad Landau v r. 1906 dokézal, ze kazdy nezdporny raciondlni
polynom P € Q[z] (tj. P(z) > 0 pro vSechna z € R) je v Q[z] souctem
osmi ¢tverct. Kdy je nezdporny polynom P € Rz, z,...,z,] souttem
(néjakého poctu) ¢tverct v R[xy, za,...,2,]? (Stupen deg(P) = d je nutné
sudy.) Hilbert v r. 1888 dokdzal, Ze odpovéd zni ,ano“ pouze v piipadech
(n,d) € {(1,2e) : e€ N}U{(n,2): ne N}U{(2,4)}. Pro ostatni dvojice
(n,d), d sudé, existuje redlny polynom stupné d v n proménnych, ktery je
vzdy nezéporny, ale neni souc¢tem zadného poctu ctverci. Viz tloha 9 a

Rudin [81]. Analogické otdzka v télese raciondlnich funkci R(zy, 2, ..., zy)
predstavuje Hilbertiv 17. problém. Ten v r. 1927 vyfesil Artin [15], kdyZ
dokéazal, Ze kazdd nezdporné raciondlni funkce P € R(x1,xa,...,x,) je v
tomto télese souctem Ctvercl, a ze totéz plati i v Q(zy1,z2,...,z,). Viz

Rajwade [76] a Taussky [89].

50



7.3. Dalsi rozkladové identity. Literatura: Hardy a Wright [47], Cor-
teel a Savage [29], Bousquet-Mélou a Eriksson [23] a Remmel [77].

Identity ve vété 227, nyni nazyvané Rogers—Ramanujanovymi, objevil a
dokézal jako prvni Rogers [80]. Hardy o nich a o ném v knize [43] napsal:

They were found first in 1894 by Rogers, a mathematician of
great talent but comparatively little reputation, now remembe-
red mainly from Ramanujan’s rediscovery of his work. Rogers
was a fine analyst, whose gifts were, on a smaller scale, not un-
like Ramanujan’s; but no one paid much attention to anything
he did, and the particular paper in which he proved the formulae
was quite neglected.

Ramanujan, ktery naopak patii k nejlegendarnéjsim a nejromantictéjsim
postavam pribéhu matematiky, identity objevil nezavisle v Indii nékdy pred
r. 1913. Neumél je vSak dokézat a neumél to ani Hardy, kterému je poslal,
ani Littlewood, MacMahon a Perron, které Hardy konzultoval. Byly uve-
deny bez dikazu v druhém dilu MacMahonova spisu [63]. V r. 1917 sam
Ramanujan, pobyvajici nyni uz v Cambridge a intenzivné spolupracujici s
Hardym, ndhodou narazil na Rogersiv ¢lanek. V nésledné korespondenci
Rogers zjednodusil sviij pres 20 let stary dikaz. Zhruba ve stejné dobé
identity nezévisle znovu objevil Schur [83], izolovany v Némecku valkou.

Rogers—Ramanujanovy identity inspirovaly mnohd zobecnéni a mnohé
pribuzné identity. Uvadime t¥i piiklady. Gordon [40] dokézal, Ze pro pevné
a,k € N, a <k, ma kazdé n € N tolik rozkladi na ¢asti Z 0, £a mod 2k+1
jako rozkladl na ¢dsti by > by > ... > b; > 1 spliwjici b; — bip1 > 1,
bi — biyr—1 > 2 a bj_q41 > 2. Pro dikaz a dalsi zobecnéni viz [4, kap.
7]. Andrews [3] dokazal, Ze kazdé n € N mé tolik rozkladi na ¢asti =
1,9,11 mod 14 jako rozkladd (A1, Aa, ..., \x) spliwjicich A; — Aj41 > 7 pro
/\i+1 = 1,2,4 mod 7, /\z — /\i+1 Z 10 pro )\i+1 = 5,6 mod 7, )\z — )\i+1 Z
12 pro Ajy1 = 3 mod 7 a A\; — Ajp1 > 15 pro Ajp1 = 0 mod 7. Andrews
[2] dokézal i toto ,zkoneénéni* Rogers—Ramanujanovych identit: Pro kazdé
m € N aa=0,1 plati

o0

Ti:oqn(nm) <m —: - a) q = 3 (~1)rgnienten)2 <L(m ~ 57:_ a)/2j> K

n=-—oo

(Rogers—Ramanujanovy identity odtud plynou limitnim pfechodem m — oo
a pomoci JTI.) Rogers—Ramanujanovy a jim pfibuzné identity maji dilezité
misto pii studiu modeld statistické fyziky, hlavné v tzv. “hard hexagon
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model”, viz Baxter [19, 20]. O téchto pouzitich ¢iselnych rozkladi ve fyzice
viz napf¥. Berkoich a McCoy [21].

Identitu pro divacké rozklady objevili a dokazali Bousquet-Mélou a
Eriksson [22] (v [23] je dokdzdna obecnéjsi verze tvrzeni 230). Jiny dikaz
podal brzy Andrews [5]. Zde sledujeme podani Corteelové a Savageové [29].
Viz téz Bousquet-Mélou a Eriksson [24].

Vétu 232 dokézal Remmel v [77], jeji disjunktni forma se v jiné formulaci
objevuje uz u Cohena [28] a celd véta je implicitné obsazena v Cohenové
pfistupu. Princip involuce pouzili Garsia a Milne [37] ke kombinatorickému
diikazu Rogers-Ramanujanovych identit. Mnohem kratsi kombinatoricky
dikaz podali Bressoud a Zeilberger [26]. Glaisherova identita je z r. 1883
([39]) a Schurova z r. 1926 ([84]).

7.4. Asymptotika partitni funkce. Literatura: Newman [71, 72].

Po Hardym a Ramanujanovi [46] asymptotiku p(n) nalezl nezdvisle
Uspensky [90]. Hardy a Ramanujan v8ak v [46] dokonce nalezli asymptoticky
rozvoj p(n), ktery Rademacher [75] vylepsil na konvergentni fadu:

0 , sinh (Z(2(z — 2))'/?
p(n) = ﬁ ZAk(n)kl/ {% (Zv - #)1/3 )}xn |

k=1

kde
Ak(n) — Z e—27ri-nh/k+7ri~s(h,k) ,
h mod k, h Lk
pricemz
IR A AT
b =2 (r %] —§> (7 - HJ - 5) -

Toto je slavnd Hardy-Ramanujan-Rademacherova formule (HRR, formule)
pro p(n). Rademacher v [75] téz ukdzal, Ze po ukonceni nekoneéné fady po
k = ¢lenech se soucet lisi od p(n) nejvyse o

:—%exp(@n/?))l/zw/(r +1)) -2,

Asymptotika véty 237 se dostane hned z prvniho ¢lenu k& = 1 fady. Dikaz
HRR formule, pfesnéji jeho druhou polovinu, lze nalézt v [4, kap. 5]. Prvni
polovinu diikazu piedstavuje skute¢nost, ze po zméné proménné z = e,
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|2| < 1 a (ekvivalentn&) Im(y) > 0, se ze soucinu [[,-,(1 — 2™) dostane
moduldrni forma

nly) = [[a-=",

tzv. Dedekindova eta funkce. Jejli modularita se projevuje funkciondlnimi
rovnicemi n(y + 1) = e™/2y(y) a n(=1/y) = /=iy - n(y) (bere se VA
nezapornou realnou ¢asti). O modularnich funkcich a forméch viz [14, 57,
82].

Erdés [35] skoro celou asymptotiku p(n) odvodil elementérné. Jeho po-
stup vychazi z rekurence uvedené v tloze 3. Dokazal, Zze pro n — oo

C 1/2
€ em(2n/3)

p(n) ~ -

s neznamou konstantou ¢ > 0. Newman [69] ji elementarné dopo¢ital jako
¢ = 1/4+/3. Erdds a Lehner [36] dokézali, ze pro hodnotu k = cy/n - logn +
xzy/n (¢,x > 0 jsou konstanty) pocet rozkladt ¢isla n na nejvyse k Casti
spliuje

lim p(n; k) = exp ( —2c- e*””/(%)) .
Témer viechny rozklady n tedy maji zhruba cy/n - logn Casti.

Szekeres [87, 88] rozsifil Hardyho-Ramanujanovu asymptotiku na
asymptotiku po¢tt p*(n; k) rozkladt n na pfesné k ¢asti, pti¢emz k,n — oo
a k > n'/%. Canfield [27] podal elementérni diikaz Szekeresovy asympto-
tiky bez pouziti komplexni analyzy. Szekeresova asymptotika je jediny
znamy zpusob, jak pro dostatecné velké n dokdzat unimodalitu posloup-
nosti (p*(n; k))p_y: p*(n;1) < p*(n;2) < ... < p*(nym) > p*(n;m +1) >
... > p*(n;n).

Wright [100] zkombinoval asymptotiku p(n) s Waringovym problémem
a nalezl asymptotiku po¢tu rozkladii pg(n) ¢isla n na k-té mocniny pfiroze-
nych ¢isel (pocet Casti neni omezen, k > 1 je pevné, pi(n) = p(n)):

A /2 =3 AnY/OHD
pr(n) ~ (27) (k+1)/2 ' (k + 1)3/2 " "€ ’

kde
A=(k+1)- ((l/k) T(1+1/k)-C(1+ 1/k))l—l/(lm)
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(T(z) = [, e '*~1 dt je gama funkce a ((2) = Y ,5; n~* je zeta funkce).
Wright pro pg(n) dokonce odvodil asymptoticky rozvoj, zbytek fady vsak
pro k > 1 (na rozdil od HRR formule pro k& = 1) nekonverguje k nule.

7.5. Linnikovo feSeni Waringova problému. Literatura: Gelfond a
Linnik [38].

Waringtiv problém se tésil a tési velkému zadjmu matematik. Kvanti-
tativné to znamend, Ze tfeba bibliografie knihy [91] ¢ita pfes 700 polozek.
Zajimavy piehledovy ¢lanek sepsal Ellison [34]. Pavodni Waringova formu-
lace v [93, str. 203-204] zni:

Omnis integer numerus vel est cubus; vel e duobus, tribus, 4, 5, 6,
7, 8, vel novem cubus compositus: est etiam quadratoquadratus;
vel e duobus, tribus &c. usque at novemdecim compositus &sic
deinceps.

Waringovu domnénku dokazal jako prvni Hilbert [48] v r. 1909. Zjed-
nodusené verze jeho dikazu zalozeného na algebraickych identitach lze na-
1ézt v [34] a [66]. Rieger [78] ukazal, Ze Hilbertova metoda vede na odhad
g(d) < (2d + 1)2600@+39**®  Linnikav elementérni dikaz [60] zalozeny na
Snirelmanové metodé jsme vylozili (nikoli doslovné) podle [38, kap. 2], viz
téz Chincin [53]. Obecné&jsi verzi lze nalézt v Nathansonovi [68]. Rieger [79]
z Linnikovy metody ziskal odhad g(d) < 2216“(¢+1! Newman se pokusil o
technicky co nejjednodussi dikaz Waringovy domnénky za pomoci kombi-
nace Snirelmanovy metody s exponencidlnimi sumami (odhad v tvrzeni 245
dokazuje pomoci jednoduché verze tzv. Weylovy nerovnosti). Bohuzel jak
dikaz v [70] tak i jeho prezentace v [72, kap. 5] obsahuji mezery.

Ve dvacétych letech 20. stoleti Hardy a Littlewood, navazujic na [46], v
sérii ¢lankt (viz napf. [44, 45]) vyvinuli mocnou analytickou metodu, kterd
poskytuje silné horni odhady G(d) a kterou lze nasadit v mnoha dalsich
aditivnich tlohach. ,Kruhovou“ neboli Hardy—Littlewoodovu metodu jsme
uz v jednoduché podobé pouzili v 6.4 k dikazu véty 209 a v 7.4 k dikazu
véty 237. Hardy a Littlewood vyjadiili W (n,g,d) pomoci Cauchyho véty
jako

1
W(n,g,d) = — | F(z)92 "' dz,
(n0.) = 55 [ P71
kde F(z) =3, <o 2" a C je kruznice pe?™® v niz o probih [0,1) a po-
lomér p spligje 0 < p < 1. Dalsi postup je v kostce ten, Ze se vhodné polozi

p — 17 (napf. p = 1—1/n) ainterval [0, 1) se vhodné rozdéli na tsecky dvou
druht: na tzv. hlavni Gse¢ky (major arcs), v nichz je a dobfe aproximovano
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zlomkem s relativné malym (v zdvislosti na n) jmenovatelem, a na zbylé
tzv. vedlejsi iseCky (minor arcs). P¥ispévek integralu pies hlavni Gsecky vy-
tvori hlavni ¢len asymtotické formule pro W (n, g, d). P¥ispévek pres vedlejsi
usecky se shora odhadne Weylovou nerovnosti pro exponencidlni sumy, coz
vytvoii zbytkovy ¢len. Hardy a Littlewood takto za piedpokladu g > 24 +1
odvodili asymptotiku
L(1+1/d)y _ o
W(n,g,d) = ————"22 . §(n) -ny/?t 4 O(n9/4-17°
(n,9,d) = =g - 5(n) ( ).

kde § > 0 a S(n) je jista aritmetickd funkce spliujici ¢; > S(n) > ¢ > 0
(konstanty c; zavisi jen na g a d). Specialng, G(d) < 2¢ + 1. Viz [66] nebo
[91].

Vinogradov v r. 1928 zavedl fadu zlepseni kruhové metody, z nichz jedno
spociva v nové reprezentaci

WW%@ZAf@%FMWW

kde e(z) = > f(a) = N _ e(am?) a N = [n'/4] (tato identita plyne
z ortogonality fol e(ah) dae = 0 pro h # 0 a = 1 pro h = 0). Dokazal,
7e hotejsi asymptotika W (n,g,d) plati uz pro g > cd*logd. Vinogradoviiv
odhad G(d) < (2+ o(1))dlogd z [92] byl nepiekondn po vice nez 30 rokt.
V r. 1992 rekord putoval diky Wooleymu [97] do Michiganu a souasny
nejlepsi odhad G(d) < d(logd+ loglogd + 2 + O(loglogd/ log d)) néalezi téz
Wooleymu [98]. Zasvéceny piehled o klasickém i modernim rozvoji kruhové
metody (s dirazem na Waringtiv problém) podavd Vaughan [91], viz téz
Wooley [99].

Silné horni odhady G(d) spolu s obtiZznym vySetfenim ,malych“ n vedly
k témét presnému urceni funkce g(d). Je lehké dokdzat, ze g(d) > 2¢ +
1(3/2)?] — 2 (tloha 19). V sérii praci Dicksona, Pillaie, Rubugundaye a
Nivena publikovanych v letech 1928-44 bylo dokazano, ze pro d > 6 plati

24+ (3/2)% — 2 ... pokud a < 29
g(d) =< 24+ ((3/2)4] +(4/3)%] —2 ... pokud a > 2% a =214
244+ (3/2)4] + |(4/3)4] =3 ... pokud a >2%a > 29,

kde
a=24(3/2)+[(3/2)] a 8= 14/3)!]1(3/2)") + [(4/3)"] + [(3/2)"] -
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(Snadno se nahlédne, ze vzdy 3 > 2%.) Kubina a Wunderlich [58] pomoci
pocitade dokazali, Ze pro kazdé 6 < d < 4.716 - 108 nastava prvni moznost.
Mahler [64] dokazal, ze druhd a t¥eti moZnost nastavaji jen pro kone¢né
mnoho d. Podivejme se na zbyvajici t¥i hodnoty ¢(3),g(4) a g(5) (g(2) =4
podle Lagrange). Vyse citovany Waringtv text ve stru¢né parafrazi pravi,
ze 9(3) <9, g(4) <19 ,a tak dal“. Wieferich [95] v r. 1909 dokézal, ze
g(3) = 9. Chybu v jeho dikazu opravil Kempner [55]. Chen [52] v r. 1964
ukéazal, Ze g(5) = 37. Nejdéle odolavajici bikvadraty se nakonec poddaly v r.
1992, kdy spole¢nym usilim Balasubramaniana [18] a Deshouillerse a Dresse
[32] bylo dokézano, ze skutecné g(4) = 19. Formule g(d) = 2¢ + [(3/2)¢] — 2
tedy plati i pro d < 6.

V kontrastu s g(d) jsou znamy pouze dvé pfesné hodnoty G(d): G(2) =4
(Lagrange, 1770) a, ponékud paradoxné, G(4) = 16 (Davenport [30], 1939).
Landau [59] dokézal, ze G(3) < 8. Dickson [33] ukazal, ze 23 a 239 jsou je-
dind pfirozend ¢isla, kterd nejsou sou¢tem osmi (nezdpornych) tfetich moc-
nin. Linnik [61] dokéazal, ze G(3) < 7. Watson [94] podal jednodussi dikaz
Linnikova vysledku. Watsontv diikaz a dalsi vysledky o tfetich mocninach
lze nalézt v [66, kap. 2]. Lehce se vidi, ze G(3) > 4 (aloha 20c). Pres ves-
keré usili se o G(3) stéle vi jen to, ze 4 < G(3) < 7. Podle [99], kde lze
nalézt prislusné reference, jsou nejlepsi v soucasnosti znamé horni odhady
G(d) pro d < 20 tyto: G(5) < 17,G(6) < 24,G(7) < 33,G(8) < 42,G(9) <
50, G(10) < 59,G(11) < 67,G(12) < 76,G(13) < 84,G(14) < 92,G(15) <
100, G(16) < 109, G(17) < 117,G(18) < 125,G(19) < 134 a G(20) < 142.

7.7 TUlohy

1. Necht n € N.

(a) (2) Dokazte, Ze n ma 2"~ ! kompozic.

(b) (2) Naleznéte pocet kompozic n na g kladnych ¢asti, resp. na
g nezapornych ¢&asti. (Druhy pocet je pravé hodnota funkce
W(n,g,1) z oddilu 7.5.)

(c) (2) Naleznéte pocet kompozic n, které nepouzivaji ¢ast 1.

(d) (2) Naleznéte rozdil mezi po¢tem kompozic n na sudy pocet ¢asti

a poctem kompozic na lichy pocet ¢asti.

2. Mnozinové rozklady — vyjadieni dané mnoziny ve tvaru sjednoceni
vzajemné disjunktnich neprazdnych mnozin — maji v kombinatorice
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dilezité misto. Uvedeme proto na né jednu ulohu. Pdarovani M na
mnoziné [2n] = {1,2,...,2n} je jeji rozklad na n dvouprvkovych mno-
zin, kterym fikdme hrany. Dvé rtzné hrany B; = {a,b}, a < b, a
By = {e¢,d}, ¢ < d, parovani M se krizi, pokud a < ¢ < b < d nebo
¢ < a<d<b. Pocet kiizeni ¢(M) je pocet dvojic {B;, By} kiizicich
se hran v M. Mnozinu vSech parovani na [2n] ozna¢ime M (n).

(a) (1) Naleznéte kardinalitu mnoziny M (n).

(b) (3) Naleznéte pocet téch M € M (n), ze ¢(M) je liché.

(c) (3) Naleznéte pocet téch M € M(n), ze ¢(M) = 0.

(d) (1) Naleznéte pocet téch M € M(n), ze ¢(M) je maximalni

mozné.

(e) (4) Dokazte, zZe

1 - 2n ‘
(M) — ___~ _1)kgk(k=1)/2
2 (1—Q)”kzzn<n—k>( S

MeM(n)

3. (2) Dokaite, Ze partitni funkce spliiuje rekurenci

kde o (i) je soucet déliteli ¢isla i.
4. TTi tlohy na Ferrersovy diagramy.

(a) (2) Necht a,b, ¢ jsou pfirozend ¢isla, pficemz b, ¢ < a. Dokazte,
ze Cislo a — ¢ ma tolik rozkladid na b — 1 ¢asti nepiesahujicich ¢,
jako ma ¢islo a — b rozkladd na ¢ — 1 ¢asti nepresahujicich b.

(b) (2) Dokazte, %e kazdé n € N m4 tolik samokonjugovanych roz-
kladd jako rozkladi na rtzné liché c¢asti.

(c) (2) Dokazte identitu

S 1 = z"
H 1—an :Z(1—;1:)2(1—1'2)2...(1—.1'”)2 '

n=1 n=0
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5.

10.

(a) (2) Necht p", » € N, je mocnina prvoéisla, n € N a V je
n-rozmérny vektorovy prostor nad konefnym télesem GF(p").
Spoctéte, ze V ma praveé

(&)
k) g=pr

k-rozmérnych podprostort.

(b) (3) Dokazte pfedchozi vysledek pfevedenim na kombinatorickou
interpretaci (Z)q v tvrzeni 214.

. (2) Dokazte ¢g-binomickou vétu

(1+)(1+2) (1 + o) .. (1+aq" 1) = 3 aigl) (”)
=0

q

. (3) Dokazte Jacobiho tfisouinovou identitu (véta 216) algebraicky

podle nésledujictho navodu. Oznacime-li nekonecny soucin vlevo jako
P(z,z), plati P(z,z) = P(z,z7 ') a P(z,2°2) = (zz) "' P(z,2). Odtud
plyne, ze P(z,z) = a(z) Y.~ 2" 2" pro nezndmou mocninnou fadu
a(z). Ovsem a(0) = 1 a specializace z = i ukazuje, ze a(z*) = a(z).
Proto a(z) = 1. Provedte tento dikaz podrobné bez analytické kon-
vergence jen za pomoci formalni algebraické konvergence mocninnych
rad.

. (2) Odvodte identitu 1 véty 215 z Jacobiho tfisoucinové identity.

. (3) Dokaizte, ze kazdy redlny polynom, ktery na redlnych ¢islech na-

byvéa jen nezdpornych hodnot (a je tak nutné sudého stupné), je souc-
tem dvou c¢tvercl redlnych polynomi.

(2) Vyznejte se v nasledujicim textu, ktery jednou gramatickou vétou
popisuje diikaz toho, ze kazdé prvocislo p = 1 mod 4 je souctem dvou
Ctverct.

The involution on the finite set S = {(z,y,2) € N? : z? +
4yz = p} defined by

(z+2z,z,y—xz—2) ifz<y—z

(r,y,2) =< RQy-—z,y,z—y+2) HHy—z<z<y
(r -2y, —y+2zy) ifxz>2y
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

has exactly one fixed point, so |S|is odd and the involution
defined by (z,y,2) — (, z,y) also has a fixed point. O

(3) Necht g,n € N. Dokazte identitu

Z (n—(g+1)m?) -rg(n—m?) =0.
Im|<v/n

(2) Necht (Fy)n>1 = (1,2,3,5,8,13,21,...) je posloupnost Fibonacci-
OV}IfCh Cisel a (Gn)nZO = (anfl + F2n+1)n20 = (1,4, ].]., 29, 76, ‘e .),
kde F_; = 0. Dokazte, ze kazdé n € N ma tolik rozkladd na rtzné
Casti Ay > Ay > ... > A\ > 1 spliujici A\j/Air1 > (34 V/5)/2 jako
rozkladl na ¢asti lezici v posloupnosti (G, )n>0-

(2) Necht «,8 a f jsou jako v tvrzeni 231. Definujte pomoci nich
bijekci mezi mnozinami pevnych bodt F, a Fjs.

Dveé dlohy na vétu 232.

(a) (3) Dokaite jeji obraceni v disjunktnim piipadé: Jsou-li A =
(Ai)i>1 a B = (B;)i>1 dvé prosté posloupnosti disjuntnich ko-
neénych multipodmnozin N a pro kazdé n € N plati p(n, A) =
p(n, B), potom se posloupnosti (||4;])i>1 a (|| Bj|)i>1 lisi jen pie-
rovnanim.

(b) (1) Ukazte, ze kazdé n € N ma jednoznacny roz-
klad na rtznd a nesousedni Fibonacciova ¢isla (Fp)n>0 =
(1,1,2,3,5,8,13,21,...); napiiklad 12 = 8 + 3 + 1 nebo 29 =
21+5+2+1.

Dokazte Glaisherovu identitu (tvrzeni 234) bez pouziti véty 232

(a) (2) bijekei
(b) (2) pomoci generujicich funkci.

(3) Pripomindme, Ze p*(n; k) je pocet rozkladi n na pravé k Gasti.
Pro pevné k a n — oo dokazte asymptotiku
k—1
n
“(nyk) ~ ——+ .
Prsk) ~ T

Pfipominame, Ze p(n;k) je pocet rozkladd n na nejvyse k ¢asti. Od-
vodte nasledujici formule.
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(a) (1) p(n;1) =1 ap(n;2) =1+ [n/2].

(b) (2) p(n;3) =||(n+3)2/12|| (|| - || oznacuje nejblizsi celé &slo).
(¢) (3) p(n;4) = ||(n+5)(n® +n+ 22+ 18[n/2])/144]|.

(d) (3) p(n;5) = ||(n+8)(n® + 22n2 + 44n + 248 + 180|n/2]) /2880||

18. Pro redlné &slo ¢,0 < t < 1, oznacime f(t) = log (En>0 p(n)t”).

v v 71_2 t
(a) (2) Dokazte, ze f(t) < & - 725
(b) (8) Odvodte z predchozi nerovnosti, Ze pro n > 2

T . em(2n/3)1/?

p(n) < W

19. (1) Dokazte, Ze pro kazdé d € N plati

=+ (3)] 2.

20. (a) (2) Necht n,z € N, z =1 mod 6, a celd ¢isla r, s jsou definovana
vztahy n = 6rmod 23,1 < r < 2%, an = s+ 4mod 6,0 <
s < 5. Dokazte, ze (r + 1)% + (r — 1)3 + 2(2% — r)3 + (s2)® =
n — 82% mod 623.
(b) (3) Pomoci pfedchozi kongruence a identity
4
827 +62°(yF +u3 +y3 +ui) = D> _(2° +u:)* + (2 — yi)?
i=1
odvodte, ze G(3) < 13.
(c) (3) Ukazte, ze G(3) > 4.
(d) (2) Pomoci identity

6(xF + a3 + a3 +23)° = Z (zi + x)* + (v, — ;)"
1<i<j<4

odvodte, ze g(4) < 53.
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