
44. KAMMatemati
ké kolokviumpøednesl dne 5. bøezna 2002 prof. dr. Ernst

Spe
ker. Jeho osobnost je pøedstavena krát
e v pozván
e ke kolokviu. Pro-

to¾e se jedná o mimoøádnou událost, KAM a ITI s laskavým svolením pøed-

ná¹ejí
ího vydaly vzpomínkovou publika
i, která zahrnuje èeské pøeklady

jeho èlánkù þPostmoderne Matematik: Abs
hied vom Paradises?ÿ a þDie

Logik oder Die Kunst des Programmierensÿ. Obì vy¹ly v Ernst Spe
ker:

Sele
ta (ed. G. Jäger, H. Läu
hli, B. S
arpellini, V. Strassen), Birkhäuser

Verlag, 1990; Dìkuji Ernstovi Spe
kerovi za laskavé poskytnutí podkladù a

dr. M. Klazarovi, H. Nyklové, R. Bartákovi a J. Hubièkovi za pomo
 s tímto

èíslem KAM-DIMATIA Serií.

J. N.
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(foto J. P. Jäger)
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MODULAR COUNTING

Ernst Spe
ker

(ETH Cury
h)

Suppose that the 
ardinality n of a 
ertain set is determined to be 6942 in

one paper and 7181 in another. What should we do? We 
an try to de
ide

whether n is even or odd. In order to �nd an answer to su
h a problem,

it is often advantageous to generalize it. If e.g. we want to know whether

the number of di�erent equivalen
e relations on a set of 1000 elements is

even or odd, we study the fun
tion B where B(n) is then the number of

equivalen
e relations on a set of n elements. It is easy to see that the B(n)

mod 2 is periodi
; the period being 3, the parity of B(1000) is equal to the

parity of B(1), i.e. B(1000) is odd. Does a 
orresponding theorem hold for

the fun
tion whi
h 
ounts the number of 3-
olourable graphs on a set of n

elements? The aim of the talk is to 
hara
terize stru
tures for whi
h the

answer is positive.
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Oznámení pøedná¹ky

Na zaèátku bøezna 2002 nav¹tíví Prahu

Ernst Spe
ker

emeritní profesor na ETH Cury
h. Bìhem svého pobytu pøednese v úterý

5. bøezna 2002 v 16:00 hodin v poslu
hárnì K9, Sokolovská 83 | v¹imnìte

si, prosím, neobvyklého místa konání |

44. MATEMATICKÉ KOLOKVIUM

pod názvem

MODULAR COUNTING

Prof. Ernst Spe
ker se narodil v r. 1920 a 
elou svou vìde
kou karié-

rou je spojen s ETH Cury
h (profesor od r. 1955). Nejdøíve byl ovlivnìn

pøedev¹ím Gonsethem, Hopfem, Bernaysem a dal¹ími svìtovì proslulými

matematiky, kteøí p�usobili v Cury
hu. V poèát
í
h své matemati
ké dráhy

pra
oval nìkolik let na IAS v Prin
etonu. (Dle vlastního vyjádøení: þCo

byl Øím pro Goetha, byl Prin
eton pro mne.ÿ) Snad odtud pramení roz-

manitost Spe
kerovy tvorby, která není velká rozsahem, ale pronikavostí,

rozmanitostí a �loso�
kou hloubkou. ®ivot ETH ovlivnil pøedev¹ím jako ve-

dou
í logi
kého semináøe (vedeného nejprve spolu s P. Bernaysem, posléze

s H. Läu
hli), který vlastnì pokraèuje dosud, a semináøe o algoritmi
ký
h

probléme
h (vedeného spolu s V. Strassenem).

Spe
kerova prá
e zasáhla do nìkolika matemati
ký
h obor�u a je stále


itována. Jmenujme alespoò matemati
kou logiku a teorii model�u, teorii

mno¾in (Ramseyova teorie), teorii rekurze (Spe
kerova posloupnost), teo-

rii slo¾itosti (Spe
kerova{Hodesova vìta) a teorii graf�u (Spe
kerovy grafy).

V 60-tý
h lete
h se vìnoval rovnì¾ experimentální psy
hologii a teoreti
kým

otázkám uèení a poznávání. To ovlivnilo jeho pedagogi
kou prá
i a pøístup

ke student�um, který Hao Wang v úvodu k Logi
 and Algoritmi
s | An

international symposium held in honour of Ernst Spe
ker (L'Enseingment

Mathématique, Gen�eve, 1982) popsal slovy: þ(Spe
ker) : : : je ví
e zdr¾en-

livý, ménì soutì¾ivý a ví
e porozumìjí
í. Domnívám se, ¾e má lep¹í smysl

pro to, 
o je v ¾ivotì d�ule¾ité, a uspoøádává si sv�uj ¾ivot lépe ne¾ vìt¹ina

logik�u.ÿ

Je nám 
tí, ¾e pøednese v Praze pøedná¹ku.

Jaroslav Ne¹etøil
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Postmoderní matematika:

Rozlouèení s rájem?

Ernst Spe
ker

1

Resumé

Aby se v pøírodní
h vìdá
h mohla uplatòovat moderní in�nitní matematika, vy-

tvoøili si lidé odpovídají
í obraz svìta. Gnomové uèinili podobný krok v ob
hodu

| knihy napøíklad prodávají v neuvìøitelném ba nekoneèném mno¾ství. Tím vzni-

kají
í problémy se zde rozebírají v jakémsi skøítka a èlovìka dialogu, a nastiòuje

se 
esta od moderní k postmoderní matemati
e.

Byl veèer Tøíkrálový, pøibli¾nì v tuto hodinu. Sedìl jsem v teplém pokoji,

v ru
e rukopis a sna¾il se pøekontrolovat nìjaký výpoèet. Ale my¹lenky mi

odbíhaly. Myslel jsem na Dietera Röddinga, na jeho prá
e a na knihu, kte-

rou vìnujeme jeho památ
e. Myslel jsem na Eulera a jeho latinské ètver
e.

Myslel jsem na Galoise a jeho absurdní souboj. Kdyby byl Galois zùstal déle

¾iv, byl by se trápil tím, jestli matemati
i mluví o þkoneèný
h tìlese
hÿ nebo

o þGaloisový
h tìlese
hÿ?

Prásk | rána, na þGaloisoviÿ pøistál brouèek se sedmi puntíky! þA tobì,

mám ti øíkat �beru¹ka�,�bo¾í hovádko� nebo, �bo¾í beránek�?ÿ Asi jsem

pøemý¹lel nahlas, proto¾e od kamen zaznìlo þTo pravé jméno je �slunéèko

sedmiteèné�!ÿ Jak se podívám stranou, sedí tam mu¾íèek a klátí nohama.

Mám se pustit do diskuse o názvu 
o

inelae? Dùle¾itìj¹í je ukázat, kdo je

tu pánem v domì a kdo trpaslíkem ze zahrádky! Tak se ho ptám: þA tvoje

pravé jméno, jak zní?ÿ A na to trpaslík: þJá nepotøebuji ¾ádné pravé jméno,

1

Závìreèná pøedná¹ka pøed emeritováním na Eidgenössis
he Te
hnis
he Ho
hs
hule

Züri
h, 18. února 1987. Text je zkrá
ená verze pøedná¹ky. Pøelo¾ila H. Marxová
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teï se jmenuji tak a hned zase jinak. Ale mùj lid, to jsou skøítkové a to je

také jeji
h pravé jméno. A ty, k jakému lidu patøí¹ ty?ÿ

Ten skrèek se mi zaèíná líbit a proto mu odpovídám smíølivì: þTak jako

ty jsi gnom, tak já jsem Cury¹an.ÿ Tu se krát
e zasmìje, zpùsobnì hodí

no¾ièky jednu pøes druhou a 
h
e vìdìt. þCo to ète¹?ÿ þTo je prá
e o la-

tinský
h ètver
í
h. Z takový
h ètver
ù vznikají magi
ké ètver
e | o to se

pøe
e urèitì zajímá¹!ÿ. To jsem radìji nemìl øí
t. þA
h vy Cury¹ané. U vás

jsou Appenzell¹tí mazaní, Basilej¹tí vtipní a my skøítkové se zase zajímáme

o magi
ké ètver
e!ÿ

þNeÿ, pokraèuje klidnìji þs takovými hraèièkami jsme u nás skonèili.

Na¹e matematika je èistá a aplikovaná.ÿ þJak to obojí spojujete? A jestli

je mi dovolena otázka: ty jsi matematik?ÿ þStudoval jsem matematiku; teï

jsem èinný na kni¾ním trhu, vydávám edi
i matemati
ký
h knih v kapesním

formátu.ÿ þA jak se ta edi
e jmenuje?ÿ þNa¹e pøirozená èíslaÿ, odpovìdìl,

þta øada vy
hází v nakladatelství Oberon | ano, Oberon jsem já, to jsi

u¾ jistì uhodl.ÿ þA kolik dílù ta tvoje edi
e u¾ má?ÿ Podíval se na mì

s údivem: þKolik dílù? Díl 0 jedná o èísle 0, díl 1 o èísle jedna, a tak dále |

ka¾dý díl jedná o jednom èísle a ka¾dé èíslo se probírá v jednom díle. Tak

jak se vùbe
 mù¾e¹ ptát: Kolik dílù?ÿ þJako èistou matematiku to mohu

dobøe po
hopit,ÿ pokou¹ím se navázat, þale k èemu se to hodí? Má to nìjaké

aplika
e? Jakpak se ty knihy objednávají a dodávají?ÿ þTo je pøe
e do
ela

jednodu
héÿ, pouèuje mì, þMá¹-li tøeba pøedná¹ku o prvoèísle
h a 
h
e¹ pro

ka¾dého ze svý
h 12 poslu
haèù objednat po jednom svazku, ale pro sebe

jen díly o prvoèísle
h vy¹¹í
h ne¾ 1000 (| ta malá pøe
e zná¹), tak de�nuje¹

posloupnost a(n) následovnì:

a(j) := 0 kdy¾ j není prvoèíslo

a(j) := 12 kdy¾ j je prvoèíslo a j � 1000

a(j) := 13 kdy¾ j je prvoèíslo a 1000 < j

Potom objedná¹

1

X

j=0

a(j)B

j

:

(kde B

j

je symbol oznaèují
í díl j).ÿ þTak to je tedy bájeèné!ÿ vykøikuji

ironi
ky, þJá budu de�novat

b(j) := 1 kdy¾ obì 
ísla j a j + 2 jsou prvoèísla

b(j) := 0 jinak
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a dám Vám objednávku na

1

X

j=0

b(j)B

j

:\

þA 
o je na tom bájeèné?ÿ þNo, pøi dodání zjistím, jestli dostanu koneèný

nebo nekoneèný poèet knih a potom vím zda existuje nekoneèný poèet pr-

voèíselný
h dvojèat nebo ne.ÿ

þDìlá¹ si legra
i? Ty knihy se pøe
e nedodávají materiálnì! Snad jsem

mìl øí
i jasnìji: �Získá¹ pouze op
i a s tou pak mù¾e¹ disponovat.� To je

pøe
e jasné, ¾e jen tak je mo¾ný moderní kni¾ní ob
hod.ÿ

þAno, to 
hápu. A jak je to s 
enami?ÿ þCeny jsou v Mong. Od doby

Velké In
a
e existuje jen jedna jednotka a ne fränkly a räply jako u vás.

A je¹tì nì
o: Knihy se mohou objednávat i v negativním poètu a také urèité


eny jsou negativní.ÿ þAnoÿ, øíkám na to já, þto pomalu zaèíná i u nás. Za

nového øeditele se prý v Cury¹ské èinohøe dostane za jedno obsazené místo

20 a¾ 50 frankù.ÿ Pak jsem si od Oberona dal pøesnì vysvìtlit funk
i 
en.

Ch
i ji teï reprodukovat matemati
ko-humánním zpùsobem:

Dodávky se mohou sèítat:

1

X

j=0

a

j

B

j

+

1

X

j=0

b

j

B

j

=

1

X

j=0

(a

j

+ b

j

)B

j

(kde a

j

, b

j

jsou 
elá èísla). Cenová funk
e pøiøazuje ka¾dé dodáv
e jedno


elé èíslo (které nazýváme 
ena P dodávky). Pøitom se 
ena souètu dodávek

rovná souètu 
en

P (

X

a

j

B

j

+

X

b

j

B

j

) = P (

X

a

j

B

j

) + P (

X

b

j

B

j

):

Z toho vyplývá, ¾e 
ena je rovna 0, jestli¾e z ka¾dého svazku je objednáno

0 exempláøù. Samozøejmì platí také

P (

n

X

j=0

a

j

B

j

) =

n

X

j=0

a

j

P (B

j

) :

To znamená, ¾e u koneèný
h dodávek se 
ena skládá z 
en jednotlivý
h

knih. Takové koneèné objednávky se prý | jak mì uji¹»oval Oberon |

v¾dy projeví jako ¹tudentské ¾ertíky.

Pozornì jsem si to vysle
hl. Pak jsem Oberonovi øekl: þ©tudentské ¾er-

tíky stranou, je jasné, ¾e 
ena dodávky závisí jedinì na poètu objednaný
h
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exempláøù n první
h svazkù.ÿ þTo pøe
e není mo¾né! Jestli¾e polo¾ím n = 0

a objednám jeden exempláø dílu 1, tak to stojí 12000 Mong. Podle tvého

výpoètu dostanu ale 0.ÿ þTak to není my¹leno; ta vìta zní: ke ka¾dé 
enové

funk
i P existuje èíslo n, s tou vlastností, ¾e 
ena dodávky závisí jedinì na

poètu objednaný
h exempláøù první
h n dílù. Formálnì vyjádøeno:

P (

1

X

j=0

a

j

B

j

) = P (

n

X

j=0

a

j

B

j

) :\

þAle jak tohle n urèí¹?ÿ þNu, urèím nejprve èíslo n tak, ¾e ka¾dý díl

s èíslem vy¹¹ím ne¾ n má 
enu nula, tedy P (Bj) = 0 pro j � n. Pro takové

n pak snadno dostaneme vìtu.ÿ

K tomu se Oberon vyjádøil takto: þJako gnom to mohu dobøe 
hápat |

moje babièka také øíkávala: Kdy¾ v¹e
hno má svou hodnotu, tak skoro ni


nemá 
enu. Ale matemati
ky? Ch
i sly¹et dùkaz!ÿ

þJá ti ho rád povím. Ale varuji tì: je to typi
ký dùkaz z ráje moderní

matematiky a nejsem si jist, ¾e se ti tenounký vzdu
h v této zahradì bude

líbit!ÿ ©kubl s sebou Oberon? Pro v¹e
hny pøípady jsem honem zaèal s tím

dùkazem. Kdo by ho 
htìl také poznat, budi¾ odkázán moji na prá
i þSouè-

tové grupy posloupností 
elý
h èíselÿ.

Oberon si ten dùkaz pozornì vysle
hl, ale pak prohlásil: þVám ten dùkaz

mù¾e pøipadat jako z ráje, ale pro mì je to holé ¹ílenství. A jestli¾e je

dokazatelné, ¾e skoro v¹e
hno nestojí ni
, lze zajisté dokázat mnohé dal¹í

vì
i, které odporují v¹em zku¹enostem.ÿ þTo má¹ pravduÿ, souhlasím, þtak

se napøíklad dokazuje následují
í vìta: plnou kouli o polomìru 1 lze rozlo¾it

na 5 dílù tak, ¾e z tì
hto dílù lze potom slo¾it 2 plné koule o polomìru 1 |

ty díly je nutno jen tro
hu pootoèit a posunout.ÿ Na to Oberon: þMù¾e¹ mi

ten dùkaz pøedvést?ÿ þTen není bohu¾el tak jednodu
hý. Kdy¾ ale nebude¹

trvat na 5 kuse
h a pøizná¹ mi ji
h 40, pak ten dùkaz mohu za pùl hodiny

pøednést.ÿ

Oberon vrhá krátký pohled na své hodinky| takové hezounké gnat
h|

a øíká lítostivì: þBohu¾el nemám pøíli¹ mnoho èasu. Ale jedno by
h pøe
e

jen 
htìl vìdìt: Neexistuje u vás nikdo, kdo by proti takové matemati
e

protestoval?ÿ þAle ano, od té doby 
o existuje, je také kritizována. Tento

druh matematiky vy
hází v podstatì z Cantora, to bylo asi pøed 100 lety. Ale

kritika vyznívá naprázdno. Dalo by se øí
i: kritika má si
e lep¹í argumenty,

ale protikritika má lep¹í hesla.ÿ þA jaká jsou to hesla?ÿ

þVe své slavné prá
i �O nekoneènu� napsal Hilbert asi toto: �Z ráje,

který nám stvoøil Cantor nás nemá nikdo smìt vyhánìt.� Cantorùv ráj, to
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je ten svìt, ve kterém v¹e 
o lze pova¾ovat za mo¾né, také skuteènì exis-

tuje. Tedy nejen nekoneènì mnoho knih, nýbr¾ také pro ka¾dou mo¾nou

dodávku jednoho objednatele, nespoèetnì mnoho objednatelù, øekl by Can-

tor. A to bylo právì podstatné pro ten dùkaz. Jestli¾e jsou pøipu¹tìny pouze

objednávky s vypoèítatelnou poèetní funk
í, pak se skuteènì mù¾e stát, ¾e

nekoneènì mnoho jednotlivý
h knih bude nì
o stát.ÿ Oberon pøikývl, zøejmì

mu byla taková vìta také známá, þA jakýpak je tvùj názor, mohl bys mi to

krát
e popsat?ÿ

þNu¾e,ÿ a nasadil jsem tón k malé pøedná¹
e, þjestli¾e hesla mají vìt¹í

váhu ne¾ argumenty, pak se v zásadì nediskutuje o formulovaném problému.

To by
h 
htìl udìlat a pou¾ít pøitom následují
í vlastnosti matemati
kého

my¹lení: pro øe¹ení úkolu jsou èasto potøebné prvky, které nejsou obsa¾eny

ani ve stanovení úkolu ani ve výsledku. Jak to je mínìno, vysvìtlím pomo
í

pøíkladu pøevzatého ze zmínìného Hilbertova èlánku �O nekoneènu�. Byl

to pøe
e Hilbertùv program, zajistit dùkazem Cantorùv ráj. Ten dùkaz by

mìl být proveden na absolutnì nenapadnutelné bázi | toti¾ na �nitním

stanovisku. Toto stanovisko objasòuje Hilbert Euklidovým dùkazem vìty,

¾e ke ka¾dému prvoèíslu p

0

existuje vìt¹í prvoèíslo. K pøedlo¾ení dùkazu na

konkrétním pøíkladu, se volí (tenkrát v ro
e 1925 nejvy¹¹í známé) prvoèíslo

(39 míst)

170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727:

Uva¾ujme poté èísla p

0

+ 1; p

0

+ 2; p

0

+ 3; : : : ; p

0

! + 1 (p

0

! = 1 � 2 � 3 : : : p

0

)

a doká¾eme, ¾e jedno z tì
hto èísel je prvoèíslo. Jestli¾e nás zajímá, jak asi

velká musí být nástìnná tabule, na kterou lze napsat p

0

!, potom zjistíme

(pøi jedné èísli
i na mm

2

) ¾e velikost tabule je jeden svìtelný rok na druhou.

Dnes jsou známa mnohem vìt¹í prvoèísla expli
itnì | já jsem se napøí-

klad jedno nauèil nazpamì»:

p

1

= 111 : : :11 (1031 èísli
 1).

Nápad vypsat p

1

! je stejnì fantaskní jako pøedstava aktuálního nekoneèna.

Co by tedy bylo þpostmodernímÿ dùkazem existen
e stále vìt¹í
h prvoèísel?

Euklidova vìta by k tomu úèelu nejprve musela být zesílena asi na vìtu: Ke

ka¾dému poøadovému èíslu n existuje prvoèíslo s n místy. V moderní a také

klasi
ké matemati
e platí tato vìta, ale dosud platné dùkazy neposkytují

¾ádný algoritmus pro výpoèet po èísli
í
h, u kterého by vylo¾ená námaha

stála v rozumném pomìru k velikosti výsledku. Jsme ov¹em u¾ velmi blízko

pravému øe¹ení. Pøipustíme-li minimální pravdìpodobnost omylu, pak je
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úkol vyøe¹en. Role, kterou v matemati
e dosud hrála nespoèitatelná mno¾-

ství a výpoèty kosmi
ký
h rozmìrù, pøitom pøe
hází na náhodu.ÿ

þChápu tì správnìÿ, pøeru¹uje mì Oberon, þvy tedy pøi dokazování ris-

kujete omyl?ÿ þAno, to dìláme, to také patøí k postmodernì! Samozøejmì

ne u v¹e
h dùkazù. Urèité dùkazy mají objasnit tvrzení a souvislosti | tady

omyl není pøípustný. U jiný
h dùkazù se nejedná o po
hopení | u poèíta-

èového dùkazu prvoèíselnosti èísla s 100000 místy nemù¾e být vùbe
 ¾ádná

øeè o po
hopení. Ale empiri
ky vidìno existuje v takovém pøípadì, i u teo-

reti
ky bezvadného dùkazu, urèitá mo¾nost omylu: V¾dy
ky se mù¾e stát,

¾e �6� se pøeète jako �9�.ÿ

Pozoruji, ¾e Oberon ztrá
í klid. Klou¾e po lavi
i sem a tam a dívá se na

hodinky. þPromiòteÿ, øíká, þmy dnes máme slavnostní rozlouèení s jedním

kolegou. Já tam mám mít malý proslov.ÿ þA u¾ jsi pøipravený?ÿ þJistì

samozøejmì! Zvlá¹tì dobøe se mi podaøil závìr té øeèi. Já jsem se v mládí

nauèil nazpamì» osmou elegii Rilkeho; její poslední sloka je jako stvoøená

pro takovou pøíle¾itost. Zná¹ osmou elegii?ÿ þSamozøejmì ji znám!ÿ A tak

re
itujeme unisono:

Kdo nás tak pokroutil, ¾e na¹e dr¾ení,

a» 
h
em èi ne
h
eme, je obraz kohosi,

kdo zvolna od
hází? A kdo se najednou,

kdy¾ pra
nì vystoupal poslední vr¹ek,

odkud smí pøehlédnout 
elé své údolí,

naposled ohlédne, zastaví a seèká.

To je, jak ¾ijeme a opakujeme od
hod.

2
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Logika aneb umìní

programování

Ernst Spe
ker

3

Základní my¹lenky logi
kého programování jsou ilustrovány na pøíkladì hry pro

velmi trpìlivé hráèe (Hanojské vì¾e). Mo¾né pozi
e této hry tvoøí graf, v nìm¾ se

dvì pozi
e spojí hranou, pokud to vyplývá z legálního tahu. Tento graf lze inter-

pretovat dvojím zpùsobem: jednak v na¹em materiálním svìtì pomo
í rozmno-

¾ova
ího pro
esu (stroje), jednak v ideálním svìtì Herbranda pomo
í logi
kého

programování logiky.

Úvod

A¾ do 19. století byla na univerzitá
h vyuèována logika, aby budou
í du-


hovní, právní
i a lékaøi byli obeznámeni s umìním správného my¹lení.

Jedno z klasi
ký
h dìl pro tuto výuku byla þLa logique ou l�art de penserÿ

od A. Arnauda a P. Ni
olea, vydaná v ro
e 1662. Mezitím bylo upu¹tìno od

snahy navodit výukou logiky správné my¹lení, a to pravdìpodobnì ménì na

základì promìny klasi
ké logiky v matemati
kou dis
iplinu, ne¾ z pøesvìd-

èení, ¾e správné my¹lení v jednom oboru mù¾e být vyvíjeno pouze ve stálém

vypoøádáváním se s oborem samotným a nedá se prostì pøivádìt zvenku na

základì obe
ný
h prin
ipù.

Logi
i tím ztratili velkou èást svý
h studentù. Tím radostnìj¹í je pro

nì, ¾e se podaøilo nalézt nové 
ílové publikum. Prokázalo se toti¾, ¾e urèité

logi
ké jazyky jsou vynikají
ími programova
ími jazyky a ¾e to, 
o se v lo-

gi
e zkoumá pod pojmem þdùkazÿ, mù¾e být také 
hápáno jako výpoèet

3

Vy¹lo ve Vierteljahrss
hrift der Naturfors
henden Gesells
haft in Züri
h (1989) 134/2

: 139{150. Pøelo¾ila H. Marxová.
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nebo zpra
ování dat. Nejznámìj¹í z tì
hto nový
h programova
í
h jazykù

je PROLOG (PROgramování v LOGi
e).

Nejjednodu¹¹í základní my¹lenky logi
kého programování objasníme na

konkrétním pøíkladu tzv. Hanojský
h vì¾í. Tuto úlohu popsal E. Lu
as jako

hru trpìlivosti. (Vynález pøipisuje Lu
as Mandarinovi N. Clausovi na siam-

ském kolegiu Li-Sou-Stian. V kterém fran
ouzském kolegiu Lu
as asi vyu-

èoval?) Pøitom není na¹ím 
ílem problém Hanojský
h vì¾í vyøe¹it, nýbr¾


h
eme ukázat, jak se jimi de�novaná struktura dá de�novat v þHerbran-

dovì universuÿ; s logi
kým programováním. Budeme postupovat ve dvou

kro
í
h. V prvním kroku pøiøadíme ke struktuøe graf a uká¾eme, jak se

tento graf dá realizovat v na¹em materiálním svìtì pomo
í zdvojení a kres-

lení nový
h hran. Pøi druhém kroku jsou tyto konstruk
e v ideálním svìtì

Herbrandova universa (Ja
ques Herbrand, 1908{1931) formulovány pomo
í

logi
ký
h prostøedkù.

Hanojské vì¾e jako graf.

Jakomateriální objekt se Hanojské vì¾e sestávají z jedné desky, do které jsou

zapu¹tìny tøi tyèe, a z nìkolika (napø. 4) uprostøed prodìravìlý
h kotouèù

rùzné velikosti. Ve vý
hozí pozi
i se na
házejí v¹e
hny kotouèe seøazeny na

jedné tyèi ve tvaru pyramidy. Úkol spoèívá v tom, jak pøenést tuto pyramidu

øadou legální
h tahù na jinou tyè. Legální tah pøitom znamená: z jedné tyèe

se sejme vr
hní kotouè a polo¾í se (navr
h) na jinou tyè, pøitom smí být

polo¾en pouze na desku nebo na vìt¹í kotouè (obr. 1).

Oznaème tyèe písmeny a; b; 
 a kotouèe podle velikosti èísly 1; 2; 3; 4 (nej-

vìt¹í).

Na
hází-li se napø. na tyèi a kotouèe 1; 2 (1 le¾í
í na 2), na tyèi b kotouè

4 a na tyèi 
 kotouè, 3 tak jsou tøi mo¾né legální tahy:

(I) kotouè 1 z a na b (bude le¾et na 4)

(II) kotouè 1 z a na 
 (bude le¾et na 3)

(III) kotouè 3 z 
 na b (bude le¾et na 4).

Jiné tahy zøejmì nejsou pøípustné; kotouè 3 nesmí být pøenesen na tyè a

a kotouè 4 ani na a ani na 
. Snadno si domyslíme, ¾e v ka¾dé situa
i, která

je výsledkem øady legální
h tahù, jsou kotouèe na ka¾dé tyèi uspoøádané

podle velikosti. Pøi ka¾dém tahu se pokládá jeden kotouè pouze na vìt¹í

18



Obrázek 1: Hanojské vì¾e podle Lu
ase

kotouè nebo na desku a tedy zùstává tato vlastnost za
hována. Rozdìlení

kotouèù na jednotlivý
h tyèí
h pojmenujeme þpolohyÿ. Jedním legálním

tahem pøe
hází jedna poloha do jiné tím, ¾e kotouè, který le¾í na vìt¹ím

kotouèi (nebo na des
e), je pøenesen na vìt¹í (nebo na desku). Z toho vy-

plývá, ¾e i vrá
ení legálního tahu je legálním tahem. Kolik tahù je mo¾ný
h

v jedné poloze? Jestli¾e jsou v¹e
hny kotouèe na jedné tyèi, tak jsou mo¾né

dva tahy: Kotouè 1 (ve vr
hní pozi
i) smí být pøemístìn na jednu ze dvou

zbývají
í
h tyèí. V ka¾dém jiném pøípadì existují tøi legální tahy: kromì

kotouèe 1 (kde existují dvì mo¾nosti) smí být druhý nejmen¹í kotouè ve

vr
hvní pozi
i pøenesen na jinou tyè (kde se nena
hází kotouè 1).

Kolik poloh existuje 
elkem v pøípadì 4 kotouèù? Aby
hom urèili tento

poèet, pøedstavme si, ¾e se poloha vyrobí následovnì (toto nejsou legální

tahy!):

Poèínaje nejvìt¹ím kotouèem se pokládají 4 kotouèe na (zatím neobsa-

zené) tyèe; poka¾dé máme tøi mo¾nosti volby, 
elkem tedy 3 � 3 � 3 � 3 = 81

mo¾ností. Proto¾e tímto zpùsobem se zøejmì ka¾dé postavení vyrobí pøesnì
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jednou, je to u 4 kotouèù 81 mo¾ný
h poloh (a pøi n kotouèí
h jim odpoví-

dají
í 3

n

).

Pøedstavme si v¹e
hny mo¾né polohy jako mno¾inu 81 bodù a spojme

dva body hranou, kdy¾ kdy¾ poloha pøiøazená jednomu bodu vyplývá z po-

lohy pøiøazené druhému legálním tahem. Dostaneme graf | øíkejme mu G

4

.

Jak vypadá?

Je pøirozené se nejprve ptát na graf G

1

(graf poloh jednoho kotouèe) a

G

2

(graf poloh dvou kotouèù). Proto¾e máme tøi tyèe, tak jednomu kotouèi

odpovídají tøi polohy a ka¾dá pøe
hází jedním legálním tahem do ka¾dé jiné:

G

1

je trojúhelník.

Aby
hom obdr¾eli graf G

2

, rozlo¾íme mno¾inu S

2

v¹e
h devíti poloh

dvou kotouèù na tøi mno¾iny S

a

2

; S

b

2

; S




2

podle polohy nejvìt¹ího kotouèe. S

b

2

odpovídá tedy mno¾inì poloh, u který
h vìt¹í kotouè je na tyèi b. V¹e
hny tøi

polohy S

a

2

jsou spojeny hranou | mù¾eme si pøedstavovat, ¾e vìt¹í kotouè

splyne s deskou a nalézáme se tak v pøípadì G

1

. Podobné platí o S

a

2

; S




2

.

Mù¾eme si tedy pøedstavovat, ¾e graf G

2

je sestavený ze tøí trojúhelníkù,

podle polohy vìt¹ího kotouèe.

A jak je to s hranami, které vy
házejí z poloh v mno¾inì S

a

2

smìrem

ven, tedy na polohy v mno¾iná
h S

b

2

, S




2

?

Pro polohu, pøi které se oba kotouèe na
hází na tyèi a neexistuje spojení

smìrem ven: kotouèem 2 nelze hýbat. Le¾í-li v¹ak kotouè 1 na tyèi b a kotouè

2 na tyèi a, potom kotouè 2 mù¾e být pøenesen na tyè 
. Tato poloha v S

a

2

je spojena s polohou v S




2

. Tomu z
ela odpovídá, ¾e tøetí poloha v S

a

2

je

spojena s polohou v S

b

2

. Tím je jednoznaènì urèen graf G

2

: skládá se ze

tøí trojúhelníkù G

a

2

; G

b

2

; G




2

, které jsou kolem dokola spojeny hranou (to

je znázornìno na obr. 2). Z
ela analogi
kým zpùsobem mù¾e být graf G

3

vytvoøen na základì G

2

, G

4

na základì G

3

; je nutno pouze dbát, aby na

místo trojúhelníkù G

a

2

nad S

a

2

atd. se dostaly grafy pøede¹lého typu.

Popí¹eme je¹tì pøe
hod z G

3

na G

4

. Ne
h» je G

a

4

ten graf, který odpovídá

4 kotouèùm a u kterého se kotouè 4 nalézá na tyèi a. Kotouè 4 pak pro

legalitu tahù nehraje ¾ádnou roli, tzn. G

a

4

je isomorfní G

3

(tentý¾ graf,

pouze nad jinou mno¾inou).

Obdobné platí pro G

b

4

, G




4

. G

4

je tedy postaven ze tøí kopií G

3

. Otázkou

zùstává, které hrany povedou ven z G

a

4

.

V grafu G

3

(a obdobnì v grafu G

a

4

) jsou 3 body, které jsou spojeny hra-

nou pouze s dvìma dal¹ími. Tyto body odpovídají polohám, kde se v¹e
hny

tøi men¹í kotouèe nalézají na té¾e tyèi. Na
hází-li se i ten nejvìt¹í kotouè 4

na této tyèi, neexistuje ¾ádná hrana ven. Jsou-li v¹ak v¹e
hny men¹í kotouèe

na b a nejvìt¹í na a, pak jej lze pøesunout na 
. Existuje tedy pøesnì jedna
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Obrázek 2: Graf priøazený vì¾ím s dvìma disky

hrana z G

a

4

do G




4

. Tím je urèen G

4

. Nyní popí¹eme tento pøe
hod je¹tì

tro
hu abstraktnìji (a tím jednodu¹eji). H budi¾ graf s tou vlastností, ¾e

v¹e
hny body budou, a¾ na tøi, spojeny hranou s pøesnì tøemi jinými body.

Ty tøi vyjímeèné ne
h» jsou p; q; r a jsou spojeny hranou s pøesnì dvìma

jinými.

Nyní vytvoøíme z H tøi isomorfní kopie H

a

; H

b

; H




. Nový graf G se

bude skládat z grafù H

a

; H

b

; H




, ve kterém jsou zaneseny je¹tì tøi nové

hrany. V tomto spojení zjevnì existuje nejprve devìt vyjímeèný
h bodù: p

je nahrazen body p

a

; p

b

; p




; q je nahrazen body q

a

; q

b

; q




a bod r je nahrazen

body r

a

; r

b

; r




.

Tøi nové hrany spojují v¾dy

p

b

s p




q

a

s q




r

a

s r

b

Tím také vy
házejí z p

b

; p




; q

a

; q




; r

a

a r

b

tøi hrany a nové vyjímeèné body

jsou p

a

; q

b

; r




. Na základì této konstruk
e je velmi jednodu
hé sestrojit graf

kopírova
ím pøístrojem (duplika
í). To popí¹eme nyní.

Mìjme znázornìníH a ne
h» vyjímeèné body jsou rohy rovnoramenného

trojúhelníka tak, ¾e se graf na
hází uvnitø tohoto trojúhelníka. Pak se vyrobí

3 kopie H a tyto tøi kopie se podle obr. 1 nalepí na papír a vyznaèí se

tøi nové hrany. I ten nový graf le¾í pak na rovnoramenném trojúhelníku a

postup mù¾e být iterován. Obr. 3 ukazuje takto vyrobený graf G

4

shodný

s pøípadem 4 kotouèù.
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Obrázek 3: Graf priøazený vì¾ím s ètyømi disky

Takto popsaná konstruk
e zjevnì pøevádí souvislý graf na jiný souvislý

graf: v¾dy dvì polohy hanojský
h vì¾í mohou tedy být øadou legální
h tahù

pøevedeny do sebe, zejména tedy jedna pyramida z jedné tyèe na jinou tyè.

Stejnì tak je mo¾no snadno zodpovìdìt mnoho jiný
h otázek, napø. otázku

na poèet nutný
h tahù, na jednoznaènost 
esty pøi minimálním poètu tahù

apod.

Hanojské vì¾e v Herbrandovì Universu

Pro de�ni
i vì¾í pomo
í logi
kého programování pou¾íváme pojem þse-

znamuÿ. V¹e
hny tyto seznamy budou sestaveny z konstant a; b; 
; s. ®e

je oznaèujeme jako konstanty znamená, ¾e je nutno je 
hápat jako vlastní

jména, ov¹em ne jako jména osob reálního svìta, spí¹e jako jména ze svìta

pohádek - Rumpl
impr
ampr existuje v té své pohád
e a nikde jinde.

Dáme nìkolik pøíkladù seznamù: [a; b; 
; a; s℄. Tento seznam se skládá z

pìti prvkù; prvek a je hlava seznamu a seznam [b; 
; a; s℄ je bytek. Aby
hom

naznaèili ¾e [a; b; 
; a; s℄ se skládá z hlavy a tìla øíkáme také, ¾e

[a; b; 
; a; s℄ je [aj[b; 
; a; s℄℄:

Seznamy podle toho mohou tedy být pova¾ovány za termy, tvoøené dvou-

místným funkèním znakem

[X jY ℄;

kde jako argument na druhém místì je pøipu¹tìn jen jeden seznam.
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Aby
hom tímto postupem dostali v¹e
hny seznamy, potøebujeme jako

vý
hozí seznam prázdný seznam [ ℄.

Seznam a je potom seznam

[aj[ ℄℄:

Seznam [[a; b℄j[a; a; b℄℄ se skládá ze ètyø prvkù, kde první je sám sezna-

mem. Je tedy seznam

[[a; b℄; a; a; b℄:

Jako universum | takzvané Herbrandovo universum | v kterém de�-

nujeme na¹e struktury volíme konstanty a; b; 
; s a v¹e
hny seznamy, které

| v iterovaný
h pou¾ití
h konstruk
e seznamù | z ni
h mohou být vytvo-

øeny. Pro ná¹ úèel øe¹ení problému Hanojský
h vì¾í mù¾eme ov¹em pou¾ívat

pouze seznamy seznamù ze seznamù.

Trojuhelník nad a; b; 
 si mù¾eme pøedstavovat jako následují
í seznam

seznamù:

[[a; b℄; [b; 
℄; [
; a℄℄:

Seznam [a; b℄ reprezentuje hranu od a do b. U seznamù vlastnì zále¾í

na poøadí; tak [a; b℄ není tentý¾ seznam jako [b; a℄. Pøesto se mù¾eme do-

hodnout, ¾e výskyt [a; b℄ má udávat hranu od a do b. V¾dy» poøadí hran

v seznamu je také lhostejné. Proto:

[[
; a℄; [b; 
℄; [b; a℄℄:

znázoròuje také trojúhelník nad a; b; 
.

Podstatným krokem pøi konstruk
i grafù pro problém Hanojský
h vì¾í

s vìt¹ím poètem kotouèù je pøe
hod od jednoho grafu ke tøem isomorfním

kopiím.

Takový pøe
hod lze nejsnadnìji realizovat, jestli¾e body grafu u¾ samy

jsou seznamy.

Je-li toti¾ [s℄ takovým bodem, mù¾eme [s℄ ztrojnásobit tím, ¾e pøed

nìj posadíme a; b; 
. A pøejdeme k [a; s℄; [b; s℄; [
; s℄. Z toho dùvodu 
h
eme

graf odpovídají
í jednomu kotouèi znázornit jako trojúhelník nad [a℄; [b℄; [
℄.

Tento graf je tedy

[[[a℄; [b℄℄; [[b℄; [
℄℄; [[
℄; [a℄℄℄

To vyjádøíme þaxiomemÿ

hanoi([s℄; [[[a℄; [b℄℄; [[b℄; [
℄℄; [[
℄; [a℄℄℄): (1)
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Tímto axiomem je urèen vztah mezi [s℄ | kotouèem | a pøíslu¹ným

grafem. Ztrojnásobením grafu

[[[a℄; [b℄℄; [[b℄; [
℄℄; [[
℄; [a℄℄℄

pomo
í a; b; 
, mù¾eme nejprve naznaèit pro jednu promìnou X (za kterou

pozdìji musíme dosadit a; b; 
).

Isomorfní X-obraz budeme de�novat pøedpisem

[[[X; a℄; [X; b℄℄; [[X; b℄[X; 
℄℄; [[X; 
℄; [X; a℄℄℄:

(Obvykle pou¾íváme následují
í konven
i: velká písmena pro promìnné s mo¾-

nými hodnotami v Herbrandovì universu, malá písmena pro konstanty.)

Pro de�ni
i této konstruk
e v obe
ném pøípadì se podívejme nejprve na

X-oznaèení seznamu seznamù:

Seznam seznamù L je X-oznaèen, jestli¾e u ka¾dého seznamu z L je na

prvním místì prvek X .

s-oznaèení

[[a; b℄; [
; b; a℄; [b℄; [ ℄℄

je tedy [[s; a; b℄; [s; 
; b; a℄; [s; b℄; [s℄℄.

Zavedeme proto tøímístný predikát oznaèený( ; ; ): oznaèený(X;L;M)

má platit, jestli¾e M je X-oznaèený seznam L.

Zøejmì tedy X-oznaèený prázdný seznam je prázdný seznam tedy sym-

boli
ky

oznaèený(X; [ ℄; [ ℄): (2)

Pro pohodlí ètenáøe mù¾eme dále de�novat:

oznaèený(X; [Y

1

; : : : ; Y

m

℄; [[X jY

1

℄; : : : ; [X jY

m

℄℄):

Pro automati
ké zpra
ování to sotva postaèuje. Urèíme proto, jak lze

oznaèování seznamù odvodit od oznaèení krat¹ího seznamu. Seznam pro

oznaèení budi¾ [Y jL℄, tedy nejprve seznam Y následovaný seznamem se-

znamù L.

X-oznaèený seznam bude zaèínat [X jY ℄, a bude následovat seznam M .

Co je M? M je zøejmì X-oznaèený seznam L. Zaznamenáme to takto

oznaèený (X; [Y jL℄; [[X jY ℄jM ℄) : � oznaèený(X;L;M): (3)

Øádky (2) a (3) tvoøí prologový program, s jeho¾ pomo
í se oznaèují

seznamy. Znak þ:�ÿ zastupuje þkdy¾ÿ; v matemati
ké logi
e je obvyklé,

vyjádøit jej pomo
í implika
e:

oznaèený(X;L;M)! oznaèený (X; [Y jL℄; [[X jY ℄jM ℄)
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Promìnné þprobíhajíÿ pøitom pøes v¹e
hny termy Herbrandova universa.

Jak se takový program, obsahují
í øádky (2) a (3) bude pou¾ívat?

Programu mù¾eme klást otázky napø. následují
ího tvaru:

?� oznaèený(a; [[b℄; [
; a℄℄; U):

Tento program se interpretuje jako výzva, najít term U(tzn. seznam),

pro který vyplývá platnost (3) ze (2).

Otázka, kterou lze zodpovìdìt nejsnadnìji je

?� oznaèený(a; [ ℄; U):

Z (2) vyplývá bezprostøednì odpovìï

U = [ ℄:

A jak je to s tì¾¹ími otázkami? Podíváme se detailnìji na následují
í

pøípad:

?� oznaèený(a; [[b℄; [
; a℄℄; U): (4)

Mo¾ná, ¾e tento výklad není pøíli¹ po
hopitelný. Nìkterý ètenáø se snad

utì¹í tím, ¾e uká¾eme jak nalézt správnou odpovìï:

U = [[a; b℄; [a; 
; a℄℄

Jak tuto odpovìï dostaneme z (2), (3)? Zøejmì (2) na zaèátku vùbe


nepomù¾e. Polo¾íme-li v¹ak

oznaèený(a; [[b℄; [
; a℄℄; U)

na levou stranu ve výrazu (3), tak jsme udìlali první správný krok. Budi¾

tedy:

oznaèený(a; [[b℄; [
; a℄℄; U) identi
ké s oznaèený(X; [Y jL℄; [[X jY ℄jM ℄):

potom musí platit

X identi
ké a;

[Y jL℄ identi
ké [[b℄; [
; a℄℄

[[X jY ℄jM ℄ identi
ké s U .

Identita [Y jL℄ s [[b℄; [[
; a℄℄ znamená
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Y identi
ké s [b℄

L identi
ké [[
; a℄℄.

Aby
hom se dostali dále, musíme uvá¾it rovnì¾ pravou stranu (3), tzn.

oznaèený(X;L;M):

Na základì shora uvedené identity

oznaèený(a; [[
; a℄℄;M):

Polo¾íme tedy programu otázku (pøesnìji: program si má sám polo¾it

otázku!)

?� oznaèený(a; [[
; a℄℄;M):

K zodpovìzení této otázky budeme postupovat pøesnì stejným zpùso-

bem; (2) nepomù¾e, a uvá¾íme proto identi�ka
i s levou stranou (3).

Pøitom musíme zabránit kolizi promìnný
h. Pøi ka¾dém pou¾ití (3) mu-

síme promìnné novì oznaèit.

oznaèený(X

1

; [Y

1

jL

1

℄; [[X

1

jY

1

℄jM

1

℄) : � oznaèený (X

1

; L

1

;M

1

)

Identi�ka
í levé strany s oznaèený(a; [[
; a℄℄;M) obdr¾íme

X

1

identi
ké s a;

[Y

1

jL

1

℄ identi
ké [[
; a℄℄

[[X

1

jY

1

℄jM

1

℄ identi
ké s M .

Dále potøebujeme oznaèený(X

1

; L

1

;M

1

). Z identi�ka
í vyplývá :

Y

1

je identi
ké [
; a℄, L

1

je prázdný seznam,

tedy oznaèený(X

1

; L

1

;M

1

) je oznaèený(a; [ ℄;M

1

).

Na otázku

?� oznaèený(a; [ ℄;M

1

)

dostaneme z (2) bezprostøednì odpovìï

M

1

= [ ℄:

[[X

1

jY

1

℄jM

1

℄ je tedy [[aj[
; a℄℄j[ ℄℄ 
o¾ není ni
 jiného ne¾ [[a; 
; a℄℄.

Tím jsme na¹li

oznaèený(a; [[
; a℄℄; [[a; 
; a℄℄);
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a mù¾eme se vrátit dal¹í krok zpìt a koneènì najdeme odpovìï

U = [[a; b℄; [a; 
; a℄℄:

Øe¹ení tak na
házíme zpìtným postupem. Axiom (3) je toho druhu, ¾e

z nìj lze vyèíst, na základì jaké znalosti je mo¾ná odpovìï. Tato znalost se

formuluje jako nová otázka a postup se iteruje.

Samozøejmì nelze v¹e
hny problémy øe¹it podle tak jednodu
hého s
he-

matu. Je v¹ak pøekvapují
í jak rozmanité jsou mo¾nosti aplika
e tohoto

s
hematu.

Toto s
hema je ostatnì s
hopné zev¹eobe
nìní; funguje i v takovém pøí-

padì jako

A : � K

1

;K

2

Pro odpovìï A potøebujeme K

1

a K

2

.

Na¹e dal¹í de�ni
e je tohoto druhu:

Na základì predikátu mark je nyní snadné, de�novat isomorfní kopie

grafù.

Grafy jsou seznamy seznamù seznamù; transformují se do isomorfní
h

kopií tím ¾e pøed nejvnitønìj¹í seznamy se posadí nová hlava; a to má stejný

význam jako oznaèení druhý
h nejvnitønìj¹í
h seznamù.

isomorfní(X;L;M) znamená :

Oznaèením prvkù L vzniká z L seznam M . Tímto zpùsobem

isomorfní(X; [ ℄; [ ℄): (5)

isomorfní(X; [Y jL℄; [ZjM ℄) : � oznaèený(X;Y; Z); isomorfní(X;L;M):(6)

Èárka mezi oznaèený(X;Y; Z) a isomorfní(X;L;M) znamená konjunk
i.

X-obraz z [Y jL℄ se obdr¾í tím, ¾e první seznam Y je X-oznaèen (tím je

dáno Z) a zbytek se transformuje do X-obrazu.

Pomo
í þisomorfníÿ mohou být z jednoho grafu H de�novány tøi iso-

morfní kopie:

isomorfní(a;H;H

a

)

isomorfní(b;H;H

b

) a isomorfní(
;H;H




).

(Spojení jako H

a

platí jako promìnná; nota
e slou¾í pouze lep¹í èitel-

nosti.)
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Nyní popí¹eme slepení tøí kopií do jednoho seznamu v Herbrandovì uni-

versu. Tato opera
e odpovídá zøetìzení tøí seznamù do jednoho seznamu.

Napøed de�nujme zøetìzení dvou seznamù:

zøetìzení(L;M;A)

bude platit, kdy¾ A je seznam, ve kterém jsou uvedeny napøed prvky L, pak

prvky M.

zøetìzení([ ℄; L; L): (7)

(Je-li první seznam prázdný, je výsledkem druhý.)

zøetìzení([X jL℄;M; [X jN ℄) : � zøetìzení(L;M;N): (8)

(Kdy¾ [X jL℄ je zøetìzeno s M , tak je X prvním èlánkem nového sledu;

zbytek je zøetìzení L a M .)

Pro pozdìj¹í úèely de�nujme zøetìzení ètyø seznamù A;B;C;D do jed-

noho seznamuL. K tomu se zøetìzíA;B doH a C;D do I ; L je pak zøetìzení

H a I . Tedy

zøetìzení(A;B;C;D;L) : � zøetìzení(A;B;H); (9)

zøetìzení(C;D; I);

zøetìzení(H; I; L):

Musíme je¹tì de�novat tøi hrany, které spojují kopie. Pøedpokládejme, ¾e

máme pøípad, pøi kterém se z grafu se tøemi kotouèi konstruuje graf se

ètyømi. Dále ne
h» jsou ty tøi body v H , které patøí jen ke dvìma hranám

troji
e oznaèeny jako ([a; a; a℄, [b; b; b℄, [
; 
; 
℄.

Znaèením se z toho stává:

[a; a; a:a℄; [a; b:b; b℄; [a; 
; 
; 
℄ (v H

a

);

[b; a; a; a℄; [b; b; b; b℄; [b; 
; 
; 
℄ (v H

b

),

[
; a; a; a℄; [
; b; b; b℄; [
; 
; 
; 
℄ (v H




).

Nyní de�nujeme

hrany spojují
í [b; a; a; a℄ s [
; a; a; a℄,

hrany spojují
í [a; b; b; b℄ s [
; b; b; b℄,

hrany spojují
í [a; 
; 
; 
℄ s [b; 
; 
; 
℄.
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Z onì
h 9 horní
h bodù pouze [a; a; a; a℄, [b; b; b; b℄ a [
; 
; 
; 
℄ nejsou

souèástí nový
h hran. I u toho nového grafu patøí pøesnì tyto body ke

dvìma hranám, které odpovídají seznamùm s pouze jedním prvkem.

Poèet kotouèù v Herbrandovì universu znázorníme jedním seznamem.

[s; s; s℄ má tedy znamenat 3 kotouèe, [s; s; s; s℄ ètyøi.

Pak de�nujeme predikát konstanta(Z;L;M), který nám dovolí pøejít od

[s; s; s℄ k [a; a; a℄ atd.,

konstanta(X; [ ℄; [ ℄): (10)

konstanta(X; [Y jL℄; [X jM ℄) : � konstanta(X;L;N): (11)

(konstanta(X;L;M) platí, kdy¾ seznamy L, M jsou stejnì dlouhé a M

se skládá pouze z prvku X).

Tím nyní mù¾eme de�novat seznamy 3 nový
h hran, které nutno novì

zavést pøi pøe
hodu z grafu, který patøí k s-seznamu S:

nový (S;K) : � konstanta(a; S;A); (12)

konstanta(b; S;B);

konstanta(
; S; C);

K = [[[bjA℄; [
jA℄℄; [[ajB℄; [
jB℄℄; [[ajC℄; [bjC℄℄℄:

Kdy¾ S je seznam [s; s; s℄, tak A je seznam [a; a; a℄ a vystupuje jako nová

hrana [[b; a; a; a℄; [
; a; a; a℄℄, 
o¾ je toté¾ jako [[bjA℄; [
jA℄℄.

Tím mù¾eme obe
nì de�novat grafy Hanojský
h vì¾í v úplné obe
nosti:

hanoi([sjS℄; G) : � hanoi(S;H); (13)

isomorfní(a;H;H

a

);

isomorfní(b;H;H

b

);

isomorfní(
;H;H




);

nový (S;K);

zøetìzení(H

a

; H

b

; H




;K;G):

Tento program mù¾eme také èíst takto: G je graf pro [sjS℄ platí-li ná-

sledují
í: H je graf pro S. H

a

; H

b

; H




jsou tøi isomorfní kopie; K je seznam

tøí nový
h hran; G je zøetìzení H

a

; H

b

; H




;K.

Otázka

?� hanoi([s; s; s; s℄; U)

je zodpovìzena seznamem U 120 hran grafu G.
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