44. KAM Matematické kolokvium piednesl dne 5. bfezna 2002 prof. dr. Ernst
Specker. Jeho osobnost je predstavena kratce v pozvance ke kolokviu. Pro-
toze se jedna o mimotfadnou udédlost, KAM a ITI s laskavym svolenim pied-
nasejictho vydaly vzpominkovou publikaci, kterd zahrnuje ceské pieklady
jeho €lanku ,,Postmoderne Matematik: Abschied vom Paradises?* a ,,Die
Logik oder Die Kunst des Programmierens®*. Obé vysly v Ernst Specker:
Selecta (ed. G. Jager, H. Lauchli, B. Scarpellini, V. Strassen), Birkhduser
Verlag, 1990; Dékuji Ernstovi Speckerovi za laskavé poskytnuti podkladu a
dr. M. Klazarovi, H. Nyklové, R. Bartakovi a J. Hubickovi za pomoc s timto
Cislem KAM-DIMATTIA Serii.
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MODULAR COUNTING

Ernst Specker
(ETH Curych)

Suppose that the cardinality n of a certain set is determined to be 6942 in
one paper and 7181 in another. What should we do? We can try to decide
whether n is even or odd. In order to find an answer to such a problem,
it is often advantageous to generalize it. If e.g. we want to know whether
the number of different equivalence relations on a set of 1000 elements is
even or odd, we study the function B where B(n) is then the number of
equivalence relations on a set of n elements. It is easy to see that the B(n)
mod 2 is periodic; the period being 3, the parity of B(1000) is equal to the
parity of B(1), i.e. B(1000) is odd. Does a corresponding theorem hold for
the function which counts the number of 3-colourable graphs on a set of n
elements? The aim of the talk is to characterize structures for which the
answer is positive.



Oznameni prednasky
Na zacatku bfezna 2002 navstivi Prahu
Ernst Specker

emeritni profesor na ETH Curych. Béhem svého pobytu pfednese v tatery
5. bfezna 2002 v 16:00 hodin v poslucharné K9, Sokolovska 83 — v§imnéte
si, prosim, neobvyklého mista konani —

44. MATEMATICKE KOLOKVIUM
pod ndzvem

MODULAR COUNTING

Prof. Ernst Specker se narodil v r. 1920 a celou svou védeckou karié-
rou je spojen s ETH Curych (profesor od r. 1955). Nejdiive byl ovlivnén
pfedevsim Gonsethem, Hopfem, Bernaysem a dal§imi svétové proslulymi
matematiky, ktef pusobili v. Curychu. V pocatcich své matematické drahy
pracoval nékolik let na TAS v Princetonu. (Dle vlastniho vyjadfeni: ,,Co
byl Rim pro Goetha, byl Princeton pro mne.“) Snad odtud prameni roz-
manitost Speckerovy tvorby, kterd neni velkd rozsahem, ale pronikavosti,
rozmanitosti a filosofickou hloubkou. Zivot ETH ovlivnil pfedevsim jako ve-
douci logického semindie (vedeného nejprve spolu s P. Bernaysem, posléze
s H. L&uchli), ktery vlastné pokracuje dosud, a seminafe o algoritmickych
problémech (vedeného spolu s V. Strassenem).

Speckerova prace zasdhla do nékolika matematickych obort a je stale
citovana. Jmenujme alesponi matematickou logiku a teorii modelu, teorii
mnozin (Ramseyova teorie), teorii rekurze (Speckerova posloupnost), teo-
rii sloZitosti (Speckerova—Hodesova véta) a teorii grafi (Speckerovy grafy).
V 60-tych letech se vénoval rovnéz experimentalni psychologii a teoretickym
otazkam uceni a poznavani. To ovlivnilo jeho pedagogickou praci a pristup
ke studentim, ktery Hao Wang v avodu k Logic and Algoritmics — An
international symposium held in honour of Ernst Specker (L’Enseingment
Mathématique, Geneve, 1982) popsal slovy: ,(Specker) ... je vice zdrZzen-
livy, méné soutézivy a vice porozuméjici. Domnivam se, Ze méa lepsi smysl
pro to, co je v zivoté duleZité, a usporadava si svuj zivot lépe nez vétsina
logikt.“

Je nam cti, Ze prednese v Praze prednasku.

Jaroslav Nesetril






Postmoderni matematika:
Rozlouéeni s rajem?

Ernst Specker!

Resumé

Aby se v pfirodnich véddach mohla uplatiiovat moderni infinitni matematika, vy-
tvorili si lidé odpovidajici obraz svéta. Gnomové ucinili podobny krok v obchodu
— knihy napfiklad prodévaji v neuvéfitelném ba nekone¢ném mnozstvi. Tim vzni-
kajici problémy se zde rozebiraji v jakémsi skritka a Clovéka dialogu, a nastinuje
se cesta od moderni k postmoderni matematice.

Byl vecer Ttikralovy, pfiblizné v tuto hodinu. Sedél jsem v teplém pokoji,
v ruce rukopis a snazil se prekontrolovat néjaky vypocet. Ale myS$lenky mi
odbihaly. Myslel jsem na Dietera Roddinga, na jeho prace a na knihu, kte-
rou vénujeme jeho pamatce. Myslel jsem na Eulera a jeho latinské ¢tverce.
Myslel jsem na Galoise a jeho absurdni souboj. Kdyby byl Galois zistal déle
ziv, byl by se trapil tim, jestli matematici mluvi o ,koneénych télesech* nebo
o ,,Galoisovych télesech“?

Prask — rana, na ,,Galoisovi* pfistal broucek se sedmi puntiky! ,, A tobé,
mam ti fikat »beruska«,»bozi hovddko« nebo, »bozi beranek«?“ Asi jsem
premyslel nahlas, protoZe od kamen zaznélo ,,/ To pravé jméno je »slunécko
sedmiteéné«!“ Jak se podivam stranou, sedi tam muZicek a klati nohama.
Mam se pustit do diskuse o ndzvu coccinelae? Dulezitéjsi je ukazat, kdo je
tu panem v domé a kdo trpaslikem ze zahradky! Tak se ho ptam: ,,A tvoje
pravé jméno, jak zni?“ A na to trpaslik: ,,J& nepotiebuji Zadné pravé jméno,

1Z4véreéna prednaska pfed emeritovadnim na Eidgenossische Technische Hochschule
Ziirich, 18. iinora 1987. Text je zkricend verze prednasky. Ptelozila H. Marxova



ted se jmenuji tak a hned zase jinak. Ale muj lid, to jsou skfitkové a to je
také jejich pravé jméno. A ty, k jakému lidu patfis ty?«

Ten skréek se mi za¢ind libit a proto mu odpovidam smiflivé: , Tak jako
ty jsi gnom, tak ji jsem CurySan.“ Tu se kratce zasméje, zpisobné hodi
nozic¢ky jednu pres druhou a chce védét. ,,Co to ¢tes?“ ,To je prace o la-
tinskych ctvercich. Z takovych ¢tverct vznikaji magické ¢tverce — o to se
pfece urcité zajimas!“. To jsem radéji nemél Fict. ,,Ach vy CurySané. U vas
jsou Appenzell§ti mazani, Basilejsti vtipni a my skfitkové se zase zajimame
o magické ¢tverce!”

,Ne“, pokracuje klidnéji ,,s takovymi hracickami jsme u nas skondcili.
Nase matematika je Cistd a aplikovana.* ,,Jak to oboji spojujete? A jestli
je mi dovolena otézka: ty jsi matematik?* , Studoval jsem matematiku; ted
jsem €inny na kniznim trhu, vydavam edici matematickych knih v kapesnim
formatu.“ ,,A jak se ta edice jmenuje?“ , NaSe pfirozend Cisla“, odpovédél,
»ta fada vychazi v nakladatelstvi Oberon — ano, Oberon jsem ja, to jsi
uz jisté uhodl.“ ,,A kolik dila ta tvoje edice uz ma?“ Podival se na mé
s udivem: ,,Kolik dila? Dil 0 jedna o ¢isle 0, dil 1 o éisle jedna, a tak dale —
kazdy dil jedna o jednom cisle a kazdé Cislo se probird v jednom dile. Tak
jak se vibec miuze$ ptat: Kolik dila?“ , Jako ¢istou matematiku to mohu
dobfe pochopit,” pokousim se navazat, ,,ale k ¢emu se to hodi? M4 to néjaké
aplikace? Jakpak se ty knihy objednavaji a dodavaji?* ,,To je pfece docela
jednoduché*, poucuje mé, ,,Mas-li tieba pfednasku o prvocislech a chces pro
kazdého ze svych 12 posluchaci objednat po jednom svazku, ale pro sebe
jen dily o prvoéislech vyssich nez 1000 (— ta mald pfece znas), tak definujes
posloupnost a(n) nasledovné:

a(j) ;=0  kdyZz j neni prvoéislo
a(j) ;=12 kdy% j je prvoéislo a j < 1000
a(j) := 13 kdyz j je prvocislo a 1000 < j

Potom objednas
o0
> a(j)B; .
7=0
kde B; je symbol oznacujici dil 7). , Tak to je tedy baje¢né!* vykiikuji
J

ironicky, ,,J& budu definovat

b(j) :==1 kdyz obé cisla j a j + 2 jsou prvocisla
b(j) :=0 jinak
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a ddm Vam objednavku na

S obi)B;

=0

»A co je na tom bajecné?* , No, pfi dodani zjistim, jestli dostanu koneény
nebo nekoneény pocet knih a potom vim zda existuje nekoneény pocet pr-
vociselnych dvojcat nebo ne.“

, DElas si legraci? Ty knihy se pfece nedodavaji materidlné! Snad jsem
mél Fici jasnéji: »Ziskd$ pouze opci a s tou pak muze$ disponovat.« To je
prece jasné, Ze jen tak je moZny moderni kniZni obchod.“

,»Ano, to chipu. A jak je to s cenami?* , Ceny jsou v Mong. Od doby
Velké Inflace existuje jen jedna jednotka a ne frinkly a rdply jako u vas.
A jesté néco: Knihy se mohou objednévat i v negativnim poctu a také urcité
ceny jsou negativni.* | Ano“, fikdm na to ja, ,,to pomalu za¢ind i u nés. Za
nového feditele se pry v Curysské ¢inohfe dostane za jedno obsazené misto
20 az 50 frankl.“ Pak jsem si od Oberona dal pfesné vysvétlit funkci cen.
Chci ji ted reprodukovat matematicko-humannim zptsobem:

Dodéavky se mohou séitat:

Zaij + ijBj = Z(a]’ + bj)Bj
j=0 j=0 j=0

(kde aj, b; jsou celd ¢isla). Cenova funkce pfifazuje kazdé dodavce jedno
celé ¢islo (které nazyvame cena P dodéavky). Pfitom se cena souétu dodavek
rovna souttu cen

P(Z a;B; + ijBj) = P(Z aij) + P(Z bij).

Z toho vyplyva, Ze cena je rovna 0, jestlize z kazdého svazku je objednano
0 exemplaiia. Samoziejmé plati také

P(> a;Bj) =) a;P(B)) .
7=0 7=0

To znamend, Ze u konec¢nych dodéavek se cena skldda z cen jednotlivych
knih. Takové konetné objedndvky se pry — jak mé ujistoval Oberon —
vzdy projevi jako Studentské Zertiky.

Pozorné jsem si to vyslechl. Pak jsem Oberonovi fekl: ,,Studentské Zer-
tiky stranou, je jasné, ze cena dodavky zavisi jediné na poc¢tu objednanych
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exemplaii n prvnich svazki.* |/ To pfece neni mozné! Jestlize polozim n = 0
a objednam jeden exempldf dilu 1, tak to stoji 12000 Mong. Podle tvého
vypoc¢tu dostanu ale 0.“ , Tak to neni mySleno; ta véta zni: ke kazdé cenové
funkci P existuje Cislo n, s tou vlastnosti, ze cena dodavky zavisi jediné na
po¢tu objednanych exemplaia prvnich n dili. Formalné vyjadfeno:

P() a;jBj) = P()_a;B;) .“

j=0 7=0

»,Ale jak tohle n ur¢is?“ ,Nu, uré¢im nejprve ¢islo n tak, Ze kazdy dil
s Cislem vy$8im nez n ma cenu nula, tedy P(Bj) = 0 pro j > n. Pro takové
n pak snadno dostaneme vétu.“

K tomu se Oberon vyjadril takto: ,,Jako gnom to mohu dobfe chapat —
moje babicka také fikavala: KdyZ vSechno ma svou hodnotu, tak skoro nic
nemé cenu. Ale matematicky? Chci slySet dukaz!“

»Ja ti ho rdd povim. Ale varuji té: je to typicky dikaz z raje moderni
matematiky a nejsem si jist, Ze se ti tenounky vzduch v této zahradé bude
libit!“ Skubl s sebou Oberon? Pro viechny piipady jsem honem zacal s tim
dikazem. Kdo by ho chtél také poznat, budiz odkazan moji na praci ,,Souc-
tové grupy posloupnosti celych cisel®.

Oberon si ten diikaz pozorné vyslechl, ale pak prohlasil: ,Vam ten dikaz
muze pfipadat jako z raje, ale pro mé je to holé Silenstvi. A jestlize je
dokazatelné, ze skoro vSechno nestoji nic, lze zajisté dokdzat mnohé dalsi
véci, které odporuji vSem zkuSenostem.“ , To mas pravdu®, souhlasim, ,tak
se napfiklad dokazuje nasledujici véta: plnou kouli o poloméru 1 lze rozlozit
na 5 dila tak, ze z téchto dilt lze potom slozit 2 plné koule o poloméru 1 —
ty dily je nutno jen trochu pootocit a posunout.“ Na to Oberon: ,Muze§ mi
ten dukaz piedvést?* , Ten neni bohuzel tak jednoduchy. Kdyz ale nebudes
trvat na 5 kusech a p¥izna$ mi jich 40, pak ten dikaz mohu za pil hodiny
prednést.

Oberon vrha kratky pohled na své hodinky — takové hezounké gnatch —
a fika litostivé: ,,Bohuzel nemam pfilis mnoho Casu. Ale jedno bych pfece
jen chtél védét: Neexistuje u vas nikdo, kdo by proti takové matematice
protestoval?“ ,, Ale ano, od té doby co existuje, je také kritizovana. Tento
druh matematiky vychdzi v podstaté z Cantora, to bylo asi pred 100 lety. Ale
kritika vyzniva naprdzdno. Dalo by se fici: kritika m4 sice lepsi argumenty,
ale protikritika ma lepsi hesla.“ A jaka jsou to hesla?“

»Ve své slavné praci »O nekoneCnu« napsal Hilbert asi toto: »Z réje,
ktery nam stvofil Cantor nids nemd nikdo smét vyhanét.« Cantoruv raj, to
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je ten svét, ve kterém vSe co lze povazovat za mozné, také skutecné exis-
tuje. Tedy nejen nekone¢né mnoho knih, nybrz také pro kazdou mozZnou
dodavku jednoho objednatele, nespocetné mnoho objednateli, ekl by Can-
tor. A to bylo pravé podstatné pro ten dikaz. JestliZe jsou pfipustény pouze
objednavky s vypocitatelnou pocetni funkci, pak se skutecné muze stat, ze
nekoneéné mnoho jednotlivych knih bude néco stat.* Oberon ptikyvl, zfejmé
mu byla takova véta také zndma, ,,A jakypak je tvij ndzor, mohl bys mi to
kratce popsat?“

»Nuze,“ a nasadil jsem tén k malé prednasce, ,,jestlize hesla maji vétsi
vahu nez argumenty, pak se v zasadé nediskutuje o formulovaném problému.
To bych chtél udélat a pouzit pfitom nasledujici vlastnosti matematického
mys§leni: pro feSeni tkolu jsou Casto potfebné prvky, které nejsou obsazeny
ani ve stanoveni tkolu ani ve vysledku. Jak to je minéno, vysvétlim pomoci
prikladu prevzatého ze zminéného Hilbertova ¢lanku » O nekonecnu«. Byl
to prece Hilbertiv program, zajistit dikazem Cantortv raj. Ten dikaz by
mél byt proveden na absolutné nenapadnutelné bazi — totiz na finitnim
stanovisku. Toto stanovisko objasiiuje Hilbert Euklidovym dikazem véty,
ze ke kazdému prvocislu py existuje vétsi prvocislo. K predlozeni dikazu na
konkrétnim piikladu, se voli (tenkrdt v roce 1925 nejvyssi zndmé) prvocislo
(39 mist)

170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727.

Uva,iujme pOté Cisla po + ].,po + 2,p0 + 3, e ,po! +1 (po' =1-2-3.. .po)
a dokadzeme, Ze jedno z téchto Cisel je prvocislo. Jestlize nas zajima, jak asi
velkd musi byt nasténnd tabule, na kterou lze napsat pg!, potom zjistime
(pti jedné ¢islici na mm? ) Ze velikost tabule je jeden svételny rok na druhou.

Dnes jsou zndma mnohem vétsi prvocisla explicitné — ja jsem se napii-
klad jedno naucil nazpamét:

pr=111...11 (1031 &slic 1).

Napad vypsat p1! je stejné fantaskni jako predstava aktualniho nekonecna.
Co by tedy bylo ,,postmodernim* dikazem existence stale vétsich prvocisel?
Euklidova véta by k tomu tGcéelu nejprve musela byt zesilena asi na vétu: Ke
kazdému potfadovému ¢islu n existuje prvocislo s n misty. V moderni a také
klasické matematice plati tato véta, ale dosud platné dikazy neposkytuji
zadny algoritmus pro vypocet po Cislicich, u kterého by vyloZend namaha
stdla v rozumném poméru k velikosti vysledku. Jsme ovSem uz velmi blizko
pravému feSeni. Pfipustime-li minimélni pravdépodobnost omylu, pak je
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ukol vyfesen. Role, kterou v matematice dosud hrala nespocitatelnd mnoz-
stvi a vypocty kosmickych rozméri, pfitom prechdzi na ndhodu.*

,Chéapu té spravné“, prerusuje mé Oberon, ,vy tedy pfi dokazovani ris-
kujete omyl?“ | Ano, to délame, to také patfi k postmoderné! Samoziejmé
ne u vSech dikazu. Uréité dikazy maji objasnit tvrzeni a souvislosti — tady
omyl neni pfipustny. U jinych dikazi se nejednad o pochopeni — u pocita-
¢ového dikazu prvociselnosti ¢isla s 100000 misty nemuze byt vibec zadna
fe¢ o pochopeni. Ale empiricky vidéno existuje v takovém p¥ipadé, i u teo-
reticky bezvadného dikazu, uréitd moznost omylu: Vzdycky se muze stat,
ze »6« se preCte jako »9«.*

Pozoruji, ze Oberon ztraci klid. Klouze po lavici sem a tam a diva se na
hodinky. ,,Prominte“, fika, ,,my dnes mame slavnostni rozlouceni s jednim
kolegou. J4 tam mam mit maly proslov.“ ,,A uZz jsi pfipraveny?“ , Jisté
samoziejmeé! Zvlasté dobfe se mi podafil zavér té feci. Ja jsem se v mladi
nau¢il nazpamét osmou elegii Rilkeho; jeji posledni sloka je jako stvofend
pro takovou pfilezitost. Znas osmou elegii?* , Samoziejmé ji znam!“ A tak
recitujeme unisono:

Kdo nas tak pokroutil, Zze nase drzeni,
at chcem ¢i nechceme, je obraz kohosi,
kdo zvolna odchéazi? A kdo se najednou,
kdyz pracné vystoupal posledni vrsek,
odkud smi prehlédnout celé své udoli,
naposled ohlédne, zastavi a secka.

To je, jak zijeme a opakujeme odchod.?
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Logika aneb uméni
programovani

Ernst Specker?

Zakladni myslenky logického programovani jsou ilustrovany na piikladé hry pro
velmi trpélivé hrace (Hanojské véze). Mozné pozice této hry tvoii graf, v némz se
dvé pozice spoji hranou, pokud to vyplyva z legédlniho tahu. Tento graf lze inter-
pretovat dvojim zptisobem: jednak v nasem materidlnim svété pomoci rozmno-
zovaciho procesu (stroje), jednak v idedlnim svété Herbranda pomoci logického
programovani logiky.

Uvod

A% do 19. stoleti byla na univerzitich vyucovana logika, aby budouci du-
chovni, pravnici a lékafi byli obezndmeni s uménim spravného mysleni.
Jedno z klasickych dél pro tuto vyuku byla , La logique ou 1 art de penser*
od A. Arnauda a P. Nicolea, vydana v roce 1662. Mezitim bylo upusténo od
snahy navodit vyukou logiky spravné mysleni, a to pravdépodobné méné na
zékladé promény klasické logiky v matematickou disciplinu, nez z pfesvéd-
Ceni, ze spravné mysleni v jednom oboru miZe byt vyvijeno pouze ve stalém
vyporadavanim se s oborem samotnym a neda se prosté privadét zvenku na
zakladé obecnych princip.

Logici tim ztratili velkou ¢ast svych studentd. Tim radostnéjsi je pro
né, ze se podafilo nalézt nové cilové publikum. Prokazalo se totiz, Ze urcité
logické jazyky jsou vynikajicimi programovacimi jazyky a Ze to, co se v lo-
gice zkoumd pod pojmem ,diukaz“, mize byt také chapano jako vypocet

3Vyglo ve Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich (1989) 134/2
: 139-150. Prelozila H. Marxova.
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nebo zpracovani dat. Nejznaméjsi z téchto novych programovacich jazyki
je PROLOG (PROgramovéni v LOGice).

Nejjednodussi zakladni myslenky logického programovani objasnime na
konkrétnim piikladu tzv. Hanojskych vézi. Tuto Glohu popsal E. Lucas jako
hru trpélivosti. (Vynalez pfipisuje Lucas Mandarinovi N. Clausovi na siam-
ském kolegiu Li-Sou-Stian. V kterém francouzském kolegiu Lucas asi vyu-
Coval?) Pfitom neni na$im cilem problém Hanojskych vézi vyfesit, nybrz
chceme ukazat, jak se jimi definovana struktura d& definovat v ,,Herbran-
dové universu“; s logickym programovanim. Budeme postupovat ve dvou
krocich. V prvnim kroku pfifadime ke struktufe graf a ukizeme, jak se
tento graf da realizovat v naSem materidlnim svété pomoci zdvojeni a kres-
leni novych hran. Pfi druhém kroku jsou tyto konstrukce v idedlnim svété
Herbrandova universa (Jacques Herbrand, 1908-1931) formulovdny pomoci
logickych prostredki.

Hanojské véze jako graf.

Jako materidlni objekt se Hanojské véze sestavajiz jedné desky, do které jsou
zapu$tény tii tyce, a z nékolika (napf¥. 4) uprostied prodéravélych kotouéu
rizné velikosti. Ve vychozi pozici se nachazeji vSechny kotouce sefazeny na
jedné ty¢i ve tvaru pyramidy. Ukol spoéiva v tom, jak pFenést tuto pyramidu
fadou legalnich taht na jinou ty¢. Legalni tah pfitom znamena: z jedné tyce
se sejme vrchni kotou¢ a polozi se (navrch) na jinou ty¢, pfitom smi byt
poloZen pouze na desku nebo na vétsi kotou¢ (obr. 1).

Ozna¢me tyCe pismeny a, b, ¢ a kotouce podle velikosti ¢isly 1,2, 3,4 (nej-
vEtsi).

Nachdzi-1i se napf. na ty¢i a kotouce 1,2 (1 lezici na 2), na ty¢i b kotoué
4 a na tyci c kotou¢, 3 tak jsou tii mozné legalni tahy:

(I) kotou¢ 1 z a na b (bude leZet na 4)
(IT) kotou¢ 1 z a na c (bude leZet na 3)

(ITI) kotout 3 z ¢ na b (bude lezet na 4).

Jiné tahy zfejmeé nejsou pripustné; kotouc¢ 3 nesmi byt penesen na ty¢ a
a kotou¢ 4 ani na a ani na c. Snadno si domyslime, ze v kazdé situaci, kterad
je vysledkem fady legalnich tahi, jsou kotouCe na kazdé tyc¢i usporadané
podle velikosti. Pfi kazdém tahu se poklada jeden kotouc pouze na vétsi
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Obrazek 1: Hanojské véze podle Lucase

kotou¢ nebo na desku a tedy zlstava tato vlastnost zachovana. Rozdéleni
kotouc¢ti na jednotlivych tyCich pojmenujeme ,polohy“. Jednim legdlnim
tahem prechazi jedna poloha do jiné tim, Ze kotouc, ktery lezi na vétsim
kotout¢i (nebo na desce), je pfenesen na vétsi (nebo na desku). Z toho vy-
plyva, Ze i vraceni legalniho tahu je legdlnim tahem. Kolik taht je moznych
v jedné poloze? Jestlize jsou vSechny kotouce na jedné tyci, tak jsou mozné
dva tahy: Kotou¢ 1 (ve vrchni pozici) smi byt pfemistén na jednu ze dvou
zbyvajicich ty¢i. V kazdém jiném piipadé existuji t¥i legalni tahy: kromé
kotouce 1 (kde existuji dvé moZnosti) smi byt druhy nejmensi kotoué¢ ve
vrchvni pozici pfenesen na jinou ty¢ (kde se nenachdzi kotoué 1).

Kolik poloh existuje celkem v pfipadé 4 kotoucu? Abychom uré¢ili tento
pocet, pfedstavme si, Ze se poloha vyrobi nasledovné (toto nejsou legalni
tahy!):

Poc¢inaje nejvétsim kotoudem se poklddaji 4 kotouce na (zatim neobsa-
zené) tyce; pokazdé mame tfi moznosti volby, celkem tedy 3-3-3-3 =81
moznosti. Protoze timto zpusobem se ziejmé kazdé postaveni vyrobi presné
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jednou, je to u 4 kotou¢u 81 moznych poloh (a pfi n kotouéich jim odpovi-
dajici 3™).

Predstavme si vSechny moZné polohy jako mnozinu 81 bodd a spojme
dva body hranou, kdyZz kdyz poloha pfifazena jednomu bodu vyplyva z po-
lohy pfifazené druhému legdlnim tahem. Dostaneme graf — fikejme mu Gy4.
Jak vypada?

Je pfirozené se nejprve ptat na graf G; (graf poloh jednoho kotouce) a
G4 (graf poloh dvou kotoutl). ProtoZze mame tfi tyCe, tak jednomu kotouéi
odpovidaji tfi polohy a kazda pfechazi jednim legalnim tahem do kazdé jiné:
G je trojahelnik.

Abychom obdrzeli graf G2, rozlozime mnozinu S» vSech deviti poloh
dvou kotouéi na t¥i mnoziny S¢, 5%, S5 podle polohy nejvétsiho kotouce. S5
odpovidé tedy mnoziné poloh, u kterych vétsi kotoud je na tyci b. VSechny t¥i
polohy S¢ jsou spojeny hranou — mizZeme si pfedstavovat, ze vétsi kotouc
splyne s deskou a nalézdme se tak v pfipadé G;. Podobné plati o S, S5.
Muzeme si tedy predstavovat, ze graf G5 je sestaveny ze tii trojuhelnik,
podle polohy vétsiho kotouce.

A jak je to s hranami, které vychazeji z poloh v mnoziné S smérem
ven, tedy na polohy v mnozinach S3, S5?

Pro polohu, pii které se oba kotouce nachazi na ty¢i a neexistuje spojeni
smérem ven: kotoucem 2 nelze hybat. Lezi-li vS§ak kotou¢ 1 na ty¢i b a kotouc
2 na ty¢i a, potom kotou¢ 2 mize byt pfenesen na ty¢ c¢. Tato poloha v S§
je spojena s polohou v S§. Tomu zcela odpovidé, Ze tieti poloha v S9 je
spojena s polohou v S%. Tim je jednozna¢n& uréen graf G»: skladé se ze
tii trojthelniki G¢,G%,GS, které jsou kolem dokola spojeny hranou (to
je znazornéno na obr. 2). Zcela analogickym zptusobem muze byt graf G
vytvofen na zdkladé Gz, G4 na zikladé G3; je nutno pouze dbat, aby na
misto trojahelniki G§ nad S atd. se dostaly grafy predeslého typu.

Popiseme jesté prechod z G5 na G4. Necht je G§ ten graf, ktery odpovida
4 kotou¢im a u kterého se kotou¢ 4 nalézd na tyci a. Kotou¢ 4 pak pro
legalitu taht nehraje Zadnou roli, tzn. G$ je isomorfni G5 (tentyz graf,
pouze nad jinou mnozinou).

Obdobné plati pro G, G$. G4 je tedy postaven ze tif kopii G'3. Otdzkou
zUistava, které hrany povedou ven z G§.

V grafu G3 (a obdobné v grafu G¢) jsou 3 body, které jsou spojeny hra-
nou pouze s dvéma dalsimi. Tyto body odpovidaji poloham, kde se vSechny
t¥i mensi kotouce nalézaji na téze tyc¢i. Nachazi-li se i ten nejvétsi kotouc 4
na této tyci, neexistuje zadna hrana ven. Jsou-li vSak v8echny mensi kotouce
na b a nejvétsi na a, pak jej lze pfesunout na c. Existuje tedy pfesné jedna
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Y7

Obrazek 2: Graf prifazeny vézim s dvéma disky

hrana z G do G§. Tim je urcen G4. Nyni popiSeme tento pfechod jesté
trochu abstraktnéji (a tim jednoduSeji). H budiz graf s tou vlastnosti, Ze
vSechny body budou, az na tfi, spojeny hranou s presné tfemi jinymi body.
Ty tfi vyjimeéné necht jsou p,q,r a jsou spojeny hranou s piesné dvéma
jinymi.

Nyni vytvoiime z H tii isomorfni kopie H?®, H®, H¢. Novy graf G se
bude skladat z grafi H®, H® H€, ve kterém jsou zaneseny jesté tii nové
hrany. V tomto spojeni zjevné existuje nejprve devét vyjimeénych bodi: p
je nahrazen body p®, p®, p°, ¢ je nahrazen body ¢2, ¢°, ¢¢ a bod r je nahrazen
body r%,rb, re.

Tti nové hrany spojuji vidy

p’ s p°
q* s q°
r® g b

Tim také vychazeji z p?, p¢, g%, ¢¢, r® a r® t¥i hrany a nové vyjimeéné body
jsou p?, ¢, r¢. Na zdkladé této konstrukce je velmi jednoduché sestrojit graf
kopirovacim p¥istrojem (duplikaci). To popiseme nyni.

Méjme znazornéni H a necht vyjimeéné body jsou rohy rovnoramenného
trojuhelnika tak, Ze se graf nachazi uvnitf tohoto trojuihelnika. Pak se vyrobi
3 kopie H a tyto tfi kopie se podle obr. 1 nalepi na papir a vyznadi se
t¥i nové hrany. I ten novy graf lezi pak na rovnoramenném trojihelniku a
postup miZe byt iterovan. Obr. 3 ukazuje takto vyrobeny graf G4 shodny
s pfipadem 4 kotoucu.
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Obrazek 3: Graf prifazeny vézim s ¢tyfmi disky

Takto popsanda konstrukce zjevné prevadi souvisly graf na jiny souvisly
graf: vzdy dvé polohy hanojskych vézi mohou tedy byt fadou legalnich tahia
prevedeny do sebe, zejména tedy jedna pyramida z jedné tyce na jinou tyc.
Stejné tak je mozno snadno zodpovédét mnoho jinych otazek, nap¥. otazku
na pocet nutnych tahi, na jednoznacnost cesty pfi minimalnim poctu tahd
apod.

Hanojské véze v Herbrandové Universu

Pro definici vézi pomoci logického programovani pouZivime pojem ,se-
znamu“. VSechny tyto seznamy budou sestaveny z konstant a,b,c,s. Ze
je oznacujeme jako konstanty znamend, Ze je nutno je chapat jako vlastni
jména, ovSem ne jako jména osob redlniho svéta, spise jako jména ze svéta
pohadek - Rumplcimprcampr existuje v té své pohadce a nikde jinde.

Déme nékolik piiklada seznamu: [a, b, ¢, a, s]. Tento seznam se sklada z
péti prvku; prvek a je hlava seznamu a seznam [b, ¢, a, s] je bytek. Abychom
naznadili Ze [a, b, ¢, a, s] se skldd4 z hlavy a téla Fikdme také, ze

[a, b, ¢, a, s] je [a|[b, ¢, a, s]].

Seznamy podle toho mohou tedy byt povazovany za termy, tvofené dvou-
mistnym funkénim znakem

[(X1Y],

kde jako argument na druhém misté je pfipustén jen jeden seznam.
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Abychom timto postupem dostali vSechny seznamy, potifebujeme jako
vychozi seznam prazdny seznam | |.
Seznam a je potom seznam

[al[ 1}-

Seznam [[a, b]|[a, a, b]] se sklada ze ¢tyF prvki, kde prvni je sdm sezna-
mem. Je tedy seznam
[[a,b],a,a,b].

Jako universum — takzvané Herbrandovo universum — v kterém defi-
nujeme nase struktury volime konstanty a, b, c,s a vSechny seznamy, které
— v iterovanych pouzitich konstrukce seznami — z nich mohou byt vytvo-
feny. Pro nas ucel feseni problému Hanojskych vézi muZzeme ovSem pouzivat
pouze seznamy seznami ze seznamd.

Trojuhelnik nad a, b, ¢ si mizeme predstavovat jako nasledujici seznam
seznami:

[[a/7 b]7 [b7 C], [67 a’]]'

Seznam [a, b] reprezentuje hranu od a do b. U seznamu vlastné zalezi
na pofadi; tak [a,b] neni tentyz seznam jako [b,a]. Pfesto se muzeme do-
hodnout, ze vyskyt [a,b] ma uddvat hranu od a do b. Vzdyt pofadi hran
v seznamu je také lhostejné. Proto:

[[67 a’]’ [b7 C], [b7 a’]]'

znazoriuje také trojuhelnik nad a, b, c.

Podstatnym krokem pii konstrukci grafi pro problém Hanojskych vézi
s vétsim poctem kotoucu je pfechod od jednoho grafu ke tfem isomorfnim
kopiim.

Takovy ptechod lze nejsnadnéji realizovat, jestlize body grafu uz samy
jsou seznamy.

Je-li totiz [s] takovym bodem, muZeme [s] ztrojndsobit tim, Ze pied
néj posadime a, b, c. A prejdeme k [a, 5], [b, s],[c, s]. Z toho divodu chceme
graf odpovidajici jednomu kotouéi znazornit jako trojahelnik nad [a], [b], [c].

Tento graf je tedy
[[lal, [o]], [[6], [€]]; [[c], [a]]

To vyjadiime ,axiomem“
hanoi([s], [[lal, (4], 18, e]], [c] [all). (1)
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Timto axiomem je uréen vztah mezi [s] — kotou¢em — a pFislusnym
grafem. Ztrojnasobenim grafu

[[la], [o]], [[8], [€]], [[], [all]

pomoci a, b, ¢, miZeme nejprve naznacit pro jednu proménou X (za kterou
pozdéji musime dosadit a, b, ¢).
Isomorfni X-obraz budeme definovat pfedpisem

[[[X; al, [X, 0], [[X, 0][X, ]}, [X, c], [X, a]]].

(Obvykle pouzivame nésledujici konvenci: velkd pismena pro proménné s moz-
nymi hodnotami v Herbrandové universu, mald pismena pro konstanty.)
Pro definici této konstrukce v obecném pripadé se podivejme nejprve na
X-oznaceni seznamu seznamu:
Seznam seznamu L je X-oznacen, jestlize u kazdého seznamu z L je na
prvnim misté prvek X.
s-oznaceni
[[a, 0], [c, b, a], [0], [ ]]
je tedy [[s, a,0],[s,c, b,a], [s, ], [s]-
Zavedeme proto tfimistny predikdt oznaceny( , , ): oznafeny (X, L, M)
ma platit, jestlize M je X-oznaleny seznam L.
Ziejmé tedy X-oznaCeny prazdny seznam je prazdny seznam tedy sym-
bolicky
ommaceny (X, [ ]] ). (2)

Pro pohodli ¢tendfe muzeme dale definovat:
omateny (X, (i, .., Youl, [X[Yi], .., [X[Vin]]).

Pro automatické zpracovani to sotva postacuje. Uréime proto, jak lze
oznacovani seznamti odvodit od oznaceni krat$itho seznamu. Seznam pro
oznaceni budiz [Y|L], tedy nejprve seznam Y nésledovany seznamem se-
znami L.

X-oznaceny seznam bude zadinat [X|Y], a bude nésledovat seznam M.
Co je M? M je zfejmé X-oznaleny seznam L. Zaznamename to takto

oznaceny (X, [Y|L], [[X|Y]|M]) :— oznaceny(X,L,M). (3)

Radky (2) a (3) tvoii prologovy program, s jehoz pomoci se oznacuji
seznamy. Zmak ,:—* zastupuje ,kdyz“; v matematické logice je obvyklé,
vyjadrit jej pomoci implikace:

oznaceny (X, L, M) — oznaceny (X, [Y|L], [[X|Y]|M])
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Proménné ,,probihaji“ pfitom pfes vSechny termy Herbrandova universa.
Jak se takovy program, obsahujici fadky (2) a (3) bude pouzivat?
Programu mizZeme klast otazky napf. nasledujiciho tvaru:

?—  oznaceny(a, [[b], [c,a]],U).

Tento program se interpretuje jako vyzva, najit term U (tzn. seznam),
pro ktery vyplyva platnost (3) ze (2).
Otazka, kterou lze zodpovédét nejsnadnéji je

?—  oznaceny(a,[ ],U).
Z (2) vyplyva bezprostiedné odpovéd
U=1]

v

A jak je to s tézSimi otdzkami? Podivame se detailnéji na nésledujici
pripad:

7— oznacveHY(a, [[b]v [Cv a]]? U) (4)

MozZn4, Ze tento vyklad neni pfili§ pochopitelny. Néktery ¢tenaf se snad
utdsi tim, ze ukdzeme jak nalézt spravnou odpovéd:

U = [[a,b], [a, ¢, a]]

Jak tuto odpovéd dostaneme z (2), (3)? Ziejmé (2) na zacatku vibec
nepomuze. Polozime-li v8ak

oznaceny (a, [[b], [c, a]], U)

na levou stranu ve vyrazu (3), tak jsme udélali prvni spravny krok. Budiz
tedy:

oznaceny (a, [[b], [c, a]], U) identické s oznaceny (X, [Y|L], [X|Y]|M]).
potom musi platit

X identické a;
[Y'|L] identické [[b], [c, a]]
[[X|Y]|M] identické s U.

Identita [Y'|L] s [[b], [[c, a]] znamend
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Y identické s [b]
L identické [[c, a]].

Abychom se dostali dale, musime uvazit rovnéz pravou stranu (3), tzn.
oznaceny (X, L, M).
Na zakladé shora uvedené identity
oznaceny (a, [[c, a]], M).

Polozime tedy programu otézku (pfesnéji: program si mé sam poloZit
otazku!)
? — oznaceny (a, [[c, a]], M).

K zodpovézeni této otazky budeme postupovat pfesné stejnym zpuliso-
bem; (2) nepomuze, a uvdzime proto identifikaci s levou stranou (3).

Pfitom musime zabrénit kolizi proménnych. Pfi kazdém pouziti (3) mu-
sime proménné nové oznacit.

oznaéen;?(Xl,[Y1|L1],[[X1|Y1]|M1]) L= OZHaneH_);(Xl,Ll,Ml)
Identifikaci levé strany s oznaceny (a,[[c, a]], M) obdrzime

X identické s a;
[Y1|L1] identické [[c, a]]
[[X1|Y1]|M1] identické s M.

Déle pottebujeme oznaceny (X, L1, M;). Z identifikaci vyplyva :

Y1 je identické [c, a], L1 je prazdny seznam,
tedy oznaceny (X1, L1, My) je oznaceny(a,| |, M1).

Na otézku
? — oznaceny (a, [ |, M1)

dostaneme z (2) bezprostfedné odpovéd
M, =1].
[[X1]Y1]|M1] je tedy [[al[c,a]]|[ ] coz neni nic jiného nezZ [[a, c, a]].

Tim jsme nasli
oznaceny (a, [[¢, a]], [[a, ¢, a]]),
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a muZeme se vratit dalsi krok zpét a kone¢né najdeme odpovéd
U =[a,b], [a,c, al].

Reseni tak nachdzime zpétnym postupem. Axiom (3) je toho druhu, ze
z néj lze vy€ist, na zakladé jaké znalosti je moznéa odpovéd. Tato znalost se
formuluje jako nova otazka a postup se iteruje.

Samoziejmé nelze vSechny problémy fesit podle tak jednoduchého sche-
matu. Je vSak pfekvapujici jak rozmanité jsou moznosti aplikace tohoto
schematu.

Toto schema je ostatné schopné zevseobecnéni; funguje i v takovém pii-
padé jako

A L= Kl,K2

Pro odpovéd A potfebujeme K; a K.

Nase dalsi definice je tohoto druhu:

Na zéakladé predikdtu mark je nyni snadné, definovat isomorfni kopie
grafi.

Grafy jsou seznamy seznamu seznamu; transformuji se do isomorfnich
kopii tim Ze pfed nejvnitinéjsi seznamy se posadi nova hlava; a to ma stejny
vyznam jako oznaceni druhych nejvnitinéjsich seznami.

isomorfni(X, L, M) znamen3 :
Oznacenim prvka L vznikd z L seznam M. Timto zpisobem

isomorfni(X,[],]]). (5)
isomorfni(X,[Y|L],[Z|M]) :— oznaceny(X,Y,Z),isomortni(X, L, M)

Cérka mezi oznaceny (X,Y, Z) a isomorfni(X, L, M) znamend konjunkci.

X-obraz z [Y|L] se obdrzi tim, Ze prvni seznam Y je X-oznalen (tim je
dédno Z) a zbytek se transformuje do X-obrazu.

Pomoci ,isomorfni mohou byt z jednoho grafu H definovany tfi iso-
morfni kopie:

isomorfni(a, H, H,)
isomorfni(b, H, Hy) a isomorfni(c, H, H..).

(Spojeni jako H, plati jako proménnd; notace slouzi pouze lepsi ¢itel-
nosti.)
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Nyni popiSeme slepeni t¥i kopii do jednoho seznamu v Herbrandové uni-
versu. Tato operace odpovid4a zietézeni t¥i seznami do jednoho seznamu.
Napred definujme zietézeni dvou seznamu:

zietézeni(L, M, A)

bude platit, kdyZ A je seznam, ve kterém jsou uvedeny napied prvky L, pak
prvky M.

zletézeni([ |, L, L). (7
(Je-li prvni seznam prézdny, je vysledkem druhy.)
zietézeni([X|L], M,[X|N]) :— zfetézeni(L,M,N). (8)

(Kdyz [X]|L] je zfetézeno s M, tak je X prvnim ¢ldnkem nového sledu;
zbytek je zfetézeni L a M.)

Pro pozdéjsi ucely definujme zietézeni ¢tyf seznamu A, B,C, D do jed-
noho seznamu L. K tomu se zietézi A, B do H a C, D do I; L je pak zietézeni
H a I. Tedy

zretézeni(A, B,C,D,L) :— zfetézeni(A, B, H), (9)
zretézeni(C, D, I),
zietézeni(H, I, L).

Musime jesté definovat tfi hrany, které spojuji kopie. Predpokladejme, Ze
mame piipad, pfi kterém se z grafu se tfemi kotoudi konstruuje graf se
¢tyfmi. Déale necht jsou ty tfi body v H, které patii jen ke dvéma hrandm
trojice oznadeny jako ([a,a,al, [b,b,b], [c, ¢, c].

Znacenim se z toho stava:

[a,a,a.a],[a,b.b,b],[a,c,c,c] (v Hy),
[b7 a,a, a’]a [b7 bv ba b]7 [b7 GG, C] (V Hb)’
[c,a,a,al,[c,b,b,b],[c,c,c ] (v H).

Nyni definujeme

hrany spojujici [b, a,a,a] s [c, a, a, al,
hrany spojujici [a, b, b, b] s [c, b, b, b],
hrany spojujici [a,c,c, c] s [b, ¢, ¢, c].
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Z onéch 9 hornich bodu pouze [a,a,a,al], [b,b,b,b] a [c,c,c,c] nejsou
soucasti novych hran. I u toho nového grafu patii presné tyto body ke
dvéma hranam, které odpovidaji seznamim s pouze jednim prvkem.

Pocet kotou¢d v Herbrandové universu znazornime jednim seznamem.
[s, s, s] mé tedy znamenat 3 kotouce, [s, s, s, s] Ctyfi.

Pak definujeme predikat konstanta(Z, L, M), ktery nam dovoli pfejit od
[s,s,s] k [a,a,a] atd.,

konstanta(X,[],[ ]). (10)
konstanta(X,[Y|L],[X|M]) :— konstanta(X,L,N). (11)
(konstanta(X, L, M) plati, kdyz seznamy L, M jsou stejné dlouhé a M

se sklada pouze z prvku X).

Tim nyni miZeme definovat seznamy 3 novych hran, které nutno nové
zavést pti pfechodu z grafu, ktery patii k s-seznamu S:

novy(S,K) :— konstanta(a,S, A), (12)
konstanta(b, S, B),
konstanta(c, S, C),
K = [[[b]A], [¢|A]], [[a| B], [¢| B]], [[a|CT], [b|C]]]-

Kdyz S je seznam [s, s, s], tak A je seznam [a, a, a] a vystupuje jako nova
hrana [[b, a, a, a], [c, a, a, a]], coz je totéZ jako [[b|A], [c|A]].

Tim muZeme obecné definovat grafy Hanojskych vézi v iplné obecnosti:

hanoi([s|S],G) :— hanoi(S, H), (13)
isomorfni(a, H,H,),
isomorfni(b, H, Hy),
isomorfni(c, H, H.),
novy (8, K),
zietézeni(H,, Hy, H,, K, G).

Tento program muzeme také &ist takto: G je graf pro [s|S] plati-li na-
sledujici: H je graf pro S. H,, Hy, H, jsou tfi isomorfni kopie; K je seznam
t¥i novych hran; G je zietézeni H,, Hy, H., K.

Otazka

? — hanoi(s, s, s, s],U)

je zodpovézena seznamem U 120 hran grafu G.
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Prednaska prof. E. Speckera je pofddana ve spolupraci KAM (Katedra apli-
kované matematiky) MFF UK a ITI (Institut teoretické informatiky) a tvori
v poradi jiz 44. Matematické kolokvium. Snad je vhodné pfi této prilezitosti
stru¢né nastinit poslani a historii téchto prednasek.

Prvni kolokvium se konalo v roce 1987. Zakladni myslenkou byla snaha
matematické obci. Pfi frekvenci zhruba jedné az dvou pfednasek za semestr
byla prednesena tato kolokvia:

1. L. Lovasz 15. S. Cook 30. J. Nekovar

2. P. Erdos 16. K. Mehlhorn 31. V. Strassen

3. R. Tijdeman 17. S. Todorcevic 32. J. Chayes

4. A. Ambrosetti 18. J. J. Kohn 33. B. Banaschewski
5. F. Hirzebruch 19. C. Thomassen 34. L. H. Kauffman
6. H. Bauer 20. A. Borel 35. G. Pisier

7. V. Chvatal 21. N. Alon 36. A. Pelczynski
8. B. Korte 22. V. Klee 37. C. Berge

9. J. Seidel 23. J. Spencer 38. V. T. Sés

10. V. G. Kac 24. J. Lindenstrauss 39. M. Grotschel
11. G. Choquet 25. A. Schinzel 40. R. E. Burkard
12. D. J. A. Welsh 26. P. L. Cameron 41. H. S. Wilf

13. J. G. Thompson 27. M. Laczkovich 42. M. Waterman
14. H. Fiirstenberg ~ 28. B. Mandelbrot 43. M. Sharir

29. D. Preiss

Témata prednaSek zahrnovala vétSinu matematickych obori od mate-
matické analyzy a aplikované matematiky pies algebru, az po teoretic-
kou informatiku a diskrétni matematiku. Podle minéni mnoha zicastnénych
mély nékteré prednasky mimotradnou troven.

KAM a ITI jsou otevieny individudlnim ndvrhim na kandidéaty pro bu-
douci kolokvia. Jak vidno z dosavadni historie, zakladnim kritériem je tro-
ven pirednasejiciho.
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Pozvanky jsou zasildny elektronicky (tisté€né pouze institucim).
Sdélte prosim svou e-mailovou adresu na klazar@kam.ms.mff.cuni.cz
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