KALEIDOSKOP TEORIE ÈÍSEL (5. kapitola)

Martin Klazar

Vím, ¿e èísla jsou krásná. A jestli¿e krásná nejsou, pak není krásné nic.

(Paul Erd}os, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky pro¿íval pan ľ. èíslice.

"Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhá èísla. Mají tvar . . . 1 | to je ostré èíslo, nezávisle na jeho gra˛ckém vyjádøení, je to nìco ukonèeného, tvrdého.

2 | to je ploźźí, ètverhranné, bìlavé, bývá trochu naźedlé . . . 3 | to je zaostøený úlomek a toèí se.

4 | to je opìt ètvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnìjźí, tlusté . . . 5 | plné zakonèení v podobì ku¿ele, vì¿e, masívní. 6 | to následuje první za "5\, je bìlavé. 8 | to je nevinné, modravì mléèné, podobné vápnu.\

(A. R. Lurija, Malá kní¿ka o velké pamìti.)

Toto je pøedbì¿ný text 5. kapitoly (prvoèísla) skript k mé pøednáźce Úvod do teorie èísel, kterou jsem konal na MFF UK v Praze v zimních semestrech źkolních rokù 1996/97, 1998/99 a 1999/00. Zatím v preprintové øadì KAM- DIMATIA Series vyźly kapitoly 1 (základní pojmy a obraty), 2 (diofantické aproximace), 3 (diofantické rovnice) a 4 (kongruence) a budou v ní postupnì vydány zbylé kapitoly 6 (geometrie èísel), 7 (èíselné rozklady), 8 (medailony matematikù) a 9 (návody k øeźením úloh). Obtí¿nost úloh je bodována 0 (nejlehèí) a¿ 5 (nejtì¿źí).

záøí 2000 Martin Klazar

Obsah

5 Prvoèísla 1 5.1 Je nekoneènì mnoho prvoèísel . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 5.2 Dokonalá èísla a Mersennova prvoèísla . . . . . . . . . . . . . 4 5.3 Èebyźevovy a Mertensovy odhady . . . . . . . . . . . . . . . . 8 5.4 Vzorce pro prvoèísla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 5.5 Typický poèet prvoèinitelù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 5.6 ľnirelmanova vìta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 5.7 Prvoèíselná vìta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 5.7.1 Newmanùv analytický dùkaz . . . . . . . . . . . . . . . 35 5.7.2 Daboussiho elementární dùkaz . . . . . . . . . . . . . . 41 5.8 Poznámky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 5.9 Úlohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 Literatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Kapitola 5

Prvoèísla

Není pøekvapující, ¿e "malá násobilka\

1 × 1 = 1 1 × 2 = 2 1 × 3 = 3 1 × 4 = 4 2 × 1 = 2 2 × 2 = 4 2 × 3 = 6 2 × 4 = 8 3 × 1 = 3 3 × 2 = 6 3 × 3 = 9 3 × 4 = 12 4 × 1 = 1 4 × 2 = 8 4 × 3 = 12 4 × 4 = 16

neobsahuje 4 · 4 = 16 rùzných souèinù, ale ménì. Komutativita násobení a × b = b × a zpùsobuje symetrii vzhledem k diagonále, a v tabulce tak máme 4 (na diagonále) plus (16 − 4)/2 = 6, celkem 10 rùzných souèinù, ¿e. Ve skuteènosti jich je jen devìt: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12 a 16. Dalźí faktor sni¿ující poèet souèinù je ten, ¿e a × b se mù¿e rovnat c × d, ikdy¿ {a, b} ≠ {c, d}. Naźe tabulka obsahuje jedinou instanci tohoto jevu: 1 × 4 = 2 × 2. Ve vìtźí tabulce to vźak nastane èastìji. Uva¿me "velkou násobilku\ s n^2 polo¿kami 1 × 1, . . . , n × n. Obsahuje alespoò cn^2 rùzných souèinù (c > 0 je konstanta)? Zkuste odpovìdìt, ani¿ byste èetli dále.

Taková konstanta c neexistuje a pro n → ∞ velká násobilka obsahuje jen o(n^2) souèinù. Nahlédneme to podivuhodným argumentem vyu- ¿ívajícím prvoèísla. V oddílu 5.5 toti¿ doká¿eme klasickou vìtu Godfreye Hardyho a Srinivasy Ramanujana, podle ní¿ má "typické\ èíslo z mno¿iny {1, 2, . . . , n} zhruba log log n prvoèinitelù, poèítáno vèetnì násobností. Skoro vźechny souèiny a × b, kde a, b ∈ {1, 2, . . . , n}, tedy mají asi log log n + log log n = 2 log log n prvoèinitelù, vèetnì násobností. Ale typické èíslo z mno¿iny {1, 2, . . . , n^2} má, znovu podle vìty Hardyho a Ramanujana, jen asi log log n^2 = log log n +log 2 prvoèinitelù. Souèiny a × b jsou tedy pomìrnì netypická èísla a musí jich být jen o(n^2).

V kapitole 5 symboly p a q oznaèují prvoèísla. Oddíly 5.1, 5.3 a 5.7 se zabývají rychlostí rùstu prvoèíselné funkce π(x). Pøipomínáme, ¿e pro reálné x je π(x) poèet prvoèísel nepøesahujících x. V 5.1 doká¿eme ètyømi zpùsoby, ¿e π(x) → ∞ pro x → ∞. V 5.3 to zpøesníme Èebyźevovou vìtou 139, podle ní¿ π(x) roste, a¿ na multiplikativní konstantu, jako funkce x/ log x. V Mertensovì vìtì 141 odvodíme asymptotiky souètù^∑_{p≤x} 1/p a^∑_{p≤x} log p/p a souèinu^∏_{p≤x}(1 − 1/p). Kapitolu zakonèíme v oddílu 5.7 dùkazem slavné Prvoèíselné vìty (vìta 157): π(x) ∼ x/ log x. V 5.7.1 uvádíme komplexnìanalytický dùkaz a v 5.7.2 elementární.

Vìta 130 v oddílu 5.2 charakterizuje sudá dokonalá èísla pomocí Mersennových prvoèísel. Lucasùv{Lehmerùv test, vìta 132, popisuje algoritmus pro jejich vyhledávání, to jest pro testování prvoèíselnosti èísel 2^q − 1. V 5.4 uvádíme "formuli\ generující nekoneènì mnoho prvoèísel a rekurentní formuli pro n-té prvoèíslo. Uvádíme dùsledek øeźení Hilbertova desátého problému: Lze sestrojit celoèíselný polynom (více promìnných), jeho¿ kladné hodnoty (pro argumenty probíhající N_0) jsou právì vźechna prvoèísla. Doká¿eme Prattovu vìtu 146: vlastnost "být prvoèíslo\ má polynomiální certi˛kát.

V oddílu 5.5 odvodíme, ¿e funkce ω(n) a ˙(n) mají prùmìrnou hodnotu zhruba log log n. Pak doká¿eme hlubźí výsledek, ji¿ zmínìnou Hardyho{ Ramanujanovu vìtu, podle ní¿ se ω(n) i ˙(n) rovnají zhruba log log n pro skoro vźechny argumenty n. ľnirelmanova vìta 150 øíká, ¿e ka¿dé pøirozené èíslo vìtźí ne¿ jedna je souètem omezenì mnoha prvoèísel. Této perle aditivní teorie èísel je vìnován oddíl 5.6.

Kromì 5.7 pracujeme jen s elementárními prostøedky. Oddíly 5.6 a 5.7 obsahují nároènìjźí materiál. Upozoròujeme na pou¿ití kvadratických zbytkù v 5.2. Pro źirźí porozumìní kontextu Prattovy vìty 146 je tøeba se obrátit k uèebnicím výpoèetní slo¿itosti. První dùkaz Prvoèíselné vìty v 5.7.1 pou- ¿ívá jen "elementární komplexní analýzu\ (základní vlastnosti holomorfních funkcí, Cauchyho vìta) a k jeho sledování plnì postaèuje absolvování základního kursu komplexní analýzy. Elementární dùkaz v 5.7.2 pracuje jen s reálnou analýzou.

5.1 Je nekoneènì mnoho prvoèísel

a øada zpùsobù, jak to dokázat. Uvádíme ètyøi dùkazy.

Euklidùv dùkaz je dùkaz sporem. Pøedpokládejme, ¿e prvoèísel je ko-

neènì mnoho a ¿e to jsou èísla p_1, p_2, . . . , p_k. Uvá¿íme po sobì jdoucí èísla

n = p_1p_2 · · · p_k a n + 1 = p_1p_2 · · · p_k + 1 .

Nejmenźí èíslo q ∈ N, q > 1, které dìlí n+1 je prvoèíslo (vzhledem k minimalitì) a dìlí i n, proto¿e ka¿dé prvoèíslo dìlí n. Pak ale q dìlí i 1 = (n + 1) − n, co¿ je spor.

Goldbachùv dùkaz vyu¿ívá vzájemné nesoudìlnosti Fermatových èísel

F_n, F_n = 2^{2n} + 1 .

Pro m > n a k = 2^{2n} máme

F_m − 2 = k^{2m} �n − 1^{2m} �n = (k + 1)(k^{2m} �n_{−1} − k^{2m} �n_{−2} + · · · − 1) = F_n(k^{2m} �n_{−1} − k^{2m} �n_{−2} + · · · − 1) . Vidíme, ¿e F_n\(F_m − 2). Èísla F_n jsou lichá, tedy F_m ⊥ F_n. Pro ka¿dé n ∈ N zvolíme prvoèíslo q_n dìlící F_n. Vźechna q_n musí být rùzná a je jich tedy nekoneènì mnoho. Nedalo by se polo¿it q_n = F_n? Viz oddíl 5.3 a poznámky k 5.1.

Eulerùv dùkaz je analytický, jak se na èlovìka pøezdívaného Analysis

incarnate sluźí. Pro ka¿dé reálné s > 1 platí Eulerova identita ∏ p 1 1 − p^{−s} = ∞∑ n=1 1 n^s . Levá strana je toti¿ souèinem geometrických øad ∏ p ( 1 + 1 p^s + 1 p^{2s} + 1 p^{3s} + · · · )

a po roznásobení dostáváme s pomocí vìty 2 z 1.2 pravou stranu. (Podrobnosti jsou pøedmìtem úlohy 2.) Pøedpokládejme, ¿e prvoèísel je koneènì mnoho a podívejme se na chování identity pro s → 1^+. Levá strana má koneènou limitu rovnou koneènému souèinu^∏ 1/(1 − 1/p), ale pravá strana jde do nekoneèna (øada^{∑∞}_{n=1} 1/n diverguje). Opìt máme spor.

Erd}osùv dùkaz má kombinatorickou pøíchuż. Ka¿dé èíslo m ∈ N má

jednoznaèné vyjádøení m = k^2l, kde k, l ∈ N a l je ètvercuprosté. Pokud m ≤ n, pøipadá pro k v úvahu nejvýźe n^{1/2} hodnot a pro l nejvýźe 2^{π(n)} hodnot (l je souèinem rùzných prvoèísel nepøesahujících n). Proto¿e pro rùzná m jsou i dvojice k, l rùzné, musí platit nerovnost n ≤ √ n 2^{π(n)} .

Tedy π(n) ≥^1_2 log_2 n a π(n) → ∞ pro n → ∞. Úloha 3 ukazuje, jak se pro π(n) dá jednoduźe dokázat daleko silnìjźí dolní odhad. őel, jedná se o "dùkaz\.

5.2 Dokonalá èísla a Mersennova prvoèísla

Je vám 28 let? Pak se nacházíte v "dokonalém\ vìku, proto¿e èíslo 28 dìlí krom nìj samotného jeźtì 1, 2, 4, 7 a 14 a hle,

28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 .

Taková èísla se od dob pythagorejcù nazývají dokonalá. Jinak øeèeno, n je dokonalé, pokud σ(n) = 2n (σ je funkce souètu dìlitelù z 1. kapitoly). První dokonalé èíslo je 6. Sudá dokonalá èísla se dají do urèité míry popsat.

Vìta 130 (Euler, 17??). Sudé n ∈ N je dokonalé, právì kdy¿ má tvar

n = 2^m(2^{m+1} − 1) ,

kde m ∈ N a 2^{m+1} − 1 je prvoèíslo.

Dùkaz. Èíslo 2^{m+1} − 1 oznaèíme jako M_{m+1}. Nechż je prvoèíslem, pak

σ(n) = σ(2^m(2^{m+1} − 1)) = 1 + 2^1 + · · · + 2^m + M_{m+1}(1 + 2^1 + · · · + 2^m) = 2^{m+1} − 1 + M_{m+1}(2^{m+1} − 1) = M_{m+1}2^{m+1} = 2n .

Naopak, nechż n = 2^mb je dokonalé, m > 0 a b je liché. Z multiplikativity σ dostáváme σ(n) = σ(2^m)σ(b) = (2^{m+1} − 1)σ(b). Víme, ¿e σ(n) = 2n. Proto

2^{m+1} − 1 2^{m+1} = b σ(b) . Zlomek vlevo je v základním tvaru, proto

b = (2^{m+1} − 1)c a σ(b) = 2^{m+1}c ,

kde c ∈ N. Pøedpoklad c > 1 vede ke sporu: 1, c i (2^{m+1} − 1)c jsou rùzní dìlitelé b (m > 0) a

σ(b) ≥ 1 + c + (2^{m+1} − 1)c > 2^{m+1}c .

Proto c = 1, n = 2^mb = 2^m(2^{m+1} − 1) a σ(b) = σ(2^{m+1} − 1) = 2^{m+1} = b + 1. Èíslo n je uvedeného tvaru a b = M_{m+1} je prvoèíslo. ♦

Ikdy¿ není známo, zda existují lichá dokonalá èísla, leccos se o nich ví, viz poznámky a úloha 16. Èertovo kopýtko pøedchozího elegantního výsledku se skrývá v dodatku o èísle M_{m+1}. Abychom nalezli sudé dokonalé èíslo, musíme zjistit, kdy je M_m = 2^m − 1 prvoèíslo. Prvoèísla tohoto tvaru se nazývají Mersennova prvoèísla. Snadno se pøesvìdèíme, ¿e nutnou podmínkou prvoèíselnosti M_m je prvoèíselnost m. Není to vźak postaèující podmínka: M_{11} = 2047 = 23 · 89. Z tohoto pøíkladu plyne následující pouèení.

Tvrzení 131 (dìlitelnost èísel M_q). Nechż q je prvoèíslo a M_q = 2^q − 1. 1. Pokud q ≡ 3 mod 4 a 2q + 1 je rovnì¿ prvoèíslo, 2q + 1 dìlí M_q. 2. Kdy¿ n dìlí M_q, n ≡ ±1 mod 8 a n ≡ 1 mod q.

Dùkaz. 1. Proto¿e p = 2q + 1 ≡ 7 mod 8, podle 2 tvrzení 105 v kapitole 4

platí, ¿e (^2_p ) = 1. Podle 1 tvrzení 103,

2^q = 2^{(p−1)/2} ≡ 1 mod p

a p dìlí 2^q − 1.

2. Obì kongruence staèí dokázat pro prvoèíselné n = p (proè?). Proto¿e 2^q ≡ 1 mod p a q je prvoèíslo, je q øádem prvku 2 v grupì (Z^∗_p, ·). Ale i

2^{p−1} ≡ 1 mod p, podle Malé Fermatovy vìty, a tak q\(p − 1), co¿ je druhá kongruence. Proto¿e p i q jsou lichá, p = 2kq + 1. Podle 1 tvrzení 103 ( 2 p ) ≡ 2^{(p−1)/2} ≡ 2^{kq} ≡ 1 mod p .

Pomocí 2 tvrzení 105 dostáváme první konguenci. ♦

Není známo, je-li Mersennových prvoèísel nekoneènì mnoho. Seznam dosud objevených Mersennových prvoèísel je v poznámkách. Lucas objevil, a Lehmer pøesnì dokázal, krásný a úèinný zpùsob, jak prvoèíselnost M_q testovat. Následující výsledek je známý jako Lucasùv{Lehmerùv test.

Vìta 132 (Lehmer, 1935). Nechż q je prvoèíslo. M_q = 2^q − 1 je prvoèíslo, právì kdy¿ M_q dìlí èíslo r_{q−1}, které získáme rekurencí r_1 = 4 a r_{n+1} = r^2_n − 2.

Samozøejmì staèí poèítat pouze modulo M_q, s mezivýsledky nepøesahujícími M^2_q . Napøíklad pro q = 11 dostáváme, modulo M_{11} = 2047,

r_1 = 4 r_6 ≡ 119 r_2 = 14 r_7 ≡ 1877 r_3 = 194 r_8 ≡ 240 r_4 ≡ 788 r_9 ≡ 282 r_5 ≡ 701 r_{10} ≡ 1736 .

Proto¿e M_{11} nedìlí r_{10}, M_{11} není prvoèíslo.

Vìtu doká¿eme elegantnì a elementárnì podle Lehmera. Budeme potøebovat nìkolik pomocných výsledkù. Polo¿íme a = 1 + √ 3 a b = 1 − √ 3. Tedy a + b = 2, ab = −2 a a − b = 2 √ 3. Dále nechż

U_r = a^r − b^r a − b a V_r = a^r + b^r, r = 1, 2, . . .

Lemma 133. Pro ka¿dé r, s ∈ N platí 1. 2U_{r+s} = U_rV_s + V_rU_s. 2. (−2)^{s+1}U_{r−s} = U_sV_r − U_rV_s. 3. 2V_{r+s} = V_rV_s + 12U_rU_s. 4. U_{2r} = U_rV_r.

5. V_{2r} = V^2_r + (−2)^{r+1}. 6. V^2_r − 12U^2_r = (−2)^{r+2}.

Dùkaz. První tøi identity se snadno ovìøí pøímým dosazením. Ètvrtá plyne

z první. Pátá a źestá plynou pøímým dosazením. ♦

Z rekurencí nebo pøímo z de˛nice je zøejmé, ¿e U_r a V_r jsou pøirozená èísla. Vźimnìme si, ¿e podle 6 øeźí dvojice (V_r, U_r) zobecnìnou Pelliánu x^2 −12y^2 = (−2)^{r+2}. Srovnej tvrzení 59.

V dalźím je p > 3 v¿dy prvoèíslo.

Lemma 134. U_p ≡ ( 3 p ) a V_p ≡ 2 mod p .

Dùkaz. Podle de˛nice U_r a binomické vìty

U_p =^1_2^√_3 ((1 + √ 3)^p − (1 − √ 3)^p) = (p−1)/2 ∑ k=0 ( p 2k + 1 ) 3^k .

Vźechny binomické koe˛cienty kromì posledního jsou dìlitelné p, tak¿e

U_p ≡ 3^{(p−1)/2} ≡ ( 3 p ) mod p .

(Podle Eulerova kritéria kvadratických zbytkù.)

Druhá kongruence se doká¿e podobnì:

V_p = (1 + √ 3)^p + (1 − √ 3)^p = 2 (p−1)/2 ∑ k=0 ( p 2k ) 3^k ≡ 2 · 3^0 mod p . ♦ Lemma 135. Nechż p dìlí U_m a m_0 je nejmenźí takové m ∈ N. Potom

m_0\m a m_0 ≤ p + 1.

Dùkaz. Nechż p\U_m a m = rm_0 + s, 0 ≤ s < m_0. Pomocí 1 a 2 lemmatu 133

plyne, ¿e p dìlí i U_s. Tedy s = 0.

Z 1 a 2 lemmatu 133 plyne dále (U_1 = 1, V_1 = 2), ¿e 2U_{p+1} = 2U_p + V_p a −4U_{p−1} = 2U_p − V_p. Tak¿e, podle lemmatu 134,

−8U_{p−1}U_{p+1} = 4U^2_p − V^2_p ≡ 4(±1)^2 − 4 = 0 mod p a p dìlí U_{p+1} nebo U_{p−1}. ♦

Dùkaz vìty 132. Nejprve doká¿eme pøímou implikaci

M = M_q = 2^q − 1 je prvoèíslo =⇒ r_{q−1} ≡ 0 mod M_q .

Èísla s_i = 2^{2i}�^1 r_i splòují rekurenci s_1 = 8 a s_{i+1} = s^2_i − 2^{2i+1}. Tuté¿ rekurenci vźak splòují i èísla V_2i (viz 5 lemmatu 133), a proto s_i = V_2i . Staèí dokázat, ¿e s_{q−1} = V_2q�1 = V_{(M+1)/2} je dìlitelné M_q. Podle 5 lemmatu 133 máme

V^2_{(M+1)/2} = V_{M+1} + 4 · 2^{(M−1)/2} ≡ V_{M+1} + 4 mod M ,

proto¿e (^2_M ) = 1 (M ≡ 7 mod 8). Zbývá dokázat, ¿e V_{M+1} ≡ −4 mod M. Podle 3 lemmatu 133 a lemmatu 134,

V_{M+1} = V_M + 6U_M

≡ 2 + 6 ( 3 M ) mod M .

Podle vìty 106 (kvadratická reciprocita) (^3_M ) = −(^M_3 ) = −(^1_3 ) = −1, proto¿e M ≡ 3 mod 4 a M ≡ 1 mod 3. Skuteènì V_{M+1} ≡ −4 mod M a M dìlí r_{q−1}.

Doká¿eme opaènou implikaci

M = M_q = 2^q − 1 dìlí r_{q−1} =⇒ M je prvoèíslo .

M dìlí s_{q−1} = V_2q�1 . Nechż p je libovolný prvoèinitel M a m_0 buï jako v lemmatu 135. M a tedy i p dìlí U_2q = U_2q�1 V_2q�1 (4 lemmatu 133). Podle lemmatu 135, m_0\2^q. Kdyby m_0 dìlilo 2^{q−1}, mìli bychom kromì p\V_2q�1 jeźtì i p\U_2q�1 , ale to nelze (6 lemmatu 133). Tudí¿ m_0 = 2^q. Podle lemmatu 135, p ≥ m_0 − 1 = 2^q − 1 = M. M = p je prvoèíslo. Tím je vìta 132 dokázána.

5.3 Èebyźevovy a Mertensovy odhady

Pro dùkaz Èebyźevovy vìty, podle ní¿ pro x → ∞ platí asymptotické odhady x/ log x ≪ π(x) ≪ x/ log x, budeme potøebovat odhady výrazù obsahujících von Mangoldtovu funkci ~ : N → R,

~(n) = { log p . . . n = p^r 0 . . . jinak .

Lemma 136. Pro x → ∞ platí asymptotika ∑ n≤x ~(n)⌊x/n⌋ = x log x − x + O(log x) . Dùkaz. Pou¿ijeme tvrzení 16 v kapitole 1: ∑ n≤x ~(n)⌊x/n⌋ =^∑_{n≤x} ~(n)^∑_{m≤x}⟨n\m⟩ =^∑_{m≤x}^∑ n\m ~(n) =^∑_{m≤x} log m = x log x − x + O(log x) . ♦ Lemma 137. Pro x → ∞ platí asymptotika ∑ n≤x ~(n)(⌊x/n⌋ − 2⌊x/2n⌋) = x log 2 + O(log x) . Dùkaz. Pou¿ijeme pøedchozí lemma. Levá strana je vlastnì ∑ n≤x ~(n)⌊x/n⌋ − 2^∑ n≤x/2 ~(n)⌊x/2n⌋ a x log x − x + O(log x) − 2(^x_2 log^x_2 −^x_2 + O(log^x_2 )) = x log 2 + O(log x) . ♦ Èebyźevova funkce ϑ : R → R je de˛nována jako ϑ(x) = ∑ p≤x log p .

Dá se shora odhadnout pìkným kombinatorickým obratem. Lemma 138. Pro ka¿dé kladné x ∈ R platí nerovnost

ϑ(x) < (4 log 2)x .

Dùkaz. Pro n ∈ N platí

2^{2n} = (1 + 1)^{2n} ≥ ( 2n n ) ≥ ∏ n<p≤2n p = exp(ϑ(2n) − ϑ(n)) .

Pro reálné x > 1 a m ∈ N splòující 2^{m−1} < x ≤ 2^m odtud dostáváme ϑ(x) ≤ m∑ k=1 (ϑ(2^k) − ϑ(2^{k−1})) ≤ m∑ k=1 2^k log 2 < 4x log 2 . ♦ Nyní máme vźe pøipraveno k dùkazu Èebyźevovy vìty. Vìta 139 (Èebyźev, 1852). Pro x → ∞ platí x log x ≪ π(x) ≪ x log x . Dùkaz. Proto¿e ⌊a⌋ − 2⌊a/2⌋ ≤ 1 pro ka¿dé a ∈ R, plyne z lemmatu 137, ¿e x log 2 + O(log x) ≤ ∑ n≤x ~(n) =^∑_{p≤x} ⌊ log x log p ⌋ log p ≤ log x^∑_{p≤x} 1 = π(x) log x .

Máme dokázán dolní odhad π(x). Kompaktní "binomická\ podoba tohoto argumentu je v úloze 19.

Podle lemmatu 138 a de˛nice ϑ(x) (4 log 2)x > ϑ(x) ≥^∑ x^{1/2}<p≤x log p ≥^∑ x^{1/2}<p≤x 1 2 log x ≥^1_2 log x · (π(x) − x^{1/2}) .

Máme dokázán horní odhad π(x). ♦ Èebyźev podobnými, ale slo¿itìjźími postupy získal v obou odhadech dobré konstanty a odvodil z nich Tvrzení 140 (Bertrandùv postulát). Pro ka¿dé pøirozené n > 1 v intervalu (n, 2n) le¿í alespoò jedno prvoèíslo.

Dùkaz tohoto tvrzení neuvádíme.

Nahradíme-li 1 v sumì π(x) =^∑_{p≤x} 1 sèítancem øádu o(1), dají se elementárnì získat pøesné asymptotiky. Upravíme jinak výraz na levé stranì v lemmatu 136: ∑ n≤x ~(n)⌊x/n⌋ =^∑_{p≤x}⌊x/p⌋ log p +^∑_{pv≤x}⟨v ≥ 2⟩⌊x/p^v⌋ log p . V prvním souètu máme ≪ x/ log x sèítancù (podle Èebyźevovy vìty). Odstranìním vźech ⌊ a ⌋ udìláme proto chybu ≪ (log x) · x/ log x = x. Druhý souèet je nejvýźe x ∞∑ m,v=2 log m m^v ≪ x . Celkem_∑ n≤x ~(n)⌊x/n⌋ = x^∑_{p≤x} log p p + O(x) . Z lemmatu 136 tak plyne, ¿e souèet

M_1(x) = ∑ p≤x log p p má asymptotiku M_1(x) = log x + O(1) .

Pomocí Abelovy sumace (tvrzení 18 v kapitole 1) odtud získáme asymptotiku pro sumu se sèítancem p^{−1}: ∑ p≤x 1 p =^∑_{p≤x} log p p · 1 log p = M_1(x) log x + ∫ x 2 M_1(t) dt t log^2 t . První sèítanec je 1 + O(log^{−1} x), druhý se rovná ∫ x 2 dt t log t + ∫ x 2 (M_1(t) − log t) dt t log^2 t = = log log x − log log 2 + ∫ ∞ 2 (M_1(t) − log t)dt t log^2 t − ∫ ∞ x (M_1(t) − log t) dt t log^2 t = log log x − log log 2 + c + O(log^{−1} x)

(proto¿e, podle asymptotiky M_1, M_1(t) − log t = O(1)). Celkem pro M_2(x) = ∑ p≤x 1 p máme asymptotiku M_2(x) = log log x + c_1 + O(log^{−1} x) .

Nakonec zjistíme, jak rychle jde k nule souèin^∏_{p≤x}(1 − 1/p). log^∏_{p≤x} ( 1 − 1 p ) =^∑_{p≤x} log(1 − 1/p) = −^∑_{p≤x} ∞∑ n=1 (1/p)^n n = −M_2(x) −^∑_{n,p} ⟨n ≥ 2 & p ≤ x⟩ np^n = −M_2(x) −^∑_{n,p} ⟨n ≥ 2⟩ np^n +^∑_{n,p} ⟨n ≥ 2 & p > x⟩ np^n . První suma konverguje, ikdy¿ obor sumace rozźíøíme z p na vźechna m ≥ 2. Druhá suma je nejvýźe ∑ n≥2 n^{−1} ∑ m>x m^{−n} ≪ ∑ n≥2 x^{1−n}(n − 1)^{−1}n^{−1} ≪ x^{−1} .

Celkem, s vyu¿itím asymptotiky M_2, máme pro M_3(x) = ∏ p≤x ( 1 − 1 p )

po odlogaritmování asymptotiku M_3(x) = c_2 log x · ( 1 + O(log^{−1} x)^) .

Asymptotiky velièin M_1(x), M_2(x) a M_3(x) shrneme do jedné vìty.

Vìta 141 (Mertens, 1874). Existují konstanty c_1 a c_2 (c_2 > 0) tak, ¿e pro x → ∞ 1.^∑_{p≤x} log p p = log x + O(1) .

2.^∑_{p≤x} 1 p = log log x + c_1 + O(log^{−1} x) .

3.^∏_{p≤x} ( 1 − 1 p ) = c_2 log x

+ O(log^{−2} x) .

5.4 Vzorce pro prvoèísla

Øada Fermatových èísel F_n = 2^{2n} + 1 zaèíná

F_0 = 3, F_1 = 5, F_2 = 17, F_3 = 257, F_4 = 65537, F_5 = 4294967297, . . . Fermat se domníval, ¿e ka¿dé F_n je prvoèíslo. F_0, F_1, F_2, F_3 a F_4 jsou prvoèísla, ale F_5 nikoli, jak v r. 1732 ukázal Euler: 4294967297 = 641 · 6700417. Slo¿enost F_5 je zøejmá i z této úvahy: 2^{32} = 16 · 2^{28} = (641 − 5^4) · 2^{28} = 641m − (5 · 2^7)^4 = 641m − (641 − 1)^4 = 641n − 1 .

Kromì prvních pìti hodnot není známo ¿ádné jiné prvoèíselné F_n.

Fermatova domnìnka byla vlastnì návrhem na prostou (dokonce rostoucí) funkci F : N → N, která (i) nabývá pouze prvoèíselných hodnot a (ii) je popsána koneènou aritmeticko-analytickou formulí. Fermatova funkce F (n) = 2^{2n} + 1 splòuje jistì druhou podmínku, nesplòuje vźak první. Uvedeme pøíklad funkce, která splòuje první podmínku a pøedstírá, ¿e splòuje i druhou.

Tvrzení 142 (Wrightùv vzorec). Existuje reálné èíslo α takové, ¿e

F (n) =

2^2�

�^{2α} n dvojek je prvoèíslo pro ka¿dé n ∈ N.

Dùkaz. Vyjdeme z tvrzení 140. Podle nìj mù¿eme de˛novat posloupnost

prvoèísel p_1, p_2, . . . tak, ¿e 2^{pn} < p_{n+1} < 2^{pn+1} .

Polo¿íme u_n = log^{(n)}_2 p_n ((n) znamená n binárních logaritmù) a v_n = log^{(n)}_2 (p_n + 1). Proto¿e p_n < log_2 p_{n+1} < log_2(p_{n+1} + 1) ≤ p_n + 1, platí u_n < u_{n+1} < v_{n+1} ≤ v_n .

Pro n → ∞ jde u_n k limitì α a pro ka¿dé n ∈ N platí u_n < α < v_n. Tudí¿

p_n < 2^2

�^{2α}

< p_n + 1 (n dvojek) a tvrzení je dokázáno. ♦ Dá se formulí zachytit posloupnost p_1 = 2, p_2 = 3, . . . , kde p_n je n-té prvoèíslo? Následující rekurence je, kdy¿ nic jiného, alespoò elegantní. Tvrzení 143 (Gandhiho formule). Souèin p_1p_2 . . . p_n oznaèíme P_n. Pak

p_n =

1 − log_2 − 1 2 +^∑ d\P_n�_1 μ(d) 2^d − 1 , kde μ je Möbiova funkce.

Dùkaz. Souèet v rekurenci oznaèíme S. Máme dokázat nerovnosti

2^{1−pn} +^1_2 ≥ S > 2^{−pn} +^1_2 . Poèítejme:

S · (2^{Pn}�^1 − 1) = ∑ d ⟨d\P_{n−1}⟩ · μ(d)(1 + 2^d + 2^{2d} + · · · + 2^{Pn}�^{1−d}) = P_n�_1−1 ∑ k=0 2^{k ∑}_d ⟨d\(k, P_{n−1})⟩ · μ(d) = P_n�_1−1 ∑ k=0 ⟨(k, P_{n−1}) = 1⟩ · 2^k (tvrzení 6) .

Poslední sumu oznaèíme jako T . Jistì T ≥ 2^{Pn}�^{1−pn} + 2^{Pn}�^{1−1} a S ≥ T/(2^{Pn}�^1 − 1) > 2^{−pn} + 2^{−1}. Z druhé strany (pro n > 1) T ≤ P_n�_1−1 ∑ k=0 2^k −

P_n�_1−1 ∑ k=0 ⟨P_{n−1} − p_n < k < P_{n−1} − 1⟩ · 2^k = 2^{Pn}�^{1−1} + 2^{Pn}�^{1−pn+1} − 1 .

Odtud S ≤ T 2^{Pn}�^1 − 1 ≤ 1 2 + 2^{1−pn} ·

2^{Pn}�^1 − 2^{pn−2} 2^{Pn}�^1 − 1 a S <^1_2 + 2^{1−pn} . ♦

Následující dùsledek Matijasevièova øeźení desátého Hilbertova problému pøekonává elegancí oba pøedchozí výsledky.

Tvrzení 144 (Matijasevièovo vyjádøení). Lze pøedlo¿it takový celoèíselný polynom Q o m neznámých (konkrétní pøíklad uvádíme v poznámkách), ¿e {Q(x_1, x_2, . . . , x_m) : x_i ∈ N_0} ∩ N = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, . . .} .

Dùkaz. Podle tvrzení 79 z pododdílu 3.5.3 je mno¿ina prvoèísel (jako ka¿dá

rekurzivnì spoèetná mno¿ina) diofantická. Lze tedy sestrojit polynom R ∈ Z[x_1, . . . , x_m] tak, ¿e pro ka¿dé x_1 ∈ N_0 má rovnice R(x_1, x_2, . . . , x_m) = 0 øeźení x_2, . . . , x_m ∈ N_0 tehdy a jen tehdy, je-li x_1 prvoèíslo. Je oèividné, ¿e kladné hodnoty polynomu Q(x_1, . . . , x_m) = x_1(1−R(x_1, . . . , x_m)^2) na x_i ∈ N_0 jsou pak právì vźechna prvoèísla. ♦

Není znám algoritmus, který by pro vstup n ∈ N po polynomiálním poètu krokù (polynomiálním v log n) rozhodl, zda n je èi není prvoèíslo. (V jistém praktickém smyslu vźak takové algoritmy známé jsou, viz poznámky.) Pøekvapivì je vźak známa metoda certi˛kace, která, pokud n prvoèíslo je, prvoèíselnost n doká¿e v polynomiálním poètu krokù. Ne¿ certi˛kát prvoèíselnosti a jeho ovìøování vysvìtlíme, pøipomeneme nìkolik pojmù z teorie výpoèetní slo¿itosti.

Dvì nejdùle¿itìjźí slo¿itostní tøídy rozhodovacích úloh pøedstavují P a NP. Neformálnì øeèeno, P obsahuje úlohy, které lze vyøeźit deterministickým algoritmem v poètu krokù polynomiálním ve velikosti vstupu, a NP úlohy, které lze takto vyøeźit nedeterministickým algoritmem. Ekvivalentnì, úloha je v NP, existuje-li pro ni algoritmus certi˛kace, kterým lze o ka¿dém øeźení úlohy v polynomiálním poètu krokù dokázat, ¿e jde skuteènì o øeźení. Podáme podrobnìjźí de˛nice.

˚ buï pevnì daná koneèná abeceda a ˚^∗ mno¿ina vźech koneèných slov nad ˚. Rozhodovací úloha se kóduje formálním jazykem L, co¿ je podmno¿ina L ⊂ ˚^∗. (L jsou øeźení úlohy a ˚^∗\L její "neøeźení\.) Tøída P se de˛nuje následovnì. L ∈ P, právì kdy¿ existuje k ∈ N a Turingùv stroj M takový, ¿e pro ka¿dé slovo u ∈ ˚^∗ platí

u ∈ L ⇐⇒ M pøijme u v nejvýźe |u|^k + k krocích .

Pomocí |u| znaèíme délku slova a "M pøijímá u v n krocích\ znamená, ¿e se M po výpoètu na u po n krocích zastaví v pøijímajícím stavu. Pro u ∉ L se M po výpoètu na u zastaví v odmítajícím stavu nebo se nezastaví vùbec.

Èlen +k v de˛nici P slou¿í pouze k "oźetøení\ slov délky 0 a 1. Vzhledem k apriornímu odhadu délky výpoètu se lehce uká¿e, ¿e v de˛nici P se lze omezit na Turingovy stroje, které mají právì dva koncové stavy ANO (pøijímající) a NE (odmítající) a které se zastaví pro ka¿dé slovo u ∈ ˚^∗. Tudí¿ L ∈ P, právì kdy¿ (˚^∗\L) ∈ P.

Podáme podrobnìjźí de˛nici tøídy NP. Certi˛kátem rozumíme binární relaci R ⊂ ˚^∗ × ˚^∗_1, kde ˚_1 je dalźí koneèná abeceda. Pøiøadíme jí jazyk L_R nad abecedou ˚ ∪ ˚_1 ∪ {∘} de˛novaný jako L_R = {u ∘ v : R(u, v)} , kde symbol ∘ nele¿í v ˚. L ∈ NP, právì kdy¿ existuje k ∈ N a certi˛kát R takový, ¿e (i) L_R ∈ P a (ii) pro ka¿dé slovo u ∈ ˚^∗ platí u ∈ L ⇐⇒ ∃ v ∈ ˚^∗_1 [|v| ≤ |u|^k + k & R(u, v)] . Podmínku (i) nazveme polynomiální ovìøitelností R a nerovnost |v| ≤ |u|^k + k v (ii) polynomiální velikostí R. R splòující (i) a (ii) nazveme polynomiálním certi˛kátem úlohy L. Podobnou úvahou jako pro tøídu P nahlédneme, ¿e se lze omezit na polynomiální certi˛káty splòující pro ka¿dé u ∈ ˚^∗, v ∈ ˚^∗_1 implikaci R(u, v) ⇒ |v| < |u|^k + k. Je jasné, ¿e P ⊂ NP. De˛nujeme coNP = {L : (˚^∗\L) ∈ NP}. Patrnì P ⊂ NP ∩ coNP. Smysl certi˛kace je tento. Pokud L ∈ NP a nevíme, jestli L ∈ P, mù¿e být pro dané slovo u ∈ ˚^∗ obtí¿né rozhodnout, zda u ∈ L. Pokud se nám to u¿ ale po dlouhém výpoètu podaøí potvrdit, snadno ka¿dého, kdo vìci rozumí, ale nemá èas, napøíklad źéfa, pøesvìdèíme o nále¿ení u ∈ L. Pøedlo¿íme prostì slovo v ∈ ˚^∗_1 takové, ¿e |v| < |u|^k + k a platí R(u, v); R je polynomiální certi˛kát L. ľéf pouze v poètu krokù polynomiálním v |u| + |v|, co¿ je poèet polynomiální i v |u|, zkontroluje, ¿e opravdu u ∘ v ∈ L_R.

Jako pøíklad si vezmeme jazyk S obsahující vźechna slo¿ená pøirozená èísla vìtźí ne¿ 1. Konkrétnìji, ˚ = {0, 1} a èísla jsou kódována svými binárními zápisy. Velikost vstupu n ∈ N je tedy ⌈log_2 n⌉. Napøíklad 11001 ∈ S (25 je slo¿ené), 11101 ∉ S (29 není slo¿ené) a 0011 ∉ S (slovo není binárním zápisem èísla z N). Zmínili jsme ji¿, ¿e není známo, zda S ∈ P. Lehce se vidí, ¿e S ∈ NP. Certi˛kát R (zade˛nujeme ho neformálnì, bez kódování slovy) obsahuje (vźechny) trojice (n, k, l) pøirozených èísel vìtźích ne¿ 1 takové, ¿e n = kl. Jde o certi˛kát S, pro slo¿ené n ∈ N prostì pøedlo¿íme nìkterou trojici (n, k, l) ∈ R, a pro neslo¿ené n ¿ádná taková trojice neexistuje. Je polynomiálnì velký, proto¿e k, l < n, i polynomiálnì ovìøitelný. Algoritmus rozpoznávající L_R pro ka¿dé vstupní slovo nejprve ovìøí, zda vùbec jde syntakticky o kód trojice èísel (n, k, l). Pokud ne, výpoèet ihned ukonèí ve stavu NE. Pokud ano, ovìøí, zda n, k, l > 1 & n = kl. Pokud ne, pøejde do stavu NE, pokud ano, pøejde do stavu ANO. Vźe trvá jen O(log^2 n) krokù, proto¿e dobøe známý źkolský algoritmus vynásobí dvì èísla o nejvýźe l (binárních) cifrách za O(l^2) krokù.

Zajímavìjźí je mno¿ina prvoèísel P . Zmínili jsme ji¿, ¿e není známo, zda P ∈ P. U¿ víme, ¿e P ∈ coNP. Ve vìtì 146 uká¿eme, ¿e P ∈ NP. Doslovný pøevod de˛nice prvoèíselnosti n ∈ P ⇐⇒ n > 1 & ∀ m < n [m = 1 ∨ n ≢ 0 mod m] nevede k polynomiálnì ovìøitelnému certi˛kátu, neboż dává algoritmus vy¿adující více ne¿ n krokù (poèet krokù exponenciální v log n). Zkusme jiný nápad. Uva¿me polynom Q(x_1, . . . , x_m) z tvrzení 144 a certi˛kát R obsahující ty m + 1-tice (b, a_1, . . . , a_m) ∈ N^{m+1}_0 , ¿e Q(a_1, . . . , a_m) = b a b > 0. Podle tvrzení 144 jde o certi˛kát prvoèíselnosti (èísla b). Snadno se vidí, ¿e je polynomiálnì ovìøitelný. Zádrhel ale nyní vìzí v druhém po¿adavku. Bez dalźí analýzy dùkazu tvrzení 79, s ním¿ tvrzení 144 stojí a padá, není jasné, jak se dají, pokud vùbec, pomocí b omezit èísla a_i. Nevíme, zda jde o polynomiálnì velký certi˛kát. Je tøeba vymyslet novou de˛nici prvoèíselnosti.

Tvrzení 145 (de˛nice prvoèíselnosti). Èíslo n ∈ N, n > 1, je prvoèíslo tehdy a jen tehdy, kdy¿ n = 2 nebo existuje r ∈ N, 1 < r < n, takové, ¿e r^{n−1} ≡ 1 mod n, ale r^{(n−1)/q} ≢ 1 mod n pro vźechny prvoèinitele q èísla n − 1.

Dùkaz. Je-li n = p > 2 prvoèíslo, staèí za r vzít jakýkoli z φ(p − 1) primi-

tivních elementù pole Z_p (viz tvrzení 86 v 4.1).

Nechż n je slo¿ené a r ∈ N, r^{n−1} ≡ 1 mod n, je libovolné. Tedy r ⊥ n a podle tvrzení 10 máme r^{φ(n)} ≡ 1 mod n. Nechż k ∈ N je nejmenźí exponent, pro nìj¿ r^k ≡ 1 mod n. Patrnì k\(n − 1) a k\φ(n). Proto¿e je n slo¿ené, φ(n) < n−1 a tedy k < n−1. Nechż q je libovolný prvoèinitel èísla (n−1)/k. Dostáváme r^{(n−1)/q} ≡ 1 mod n, proto¿e exponent je násobek k. Pro slo¿ené n po¿adované r neexistuje. ♦

Vìta 146 (Pratt, 1975). Mno¿ina prvoèísel P má polynomiální certi˛kát. Tudí¿ P ∈ NP ∩ coNP .

Dùkaz. Certi˛kát R se de˛nuje rekurzivnì. Pro n probíhající pøirozená èísla

vìtźí ne¿ 1 obsahuje R vźechny seznamy C(n) tvaru C(2) = ∗ a, pro n > 2,

C(n) = (n, r; q_1, C(q_1), q_2, C(q_2), . . . , q_k, C(q_k)) ,

kde r ∈ N, 1 < r < n, r^{n−1} ≡ 1 mod n, q_i ∈ N, r^{(n−1)/qi} ≢ 1 mod n pro i = 1 . . . k a q_1q_2 . . . q_k = n − 1. Podseznamy C(q_i) mají tou¿ strukturu. R je, podle pøedchozího tvrzení, vskutku certi˛kátem prvoèíselnosti n. Rekurzivní struktura je vynucena tím, ¿e musíme certi˛kovat i prvoèíselnost èísel q_i. Toto je jeden z certi˛kátù C(67) prvoèísla 67:

(67, 2; 2, ∗, 3, (3, 2; 2, ∗), 11, (11, 8; 2, ∗, 5, (5, 3; 2, ∗, 2, ∗))) .

Uká¿eme, ¿e R je polynomiálnì velký i polynomiálnì ovìøitelný. Uvidíme, ¿e na ulo¿ení seznamu C(n) staèí O(log^2 n) bitù. Nechż |C(n)| oznaèuje délku slova kódujícího C(n). Indukcí doká¿eme nerovnost |C(n)| < 12(log_2 n)^2. Pro n = 2 je pravdivá: |C(2)| = | ∗ | = 1. Nechż n ≥ 3 je liché a nerovnost pro èísla menźí ne¿ n platí. Èíslo n − 1 má k = ˙(n − 1) ≤ log_2 n prvoèinitelù (s násobnostmi), mezi nimi urèitì q_1 = 2. Na ulo¿ení èísel n, r, q_1, . . . , q_k a seznamu C(q_1) = C(2) nám staèí ⌈log_2 n⌉ + ⌈log_2 r⌉ + ⌈log_2 q_1⌉ + · · · + ⌈log_2 q_k⌉ + 1 ≤ 7 log_2 n bitù. Dvì závorky ( a ) a 2k + 1 oddìlovaèù , a ; ulo¿íme v 2k + 3 ≤ 5k ≤ 5 log_2 n bitech. Délka slova kódujícího C(n) tak splòuje

|C(n)| ≤ 12 log_2 n + k∑ i=2 |C(q_i)| ≤ 12 log_2 n + 12 k∑ i=2 (log_2 q_i)^2

≤ 12 log_2 n + 12 ( k ∑ i=2 log_2 q_i )2 = 12 log_2 n + 12 ( log_2 n − 1 2 )2

< 12 log_2 n + 12(log_2 n − 1)^2 ≤ 12(log_2 n)^2 .

Naèrtneme algoritmus rozpoznávající L_R a dùkaz jeho polynomiálnosti. Na zkontrolování kongruence r^{n−1} ≡ 1 mod n potøebujeme vypoèítat mocninu r^{n−1} modulo n. Nechż l = ⌊log_2(n − 1)⌋. Po l umocnìních na druhou modulo n (ka¿dé zvládneme za O(l^2) krokù) vypoèteme l èísel r^1, r^2, r^4, r^8, . . . , r^{2l} mod n. Z nich v dalźích nejvýźe l násobeních vypoèteme r^{n−1} mod n. Celkem nám staèí O(log^3 n) krokù. Obdobnì postupujeme pøi kontrole kongruencí r^{(n−1)/qi} ≢ 1 mod n. Vźech k + 1 kongruencí tedy zkontrolujeme za O(log^4 n) krokù. Na kontrolu rovnosti q_1q_2 . . . q_k = n − 1 nám staèí O(log^3 n) krokù. Stejnì provìøíme certi˛káty C(q_1), . . . , C(q_k). Výpoèet podobný tomu z pøedchozího odstavce ukazuje, ¿e algoritmus ovìøí certi˛kát za O(log^5 n) krokù. ♦

5.5 Typický poèet prvoèinitelù

Funkce f : N → R má prùmìrný øád roven funkci g : R → R, pokud pro x → ∞ platí 1 x ∑ m≤x f(m) ∼ g(x) . Øekneme, ¿e f má normální øád roven g, pokud pro ka¿dé ε > 0 a x > x_0(ε) platí #{m ∈ N : m ≤ x & |f(m) − g(m)| > εg(m)} < εx . Funkce g(x) slou¿ící k zachycení prùmìrného a normálního øádu je typicky rostoucí funkce daná jednoduchým analytickým pøedpisem. Ani jedna de˛- nice nezesiluje druhou. Snadno se sestrojí pøíklad aritmetické funkce, její¿ prùmìrný øád není jejím normálním øádem. Podobnì naopak.

Nalezneme prùmìrné a normální øády poètu prvoèinitelù ω(n) a poètu prvoèinitelù s násobnostmi ˙(n) (de˛nice viz 1.2).

Tvrzení 147 (prùmìrné øády ω a ˙). Existují konstanty c_1, c_2 ∈ R takové, ¿e pro x → ∞ platí ∑ n≤x ω(n) = x log log x + c_1x + O(x log^{−1} x)

∑ n≤x ˙(n) = x log log x + c_2x + O(x log^{−1} x) .

Prùmìrný øád obou funkcí je tedy log log x.

Dùkaz. Nechż x > 0 je pevné. ∑ n≤x ω(n) = ∑ n≤x ∑ p\n 1 =^∑_{p≤x} ⌊ x p ⌋ = x^∑_{p≤x} 1 p + O(π(x)) = x log log x + c_1x + O(x log^{−1} x) .

Pou¿ili jsme vìtu 139 a 2 vìty 141. Podobnì ∑ n≤x ˙(n) =^∑_{pm≤x} ⌊ x p^m ⌋ =^∑_{n≤x} ω(n) +^∑_{pm≤x}⟨m ≥ 2⟩ ⌊ x p^m ⌋ . První sumu u¿ máme odhadnutou. Co se týèe druhé, ∑ p^m≤x ⟨m ≥ 2⟩ ⌊ x p^m ⌋ = x^∑_{pm≤x} ⟨m ≥ 2⟩ p^m + O(x^{1/2} log x) ,

proto¿e je jen O(x^{1/2} log x) druhých a vyźźích mocnin nepøesahujících x. Ovźem_∑ p^m≤x ⟨m ≥ 2⟩ p^m =^∑_{pm} ⟨m ≥ 2⟩ p^m − ∑ p^m>x ⟨m ≥ 2⟩ p^m . První suma konverguje a druhá, jak ukazuje jednoduchý integrální odhad, je øádu O(x^{−1}). Celkem dostáváme dokazovaný odhad pro^∑_{n≤x} ˙(n). ♦

Nyní doká¿eme hlubźí výsledek, ¿e log log x je i normálním øádem obou aritmetických funkcí.

Vìta 148 (Hardy a Ramanujan, 1917). Funkce ω(n) a ˙(n) mají normální øád log log n.

Dùkaz. (Turán, 1934.) Nechż a(x) je libovolná funkce rostoucí do neko-

neèna. Uká¿eme, ¿e pro x → ∞ #{n : n ≤ x & |ω(n) − log log n| > a(x) √ log log n } = o(x) .

Tím dostaneme jeźtì silnìjźí výsledek, ne¿ ¿e normální øád ω(n) je log log n. Místo log log n lze v poslední formuli psát log log x, proto¿e | log log x − log log n| < log 2 pro vźechna n, x^{1/2} < n ≤ x. Podle pøedchozího tvrzení ∑ n≤x (˙(n) − ω(n)) = cx + O(x log^{−1} x)

pro nìjakou konstantu c ≥ 0. Sèítance v sumì jsou nezáporné. Pro velké x tak ˙(n) − ω(n) > 2c/ε nastává pro ménì ne¿ εx èísel n ≤ x a ka¿dý normální øád ω(n) je i normálním øádem ˙(n). Dùkaz staèí provést jen pro funkci ω(n).

Zaèneme odhadem sumy ètvercù ω(n). ∑ n≤x ω(n)^2 = ∑ n≤x ( ∑ p ⟨p\n⟩ )2 =^∑_{p≤x} ⌊ x p ⌋ +^∑_{p,q} ⟨p ≠ q & pq ≤ x⟩ · ⌊ x pq ⌋

= O(x log log x) + x^∑_{p,q} ⟨p ≠ q & pq ≤ x⟩ pq + O(x) . První sumu jsme odhadli (dost hrubì) asymptotikou 2 vìty 141. Pominutím podmínky p ≠ q výraz x^∑_{p,q} . . . zvìtźíme jen o O(x), proto¿e øada^{∑∞}_{n=1} 1/n^2 konverguje. Sumu pak snadno odhadneme shora i zdola: ( ∑ p ⟨p ≤ x^{1/2}⟩ p )2 ≤ ∑ p,q ⟨pq ≤ x⟩ pq ≤ ( ∑ p ⟨p ≤ x⟩ p )2 . Podle 2 vìty 141^∑_{p,q}⟨pq ≤ x⟩/pq = (log log x)^2 + O(log log x). Celkem ∑ n≤x ω(n)^2 = x(log log x)^2 + O(x log log x) .

Odtud a z první asymptotiky tvrzení 147 plyne, ¿e ∑ n≤x (ω(n) − log log x)^2 =^∑_{n≤x} ω(n)^2 − 2 log log x ·^∑_{n≤x} ω(n) + ⌊x⌋(log log x)^2

= O(x log log x) .

Øeknìme, ¿e výchozí o(x) výsledek neplatí. To jest, existuje ε > 0 a posloupnost èísel (x_i) jdoucí do nekoneèna tak, ¿e více ne¿ εx_i z èísel n nepøesahujících x_i splòuje

|ω(n) − log log x_i| > a(x_i) √ log log x_i .

Pro i = 1, 2, . . . pak máme ∑ n≤x_i (ω(n) − log log x_i)^2 > εx_i · a(x_i)^2 log log x_i .

To ale není funkce øádu O(x log log x) pro x → ∞. Dostali jsme spor. ♦

Skoro vźechna n tedy mají cca log log n prvoèinitelù, aż u¿ poèítáno s násobnostmi èi bez nich.

Funkce ω(n) a ˙(n) mají stejný prùmìrný i normální øád. Funkce poètu dìlitelù d(n) se chová zcela jinak.

Tvrzení 149 (svérázné chování d(n)). Pro ka¿dé ε > 0 je pro velké x poèet pøirozených èísel n ≤ x nesplòujících

(log n)^{log 2−ε} < d(n) < (log n)^{log 2+ε}

menźí ne¿ εx.

Dùkaz. Proto¿e 2 ≤ d(p^k) = k + 1 ≤ 2^k a d(n) je multiplikativní, máme

nerovnosti 2^{ω(n)} ≤ d(n) ≤ 2^{Ω(n)} .

Pou¿ijeme pøedchozí vìtu a uvìdomíme si, ¿e 2^{log log n} = (log n)^{log 2}. ♦

Funkce d(n) se tedy skoro v¿dy rovná zhruba (log n)^{0.69}. To vźak je mnohem ménì, ne¿ její prùmìrný øád log n, který odvodíme v kapitole 6. Proto musí existovat zanedbatelná menźina èísel s mimoøádnì velkým poètem dìlitelù.

5.6 ľnirelmanova vìta

Pøedmìtem oddílu 5.6 je

Vìta 150 (ľnirelman, 1930). Existuje èíslo h ∈ N takové, ¿e ka¿dé pøirozené èíslo vìtźí ne¿ 1 je souètem nejvýźe h prvoèísel.

Dùkaz této pozoruhodné vìty má jednoduchý kombinatorický základ. U¿ívá vźak podstatnì horní odhad poètu øeźení rovnice n = p + q (tvrzení 154). Jeho dùkaz je rovnì¿ elementární, ale ponìkud nároènìjźí (tím zajímavìjźí) a zaujímá vìtźí èást oddílu. Zaèneme kombinatorikou.

Pro podmno¿inu A ⊂ N a èíslo n ∈ N oznaèíme A(n) poèet prvkù v A ∩ {1, 2, . . . , n}. ľnirelmanova hustota X(A) je in˛mum X(A) = inf{A(n)/n : n ∈ N} . Zøejmì 0 ≤ X(A) ≤ 1 a X(A) = 1, právì kdy¿ A = N. Pokud 1 ∉ A,

X(A) = 0. Pro ka¿dé n ∈ N platí A(n) ≥ nX(A). Dále, X(A) > 0, právì

kdy¿ 1 ∈ A a existují c > 0 a n_0 tak, ¿e A(n)/n > c pro n ≥ n_0.

Pro A, B ⊂ N_0 oznaèíme A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}. Vícenásobný souèet mno¿in A_1 + · · · + A_k se de˛nuje obdobnì. Pokud A_1 = · · · = A_k, píźeme místo A + A + · · · + A (k sèítancù) struènìji kA. Mno¿ina A ⊂ N_0 je bazí (pøesnìji, aditivní bazí øádu nejvýźe h), pokud hA = N_0 pro nìjaké h ∈ N. Ekvivalentnì, A je bazí, pokud 0 ∈ A a pro nìjaké pevné h ∈ N je ka¿dé èíslo n ∈ N souètem nejvýźe h prvkù z A\{0} (a pøesnì h prvkù z A).

Tvrzení 151 (ľnirelmanova nerovnost). Nechż A, B ⊂ N_0 a 0 ∈ A ∩ B. Pak X(A + B) ≥ X(A) + X(B) − X(A) · X(B) .

Dùkaz. Oznaèíme X(A) = α a X(B) = β. Nechż A ∩ {0, 1, . . . , n} =

{a_0, a_1, . . . , a_k}, kde 0 = a_0 < a_1 < · · · < a_k ≤ n. Pak, pro ka¿dé n ∈ N,

(A + B)(n) ≥ A(n) + k−1∑ i=0 B(a_{i+1} − a_i − 1) + B(n − a_k) ,

proto¿e A(n) = |{a_i + 0 : i = 1, . . . , k}|, B(a_{i+1} − a_i − 1) = |{a_i + b : b ∈ B, 0 < b < a_{i+1} − a_i}|, B(n − a_k) = |{a_k + b : b ∈ B, 0 < b ≤ n − a_k}| a tyto mno¿iny jsou disjunktní. Tak¿e (A + B)(n) ≥ A(n) + β k−1∑ i=0 (a_{i+1} − a_i − 1) + β(n − a_k) = A(n) + β(n − k) = A(n) − βA(n) + βn ≥ (1 − β)αn + βn = (α + β − αβ)n . ♦ Vìta 152 (ľnirelman, 1930). Ka¿dá mno¿ina A ⊂ N_0 taková, ¿e 0 ∈ A

a X(A) > 0, je bazí.

Dùkaz. Ekvivalentní tvar nerovnosti z tvrzení 151 je 1 − X(A + B) ≤

(1 − X(A))(1 − X(B)). Odtud indukcí plyne nerovnost

1 − X(hA) ≤ (1 − X(A))^h .

Proto¿e 1 − X(A) < 1, pro dosti velké h_0 ∈ N máme X(h_0A) ≥ 1/2. Uká¿eme, ¿e (2h_0)A = h_0A + h_0A = N_0 .

Nechż n ∈ N_0. Mno¿iny {i : 0 ≤ i ≤ n, i ∈ h_0A} a {n − j : 0 ≤ j ≤ n, j ∈ h_0A} mají ka¿dá (h_0A)(n) + 1 ≥ n/2 + 1 prvkù, obì dohromady alespoò n+2. To je ale více ne¿ má prvkù mno¿ina {0, 1, . . . , n}, v ní¿ jsou obsa¿eny. Musejí se protínat, i = n − j pro nìjaká i a j. Tak¿e n = i + j ∈ h_0A + h_0A. ♦

Zajímavé, je to ale vùbec k nìèemu? V¿dyż pro mno¿inu prvoèísel P podle vìty 139 máme X({1} ∪ P ) = 0 a pøedchozí vìta se pro A = {0, 1} ∪ P nedá pou¿ít. Vtip je v tom, ¿e se dá pou¿ít pro A = {0, 1} ∪ 2P . Tvrzení 153 (P + P je hustá). Nechż

X = P + P = {p + q : p a q jsou prvoèísla} .

Pak X({1} ∪ X) > 0.

To plyne z následujícího hlubokého výsledku.

Tvrzení 154 (odhad poètu øeźení n = p + q). Nechż r(n) je poèet øeźení rovnice n = p + q, kde p a q jsou prvoèísla. Pro n = 1, 2, . . . platí r(n) = ∑ p,q ⟨n = p + q⟩ ≪ n log^2 n · ∏ p\n ( 1 + 1 p ) . Dùkaz tvrzení 153. Podle Cauchyho nerovnosti ( ∑ n≤m r(n) )2 ≤ ∑ n≤m ⟨r(n) > 0⟩1^2 · ∑ n≤m r(n)^2 ,

tak¿e X(m) m ≥ 1 m · (∑ n≤m r(n) )2 ∑ n≤m r(n)^2 .

Odhadneme zdola èitatele. ∑ n≤m r(n) = #{(p, q) : p + q ≤ m} ≥ π(m/2)^2 ≫ m^2/ log^2 m

(podle vìty 139). Èitatel je tedy ≫ m^4/ log^4 m. Zbývá odhadnout shora jmenovatele. Podle tvrzení 154 ∑ n≤m r(n)^2 ≪ m^2 log^4 m · ∑ n≤m ∏ p\n ( 1 + 1 p )2 . Platí odhad (podmínka pro d_i je zkratka pro konjunkci podmínek pro d_1 a d_2) ∑ n≤m ∏ p\n ( 1 + 1 p )2 ≤ ∑ n≤m ( ∑ d\n 1/d )2 =^∑ n,d_i ⟨n ≤ m & d_i\n⟩ d_1d_2

=^∑_d i ⟨d_i ≤ m⟩ d_1d_2 · ∑ n ⟨n ≤ m & d_i\n⟩ =^∑_d i ⟨d_i ≤ m⟩ d_1d_2 · ∑ n≤m ⟨[d_1, d_2]\n⟩ ≤ ∑ d_i≤m m d_1d_2[d_1, d_2] ≤ m ∑ d_i≤m (d_1d_2)^{−3/2} ≤ m ( ∞∑ d=1 d^{−3/2} )2

≪ m (u¿ili jsme nerovnost [d_1, d_2] = d_1d_2/(d_1, d_2) ≥ (d_1d_2)^{1/2}). Jmenovatel tedy je ≪ m^3/ log^4 m. Celkem, pro m ≥ 4, platí X(m) m ≫ 1 m · m^4/ log^4 m m^3/ log^4 m = 1 a X({1} ∪ X) > 0. ♦

Nyní u¿ umíme dokázat, ¿e mno¿ina prvoèísel (s nulou a jednièkou) je aditivní bazí.

Dùkaz vìty 150. Pøipomínáme, ¿e X = P + P sestává z èísel, která

jsou souètem dvou prvoèísel. Podle vìty 152 a tvrzení 153 existuje h ∈ N takové, ¿e h({0, 1} ∪ X) = N_0 .

Uká¿eme, ¿e ka¿dé n ∈ N vìtźí ne¿ 1 je souètem nejvýźe 2h+1 prvoèísel. Pro n = 2 není co dokazovat. Pro n > 2 vyjádøíme n jako n = 2 + (n − 2) a n − 2 napíźeme jako souèet nejvýźe 2h − 2l prvoèísel a l jednièek. Pokud l = 0, jsme hotovi. Pokud l = 1, nahradíme 2 + 1 sèítancem 3 a n máme vyjádøeno souètem nejvýźe 2h − 1 prvoèísel. Pokud l > 1, nahradíme jednièky stejným souètem menźího poètu dvojek a trojek (napø. 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 2 + 3). V ka¿dém pøípadì je n souètem nejvýźe 2h + 1 prvoèísel. ♦

Zbývá ovźem dokázat tvrzení 154. To nám zabere zbytek oddílu. Èíslo z ∈ R buï kladné a D ⊂ N buï mno¿ina vźech ètvercuprostých pøirozených èísel menźích ne¿ z. Nechż g : N → (0, 1] je úplnì multiplikativní funkce splòující g(1) = 1 a 0 < g(n) < 1 pro n > 1. Nechż G(λ_d : d ∈ D) je kvadratická forma v |D| neznámých λ_d odpovídajících èíslùm d ∈ D, de˛novaná jako G = ∑ d_1,d_2∈D g(d_1)λ_{d1} g(d_2)λ_{d2} g((d_1, d_2)) . Dále pro ètvercuprosté l ∈ N oznaèíme f(l) = ∑ d\l μ(d) g(l/d) = 1 g(l) ∑ d\l μ(d)g(d) = 1 g(l) ∏ p\l (1 − g(p)) > 0

a pro d ∈ D α_d = ∑ l ⟨dl ∈ D⟩ f(l) . Povźimnìme si, ¿e f(l) je multiplikativní a podle Möbiovy inverzní formule (tvrzení 7 v kapitole 1) 1 g(k) =^∑ d\k f(d) . Lemma 155. Pro d ∈ D oznaème

λ^∗_d = μ(d)α_d f(d)g(d)α_1 . Pak 1. λ^∗_1 = 1 a |λ^∗_d| ≤ 1 pro vźechna d ∈ D.

2. Pro ka¿dé k ∈ D platí, ¿e^∑_{d∈D}⟨k\d⟩ · g(d)λ^∗_d = μ(k)/(α_1f(k)).

3. G(λ^∗_d : d ∈ D) = (α_1)^{−1}. 4. α_1 =^∑_{k∈D} f(k)^{−1} ≥^∑_{k<z} g(k).

Dùkaz. 1. μ(1) = g(1) = f(1) = 1, tak¿e λ^∗_1 = 1. Pro libovolné d ∈ D máme

α_1 = ∑ k∈D 1 f(k) =^∑_l ⟨l\d⟩^∑_{k∈D} ⟨(k, d) = l⟩ f(k) =^∑_l ⟨l\d⟩ f(l) ∑ m ⟨ml ∈ D & (m, d/l) = 1⟩ f(m) ≥ ∑ l ⟨l\d⟩ f(l) ∑ m ⟨md ∈ D⟩ f(m) =^∑_m ⟨md ∈ D⟩ f(m) ∑ l ⟨l\d⟩ f(l) = α_d f(d) ∑ l ⟨l\d⟩f(d/l) = α_d f(d)g(d) , kde jsme v poslední úpravì pou¿ili hoøejźí vyjádøení 1/g(k). Tudí¿ |λ^∗_d| = α_d/(f(d)g(d)α_1) ≤ 1. 2. Nechż k ∈ D. Pak ∑ d∈D ⟨k\d⟩g(d)λ^∗_d = ∑ d∈D ⟨k\d⟩g(d) μ(d)α_d f(d)g(d)α_1 = 1 α_1 ∑ l ⟨kl ∈ D⟩ μ(kl)α_{kl} f(kl) = μ(k) α_1f(k) ∑ l ⟨kl ∈ D⟩ μ(l) f(l) ∑ m ⟨klm ∈ D⟩ f(m) = μ(k) α_1f(k) ∑ l ⟨kl ∈ D⟩μ(l) ∑ m ⟨klm ∈ D⟩ f(lm) = μ(k) α_1f(k) ∑ n ⟨kn ∈ D⟩ f(n) ∑ l ⟨l\n⟩μ(l) = μ(k) α_1f(k)

(tvrzení 7) . 3. G(λ_d : d ∈ D) = ∑ d_i∈D g(d_1)λ_{d1} g(d_2)λ_{d2} g((d_1, d_2))

=^∑_d i∈D ∑ k\d_i f(k)g(d_1)λ_{d1} g(d_2)λ_{d2} (vyjádøení 1/g(k) výźe) =^∑_{k∈D} f(k)^∑_d i∈D ⟨k\d_1 & k\d_2⟩g(d_1)λ_{d1} g(d_2)λ_{d2} =^∑_{k∈D} f(k)^{( ∑}_{d∈D}⟨k\d⟩g(d)λ_d^{)2} . Polo¿íme-li λ_d = λ^∗_d, dostaneme podle 2

G(λ^∗_d : d ∈ D) = ∑ k∈D f(k) ( μ(k) α_1f(k) )2 = 1 α^2_1 ∑ k∈D 1 f(k) = 1 α_1 . 4. ∑ k∈D 1 f(k) =^∑ k∈D g(k) ∏ p\k (1 − g(p))^{−1}

=^∑ k∈D g(k) ∏ p\k (1 + g(p) + g(p^2) + · · ·) =^∑_{k∈D} g(k)^∑_l ⟨p\l ⇒ p\k⟩g(l) =^∑ k,l ⟨k ∈ D & (p\l ⇒ p\k)⟩g(kl) =^∑_m g(m)^∑ k ⟨k ∈ D & k\m & (p\(m/k) ⇒ p\k)⟩ ≥ ∑ m<z g(m) (pro m < z je poslední vnitøní suma v¿dy ≥ 1, za k lze toti¿ vzít ètvercuprostou èást m). ♦ Funkce g buï jako výźe. A ⊂ N buï daná koneèná posloupnost. Pro d ∈ N oznaèíme r_d = |{a ∈ A : d\a}| − g(d)|A| . Vìta 156 (Selberg, 1947). Velièiny z, g, A a r_d buïte jako výźe. Pøipomínáme, ¿e D = {n ∈ N : μ(n) ≠ 0 & n < z}. Nechż S(A, z) = #{a ∈ A : a ⊥ d pro vźechny d ∈ D} . Potom S(A, z) ≤ |A| ∑ k<z g(k) +^∑ d<z^2 3^{ω(d)}|r_d| .

Dùkaz. Pro ka¿dou sadu |D| reálných èísel λ_d, d ∈ D, λ_1 = 1, platí S(A, z) = ∑ a ⟨a ∈ A & (a, d) = 1 ∀d ∈ D⟩ ≤ ∑ a∈A ( ∑ d∈D ⟨d\a⟩λ_d )2

=^∑ d_i∈D λ_{d1} λ_{d2} ∑ a∈A ⟨[d_1, d_2]\a⟩ =^∑_d i∈D λ_{d1} λ_{d2} (g([d_1, d_2])|A| + r_{[d1,d2]}) = |A|^∑ d_i∈D λ_{d1} λ_{d2} g(d_1d_2)

g((d_1, d_2))

+^∑ d_i∈D λ_{d1} λ_{d2} r_{[d1,d2]} = |A|G(λ_d : d ∈ D) + R . Polo¿íme λ_d = λ^∗_d (to mù¿eme, λ^∗_1 = 1). Podle 3 a 4 pøedeźlého lemmatu máme pro první sèítanec horní odhad |A|/^∑_{k<z} g(k). Odhadneme R (u¿íváme 1 pøedeźlého lemmatu): |R| ≤ ∑ d_i∈D |r_{[d1,d2]}| = ∑ d |r_d| ∑ d_i ⟨d_i ∈ D & [d_1, d_2] = d⟩ .

Zøejmì d_1, d_2 ∈ D implikuje d = [d_1, d_2] < z^2 a d je ètvercuprosté. Spoèítáme, kolik je pro dané ètvercuprosté d ∈ N dvojic d_1, d_2 s [d_1, d_2] = d. Nechż ω(d) = n. Poèet uva¿ovaných dvojic je právì poèet dvojic mno¿in (X, Y ) takových, ¿e X∪Y = {1, 2, . . . , n}, to jest poèet dvojic (X, Z), ¿e {1, 2, . . . , n} ⊃ X ⊃ Z (Z = X ∩Y ). Hledaný poèet tedy je (k = |X|)^{∑n}_{k=0}^{(n}_k^)2^k = (2+1)^n = 3^{ω(d)}. Na ètvercuprostost d zapomeneme a máme horní odhad R. ♦

Dùkaz tvrzení 154. Nechż n ∈ N je pevné sudé èíslo (pro liché n odhad

r(n) platí triviálnì). Pomocí vìty 156 odhadneme r(n) = ∑ p,q⟨p + q = n⟩. Polo¿íme z = n^{1/8}, D = {m : m < z & μ(m) ≠ 0} a A = (m(n − m) : m = 1, 2, . . . , n − 1) . Úplnì multiplikativní funkce g splòuje g(1) = 1 a je dána svými prvoèíselnými hodnotami: g(p) = 2 p . . . p nedìlí n 1 p . . . p dìlí n .

Proto¿e n je sudé, 0 < g(m) < 1 pro m > 1. Kdy¿ z < m < n − z a (m(n − m), d) > 1 pro nìjaké d ∈ D, nutnì m nebo n − m je slo¿ené a n = m + (n − m) nepøispívá do r(n). Tak¿e r(n) ≤ 2n^{1/8} + S(A, z) . Podle vìty 156 S(A, z) ≤ |A| ∑ k<z g(k) +^∑ d<z^2 3^{ω(d)}|r_d| . Odhadneme první sèítanec. Nechż k ∈ N je libovolné a s_i jsou exponenty tìch prvoèísel v rozkladu k, která nedìlí n. Nechż d_n(k) je poèet dìlitelù èísla k nesoudìlných s n. Pak g(k) = 2^{s1+s2+···} k ≥ ∏ (s_i + 1) k = d_n(k) k . Oznaèíme P_n = {m ∈ N : p\m ⇒ p\n}. Pak ∑ k<z g(k) ∏ p\n(1 − 1/p) ≥ ∑ k<z d_n(k) k ∞∑ l=1 ⟨l ∈ P_n⟩ l =^∑ k<z d_n(k) ∞∑ t=1 ⟨k\t & t/k ∈ P_n⟩ t = ∞∑ t=1 1 t ∑ k<z ⟨k\t & t/k ∈ P_n⟩d_n(k) ≥ ∑ t<z 1 t ∑ k ⟨k\t & t/k ∈ P_n⟩d_n(k). Nechż t = t_1t_2, kde t_1 ∈ P_n a t_2 ⊥ n. Vnitøní suma obsahuje d(t_1) sèítancù (k probíhá èísla it_2, i\t_1), z nich¿ ka¿dý se rovná d(t_2). Celkem se vnitøní suma rovná d(t_1)d(t_2) = d(t) (proto¿e t_1 ⊥ t_2). Tedy |A| ∑ k<z g(k) ≤ |A| ∏ p\n(1 − 1/p)^{−1} ∑ t<z d(t)/t ≪ n log^2 n · ∏ p\n ( 1 + 1 p ) , proto¿e |A| = n − 1, souèin^∏_p(1 + (p^2 − 1)^{−1}) konverguje a^∑_{t<z} d(t)/t ∼ 1 2 log^2 z ≫ log^2 n. Asymptotika pro^∑_{t<z} d(t)/t vyplývá Abelovou sumací (tvrzení 18 v 1.4) z asymptotiky^∑_{t<z} d(t) ∼ z log z, kterou odvodíme (dosti jednoduźe) v pøíźtí kapitole.

Nyní druhý sèítanec v horním odhadu S(A, z). Nechż èíslo d je ètvercuprosté a d = p_1 . . . p_aq_1 . . . q_b, kde p_i dìlí n a q_i nedìlí n. Zøejmì m(n − m) ≡ 0 mod d ⇐⇒ ∀p\d [m ≡ 0 nebo m ≡ n mod p] . Pro p = p_i obì kongruence splývají, pro p = q_i jsou rùzné. Podle tvrzení 5 v 1.2 existuje 2^b rùzných èísel i_1, . . . , i_2b v {0, 1, . . . , d − 1} takových, ¿e m(n − m) ≡ 0 mod d ⇐⇒ ∃j [m ≡ i_j mod d] . Tak¿e 2^b ⌊ n − 1 d ⌋ ≤ |{a ∈ A : d\a}| ≤ 2^b ⌈ n − 1 d ⌉ . Proto¿e g(d) = 2^b/d, |r_d| = |#{a ∈ A : d\a} − g(d)(n − 1)| ≤ 2^b ≤ 2^{ω(d)} . Druhý sèítanec je v porovnáním s prvním zanedbatelný (u¿ijeme nerovnost 2^{ω(d)} ≤ d a rovnost z = n^{1/8}): ∑ d<z^2 3^{ω(d)}|r_d| ≤^∑ d<z^2 6^{ω(d)} ≤^∑ d<z^2 2^{ω(d) log2 6} ≤ z^2 · z^{2 log2 6} = n^{(2+2 log 6/ log 2)/8} < n^{9/10} .

Dùkaz tvrzení 154 je dokonèen (a¿ na rest^∑_{n<x} d(n) ∼ x log x) a dùkaz vìty 150 je úplný. Pozoruhodný dùkaz!

5.7 Prvoèíselná vìta

Následující Prvoèíselná vìta patøí k nejznámìjźím výsledkùm teorie èísel. V 5.7.1 ji doká¿eme komplexní analýzou a v 5.7.2 elementárnì. Vìta 157 (Hadamard, 1896; de La Valée Poussin, 1896). Poèet prvoèísel nepøesahujících x má pro x → ∞ asymptotiku π(x) ∼ x log x .

Nejprve uvedeme její dvì klasické ekvivalentní formulace. Ekvivalence je mínìna ve smyslu relativnì jednoduché vzájemné pøeveditelnosti. Pøipomínáme, ¿e Èebyźevova funkce ϑ je de˛nována sumou ϑ(x) =^∑_{p≤x} log p.

Tvrzení 158 (via Èebyźevova funkce). Nechż ϑ je Èebyźevova funce. Prvoèíselná vìta je ekvivalentní asymptotice ϑ(x) ∼ x . Dùkaz. Nerovnost ϑ(x) ≤ π(x) log x je zøejmá. Z druhé strany, ϑ(x) ≥ ∑ p ⟨x^{1−ε} ≤ p ≤ x⟩ · log p ≥ (1 − ε)(π(x) − x^{1−ε}) log x > (1 − ε)π(x) log x − x^{1−ε} log x

pro ka¿dé pevné ε > 0. Tedy π(x) ∼ x/ log x, právì kdy¿ ϑ(x) ∼ x. ♦

Budeme pracovat se sumatorními funkcemi M(x) = ∑ n≤x μ(n) a ψ(x) = ∑ n≤x ~(n) , kde μ je Möbiova funkce (viz 1.2) a ~ von Mangoldtova funkce (viz 5.3). I funkci ψ se øíká Èebyźevova funkce. Je jasné, ¿e ϑ(x)−ψ(x) = O(x^{1/2} log^2 x), proto¿e ψ má navíc jen sèítance pøes druhé a vyźźí mocniny (prvoèísel) nepøesahující x. Bude se nám hodit jedna transformace sum.

Tvrzení 159 (hyperbolový trik). Funkce f, g : N → C mìjte sumatorní funkce F (x) = ∑ n≤x f(n) a G(x) = ∑ n≤x g(n). Pro ka¿dé x a y, 1 ≤ y ≤ x, platí ∑ n≤x ∑ d\n f(d)g(n/d) = ∑ n≤x/y g(n)F (x/n) + ∑ n≤y f(n)G(x/n) − F (y)G(x/y) . Dùkaz. Dvojitá suma vlevo je vlastnì souèet^∑ f(k)g(l) pøes dvojice X =

{(k, l) ∈ N^2 : kl ≤ x}. Dvì sumy vpravo jsou souèty pøes mno¿iny Y = {(k, l) ∈ X : l ≤ x/y} a Z = {(k, l) ∈ X : k ≤ y}. Vzhledem k X = Y ∪ Z dostaneme rovnost, kdy¿ jeźtì odeèteme sumu pøes Y ∩ Z, co¿ je pøesnì poslední èlen. ♦

Tvrzení 160 (via Möbiova funkce). Nechż μ je Möbiova funkce. Prvoèíselná vìta je ekvivalentní limitì lim_{x→∞} 1 x ∑ n≤x μ(n) = 0 .

Jinak øeèeno, π(x) ∼ x log^{−1} x je ekvivalentní M(x) = o(x).

Dùkaz. Toto pøeformulování le¿í hloubìji. Nechż platí Prvoèíselná vìta. Pak,

podle tvrzení 158 a následné poznámky, ψ(x) ∼ x. Pro n ∈ N platí identita

μ(n) log n = − ∑ d\n μ(d) · ~(n/d) . Pro ètvercuprosté n platí triviálnì. Pro μ(n) = 0 máme vlevo nulu. Nechż p je takové, ¿e ord_p(n) > 1. Ka¿dé dva sèítance a a b vpravo odpovídající dìlitelùm d a pd, kde p ⊥ d, splòují a = −b. Pro ostatní d je sèítanec vpravo nulový. Nulu tak máme i vpravo.

Sumace pøes n ≤ x a tvrzení 6 dávají ∑ n≤x μ(n) log n = −1 + ∑ n≤x ∑ d\n μ(d) · (1 − ~(n/d)) = −1 +^∑_{n≤x} μ(n) · (⌊x/n⌋ − ψ(⌊x/n⌋)) . Podle Abelovy sumace (tvrzení 18) máme vlevo vlastnì M(x) log x + O(x). Podle pøedpokladu, |⌊x/n⌋ − ψ(⌊x/n⌋)| < εx/n, jakmile x/n > A = A_ε. Podle lemmatu 138 je tento výraz < Bx/n pro vźechna x/n a absolutní konstantu B. Tak¿e |M(x)| log x < O(x) + ∑ n≤x/A εx/n + ∑ x/A<n≤x Bx/n = εx log(x/A) + Bx log A + O(x) < 2εx log x , pro dostateènì velké x. Tedy M(x) = o(x).

Pro dùkaz opaèné implikace potøebujeme opìt (jako v dùkazu tvrzení 154) prùmìrný øád d(n), nyní ale v pøesnìjźí podobì ∑ n≤x d(n) = x log x + (2γ − 1)x + O( √ x)

(γ = 0.57721 . . . je Eulerova{Mascheroniova konstanta). Tuto asymptotiku doká¿eme pomìrnì jednoduźe v pøíźtí kapitole.

Vyjdeme z identity ~(n) =^∑_{d\n} log(d)·μ(n/d), která je Möbiovou inverzí (tvrzení 7 v 1.2) identity^∑_{d\n} ~(d) = log n z dùkazu lemmatu 136. My ale potøebujeme ~(n)−1. Vyu¿ijeme proto identitu 1 =^∑_{d\n} d(d)·μ(n/d), která je Möbiovou inverzí de˛nice d(n). Tedy

~(n) − 1 =^∑ d\n (log d − d(d)) · μ(n/d) =^∑ d\n (log d − d(d) + 2γ) · μ(n/d) − 2γδ_{1n} . Oznaème f(n) = log n − d(n) + 2γ. Podle (zatím nedokázaného) prùmìrného øádu d(n) a podle tvrzení 16 z 1.4,

F (x) := ∑ n≤x f(n) = O( √ x) . Seètení pro n ≤ x dává, s obratem z tvrzení 159, ψ(x) − ⌊x⌋ = ∑ n≤x ∑ d\n f(d) · μ(n/d) − 2γ =^∑ n≤x/y μ(n)F (x/n) + ∑ n≤y f(n)M(x/n) − F (y)M(x/y) − 2γ , kde y, 2 < y < x, je pevný parametr. Za pøedpokladu M(x) = o(x) a díky F (x) = O( √ x), |ψ(x) − x| < ∑ n≤x/y |F (x/n)| + o_y(x) + o_y(x) ≪ √ x ∑ n≤x/y 1/ √ n + o_y(x) ≪ x/ √ y + o_y(x) . Proto¿e tento odhad platí pro ka¿dé pevné y, z M(x) = o(x) plyne Prvoèíselná vìta ve tvaru ψ(x) − x = o(x). ♦

5.7.1 Newmanùv analytický dùkaz Prvoèíselnou vìtu doká¿eme ve formulaci tvrzení 158. Dùkaz je zalo¿en na vlastnostech Riemannovy zeta funkce ζ(s) = ∞∑ n=1 1 n^s , kde s ∈ C .

Øada konverguje absolutnì a stejnomìrnì v ka¿dé polorovinì Re(s) > t > 1, de˛nuje proto v Re(s) > 1 holomorfní funkci. Ta se dá holomorfnì rozźíøit na celé C, kromì jednoduchého pólu v s = 1. Nám postaèí rozźíøení na Re(s) > 0.

Tvrzení 161 (rozźíøení ζ(s)). Funkci ζ(s) − 1 s − 1 lze holomorfnì rozźíøit do poloroviny Re(s) > 0.

Dùkaz. V Re(s) > 1 máme vyjádøení ζ(s) − 1 s − 1 = ∞∑ n=1 n^{−s} − ∫ ∞ 1 x^{−s}dx = ∞∑ n=1 ∫ n+1 n (n^{−s} − x^{−s}) dx = ∞∑ n=1 F_n(s) . Funkce F_n(s) jsou, podle standardních výsledkù o integrálních reprezentacích, celistvé (holomorfní v C). Dále |F_n(s)| = | | |s ∫ n+1 n ∫ x n u^{−s−1} du dx | | | ≤ |s| max n≤u≤n+1 | u^{−s−1}| = |s| n^{Re(s)+1} . Suma^∑_n F_n(s) tudí¿ v Re(s) > 0 konverguje absolutnì a na kompaktních podmno¿inách stejnomìrnì. De˛nuje tedy v Re(s) > 0 holomorfní funkci, která rozźiøuje ζ(s) − (s − 1)^{−1}. ♦

Je jasné, ¿e ζ(s) ≠ 0 pro Re(s) > 1. Eulerova identita z tøetího dùkazu v 5.1 platí toti¿ i v Re(s) > 1 a nekoneèný souèin na levé stranì nekonverguje k 0, neboż ∑ p log ( 1 − 1 p^s )−1 =^∑_{p,n} 1 np^{ns} = ∞∑ n=1 1 n ∑ p p^{−ns} v Re(s) > 1 absolutnì konverguje.

Tvrzení 162 (nenulovost ζ(s) na Re(s) = 1). Funkce ζ(s) je nenulová v uzavøené polorovinì Re(s) ≥ 1.

Dùkaz. (Mertens, 1898.) Pro Re(s) > 1 to ji¿ víme, zbývá pøímka Re(s) =

1. Uva¿me pro u, t ∈ R, u > 1, a s = u + it funkci G(s) = G(u + it) = ζ(u)^3ζ(u + it)^4ζ(u + 2it) .

Podle Eulerovy identity z 5.1 a rovnosti Re(log z) = log |z| log |ζ(s)| = Re^{( ∑}_p log(1 − p^{−s})^{−1)} = Re ( ∑ p ( p^{−s} + p^{−2s} 2 + p^{−3s} 3 + · · · ))

= Re^{( ∑}_n a_nn^{−s)} , kde èísla a_n jsou reálná a nezáporná. Pro ka¿dé u > 1 a t tedy platí log |G(s)| = Re ( ∞∑ n=1 a_nn^{−u}(3 + 4n^{−it} + n^{−2it}) )

= ∞∑ n=1 a_nn^{−u}(3 + 4 cos(t log n) + cos(2t log n)) = ∞∑ n=1 a_nn^{−u}2(1 + cos(t log n))^2 ≥ 0 , díky identitì cos 2x = 2 cos^2 x − 1.

Kdyby ζ(s) mìla v 1 + it_0 koøen násobnosti k ≥ 1, pro u → 1^+ by platilo G(u + it_0) ∼ (u − 1)^{−3}(u − 1)^{4k}ζ(u + 2it_0) → 0 (alespoò ètyønásobný koøen ζ(s)^4 v s = 1 + it_0 "pøebije\ trojnásobný pól ζ(s)^3 v s = 1) a log |G(u + it_0)| → −∞, co¿ je spor. ♦ Tvrzení pou¿ijeme k holomorfnímu rozźíøení funkce F (s) = ∑ p log p p^s .

Lemma 163. F (s)−1/(s−1) se dá holomorfnì rozźíøit na Re(s) ≥ 1. (Tím se rozumí rozźíøení do otevøené mno¿iny obsahující Re(s) ≥ 1.)

Dùkaz. Holomorfnost v Re(s) > 1 je zøejmá z de˛nice. Potøebujeme novì

vyjádøit F (s). Pro Re(s) > 1 dostaneme derivováním logaritmu Eulerovy identity v 5.1 − ζ(s)^′ ζ(s) =^∑_p log p p^s − 1

= F (s) +^∑_p log p p^s(p^s − 1) . Tedy F (s) − 1 s − 1 = − ( ζ(s)^′ ζ(s) + 1 s − 1 ) +^∑_p log p p^s(1 − p^s) . Suma de˛nuje funkci holomorfní v Re(s) > 1/2. Podívejme se na chování výrazu v závorce v bodì s na pøímce Re(s) = 1. Pokud s = 1, funkce ζ(s) − (s − 1)^{−1} je holomorfní v okolí 1 (tvrzení 161) a odtud je lehké odvodit, ¿e i ζ(s)^′ζ(s)^{−1} + (s − 1)^{−1} je holomorfní v okolí 1. Pokud Re(s) = 1, ale s ≠ 1, jsou ζ(s)^′, ζ(s) i 1/(s − 1) holomorfní v okolí s (tvrzení 161) a navíc podle pøedchozího tvrzení je ζ(s) ve vhodném okolí s nenulová. Funkce ζ(s)^′ζ(s)^{−1}+ (s−1)^{−1} je opìt holomorfní v okolí s. F (s)−(s−1)^{−1} tedy mù¿eme holomorfnì rozźíøit do okolí ka¿dého bodu pøímky Re(s) = 1. ♦

Lemma 164. Nechż F (s) je jako výźe a ϑ(x) =^∑_{p≤x} log p je Èebyźevova funkce. Pro Re(s) > 1 platí F (s) = s ∫ ∞ 0 ϑ(e^t)e^{−st} dt . Dùkaz. s ∫ ∞ 0 ϑ(e^t)e^{−st} dt = s ∫ ∞ 1 ϑ(x)x^{−s−1} dx = ∞∑ n=1 ϑ(n) · s ∫ n+1 n x^{−s−1} dx = ∞∑ n=1 ϑ(n)(n^{−s} − (n + 1)^{−s}) = ∞∑ n=1 n^{−s}(ϑ(n) − ϑ(n − 1)) =^∑_p log p p^s . ♦

Klíèovým nástrojem dùkazu je výsledek z komplexní analýzy, který zdánlivì nemá cokoli spoleèného s prvoèísly. Nechż f : [0, ∞) → R je omezená funkce, která je integrovatelná na ka¿dém (koneèném) intervalu [a, b]. Výsledky o integrálních reprezentacích zalo¿ené na Morerovì vìtì (komplexní funkce spojitá v oblasti D a mající v ní nulový integrál pøes hranici ka¿dého obdélníku, je v D holomorfní) nám øíkají, ¿e funkce g(z) = ∫ ∞ 0 f(t)e^{−zt} dt je holomorfní v Re(z) > 0.

Vìta 165 (Wiener a Ikehara, 1932). Funkce f(t) a g(z) buïte jako výźe, zejména je f(t) omezená. Nechż se navíc g(z) dá holomorfnì rozźíøit na Re(z) ≥ 0 (to jest do okolí ka¿dého bodu na imaginární ose). Pak integrál ∫ ∞ 0 f(t) dt konverguje a rovná se g(0).

Dùkaz. (Newman, 1980.) Pro reálné T > 0 polo¿íme

g_T (z) = ∫ T 0 f(t)e^{−zt} dt . To je funkce holomorfní v celém C. Máme dokázat, ¿e lim_{T →∞} g_T (0) = g(0). Nechż R > 0 je reálné a C je oblast C = C(R) = {z ∈ C : |z| < R & Re(z) > −δ} , pøièem¿ δ = δ(R) > 0 je tak malé, ¿e g(z) je v C holomorfní. Hranici ∂C (uzavøená køivka pøipomínající písmeno D) rozdìlíme na køivky ∂C^+ = {z ∈ ∂C : Re(z) > 0} a ∂C^− = {z ∈ ∂C : Re(z) < 0} . Budeme té¿ potøebovat pùlkru¿nici K = {z ∈ C : |z| = R & Re(z) < 0} . Køivky ∂C^− a K mají shodné koncové body. De˛nujeme funkci G(z) : C → C, G(z) = G(z, R, T ) = ( 1 + z^2 R^2 ) e^{zT} , kde R, T > 0 jsou reálné parametry mající shora uvedený smysl. G(z) je holomorfní v celém C. Podle Cauchyho vìty (hranice ∂C je orientovaná proti smìru hodinových ruèièek a G(0) = 1)

g(0) − g_T (0) = 1 2πi ∫ ∂C g(z) − g_T (z) z G(z) dz . Poslední integrál I je souètem I_1 + I_2 + I_3, kde

I_1 = ∫ ∂C� g(z) z G(z) dz , I_2 = − ∫ K g_T (z) z G(z) dz a I_3 = ∫ ∂C^+ g(z) − g_T (z) z G(z) dz . V I_2 jsme køivku ∂C^− mohli zdeformovat v K beze zmìny integrálu, proto¿e integrand je holomorfní v Re(z) < 0. Postupnì odhadneme |I_1|, |I_2| a |I_3|.

Integrand v I_1 je souèinem e^{zT} a funkce nezávislé na T . Nechż M_1 = M_1(R) je maximální modul této funkce na køivce ∂C^−. Pak |I_1| ≤ M_1 ∫ ∂C� |e^{zT} | dz . Pro ka¿dé ε > 0 existuje κ > 0 tak, ¿e platí |e^{zT} | ≤ e^{−κT} na celé ∂C^− vyjma èásti, její¿ délka je ménì ne¿ ε-zlomek celkové délky ∂C^−. Na tomto zbytku pou¿ijeme triviální odhad |e^{zT} | ≤ 1. Vidíme, ¿e pro ka¿dé pevné R > 0

lim_{T →∞} |I_1| = 0 .

Pro odhad |I_2| pou¿ijeme konstantu B = sup_{t≥0} |f(t)|. Pro Re(z) < 0 máme |g_T (z)| = | | | | ∫ T 0 f(t)e^{−tz} dt | | | | ≤ B ∫ T −∞ |e^{−tz}| dt = Be^{−Re(z)T} |Re(z)| . Ale na kru¿nici |z| = R platí rovnost | | | | | G(z) z | | | | | = | | | | | e^{zT} (z + z) R^2 | | | | | = 2e^{Re(z)T} · |Re(z)| R^2 .

Tak¿e |I_2| ≤ 2πB R . Na ∂C^+ podobnì odhadneme |g(z) − g_T (z)| ≤ B ∫ ∞ T |e^{−tz}| dt = Be^{−Re(z)T} Re(z) . Opìt, díky identitì pro |G(z)z^{−1}| na |z| = R, |I_3| ≤ 2πB R . Z |I| ≤ |I_1| + |I_2| + |I_3| a hoøejźích odhadù dostáváme pro ka¿dé R > 0

|g(0) − g_T (0)| = |I| 2π ≤ |I_1| 2π + 2B R . Pro dané ε > 0 zvolíme R tak velké, ¿e druhý sèítanec je menźí ne¿ ε/2. Pak pro ka¿dé dostateènì velké T je i první sèítanec menźí ne¿ ε/2 a dohromady |g(0) − g_T (0)| < ε. Vìta je dokázána. ♦

Lemma 166. Nechż ϑ je Èebyźevova funkce. Integrál ∫ ∞ 1 ϑ(x) − x x^2 dx konverguje.

Dùkaz. Podle lemmatu 164 v Re(z) > 0 platí ∫ ∞ 0 ( ϑ(e^t) e^t − 1 ) e^{−tz} dt = F (z + 1) z + 1 − 1 z . Na funkce f(t) = ϑ(e^t)e^{−t} − 1 a g(z) = F (z + 1)(z + 1)^{−1} − z^{−1} tedy mù- ¿eme aplikovat pøedchozí vìtu, pokud ovźem ovìøíme její pøedpoklady. Velièina |f(t)| je omezená podle lemmatu 138. Funkce g(z) má po¿adované holomorfní rozźíøení podle lemmatu 163. Tedy^{∫ ∞}_0 f(t) dt konverguje. Zbytek plyne substitucí x = e^t. ♦

Dùkaz vìty 157. (Newman, 1980.) Doká¿eme, ¿e pro x → ∞ platí

ϑ(x) ∼ x. Pøedpokládejme pro spor, ¿e existuje λ > 1 tak, ¿e pro ka¿dé y > 0 existuje x vìtźí ne¿ y tak, ¿e ϑ(x) ≥ λx. Proto¿e ϑ je neklesající, ∫ λx x ϑ(t) − t t^2 dt ≥ ∫ λx x λx − t t^2 dt = ∫ λ 1 λ − u u^2 du = c > 0 . To je spor s pøedeźlým lemmatem. Podobnì, kdyby existovalo 0 < λ < 1 tak, ¿e pro ka¿dé y > 0 existuje x vìtźí ne¿ y tak, ¿e ϑ(x) ≤ λx, pak ∫ x λx ϑ(t) − t t^2 dt ≤ ∫ x λx λx − t t^2 dt = ∫ 1 λ λ − u u^2 du = d < 0 . Opìt spor s pøedeźlým lemmatem. Díky tvrzení 158 je Prvoèíselná vìta dokázána.

5.7.2 Daboussiho elementární dùkaz Prvoèíselnou vìtu doká¿eme ve formulaci tvrzení 160. Nechż M(t) = ∑ n≤t μ(n) a α = lim sup x→∞ | | | | M(x) x | | | | . Patrnì 0 ≤ α ≤ 1. Pomocí tøí odhadù v tvrzeních 167, 169 a 170 uká¿eme, ¿e α = 0.

Nechż y ∈ R je kladné èíslo. Pomocí v_y : N → {0, 1} oznaèíme charakteristickou funkci mno¿iny èísel, jejich¿ prvoèinitelé nepøesahují y (klademe v_y(1) = 1). Nechż

V_y(x) = ∑ n≤x v_y(n)μ(n) a V^∗_y (x) = ∑ n≤x v_y(n) . Tvrzení 167 (první odhad). Pro ka¿dé y ≥ 1 platí nerovnost α ≤ ∏ p≤y ( 1 − 1 p ) · ∫ ∞ 1 |V_y(t)| dt t^2 . Dùkaz. Nechż u_y : N → {0, 1} je charakteristická funkce mno¿iny èísel,

jejich¿ ka¿dý prvoèinitel je vìtźí ne¿ y (i zde klademe u_y(1) = 1). Je jasné, ¿e μ(n) = ∑ d\n u_y(d)μ(d) · v_y(n/d)μ(n/d) .

Sumací pro n ≤ x dostaneme M(x) = ∑ n≤x u_y(n)μ(n)V_y(x/n) . Nechż 1 = d_1 < d_2 < · · · < d_q jsou vźechna ètvercuprostá èísla d, pro nì¿ v_y(d) = 1. Pro n ∈ (x/d_{j+1}, x/d_j] platí V_y(x/n) = V_y(d_j). Tedy M(x) = q−1∑ j=1 V_y(d_j) ∑ x/d_{j+1}<n≤x/d_j u_y(n)μ(n) + V_y(d_q) ∑ n≤x/dq u_y(n)μ(n) a α ≤ q−1∑ j=1 |V_y(d_j)| lim_{x→∞} 1 x ∑ x/d_{j+1}<n≤x/d_j u_y(n) + |V_y(d_q)| lim_{x→∞} 1 x ∑ n≤x/dq u_y(n) . Podle principu inkluze a exkluze lim_{x→∞} 1 x ∑ n≤x u_y(n) = ∏ p≤y ( 1 − 1 p ) . Tedy α ≤ ∏ p≤y ( 1 − 1 p ) · q∑ j=1 |V_y(d_j)| · (d^{−1}_j − d^{−1}_{j+1}) , kde d_{q+1} = ∞. První odhad je dokázán, proto¿e V_y(t) = V_y(d_j) na intervalu [d_j, d_{j+1}) a integrál funkce t^{−2} pøes nìj je d^{−1}_j − d^{−1}_{j+1}. ♦ Lemma 168. Nechż a ≥ 1 a M(t) v intervalu [a, b] nemìní znaménko. Potom ∫_b a |M(t)| dt t^2 ≤ 6 . Dùkaz. Staèí dokázat, ¿e |^{∫ x}_1 M(t)t^{−2} dt| ≤ 3 pro ka¿dé x ≥ 1. Podle

Abelovy sumace^{∫ x}_1 M(t)t^{−2} dt = −M(x)/x +^∑_{n≤x} μ(n)/n. Ale x ∑ n≤x μ(n) n =^∑_{n≤x} μ(n) ⌊ x n ⌋ +^∑_{n≤x} μ(n) { x n }

=^∑_{n≤x} μ(n)^∑_{m≤x}⟨n\m⟩ + A (|A| ≤ x) =^∑_{m≤x}^∑ n\m μ(n) + A = 1 + A , podle tvrzení 6. Opravdu |^{∫ x}_1 M(t)t^{−2} dt| ≤ (|M(x)| + 1 + |A|)/x ≤ 3. ♦

Tvrzení 169 (druhý odhad). Nechż α je jako výźe a α > 0. Pak existuje èíslo δ ∈ (0, 1) závisející jen na α a takové, ¿e pro ka¿dé β ∈ (α, 2) a ka¿dé y ≥ 1 platí nerovnost ∫ y 1 |V_y(t)| dt t^2

≤ δβ log y + O_β(1) .

Dùkaz. Pro t ∈ [1, y] máme V_y(t) = M(t). Nechż β ∈ (α, 2) je pevné.

Existuje x_β tak, ¿e |M(t)| ≤ βt pro t ≥ x_β. Pro interval I = [a, b], a ≥ 1, de˛nujeme l(I) = log b − log a. Nechż (i) funkce M(t) v I nemìní znaménko a (ii) M(a) = 0 a a ∈ N. Uká¿eme, ¿e pak ∫ I |M(t)| dt t^2 ≤ β · l(I) 2 , jakmile l(I) ≥ 12 β nebo l(I) ≤ β 2 + β . Pro dlouhé intervaly (l(I) ≥ 12/β) to plyne hned z pøedchozího lemmatu a pøedpoklad (ii) nepotøebujeme. Nechż I je krátký interval (l(I) ≤ β/(2+β)). Graf |M(t)| le¿í v I pod pøímkou t−a a integrál je proto nejvýźe (b−a)^2/(2a^2). (Nyní zjevnì nepotøebujeme (i).) Nechż c = b/a−1. Proto¿e l(I) = log(1+c) a e^x ≤ 1 + 2x pro x ∈ (0, 1/2), z pøedpokladu o l(I) plyne c ≤^β_{1+β/2} . Tudí¿

(b − a)^2 2a^2 = c^2 2 ≤ β 2 ( c − c^2 2 ) < β 2 log(1 + c) = β · l(I) 2 . Nechż I = [a, b], kde a ≥ x_β a a ∈ N, je interval støední velikosti (β/(2 + β) < l(I) < 12/β), na nìm¿ M(t) nemìní znaménko a M(a) = 0. Z I oddìlíme krátký poèáteèní interval J, l(J) =^β_{2+β} , na nìm¿ integrál odhadneme hoøejźí nerovností. Na zbytku I pou¿ijeme triviální odhad |M(t)| ≤ βt. Dostaneme ∫ I |M(t)| dt t^2 ≤ β 2 · l(J) + β · (l(I) − l(J)) = ( 1 − l(J) 2l(I) ) β · l(I) ≤ ( 1 − β^2 48 + 24β ) β · l(I) < ( 1 − α^2 96 ) β · l(I) = δβ · l(I) .

Proto¿e α ≤ 1, platí tento odhad pro vźechny intervaly, i pro krátké a dlouhé.

Nechż z_β ∈ N, kde z_β ≥ x_β, je první celoèíselný nulový bod M(t) za x_β. Uvá¿íme rozklad ∫ I |M(t)|t^{−2} dt = H_1 + H_2 + H_3, kde I = [1, y] a H_i jsou integrály pøes intervaly I_1 = [1, x_β], I_2 = [x_β, z_β] a I_3 = [z_β, y]. Zøejmì H_1 ≤ log x_β = O_β(1). I_3 rozdìlíme na intervaly, které zaèínají celoèíselnými nulovými body M(t) a na nich¿ M(t) nemìní znaménko. Podle hoøejźího odhadu H_3 ≤ δβ · l(I_3). Pokud l(I_2) ≥ 12/β, H_2 ≤ δβ · l(I_2) podle nerovnosti pro dlouhé intervaly (M(t) v I_2 nemìní znaménko) a H_2 pøièteme k H_3. Jinak H_2 ≤ βl(I_2) < 12 a H_2 je pohlcen v O_β(1). Celkem^∫_I |M(t)|t^{−2} dt ≤ δβ · l(I) + O_β(1). ♦ V dalźím C = 1/c_2 ≥ 1 oznaèuje reciprokou hodnotu konstanty z asymptotiky 3 vìty 141. Platí C = e^γ = 1.78107 . . . (úloha 21), ale to nebudeme potøebovat.

Tvrzení 170 (tøetí odhad). Nechż α je jako výźe a α > 0. Pro ka¿dé β ∈ (α, 2) a ka¿dé y ≥ 1 platí nerovnost ∫ ∞ y |V_y(t)| dt t^2

≤ β(C − 1) log y + O_β(1) .

Dùkaz tøetího odhadu je nejtì¿źí a na okam¿ik ho odsuneme. Teï u¿ je hraèkou odvodit, ¿e α = 0.

Dùkaz vìty 157. (Daboussi, 1984.) Nechż α > 0. Z tvrzení 167, 169,

170 a 3 vìty 141 limitním pøechodem y → ∞ dostáváme, ¿e existuje δ ∈ (0, 1) tak, ¿e pro ka¿dé β ∈ (α, 2) platí nerovnost α ≤ β(1 − (1 − δ)C^{−1}). To je spor, proto¿e koe˛cient u β je menźí ne¿ 1. Proto α = 0 a díky tvrzení 160 je Prvoèíselná vìta dokázána. ♦

Musíme ale jeźtì dokázat tøetí odhad. Budeme potøebovat pomocnou funkci h(y, t) de˛novanou pomocí h(y, t) = k(log t/ log y) log y

, kde k(s) = ∫ ∞ 0 e^{f(x)−sx} dx , pøièem¿ f(x) = ∫ x 0 (1 − e^{−u})u^{−1} du ,

a tøi lemmata.

Lemma 171. Pro ka¿dé t ≥ y > 1 platí log t · h(y, t) − ∫ yt t h(y, v) dv v = 1 .

Dùkaz. Zámìnou poøadí integrace jednoduchým výpoètem, s vyu¿itím de-

˛nice f(x), dostaneme ∫ s+1 s k(u) du = ∫ ∞ 0 e^{f(x)}e^{−sx}f^′(x) dx = ∫ ∞ 0 ( e^{f(x))′}e^{−sx} dx . Integrací per partes posledního integrálu odvodíme vztah sk(s) − ∫ s+1 s k(u) du = 1 . Obmìníme-li tuto formuli substitucemi s = log t/ log y a u = log v/ log y, dostaneme pøesnì dokazovanou formuli. ♦

Lemma 172. Funkce f : [y, ∞) → R buï kladná, spojitì diferencovatelná a klesající. Potom ∑ p≤y f(pt) log p p = ∫ yt t f(v) dv v + O(f(y)) pro vźechna t ≥ y > 1 ∑ y/t<p≤y f(pt) log p p = ∫ yt y f(v) dv v + O(f(y)) pro vźechna t ≥ 1 .

Dùkaz. Oznaème M_1(y) =^∑_{p≤y} log p/p. Podle Abelovy sumace (tvrzení 18)

se suma na levé stranì první formule rovná f(yt)M_1(y) − ∫ y 1 M_1(u) df(ut) du du . Asymptotika 1 vìty 141 øíká, ¿e M_1(y) = log y+O(1). Nahradíme-li v posledním výrazu funkci M_1 logaritmem, zpùsobíme chybu velkou jen O(f(y)) (f je kladná a klesající). Integrál pak transformujeme zpìt integrací per partes. Levá strana se tedy rovná

f(yt) log y − f(ut) log u|^y_1 + ∫ y 1 f(ut) du u + O(f(y)) = ∫ yt t f(v) dv v + O(f(y)) . Druhá formule se dokazuje podobnì. ♦

Lemma 173. Nechż C a h(y, t) jsou jako výźe. Pro y → ∞ platí asymptotika ∫ y 1 (∫ yt y h(y, v) dv v ) dt t = (C − 1) log y + O(1) .

Dùkaz. Doká¿eme ji aritmeticky. Vźechny O èleny jsou vzhledem k y → ∞.

Nechż ~ je von Mangoldtova funkce, de˛novaná na zaèátku 5.3. Pro vźechna n ∈ N platí v_y(n) log n = ∑ d\n v_y(d)~(d) · v_y(n/d) (malá obmìna identity log n =^∑_{d\n} ~(d) z dùkazu lemmatu 136). Sumací pro n ≤ t dostaneme_∑ n≤t v_y(n) log n = ∑ n≤t v_y(n)~(n)V^∗_y (t/n) , co¿ pøepíźeme jako

V^∗_y (t) log t = ∑ n≤t v_y(n)~(n)V^∗_y (t/n) + ∑ n≤t v_y(n) log(t/n) . Podle de˛nice ~ máme V^∗_y (t) log t = ∑ p≤t,y log p · V^∗_y (t/p) +^∑_{pr} log p · V^∗_y (t/p^r) +^∑_{n≤t} v_y(n) log(t/n) ,

kde v druhé sumì sèítáme pøes ty p^r, ¿e p ≤ y, p^r ≤ t a r ≥ 2.

Poslední vztah vynásobíme h(y, t)/t^2 a zintegrujeme pøes [y, ∞): J = ∫ ∞ y V^∗_y (t)h(y, t) log t t^2 dt = ∫ ∞ y ∑ p≤y V^∗_y (t/p)h(y, t) log p t^2 dt + E_1 + E_2 = I + E_1 + E_2 , kde E_1 = ∫ ∞ y ∑ p^r V^∗_y (t/p^r)h(y, t) log p t^2 dt a E_2 = ∫ ∞ y ∑ n≤t v_y(n)h(y, t) log(t/n) t^2 dt , pøièem¿ v E_1 sèítáme pøes výźe popsané mocniny prvoèísel. Funkce h(y, t) je klesající v t. Odtud, se substitucemi u = t/p^r a u = t/n, E_1 ≤ h(y, y) ∑ n,r≥2 log n n^r · ∫ ∞ 1 V^∗_y (u) du u^2 a E_2 ≤ h(y, y) ∑ n v_y(n) n · ∫ ∞ 1 (log u) du u^2 .

Podle de˛nice h(y, y) = O(log^{−1} y). Dále ∫ ∞ 1 V^∗_y (u) du u^2

=^∑_n v_y(n) n =^∏_{p≤y} 1 1 − p^{−1} = C log y + O(1) .

První rovnost se dostane Abelovou sumací (zøejmì V^∗_y (u) ≤ (1 + log_2 u)^y, tak¿e V^∗_y (u)/u → 0 pro u → ∞). Druhá je koneèná forma Eulerovy identity z 5.1. Tøetí plyne z 3 vìty 141. Zbylé dva faktory, souèet v odhadu E_1 a integrál v odhadu E_2, zjevnì konvergují. Dohromady, pro y → ∞, E_1 = O(1) i E_2 = O(1) .

Upravíme hoøejźí integrál I =^{∫ ∞}_y^∑_{p≤y} . . . dt. Pøepíźeme ho jako I = ∑ p≤y ∫ ∞ y . . . dt a v ka¿dém sèítanci provedeme substituci t/p = u. Sèítanec ∫ ∞ y/p . . . du rozdìlíme na ∫ y y/p . . . du + ∫ ∞ y . . . du. Proto¿e druhý integraèní obor nezávisí na p, mù¿eme pro nìj prohodit zpìt integrál a sumu. Dostaneme I = ∑ p≤y ∫ y y/p V^∗_y (u)h(y, pu) log p pu^2 du + ∫ ∞ y V^∗_y (u)

u^2 ∑ p≤y h(y, pu) log p p du = I_1 + I_2 . ∑ a^∫ chceme vymìnit i v I_1. Nechż 2 = p_1 < p_2 < · · · < p_q ≤ y jsou prvoèísla nepøesahující y a p_0 = 1. Pak

I_1 = q−1∑ i=0 ∫ y/p_i y/p_{i+1} V^∗_y (u) u^2 ∑ p_i<p≤y h(y, pu) log p p du = ∫ y y/pq V^∗_y (u)

u^2 ∑ y/u<p≤y h(y, pu) log p p du = ∫ y 1 V^∗_y (u)

u^2 ∑ y/u<p≤y h(y, pu) log p p du . Rovnost mezi integrály J = I + E_1 + E_2 za pomoci odhadù E_1 a E_2 a rozkladu I = I_1 + I_2 pøepíźeme jako J − I_2 = I_1 + O(1). Vnitøní sumy v I_1 a I_2 pøitom nahradíme integrály podle lemmatu 172. Tím zpùsobíme chybu O(h(y, y)) = O(log^{−1} y), která vede k celkové chybì øádu O(1). Dostaneme identitu_∫ ∞ y V^∗_y (t) t^2 ( log t · h(y, t) − ∫ yt t h(y, v) dv v ) dt = ∫ y 1 V^∗_y (t) t^2 (∫ yt y h(y, v) dv v ) dt + O(1) , která se díky lemmatu 171 a rovnosti V^∗_y (t) = ⌊t⌋ = t + O(1), je¿ platí pro t ≤ y, zjednoduźuje na ∫ ∞ y V^∗_y (t) dt t^2 = ∫ y 1 (∫ yt y h(y, v) dv v ) dt t + O(1) .

Podle hoøejźího argumentu a tvrzení 15 se integrál vlevo rovná ∑ n v_y(n) n − ∑ n≤y v_y(n) n + O(1) =^∏_{p≤y} 1 1 − p^{−1} − ∑ n≤y 1 n + O(1) = (C − 1) log y + O(1) .

Tím je asymptotika dokázána. ♦

Dùkaz tvrzení 170. Argument je témìø identický pøedchozímu dùkazu,

pouze místo rovnosti se dokazuje nerovnost ≤ a velièina V^∗_y (t) je nahra¿ena V_y(t). Proto postupujeme rychleji. Vyjdeme z identity −v_y(n)μ(n) log n = ∑ d\n v_y(d)~(d) · v_y(n/d)μ(n/d) . (Mírná obmìna identity z dùkazu tvrzení 160). Sumací pro n ≤ t a malou úpravou dostaneme |V_y(t)| log t ≤ ∑ n≤t v_y(n)~(n)|V_y(t/n)| + ∑ n≤t v_y(n) log(t/n) . První sumu jdoucí fakticky pøes mocniny p^r rozdìlíme opìt na sumu pro r = 1 a sumu pro r ≥ 2. Vźe vynásobíme h(y, t)t^{−2} a zintegrujeme podle t pøes interval [y, ∞). Druhý a tøetí integrál vpravo od ≤ se stejným zpùsobem odhadnou a jsou O(1). První integrál se stejnì rozlo¿í na souèet dvou integrálù I_1 a I_2 pøes [1, y] a [y, ∞). Pøesunem I_2 vlevo od ≤ dostáváme nerovnost ∫ ∞ y |V_y(t)| t^2 ( log t · h(y, t) − ∫ yt t h(y, v) dv v ) dt ≤ ∫ y 1 |V_y(t)| t^2 (∫ yt y h(y, v) dv v ) dt + O(1) . Výraz v závorce vlevo od ≤ je 1 (lemma 171). V_y(t) = M(t) pro t ≤ y a pro t ≥ x_β máme |M(t)| ≤ βt. Integrál vpravo je proto podle pøedchozího lemmatu nejvýźe β(C − 1) log y + O_β(1). Tøetí odhad je dokázán.

5.8 Poznámky

5.1 Je nekoneènì mnoho prvoèísel. Literatura: Ribenboim [62] a Hardy a Wright [30]. Pro dùkaz èíslo 2 je èasto odkazováno do klasické cvièebnice Pólyi a Szegöho [58] (díl 2, èást 8, kapitola 2, §2, úloha 94), ale podle Ribenboima ho uvádí u¿ Goldbach v jednom dopisu Eulerovi. Ribenboimova kniha [62] obsahuje i dalźí dùkazy a mnoho informací o prvoèíslech.

Je pozoruhodná souvislost mezi Fermatovými prvoèísly, co¿ jsou prvoèíselná F_n = 2^{2n} + 1, a jednou tøídou klasických Euklidovských geometrických konstrukcí. Platí toti¿, ¿e pravidelný n-úhelník lze sestrojit za pomoci pravítka a kru¿ítka, právì kdy¿

n = 2^kp_1p_2 . . . p_r ,

kde k ∈ N_0 a p_i jsou rùzná Fermatova prvoèísla. Pro n = 17 konstrukci nalezl Gauss v r. 1796, pro obecné n ji popsal v Disquisitiones Arithmeticae v r. 1801. Opaènou implikaci (není-li n uvedeného tvaru, pravidelný n-úhelník není konstruovatelný) dokázal v r. 1837 Wantzel. Podrobnou informaci podává Stillwell [71]. Jediná známá Fermatova prvoèísla jsou 3, 5, 17, 257 a 65537. Zda existuje jeźtì nìjaké dalźí je palèivý otevøený problém elementární teorie èísel. Bylo dokázáno, ¿e pro n = 5, 6, . . . , 30 a øadu dalźích n je F_n slo¿ené. První Fermatovo èíslo, jeho¿ status není znám, je F_{31}. Viz [12] a [13].

Jak ukazuje úloha 4, Euklidùv dùkaz se dá ponìkud zesílit. Nejvìtźí potenciál vźak v sobì skrývá dùkaz Eulerùv. Sám Euler jeho modi˛kací umìl dokázat, ¿e prvoèísel tvaru 4n + 1 i 4n + 3 je nekoneènì mnoho, viz úlohy 5 a 6. Dalekosáhlým rozvinutím jeho myźlenky Dirichlet v r. 1837 dokázal slavné zobecnìní, podle nìho¿ pro ka¿dé pøirozené m ka¿dá tøída zbytkù modulo m nesoudìlná s m obsahuje nekoneènì mnoho prvoèísel. Dùkaz Dirichletovy vìty jsme rozlo¿ili do úloh 7 a¿ 14 (podle Serreho knihy [67]).

5.2 Dokonalá èísla a Mersennova prvoèísla. Literatura: Hardy a Wright [30] a Lehmer [43]. Marin Mersenne (1588{1648) byl od r. 1611 èlenem øádu minoritù (minimù). Korespondencí s øadou vìdcù a ˛lozofù (Fermat, Pascal, Descartes, Galileo, Huygens a mnoho dalźích) zprostøedkovával výmìnu poznatkù a idejí. Ve spisu Cogitata Physica-Mathematica (1644) v pøedmluvì vyslovil domnìnku, ¿e v oboru q ≤ 257 je M_q = 2^q − 1 prvoèíslo pouze pro q = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 a 257. Jak dnes víme, tento seznam má být správnì q = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107 a 127.

Dosud bylo objeveno 38 Mersennových prvoèísel. (Údaje èerpáme z internetové stránky prvoèísel [2] vytvoøené Ch. Caldwellem.) V pøedpoèítaèové éøe bylo zjiźtìno, ¿e M_q je prvoèíslo pro q rovné 2, 3, 5, 7,

13 (anonym 1456), 17 a 19 (Cataldi 1588), 31 (Euler 1772), 61 (Pìrvuźin 1883), 89 (Powers 1911), 107 (Powers 1914) a 127 (Lucas 1876).

Jako první pro hledání Mersennových prvoèísel pou¿il poèítaè R. Robinson (man¿el J. Robinsonové). Lucasovým{Lehmerovým testem byla dokázána prvoèíselnost M_q pro q rovné

521, 607, 1279, 2203 a 2281 (Robinson 1952), 3217 (Riesel 1957), 4253 a 4423 (Hurwitz 1961), 9689, 9941 a 11213 (Gillies 1963), 19937 (Tuckerman 1971), 21701 (Noll a Nickel 1978), 23209 (Noll 1979), 44497 (Nelson a Slowinski 1979), 86243 (Slowinski 1982), 110503 (Colquit a Wels 1988), 132049 (Slowinski 1983), 216091 (Slowinski 1985), 756839 (Slowinski a Gage 1992), 859433 (Slowinski a Gage 1994) a 1257787 (Slowinski a Gage 1996).

Nový pøelom znamenal nástup internetu. Internetový projekt GIMPS (Great Internet Mersenne Primes Search), zapoèatý G. Woltmanem, rozdìluje úlohy mezi mnoho tisíc úèastníkù po celém svìtì, jim¿ bì¿í v dobì "neèinnosti\ poèítaèe. Vźe je zalo¿eno na starém dobrém Lucasovì{Lehmerovì testu. Velká èísla se násobí rychlou Fourierovou transformací. GIMPS zatím nalezl ètyøi Mersennova prvoèísla, pro q rovné

1398269 (Armengaud, Woltman, GIMPS 1996), 2976221 (Spence, Woltman, GIMPS 1997), 3021377 (Clarkson, Woltman, Kurowski, GIMPS 1998) a 6972593 (Hajratwala, Woltman, Kurowski, GIMPS 1999).

Èíslo 2^{6972593} − 1 = 4370757441 . . . . . . . . . . . . 2924193791

má pøes dva miliony dekadických cifer a je (v záøí 2000) nejvìtźím známým prvoèíslem. Zatím není zcela jisté, ¿e je osmatøicátým Mersennovým prvoèíslem podle velikosti, proto¿e vźechny exponenty mezi 3021377 a 6972593 nebyly dosud provìøeny. (Pøedchozí M_{3021377} vźak sedmatøicáté podle velikosti je.)

Osmatøicet Mersennových prvoèísel dává, podle vìty 130, osmatøicet sudých dokonalých èísel. Existence lichého dokonalého èísla je otevøeným problémem, který èíselné teoretiky uèí pokoøe. Pokud existuje, je vìtźí ne¿ 10^{300} (Brent [9]) a má alespoò osm rùzných prvoèinitelù (Hagis [26] a Chein [34]), z nich¿ nìkterý musí pøesahovat 10^6 (Hagis a Cohen [27]). Musí být dìlitelné mocninou prvoèísla pøesahující 10^{20} (Cohen [11]) a poèet jeho prvoèinitelù s násobnostmi je alespò 29 (Sayers [66]). Heath-Brown [31] pro liché dokonalé N dokázal nerovnost

N < 4^{4ω(N)} .

Pøíbuzným pojmem jsou spøátelená (amicable) èísla. Jsou to taková dvì (rùzná) pøirozená èísla m a n, ¿e σ(m) = σ(n) = m + n. Jinak øeèeno, souèet vlastních dìlitelù m se rovná n a naopak. Nejmenźí spøátelená dvojice je 220 a 284 (viz úloha 17), známá ji¿ v antice. A¿ do Eulera byla známa jen sudá spøátelená èísla. Euler pøiźel s novými metodami a nalezl pøíklady lichých spøátelených dvojic, tøeba

3^2 · 5 · 7 · 13 · 17 = 69615 a 3^2 · 7 · 13 · 107 = 87633 .

Dalźí informace o spøátelených èíslech lze nalézt v knize [62] a èláncích [7] a [8].

5.3 Èebyźevovy a Mertensovy odhady. Literatura: Hlawka, Schoiıengaier a Taschner [33]. Konstanta c_2 ve tøetí Mertensovì formuli má hodnotu c_2 = e^{−γ} = 0.56145 . . ., kde γ = 0.57721 . . . je Eulerova{Mascheroniova konstanta. Viz tøeba [30] nebo [72]. Nebo to zkuste v úloze 21 dokázat sami.

Èebyźev kromì odhadu funkce π(x) také dokázal, ¿e pokud limita lim_{x→∞} π(x)/(x log^{−1} x) existuje, rovná se jedné (úloha 20). Erd}os a Kalmár v r. 1937 ukázali, ¿e z platnosti Prvoèíselné vìty plyne, ¿e ka¿dé její ε-zeslabení má elementární dùkaz. Elementárnì toti¿ dokázali, ¿e pro ka¿dé ε > 0 platí implikace (μ je Möbiova funkce) ∃ n∀ m ∈ {n, n + 1, . . . , n^2} | | | | | 1 m m∑ k=1 μ(k) | | | | | < ε =⇒ (1 − ε)x log x < π(x) < (1 + ε)x

log x pro vźechna x > x(ε) .

Jak víme (tvrzení 160), z Prvoèíselné vìty plyne odhad ∑ n≤x μ(n) = o(x) .

Pro ka¿dé ε tedy n = n(ε) po¿adované v pøedpokladu implikace existuje. Máme-li ji¿ èíslo n(ε), v koneèném poètu krokù snadno doká¿eme, ¿e splòuje pøedpoklad (mno¿ina èísel m, kterou musíme otestovat, je koneèná a podmínka na m je snadno testovatelná). Výsledek Erd}ose a Kalmára tak pro ka¿dé ε > 0 dává elementární dùkaz odhadu |π(x)/(x log^{−1} x) − 1| < ε, x > x(ε). Tento dùkaz je navíc uniformní v ε v tom smyslu, ¿e existuje (zøejmý) algoritmus, který pro ka¿dé vstupní ε > 0 v koneèném poètu krokù po¿adované n(ε) nalezne (koneènost bìhu algoritmu garantuje Prvoèíselná vìta). Vlastnì tak máme algorimus, jeho¿ vstupem je ε > 0 a výstupem elementární dùkaz ε-zeslabení Prvoèíselné vìty. Viz Erd}os [20] a Diamond a Erd}os [16].

5.4 Vzorce pro prvoèísla. Literatura: Ribenboim [62], Wright [77] a Papadimitriou [57]. Wright svùj vzorec zobecnil v [78]. Gandhiho formule pochází z [24]. Wrighta inspiroval Mills, který v [48] dokázal, ¿e existuje èíslo α ∈ R takové, ¿e ⌊ α^{3n} ⌋ je prvoèíslo pro ka¿dé n ∈ N. Ètenáøka jistì tuźí, ¿e Millsova formule sdílí s Wrightovou stejný nedostatek: prvoèísla, která "generuje\, byla pøedem zakódována do α. Pro výzkum vlastností prvoèísel je tak naprosto bezcenná. Viz té¿ Dudley [17].

Jones, Sato, Wada a Wiens [38] sestrojili následující celoèíselný polynom Q o 26 neznámých, jeho¿ kladné hodnoty na N_0 jsou právì vźechna prvoèísla (neznámé jsou oznaèeny vźemi písmeny abecedy): Q(a, b, . . . , z) = (k + 2){1 − [wz + h + j − q]^2 −[(gk + 2g + k + 1)(h + j) + h − z]^2 −[2n + p + q + z − e]^2 −[16(k + 1)^3(k + 2)(n + 1)^2 + 1 − f^2]^2 −[e^3(e + 2)(a + 1)^2 + 1 − o^2]^2 −[(a^2 − 1)y^2 + 1 − x^2]^2 −[16r^2y^4(a^2 − 1) + 1 − u^2]^2 −[n + l + v − y]^2 −[((a + u^2(u^2 − a))^2 − 1)(n + 4dy)^2 + 1 − (x + cu)^2]^2 −[(a^2 − 1)l^2 + 1 − m^2]^2 −[q + y(a − p − 1) + s(2ap + 2a − p^2 − 2p − 2) − x]^2

−[z + pl(a − p) + t(2ap − p^2 − 1) − pm]^2 −[ai + k + 1 − l − i]^2 −[p + l(a − n − 1) + b(2an + 2a − n^2 − 2n − 2) − m]^2} .

Pro dalźí informace odkazujeme do Matijasevièe [47]. Ani toto generování prvoèísel nevedlo a nejspíź nepovede k obohacení naźich znalostí o prvoèíslech (viz [46]).

Pratt svou vìtu dokázal v [60]. O výpoèetní slo¿itosti pojednává tøeba Papadimitriou [57] a mnoho dalźí literatury. Zda tøídy jazykù P a NP splývají je slavný otevøený "P versus NP problém\, jen¿ byl formulován na zaèátku sedmdesátých let 20. století. Vedle Riemannovy hypotézy, problému Navier{ Stokesových rovnic proudìní tekutin a dalźích otázek je uznáván jako jedna z klíèových výzev pro matematiku a matematiky 21. století. (Problém P versus NP je napøíklad zahrnut mezi sedmi matematickými problémy, za jejich¿ vyøeźení Clayùv institut v Cambridge v Massachusets vypsal odmìnu 10^6$. Dalźí informace na adrese [1].)

Pøíklad s polynomiálním certi˛kátem mno¿iny S slo¿ených èísel není vùbec uèebnicový, byl opravdu ¿it. Na zasedání Americké matematické spoleènosti v roce 1903 dramaticky vystoupil Frank Cole, který své kolegy beze slova, bìhem nìkolika minut,^1 prostým vynásobením pøesvìdèil, ¿e

2^{67} − 1 = 193707721 · 761838257287 .

Èíslo M_{67} je tedy slo¿ené a hoøejźí Mersennùv seznam není opravdu dobøe. Nalézt tuto faktorizaci vźak Coleho stálo "tøi roky nedìlí\.

Jsou známy velmi efektivní pravdìpodobnostní algoritmy pro testování prvoèíselnosti, které v polynomiální èase oznámí, zda vstup n je slo¿ené èíslo nebo prvoèíslo. Odpovìï "slo¿ené\ je správná v¿dy, odpovìï "prvoèíslo\ mù¿e být s malou pravdìpodobností nesprávná. Opakováním algoritmu se dá pravdìpodobnost chyby libovolnì sní¿it. Platí-li zobecnìná Riemannova hypotéza, vyplývá z ní, ¿e i deterministické (neomylné) verze tìchto algoritmù pracují v polynomiálním poètu krokù. Pro dalźí informace o algoritmické teorii èísel viz Adleman [3], Pomerance [59] a Knuth [41].

5.5 Typický poèet prvoèinitelù. Literatura: Hardy a Wright [30] a Alon, Spencer a Erd}os [4]. Hardy a Ramanujan svou vìtu 148 dokazovali

127. záøí 2000 kolem ètvrté hodiny odpoledne jsem v pracovnì na Malostranském námìstí ruèním výpoètem Coleho rovnost ovìøil. Ruènì jsem samozøejmì spoèetl i mocninu 2^{67}, toti¿ jako 8 � (65536^2)^2. Výpoèet mi trval necelé 54 minuty. Na obou stranách rovnosti stojí èíslo 147573952589676412927.

v [29] dosti slo¿itì. Turánùv brilantní postup [74] byl motivován pravdìpodobnostními úvahami (viz [4] pro ryze pravdìpodobnostní verzi Turánova dùkazu). V rukou Erd}ose a dalźích z nich rychle vypuèela pestrobarevná zahrada pravdìpodobnostní teorie èísel. Uvedeme jeden z jejích kvìtù.

Pro ka¿dé pevné λ ∈ R lim_{x→∞} 1 x · | | | { n ∈ N : n ≤ x & ω(n) ≥ log log x + λ √ log log x }| | | = 1 √ 2π ∫ ∞ λ e^{−t2/2} dt . Funkce ω(n) se tedy pro velké x na intervalu [1, x] chová jako náhodná velièina, která má normální rozdìlení se støední hodnotou a rozptylem log log x. Toto podstatné zesílení vìty 148 dokázali v r. 1940 v [21] P. Erd}os a M. Kac.

Pro dalźí informace o prùmìrných a normálních øádech a o pravdìpodobnostní teorii èísel doporuèujeme Tenenbaumovu knihu [72].

A kolik ¿e je rùzných souèinù v tabulce velké násobilky? V r. 1960 P. Erd}os ve svém "ruském èlánku\ [19] (Erd}os se rád chlubil tím, ¿e ikdy¿ neumí rusky, pøesto napsal rusky èlánek) dokázal, ¿e pro x → ∞ |{ab : a, b ∈ N & a, b ≤ x}| = x^2 (log x)^{α+o(1)} , kde α = 1 − log(e log 2) log 2

= 0.08607 . . . .

5.6 ľnirelmanova vìta. Literatura: Nathanson [50]. "Prvoèísla jsou proto, aby se násobila. Tak proè je sèítat??\ øekl prý sovìtský fyzik a nobelista Lev Landau na adresu aditivní teorie èísel (Arnold [5]).

V roce 1742 Goldbach v dopisu Eulerovi vyslovil domnìnku, ¿e ka¿dé sudé pøirozené èíslo vìtźí ne¿ 2 je souètem dvou prvoèísel. Euler odepsal, ¿e domnìnce vìøí, ale neumí ji dokázat. Dosud to neumí nikdo. Pomocí poèítaèù Sinisalo [68] ovìøil, ¿e domnìnka platí pro vźechna sudá n menźí ne¿ 4 · 10^{11}. ľnirelmanova vìta 150 je druhým významným výsledkem smìrem k dùkazu Goldbachovy hypotézy. ľnirelman ji publikoval nejprve v [69] a pak nìmecky [70]. V dùkazu nepou¿il vìtu 156, která je pozdìjźí, ale výsledky V. Bruna, o nich¿ se zmíníme za chvíli. ľnirelmanova konstanta je nejmenźí pøirozené h_0 takové, ¿e ka¿dé n ∈ N vìtźí ne¿ 1 je souètem nejvýźe h_0 prvoèísel. ľnirelman sám umìl dokázat, ¿e h_0 < 8 · 10^5. Ramaré [61] dokázal, ¿e h_0 ≤ 7. Platí-li Goldbachova hypotéza, h_0 = 3.

Goldbachova domnìnka zjevnì implikuje tzv. lichou Goldbachovu domnìnku, podle ní¿ ka¿dé liché pøirozené n vìtźí ne¿ 1 je souètem nejvýźe tøí prvoèísel. Tøetí základní výsledek ke Goldbachovì hypotéze dosáhl I. M. Vinogradov v roce 1937 v [76]. Vinogradov pomocí analytické kruhové metody (která se zrodila v pracích Hardyho, Littlewooda a Ramanujana v letech 1918{20) dokázal, ¿e tato slabźí verze Goldbachovy hypotézy pro dostateènì velké liché n opravdu platí: existuje konstanta n_0, ¿e ka¿dé liché n > n_0 je souètem nejvýźe tøí prvoèísel. Z Vinogradovova dùkazu byla získána konkrétní hodnota n_0 = 3^{315} . Pozdìji byla sní¿ena na 10^{43000}. Saouter [65] ovìøil lichou Goldbachovu domnìnku numericky a¿ do 10^{20}. Zinoviev [80] dokázal, ¿e za pøedpokladu zobecnìné Riemannovy hypotézy lze vzít n_0 < 10^{20}. Tím jsme s lichou Goldbachovou domnìnkou dnes prakticky hotovi.

Historicky první prùkopnické výsledky o Goldbachovì hypotéze pøinesl V. Brun, pøísluźník norské èíselnì-teoretické źkoly, jejich¿ nìkolik vynikajících zástupcù jsme u¿ ve skriptech zmínili (Thue, Skolem, Selberg). Brun v r. 1920 v [10] dokázal, ¿e pro ka¿dé dostateènì velké sudé n má rovnice n = m_1 + m_2 øeźení, které splòuje ˙(m_1), ˙(m_2) ≤ 9. Brunova metoda, dnes známá jako Brunovo síto, je elementární (avźak technicky dosti slo¿ité) zjemnìní principu inkluze a exkluze. Vývoj nejrùznìjźích "sít\ pokraèuje dodnes (ve vìtì 156 jsme se seznámili se Selbergovým sítem), viz Nathanson [50], Halberstam a Richert [28] a Motohashi [49]. Po øadì zlepźení Brunova výsledku rùznými autory nakonec metodami síta dokázal v r. 1966 svou pozoruhodnou vìtu J. R. Chen: Brunùv výsledek platí i pøi velmi silném omezení sèítancù ˙(m_1) = 1 a ˙(m_2) ≤ 2. (Chen svùj výsledek oznámil v [35], ale publikoval ho v úplnosti a¿ v [36]. Pøeká¿kou byla èínská "kulturní revoluce\, její¿ dopady byly velmi nekulturní.) Jedním z posledních úspìchù sít je prùlom Friedlandera a Iwaniecze [22] a [23], kteøí dokázali, ¿e existuje nekoneènì mnoho prvoèísel tvaru x^2 + y^4.

Metody síta se stejnì dobøe dají pou¿ít pro problém dvojèat, kdy se má dokázat, ¿e existuje nekoneènì mnoho prvoèíselných dvojic n a n + 2. To nikdo dosud neumí. Brun dokázal, ¿e nekoneènì mnoho pøirozených èísel n splòuje ˙(n), ˙(n + 2) ≤ 9. Chenova metoda dává opìt nekoneènì mnoho dvojic n a n+2 takových, ¿e jeden èlen je prvoèíslo a druhý souèinem nejvýźe dvou (ne nutnì rùzných) prvoèísel.

Dùkaz Chenovy vìty podává Ross [64] (bez dùkazu nìkterých základních tvrzení). Dùkaz Vinogradovovy vìty lze najít v Karacubovi [39]. Nathansonova kniha [50] obsahuje dùkazy obou. O kruhové metodì si trochu povíme v pøíźtích dvou kapitolách, základní monogra˛e je Vaughan [75].

5.7 Prvoèíselná vìta. Literatura: Hlawka, Schoiıengaier a Taschner [33], Newman [53] a Daboussi [14]. Dùkaz v 5.7.1 nále¿í D. J. Newmanovi [52]. Newmanovo výrazné zjednoduźení analytického dùkazu Prvoèíselné vìty (dále PV) vzbudilo zaslou¿enou pozornost, viz tøeba Korevaar [42], Zagier [79] nebo i Bak a Newman [6]. Dùkaz v 5.7.2 podal H. Daboussi v [14]. Vrażme se vźak na zaèátek celé historie, asi o 200 let zpìt.

Jako první publikoval domnìnku o tvaru PV roku 1798 Legendre: π(x) ∼ x/(A log x+B) pro nìjaké konstanty A a B. O deset let pozdìji ji zpøesnil na π(x) ∼ x/(log x+A(x)), kde A(x) → 1.08366 . . . (dnes víme, ¿e správná hodnota limity je 1). Ji¿ pøedtím vźak Gauss v letech 1792{93 vypracoval rozsáhlé tabulky prvoèísel a porovnával hodnoty π(x) s hodnotami integrállogaritmu

li(x) = ∫ x 2 dt log t . Gauss pøedjímal moderní formulaci PV: π(x) = li(x) + ´(x), kde ´(x) je malá chyba. O svých výzkumech nic nepublikoval, víme o nich jen z Gaussova dopisu astronomu Enckemu v r. 1849 (Goldstein [25]). Významným výsledkem, ikdy¿ v jiném smìru, byla Dirichletova vìta o prvoèíslech v aritmetické posloupnosti z r. 1837. Dalźím pokrokem byly Èebyźevovy výsledky z let 1851{52.

V r. 1859 publikoval B. Riemann pøelomový memoár [63], v nìm¿ odhalil úzkou souvislost mezi π(x) a chováním zeta funkce ζ(s) v komplexním oboru. Nalezneme nìm také slavnou Riemannovu hypotézu: pokud ζ(s) = 0 pro Re(s) > 0, platí Im(s) = 1/2. Ta zùstává dodnes otevøená a patøí k nejdùle¿itìjźím nerozhodnutým matematickým problémùm. O Riemannovì revoluèním èlánku, vlastnostech ζ(s) a PV píźe velmi preciznì a zajímavì Edwards [18].

Po necelých 40 letech promìnili roku 1896, nezávisle na sobì, J. Hadamard (1865{1963) a Ch. de La Valée Poussin (1866{1962) Riemannovy ideje v rigorózní dùkaz PV. Ukázalo se, ¿e správná aproximace pro π(x) je opravdu li(x). V prvním pøiblí¿ení platí li(x) ∼ x log^{−1} x, ale pro pøesnìjźí aproximace π(x) se x log^{−1} x nehodí, viz úloha 18. V r. 1899 de La Valée Poussin dokázal, ¿e pro jistou konstantu c > 0

π(x) = li(x) + O(xe^{−c√log x}) .

Roku 1901 dokázal von Koch, ¿e Riemannova hypotéza je ekvivalentní asymptotice π(x) = li(x) + O_ε(x^{1/2+ε}) .

Souèasný rekord pro odhad chyby π(x) − li(x) v PV je

O(x exp(−c(log x)^{3/5}(log log x)^{−1/5})) ,

který dokázali v r. 1958 (nezávisle) N. M. Korobov a I. M. Vinogradov. Podrobnìji se lze o historii PV doèíst v Edwardsovi [18] nebo Novákovi [55]. Dalźí literatura o ζ(s) a PV: Tenenbaum [72], Ivi„c [37], Titchmarsh [73] a Karacuba a Voronin [40].

Mnozí si mysleli, ¿e se PV elementárnì, bez pou¿ití komplexní analýzy, dokázat nedá. Existoval té¿ názor, ¿e pokud by snad takový dùkaz byl nalezen, pøinesl by podstatný pøevrat ve znalostech o prvoèíslech (viz poznámky k 9. kapitole [51]). Oba názory se ukázaly jako mylné. V r. 1948 A. Selberg a P. Erd}os, nezávisle na sobì, ale ve vzájemné interakci (viz [51]), nalezli elementární dùkaz PV. Selbergùv dùkaz a jeho varianty u¿ívají rùzné verze tzv. Selbergovy formule popsané v úloze 22. Tyto elementární dùkazy lze nalézt napøíklad v Novákovi [54], pozdìjźím vydání [30], v [51] nebo v Levinsonovi [44]. Daboussi se obdivuhodnou ekvilibristikou dokázal obejít bez Selbergovy formule. Hildebrand [32] dokázal PV elementárnì metodami sít. Brunùv krajan A. Selberg byl za své práce o prvoèíslech vyznamenán r. 1950 Fieldsovou medailí.

Elementární dùkazy PV se sice nedokázaly zcela vyrovnat, co do síly odhadu zbytku π(x)−li(x), analytickým, podstatnì vźak pøekonaly poèáteèní skeptická oèekávání (podrobná diskuse je v Novákovi [56]). Souèasný rekord odhadu zbytku v PV s elementárním dùkazem je

O_ε(x exp(−(log x)^{1/6−ε}))

(A. F. Lavrik a A. ľ. Sobirov 1973). Pøehledový èlánek o elementárních metodách je Diamond [15].

Riemannova hypotéza zùstává i po 150 letech stále záhadná. Je dobøe známo, ¿e nulové body ζ(s) pro Re(s) ≤ 0 jsou právì −2, −4, −6, . . . (trivální nuly ζ(s)) a ¿e vźechny nulové body v Re(s) > 0, kterých je nekoneènì mnoho, le¿í uvnitø ("kritického\) pásu 0 < Re(s) < 1 a jsou rozlo¿eny symetricky vzhledem k pøímkám Re(s) = 1/2 a Im(s) = 0. Tyto nulové body se uva¿ují v poøadí podle svých kladných imaginárních souøadnic. Van de Lune, te Riele a Winter [45] numericky dokázali, ¿e prvních 1.5 · 10^9 z nich opravdu le¿í na pøímce Re(s) = 1/2. Dalźí informace a odkazy poskytuje výźe zmínìná literatura o ζ(s) a Bombieriho text o Riemannovì hypotéze dostupný na adrese [1].

5.9 Úlohy

1. (2) Uva¿me reprezentaci prvoèísel kodi˛kovanými názvy èísel v èeźtinì.

Prvoèíslu pøiøadíme slovo nad abecedou

A = {⊔, a, á, b, c, è, d, e, ì, i, í, . . ., y} ,

které je jeho èeským názvem. Symboly ï, é, f, g, h, ch, . . ., z, ¿ pro tento úèel nepotøebujeme. Symbol ⊔ oznaèuje mezeru. Mno¿inu P_r takto reprezentovatelných prvoèísel pak lineárnì uspoøádáme standardním lexikogra˛ckým (slovníkovým) uspoøádáním <_l, které je odvozeno z obvyklého abecedního poøadí symbolù v A (mezera pøedchází vźe, písmeno s diakritikou jde po písmenu bez ní). Napøíklad

devadesát ⊔ sedm <_l dva ⊔ tisíce ⊔ tøi <_l dvacet ⊔ tøi ,

proto¿e e <_l v a ⊔ <_l c. Naleznìte nejmenźí a nejvìtźí prvek lineárního uspoøádání (P_r, <_l). (Ty existují, proto¿e P_r je jistì koneèná.)

2. (1) Doka¿te, ¿e pro ka¿dé s ∈ R vìtźí ne¿ 1 platí Eulerova identita ∏ p 1 1 − 1/p^s = ∞∑ n=1 1 n^s .

3. (a) (2) Kde je chyba v následujícím dùkazu, uvedeném v jedné pomìrnì známé uèebnici (nikoli teorie èísel)?

Claim: The number of primes up to n is at least √ n. Proof of the claim: If a number i ≤ n is not divisible by any prime smaller than √ n, then i is a prime. Now, of the numbers that are less than or equal to n, at most one-half are divisible by two. Of the remaining ones, at most one-third are divisible by three. And so on for all primes up to √ n. It follows that the number of primes up to n is at least n^∏_{p≤}^√_n^{p−1}_p , with the product ranging over all primes up to √ n, which is at least as large as n ∏⌊√n⌋ i=2 i−1 i ≥ √ n. 2

(b) (2) Je nerovnost π(n) ≥ n ∏ p≤ √ n p − 1 p , která byla v dùkazu "odvozena\, pravdivá?

4. Modi˛kací Euklidova dùkazu doka¿te, ¿e

(a) (1) Prvoèísel tvaru 4n + 3 je nekoneènì mnoho. (b) (2) Prvoèísel tvaru 4n + 1 je nekoneènì mnoho.

5. Funkce χ_1, χ_3 : Z → {−1, 0, 1} de˛nujeme jako

χ_1(n) = { 1 . . . n ≡ 1, 3 mod 4 0 . . . jinak a χ^3(n) =

−1 . . . n ≡ 3 mod 4 1 . . . n ≡ 1 mod 4 0 . . . jinak .

Dále, pro i = 1, 3 a s ∈ R, nechż L(s, χ_i) = ∞∑ n=1 χ_i(n) n^s . (a) (0) Pro ka¿dé s > 1 øada L(s, χ_1) konverguje a L(s, χ_1) > 0. (b) (1) Toté¿ platí pro s > 0 i pro L(s, χ_3). (c) (1) L(s, χ_1) → ∞ pro s → 1+.

6. Modi˛kací Eulerova dùkazu doka¿te, ¿e prvoèísel tvaru 4n + 1 i tvaru 4n + 3 je nekoneènì mnoho. Konkrétnìji, (a) (2) Pro s > 1 mají obì L(s, χ_i) souèinové vyjádøení analogické Eulerovì identitì v 5.1.

(b) (1) Pro s jdoucí k èíslu 1 zprava uva¿te chování výrazù L(s, χ_1)/L(s, χ_3) a L(s, χ_1)L(s, χ_3).

7. Cílem úloh 7{14 je dokázat Dirichletovu vìtu, podle ní¿ pro ka¿dou dvojici a, m ∈ N, a ⊥ m, existuje nekoneènì mnoho prvoèísel p splòujících p ≡ a mod m. Budeme potøebovat nìkolik vlastností charakterù. Pøipomínáme, ¿e charakter Abelovy grupy (G, ·) je homomor˛smus χ z G do komplexní jednotkové kru¿nice. Nechż^^G je mno¿ina vźech charakterù grupy G.

(a) (1)^^G s operací násobení charakterù (χ · ψ)(x) = χ(x)ψ(x) tvoøí Abelovu grupu, jejím¿ neutrálním prvkem je hlavní charakter (identická 1).

(b) (1) Je-li G cyklická grupa øádu n, je i^^G cyklická grupa øádu n. (c) (2) Je-li H podgrupa G, lze ka¿dý charakter χ ∈^^H rozźíøit na charakter grupy G.

(d) (1) Je-li H podgrupa G, je podgrupa {χ ∈^^G : ∀x ∈ H χ(x) = 1} grupy^^G izomorfní grupì^^G/H.

(e) (2) Grupy G a^^G mají tý¿ poèet prvkù.

(f) (1) Zobrazení x → (χ → χ(x)) je izomor˛smus grup G a^^(^^G). (g) (1) Nechż a ∈ G má øád f a g = |G|/f. Pak ∏ χ∈ ^G (1 − χ(a)x) = (1 − x^f )^g .

8. (1) Nechż n = |G|, a ∈ G a ψ ∈^^G. Pak ∑ x∈G ψ(x) = { n . . . ψ je hlavní 0 . . . jinak a ∑ χ∈ ^G χ(a) = { n . . . a = 1_G 0 . . . a ≠ 1_G . 9. (2) Nechż 0 < α < β jsou dvì reálná èísla a z ∈ C je komplexní, pøièem¿ Re(z) = x > 0. Pak |e^{−αz} − e^{−βz}| ≤ | | | z x | | | · (e^{−αx} − e^{−βx}) . 10. Charakterem modulo m ∈ N rozumíme charakter χ multiplikativní grupy G_m = (Z/mZ)^∗ zbytkù modulo m nesoudìlných s m. χ chápeme jako zobrazení χ : Z → C, χ(a) = χ(—a) pro a ⊥ m (—a je redukce a modulo m) a χ(a) = 0 pro (a, m) > 1. Pro s ∈ C a χ charakter modulo m de˛nujeme Dirichletovu L-funkci L(s, χ) = ∞∑ n=1 χ(n) n^s . (a) (1) Je-li χ nehlavní, konverguje L(s, χ) pro ka¿dé Re(s) > 0 a de˛nuje funkci holomorfní v této polorovinì.

(b) (2) Je-li χ hlavní, konverguje L(s, χ) pro ka¿dé Re(s) > 1 a de˛- nuje funkci holomorfní v této polorovinì. L(s, χ) se dá rozźíøit na funkci^1_{s−1} + F (s), kde F (s) je holomorfní v polorovinì Re(s) > 0.

11. Dirichletova øada F (s) = ∞∑ n=1 a_n n^s mìj nezáporné reálné koe˛cienty a_n. Nechż t_0 je in˛mum (ve skuteènosti minimum) tìch t ∈ R, ¿e F (t) konverguje.

(a) (1) F (s) de˛nuje v Re(s) > t_0 holomorfní funkci. (b) (3) Tato funkce má v t_0 singularitu (nedá se holomorfnì rozźíøit do ¿ádného okolí t_0).

12. Nechż m ∈ N a s ∈ C.

(a) (2) V Re(s) > 1 platí ∏ χ L(s, χ) = ∏ p nedìlí m (1 − p^{−f(p)s})^{−g(p)} , kde χ probíhá φ(m) charakterù modulo m, f(p) je øád p v G_m (nejmenźí f ∈ N takové, ¿e p^f ≡ 1 mod m) a g(p) = |G_m|/f(p) = φ(m)/f(p). (b) (3) S pomocí funkce

ζ_m(s) = ∏ χ L(s, χ) doka¿te, ¿e pro ka¿dý nehlavní charakter χ modulo m máme L(1, χ) ≠ 0.

13. Nechż χ je charakter modulo m, s ∈ R je vìtźí ne¿ 1 a f_χ(s) = ∑ p χ(p) p^s . (a) (2) Je-li χ hlavní, pak f_χ(s) → ∞ pro s → 1^+. (b) (2) Je-li χ nehlavní, je f_χ(s) pro s → 1+ omezená.

14. (2) Pro a, m ∈ N, a ⊥ m, a s ∈ C s Re(s) > 1 de˛nujeme velièiny p(a, m) = {p : p ≡ a mod m} a g_a(s) = ∑ p∈p(a,m) 1 p^s . Doka¿te identitu g_a(s) = 1 φ(m) ∑ χ χ(a)^{−1}f_χ(s) . Z ní a z pøedchozích výsledkù odvoïte Dirichletovu vìtu: p(a, m) je nekoneèná.

15. (2) Doka¿te, ¿e pro ka¿dé a a m jako výźe pro s → 1^+ platí g_a(s) ∼ 1 φ(m) log 1 s − 1 . 16. (2) Nechż N = p^{a1}_1 . . . p^{ar}_r je prvoèíselný rozklad (hypotetického) lichého dokonalého èísla. Doka¿te, ¿e vźechny exponenty a_i kromì jednoho jsou sudé a zbylý exponent, øeknìme a_1, splòuje p_1 ≡ a_1 ≡ 1 mod 4.

17. (1) Ovìøte, ¿e èísla 2^n(3 · 2^{n−1} − 1)(3 · 2^n − 1) a 2^n(9 · 2^{2n−1} − 1) jsou spøátelená, pokud tøi èísla v závorkách jsou prvoèísla. Naleznìte tøi hodnoty n, pro nì¿ to nastává.

18. (3) Doka¿te, ¿e asymptotika π(x) = x log x

+ O(x log^{−3} x) neplatí.

19. (2) Kdy¿ p^k dìlí^{(2m}_m^), pak p^k ≤ 2m. Doka¿te a odvoïte z toho, ¿e π(x) ≫ x log^{−1} x.

20. (2) Doka¿te implikaci lim_{x→∞} π(x) x log^{−1} x

= c existuje =⇒ c = 1 .

21. (3) Doka¿te, ¿e lim_{x→∞} log x ·^∏_{p≤x} ( 1 − 1 p ) = e^{−γ} ,

kde γ = lim_{n→∞}(1 +^1_2 +^1_3 + · · · +^1_n − log n) = 0.57721 . . . je Eulerova{ Mascheroniova konstanta.

22. (4) Doka¿te elementárnì asymptotiku ∑ p≤x log^2 p +^∑_{pq≤x} log p · log q = 2x log x + O(x) .

Literatura

[1] www.claymath.org

[2] www.utm.edu/research/primes/

[3] L. M. Adleman, Algorithmic number theory - The complexity con-

tribution, 88{113. In: ??? (ed.), 35th Annual Symposium on Foundations of Computer Science (Santa Fe, NM, 1994), IEEE Comput. Soc. Press, Los Alamitos, CA 1994.

[4] N. Alon, P. Erd}os and J. Spencer, The Probabilistic Method,

John Wiley & Sons, New York 1992.

[5] V. I. Arnold, Will mathematics survive? Report on the Zürich

Congress, Math. Intell., 17 (1995), 6{10.

[6] J. Bak and D. J. Newman, Complex Analysis, Springer, New York

1997.

[7] S. Battiato and W. Borho, Are there odd amicable numbers not

divisible by three?, Math. Comp., 50 (1988), 633{637.

[8] W. Borho and H. Hoffmann, Breeding amicable numbers in

abundance, Math. Comp., 46 (1986), 281{293.

[9] R. P. Brent, Improved techniques for odd perfect numbers, Math.

Comp., 57 (1991), 857{868.

[10] V. Brun, Le crible d’Eratosth„ene et le théor„eme de Goldbach, Skrifter utgit av Videnskapsselskapet i Kristiania, I. Matematisk- Naturvidenskabelig Klasse, 1 (1920), 1{36.

[11] G. L. Cohen, On the largest component of an odd perfect number, J. Aust. Math. Soc., Ser. A, 42 (1987), 280{286.

[12] R. Crandall, J. Doenias, C. Norrie and J. Young, The twenty-second Fermat number is composite, Math. Comp., 64 (1995), 863{868.

[13] R. Crandall, E. Mayer and J. Papadopoulos, The twentyfourth Fermat number is composite, Math. Comp., ?? (200?), ???{ ???.

[14] H. Daboussi, Sur le théor„eme des nombres premiers, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. I, 298 (1984), 161{164.

[15] H. G. Diamond, Elementary methods in the study of the distribution of prime numbers, Bull. Amer. Math. Soc., 7 (1982), 553{589.

[16] H. G. Diamond and P. Erd}os, On sharp elementary prime number estimates, Enseign. Math. II. Sér., 26 (1980), 313{321.

[17] U. Dudley, History of a formula for primes, Amer. Math. Monthly, 76 (1969), 23{28.

[18] H. M. Edwards, Riemann’s Zeta Function, Academic Press, New York 1974.

[19] P. Erd}os, Ob odnom asimptotièeskom nìravenstve v tìorii èisel, Vìstnik Leningr. Univ., 15 (1960), 41{49.

[20] P. Erd}os, On some of my favourite theorems, 97{132. In: D.

Miklós, V. T. Sós and T. Sz}onyi (ed.), Combinatorics, Paul Erd}os Is Eighty. Vol. 2, János Bolyai Mathematical Society, Budapest 1996.

[21] P. Erd}os and M. Kac, The Gaussian law of errors in the theory of additive number theoretic functions, Amer. J. Math., 62 (1940), 738{742.

[22] J. Friedlander and H. Iwaniecz, The polynomial x^2 + y^4 captures its primes, Ann. of Math. (2), 148 (1998), 945{1040.

[23] J. Friedlander and H. Iwaniecz, Asymptotic sieve for primes, Ann. of Math. (2), 148 (1998), 1041{1065.

[24] J. M. Gandhi, Formulae for the nth prime, 96{106. In: ??? (ed.), Proceedings of the Washington State University Conference on Number Theory, Pullman, Washington 1971.

[25] L. J. Goldstein, A history of the prime number theorem, Amer.

Math. Monthly, 80 (1973), 599{615. [Oprava na str. 1115.]

[26] P. Hagis, Outline of a proof that every odd perfect number has at least 8 prime factors, Math. Comp., 35 (1980), 1027{1032.

[27] P. Hagis, Jr. and G. L. Cohen, Every odd perfect number has a prime factor which exceeds 10^6, Math. Comp., 67 (1998), 1323{1330.

[28] H. Halberstam and H.-E. Richert, Sieve methods, Academic Press, London 1974.

[29] G. H. Hardy and S. Ramanujan, The normal number of prime factors of a number n, Quart. J. Math., 48 (1917), 76{92.

[30] G. H. Hardy and E. M. Wright, An Introduction to the Theory of Numbers, Oxford University Press, Oxford 1945. [Tato klasická uèebnice se doèkala od r. 1938 celkem 5 vydání, posledního v roce 1979.]

[31] D. R. Heath-Brown, Odd perfect numbers, Math. Proc. of the Cambridge Philos. Soc., 115 (1994), 191{196.

[32] A. Hildebrand, The prime number theorem via the large sieve, Mathematika, 33 (1986), 23{30.

[33] E. Hlawka, J. Schoiıengaier and R. Taschner, Geometric and Analytic Number Theory, Springer, Berlin 1991.

[34] J. E. Z. Chein, An odd perfect number has at least 8 prime factors, Ph.D. thesis, Pennsylvania State University 1979.

[35] J. R. Chen, On the representation of a large even integer as the sum of a prime and the product of at most two primes, Kexue Tonbao, 17 (1966), 385{386.

[36] J. R. Chen, On the representation of a larger even integer as the sum of a prime and the product of at most two primes, Sci. Sinica, 16 (1973), 157{176.

[37] A. Ivi„c, The Riemann Zeta-function, John Wiley, New York 1985.

[38] J. P. Jones, D. Sato, H. Wada and D. Wiens, Diophantine representation of the set of prime numbers, Amer. Math. Monthly, 83 (1976), 449{464.

[39] A. A. Karacuba, Osnovy Analitièeskoj Tìorii Èisel, Mir, Moskva 1983. [Anglický pøeklad: A. A. Karatsuba, Basic Analytic Number Theory, Springer, Berlin 1993.]

[40] A. A. Karatsuba and S. M. Voronin, The Riemann Zetafunction, W. de Gruyter, Berlin 1992. [Pùvodnì rusky 1994.]

[41] D. E. Knuth, The Art of Compuer Programming. Volume 2. Seminumerical Algorithms, Addison-Wesley, Reading, MA 1998. [Tøetí doplnìné vydání, první v r. 1969, druhé v r. 1981.]

[42] I. Korevaar, On Newman’s quic way to the prime number theorem, Math. Intell., 4 (1982), 108{115.

[43] D. H. Lehmer, On Lucas’s test for the primality of Mersennes’s numbers, J. London Math. Soc., 10 (1935), 162{165.

[44] N. Levinson, A motivated account of an elementary proof of the prime number theorem, Amer. Math. Monthly, 76 (1969), 225{245.

[45] J. van de Lune, H. J. J. te Riele and D. T. Winter, On the zeros of the Riemann zeta function in the critical strip, IV, Math. Comp., 46 (1986), 667{681.

[46] Yu. Matijasevich, My collaboration with Julia Robinson, Mathem. Intell., 14 (1992), 38{45. [Addendum ibidem 1993, 75.]

[47] Yu. V. Matiyasevich, Hilbert’s Tenth Problem, The MIT Press, Cambridge, MA 1993.

[48] W. H. Mills, A prime-representing function, Bull. Amer. Math.

Soc., 53 (1947), 604.

[49] Y. Motohashi, Lectures on sieve methods and prime numbers theory, Springer, Berlin 1983.

[50] M. Nathanson, Additive Number Theory. The Classical Bases, Springer, Berlin 1996.

[51] M. Nathanson, Elementary Methods in Number Theory, Springer, Berlin 2000.

[52] D. J. Newman, Simple analytic proof of the prime number theorem, Amer. Math. Monthly, 87 (1980), 693{696.

[53] D. J. Newman, Analytic Number Theory, Springer, Berlin 1998.

[54] B. Novák, Vybrané Partie z Teorie Èísel, Státní pedagogické nakladatelství, Praha 1972. [Skripta MFF UK.]

[55] B. Novák, O osmém Hilbertovì problému, Pokroky mat., fyz. a astr., 18 (1973), 9{17.

[56] B. Novák, O elementárním dùkazu prvoèíselné vìty, Èas. pro pìstování mat., 100 (1975), 71{84.

[57] Ch. H. Papadimitriou, Computational Complexity, Addison- Wesley, Reading, MA 1994.

[58] G. Pólya and G. Szegö, Problems and Theorems in Analysis.

Volume 1 and 2, Springer, Berlin 1972 and 1976. [Oba díly vyźly poprvé nìmecky v roce 1925.]

[59] C. Pomerance, A tale of two sieves, Notices Amer. Math. Soc., 43 (1996), 1473{1485. [Èeský pøeklad: C. Pomerance, Vyprávìní o dvou sítech, Pokroky mat., fyz. a astr., 43 (1998), 9{29.]

[60] V. R. Pratt, Every prime has a succint certi˛kate, SIAM J. Comput., 4 (1975), 214{220.

[61] O. Ramaré, On ľnirel’man’s constant, Ann. Scuola Norm. Sup.

Pisa Cl. Sci., 22 (1995), 645{706.

[62] P. Ribenboim, The New Book of Prime Number Records, Springer, New York 1996.

[63] B. Riemann, Über die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse, Monatsberichte der Berliner Akademie, ??? (1859), 671{680.

[64] P. M. Ross, On Chen’s theorem that each large even number has the form p_1 + p_2 or p_1 + p_2p_3, J. London Math. Soc. (2), 10 (1975), 500{506.

[65] Y. Saouter, Checking the odd Goldbach conjecture up to 10^{20}, Math. Comp., 67 (1998), 863{866.

[66] M. D. Sayers, An improved lower bound for the total number of factors of an odd perfect number, MA thesis, NSW Inst. Tech. 1986.

[67] J.-P. Serre, A Course in Arithmetics, Springer, Berlin 1996. [První vydání v r. 1973.]

[68] M. K. Sinisalo, Checking the Goldbach conjecture up to 4 · 10^{11}, Math. Comp., 61 (1993), 931{934.

[69] L. G. Shnirel’man, On the additive properties of integers, Izv.

Donskogo Politechn. Inst. v Novoèerkaske, 14 (1930), 3{27.

[70] L. G. Shnirel’man, Über additive Eigenschaften von Zahlen, Math.

Ann., 107 (1933), 649{690.

[71] J. Stillwell, Elements of Algebra, Springer, Berlin 1994.

[72] G. Tenenbaum, Introduction to Analytic and Probabilistic Number Theory, Cambridge University Press, Cambridge, UK 1995.

[73] E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta-function, The Clarendon Press, New York 1986. [Vydání z r. 1951 aktualizoval D. R. Heath-Brown.]

[74] P. Turán, On a theorem of Hardy and Ramanujan, J. London Math.

Soc., 9 (1934), 274{276.

[75] R. C. Vaughan, The Hardy{Littlewood Method, Cambridge University Press, Cambridge, UK 1997. [Druhé vydání, první v r. 1981.]

[76] I. M. Vinogradov, Representation of an odd number as the sum of three primes, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 15 (1937), 291{294.

[77] E. M. Wright, A prime-representing function, Amer. Math. Monthly, 58 (1951), 616{618.

[78] E. M. Wright, A class of representing functions, J. London Math.

Soc., 29 (1954), 63{71.

[79] D. Zagier, Newman’s short proof of the prime number theorem, Amer. Math. Monthly, 104 (1997), 705{708.

[80] D. Zinoviev, On Vinogradov’s constant in Goldbach’s ternary problem, J. Number Theory, 65 (1997), 334{358.