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Vim, ze Cisla jsou krasna. A jestlize krasna nejsou, pak neni krasné nic.

(Paul Erdés, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky prozival pan S. &slice.

,Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhda ¢isla. Maji tvar ...

1 — to je ostré ¢islo, nezavisle na jeho grafickém vyjadreni,

je to néco ukonceného, tvrdého.

2 — to je plossi, ¢tverhranné, bélavé, byva trochu nasedlé ...

3 — to je zaostreny tlomek a toci se.

4 — to je opét ctvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnéjsi, tlusté ...
5 — plné zakonceni v podobé kuzele, véze, masivni.

6 — to nasleduje prvni za ,5“, je bélavé.

8 — to je nevinné, modravé mlécné, podobné vapnu.“

(A. R. Lurija, Mald knizka o velké paméti.)



Toto je predbézny text 5. kapitoly (prvocisla) skript k mé prednasce Uvod
do teorie cisel, kterou jsem konal na MFF UK v Praze v zimnich semestrech
skolnich roka 1996/97, 1998/99 a 1999/00. Zatim v preprintové fadé KAM-
DIMATTIA Series vysly kapitoly 1 (zakladni pojmy a obraty), 2 (diofantické
aproximace), 3 (diofantické rovnice) a 4 (kongruence) a budou v ni postupné
vydany zbylé kapitoly 6 (geometrie ¢isel), 7 (Giselné rozklady), 8 (medailony
matematiki) a 9 (ndvody k FeSenim tloh). Obtiznost tloh je bodovana 0
(nejlehdi) az 5 (nejtézsi).

zari 2000 Martin Klazar
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Kapitola 5

Prvocisla

Neni prekvapujici, ze ,,mal4 nasobilka“

I1x1=1|1%x2=2|1x3=3 |1x4=4
2Xx1=2|2%x2=4|2%x3=6 |2x4=28
3Xx1=3|3%x2=6|3%x3=9 |3x4=12
4x1=14x2=8|4x3=12|4x4=16

neobsahuje 4 - 4 = 16 rtznych soucint, ale méné. Komutativita nasobeni
a X b = b x a zplisobuje symetrii vzhledem k diagondle, a v tabulce tak
mame 4 (na diagonale) plus (16 — 4)/2 = 6, celkem 10 riznych soudind, Ze.
Ve skutecnosti jich je jen devét: 1,2,3,4,6,8,9,12 a 16. Dalsi faktor snizujici
pocet soucini je ten, Ze a X b se mize rovnat ¢ x d, ikdyz {a,b} # {c,d}.
Nase tabulka obsahuje jedinou instanci tohoto jevu: 1 x 4 = 2 x 2. Ve vétsi
tabulce to v8ak nastane ¢ast&ji. Uvazme ,velkou nasobilku“ s n? polozkami
1x1,...,nxn. Obsahuje alespoii cn? riiznych soucini (¢ > 0 je konstanta)?
Zkuste odpovédét, aniz byste cetli dale.

Takova konstanta ¢ neexistuje a pro n — oo velkd nasobilka obsa-
huje jen o(n?) souc¢inti. Nahlédneme to podivuhodnym argumentem vyu-
zivajicim prvocisla. V oddilu 5.5 totiz dokdzeme klasickou vétu Godfreye
Hardyho a Srinivasy Ramanujana, podle niz ma ,typické” ¢islo z mnoziny
{1,2,...,n} zhruba loglog n prvoé¢initeld, po¢itdno véetné nasobnosti. Skoro
vSechny souciny a X b, kde a,b € {1,2,...,n}, tedy maji asi loglogn +
loglogn = 2loglogn prvociniteli, véetné nasobnosti. Ale typické ¢islo z
mnoziny {1,2,...,n?} ma, znovu podle véty Hardyho a Ramanujana, jen



asi loglog n? = loglog n+log 2 prvoéinitel. Souciny a x b jsou tedy pomérnd
netypické ¢isla a musi jich byt jen o(n?).

V kapitole 5 symboly p a ¢ oznacuji prvocisla. Oddily 5.1, 5.3 a 5.7 se
zabyvaji rychlosti ristu prvociselné funkce 7 (z). P¥ipomindme, ze pro reilné
x je m(z) pocet prvocisel nepresahujicich z. V 5.1 dokdZeme ¢tyFmi zptsoby,
7e m(x) — oo pro ¥ — oo. V 5.3 to zpiesnime CebySevovou vétou 139,
podle niz 7(z) roste, az na multiplikativni konstantu, jako funkce z/logz. V
Mertensové vété 141 odvodime asymptotiky souctt 3, 1/p a 3, logp/p
a soucinu [[,<,(1 — 1/p). Kapitolu zakoné¢ime v oddilu 5.7 ditkazem slavné
Prvociselné véty (véta 157): m(x) ~ z/logx. V 5.7.1 uvddime komplexné-
analyticky dikaz a v 5.7.2 elementarni.

Véta 130 v oddilu 5.2 charakterizuje suda dokonald ¢isla pomoci Mersen-
novych prvocisel. Lucasiiv—Lehmertv test, véta 132, popisuje algoritmus pro
jejich vyhledavani, to jest pro testovani prvociselnosti ¢isel 29 —1. V 5.4 uva-
dime ,formuli“ generujici nekone¢né mnoho prvocisel a rekurentni formuli pro
n-té prvocislo. Uvadime disledek teSeni Hilbertova desatého problému: Lze
sestrojit celo¢iselny polynom (vice proménnych), jehoz kladné hodnoty (pro
argumenty probihajici Ny) jsou pravé vSechna prvocisla. Dokazeme Prattovu
vétu 146: vlastnost ,,byt prvocislo“ ma polynomialni certifikat.

V oddilu 5.5 odvodime, Ze funkce w(n) a Q(n) maji primérnou hod-
notu zhruba log log n. Pak dokazeme hlubsi vysledek, jiz zminénou Hardyho—
Ramanujanovu vétu, podle niz se w(n) i (n) rovnaji zhruba loglogn pro
skoro vSechny argumenty n. Snirelmanova véta 150 iika, ze kazdé piirozené
¢islo vétsi nez jedna je souctem omezené mnoha prvocisel. Této perle aditivni
teorie Cisel je vénovan oddil 5.6.

Kromé 5.7 pracujeme jen s elementarnimi prostiedky. Oddily 5.6 a 5.7 ob-
5.2. Pro §irsi porozuméni kontextu Prattovy véty 146 je treba se obratit k
ucebnicim vypocetni slozitosti. Prvni dikaz Prvociselné véty v 5.7.1 pou-
ziva jen elementarni komplexni analyzu® (zakladni vlastnosti holomorfnich
funkei, Cauchyho véta) a k jeho sledovani plné postacuje absolvovani zé-
kladniho kursu komplexni analyzy. Elementarni dikaz v 5.7.2 pracuje jen s
realnou analyzou.



5.1 Je nekonec¢né mnoho prvocisel

a fada zpusobt, jak to dokazat. Uvadime c¢tyri dikazy.
EUKLIDUV DUKAZ je diikaz sporem. Predpokladejme, Ze prvocisel je ko-
nec¢né mnoho a ze to jsou ¢isla py, po, ..., pr. Uvazime po sobé jdouci ¢isla

n=pp2-pr a n+l=ppr---pp+1.

Nejmensi ¢islo ¢ € N, ¢ > 1, které déli n+1 je prvocislo (vzhledem k minima-
lité) a déli i n, protoze kazdé prvocislo déli n. Pak ale ¢ délii 1l = (n+1) —n,
COZ je Spor.
GOLDBACHUV DUKAZ vyuziva vzajemné nesoudélnosti Fermatouvijch cisel
Fy,
F,=2"+1.

n ,
Prom >n a k = 2%" mame

F,—2 = kK" 17"
= (k+DFE" " =2 2]
= F,kK" T T 1)

Vidime, ze F,\(F,, —2). Cisla F,, jsou licha, tedy F,, L F,. Pro kazdé n € N
zvolime prvocislo ¢, délici F,,. VSechna ¢, musi byt riznd a je jich tedy
nekonecné mnoho. Nedalo by se polozit ¢, = F,,? Viz oddil 5.3 a poznamky
k 5.1.

EULERUV DUKAZ je analyticky, jak se na ¢lovéka prezdivaného Analysis
incarnate slusi. Pro kazdé redlné s > 1 plati Eulerova identita

< 1
11 2

p

1 N
1—p*s_

Levéa strana je totiz souc¢inem geometrickych rad

1 1 1
H<1+—S+E+g+--->
p p*p

a po roznasobeni dostavame s pomoci véty 2 z 1.2 pravou stranu. (Podrob-
nosti jsou predmétem tlohy 2.) Predpokladejme, Ze prvocisel je koneéné
mnoho a podivejme se na chovani identity pro s — 17. Leva strana mé



kone¢nou limitu rovnou koneénému soucinu [[1/(1 — 1/p), ale prava strana
jde do nekonecna (fada Y0°; 1/n diverguje). Opét mame spor.

ERDOSUV DUKAZ mé kombinatorickou prichut. Kazdé ¢islo m € N ma
jednozna¢né vyjadieni m = k%I, kde k,l € N a [ je ¢tvercuprosté. Pokud
m < n, pfipada pro k v tivahu nejvyse n'/? hodnot a pro [ nejvyse 27
hodnot ([ je souc¢inem riznych prvocisel neptesahujicich n). Protoze pro rtizna
m jsou i dvojice k,[ rizné, musi platit nerovnost

n<yn 2™

Tedy
m(n) > %10g2”

a m(n) — oo pro n — oo. Uloha 3 ukazuje, jak se pro m(n) d4 jednoduse
dokézat daleko silnéjsi dolni odhad. Zel, jedn4 se o ,,dikaz".

5.2 Dokonala ¢isla a Mersennova prvocisla

Je vam 28 let? Pak se nachdazite v ,,dokonalém*® véku, protoze ¢islo 28 déli
krom néj samotného jesté 1, 2, 4, 7 a 14 a hle,

28=1+2+4+7+14.

Takova cisla se od dob pythagorejcii nazyvaji dokonald. Jinak feceno, n je
dokonalé, pokud o(n) = 2n (o je funkce souctu déliteli z 1. kapitoly). Prvni
dokonalé ¢islo je 6. Suda dokonald ¢isla se daji do urcité miry popsat.

Véta 130 (Euler, 1777). Sudé n € N je dokonalé, privé kdyZ md tvar
n=2m2" — 1),

kde m € N a 2™t — 1 je prvocislo.

DUKkAz. Cislo 2+t — 1 oznaé¢ime jako M,,, . Necht je prvocislem, pak

on)=oc2™2™" —1)) = 1+2"+- 42"+ My (142 +-- -+ 2™)
= 2™ 14 My (27— 1)
= My, 2"
2n .



Naopak, necht n = 2™b je dokonalé, m > 0 a b je liché. Z multiplikativity
o dostavame o(n) = o(2™)o(b) = (2™ —1)o(b). Vime, Ze o(n) = 2n. Proto

2m+l b

om+1 o(b) )

Zlomek vlevo je v zakladnim tvaru, proto
b=(2"" —1)c a o(b) =2""¢c,

kde ¢ € N. Piedpoklad ¢ > 1 vede ke sporu: 1,¢ i (2™ — 1)c¢ jsou riizni
délitelé b (m > 0) a

o) >1+c+ (2™ —1)e> 2™t .

Proto ¢ =1, n=2mp=2"(2"" —1) a o(b) = o (2™ — 1) = 2" =p + 1.
Cislo n je uvedeného tvaru a b = M, je prvoéislo. &

Ikdyz neni znamo, zda existuji lich4 dokonala ¢isla, leccos se o nich vi, viz
poznimky a tiloha 16. Certovo kopytko piedchoziho elegantniho vysledku se
skryva v dodatku o ¢isle M, 1. Abychom nalezli sudé dokonalé ¢islo, mu-
sime zjistit, kdy je M,, = 2™ — 1 prvocislo. Prvocisla tohoto tvaru se na-
zyvaji Mersennova prvocisla. Snadno se presvéd¢ime, ze nutnou podminkou
prvociselnosti M, je prvociselnost m. Neni to vSak postacujici podminka:
My, = 2047 = 23 - 89. Z tohoto prikladu plyne nasledujici pouceni.

Tvrzeni 131 (délitelnost &isel M,). Necht g je prvocislo a M, =27 — 1.
1. Pokud ¢ = 3 mod 4 a 2q + 1 je rovneZ prvocislo, 2qg + 1 déli M,.
2. KdyZn deli My, n = %1 mod 8 a n =1 mod g.

DUKAZ. 1. Protoze p = 2¢ + 1 = 7 mod 8, podle 2 tvrzeni 105 v kapitole 4
plati, ze (%) = 1. Podle 1 tvrzeni 103,

2¢ = 2P=1/2 =1 mod p
a pdéli 29 — 1.

2. Obé kongruence sta¢i dokdzat pro prvociselné n = p (pro¢?). Protoze
2 = 1 mod p a g je prvocislo, je ¢ fddem prvku 2 v grupé (Z;,-). Ale i



2= = 1 mod p, podle Malé Fermatovy véty, a tak ¢\(p — 1), coz je druha
kongruence. Protoze p i q jsou lich4, p = 2kq + 1. Podle 1 tvrzeni 103

<g> =9P=1/2 = 9kt =1 mod p .
p
Pomoci 2 tvrzeni 105 dostdvame prvni konguenci. &

Neni znadmo, je-li Mersennovych prvocisel nekonecné mnoho. Seznam do-
sud objevenych Mersennovych prvocisel je v pozndmkach. Lucas objevil, a
Lehmer presné dokazal, krasny a Gcinny zptsob, jak prvociselnost M, testo-
vat. Nasledujici vysledek je znamy jako Lucasiv-Lehmeriv test.

Véta 132 (Lehmer, 1935). Necht q je prvocislo. M, = 27—1 je prvocislo,
prave kdyZ M, deli cislo vy, které ziskame rekurenciry =4 a rpy = ri —2.

Samoziejmeé staci pocitat pouze modulo M, s mezivysledky nepfesahujicimi
M. Napiiklad pro ¢ = 11 dostavame, modulo My, = 2047,

r =4 re = 119

ro =14 r; = 1877
rg =194 rg = 240

ry =788 19 = 282

rs =701 19 =1736 .

Protoze Mi, nedéli rg, Mi1 neni prvocislo.

Vétu dokdzeme elegantné a elementarné podle Lehmera. Budeme potre-
bovat nékolik pomocnych vysledki. Polozime a = 1++/3 a b =1—+/3. Tedy
a+b=2,ab=—2aa—b=2y3. Dile necht

a" —b"

U, = a V,=d +b,r=12,...
a—>b

Lemma 133. Pro kazdé r,s € N plati
2Ur+s =U.V, +V,U,.

(_2)s+1Ur—s = UV, — U, V.

2Vigs = ViV + 120, Us.

Uyr = U, V5.

Vor = V;"Z + (_2)7‘-1—1.

V2 1202 = (—2)7+2,

AR e



DUKAZ. Prvni tii identity se snadno ovéfi pifmym dosazenim. Ctvrta plyne

z prvni. Pata a Sestd plynou pfimym dosazenim.

&

Z rekurenci nebo ptrimo z definice je zfejmé, ze U, a V, jsou prirozena ¢isla.
Vsimnéme si, Ze podle 6 fesi dvojice (V;, U,.) zobecnénou Pellidnu 22 —12y? =

(—2)"*2. Srovnej tvrzeni 59.
V dalsim je p > 3 vzdy prvocislo.

Lemma 134.
3
U, = (—) a Vp=2modp .
p

DUKAzZ. Podle definice U, a binomické véty
(p=1)/2 D
Up=5=((1+V3P - (1-V3p) = 3 ( )3’“.
VS8echny binomické koeficienty kromé posledniho jsou délitelné p, takze
_ a2 — (3
U,=3 =|—) modp.
p

(Podle Eulerova kritéria kvadratickych zbytki.)
Druhé kongruence se dokaze podobné:

(p—1)/2
V= (1+V3P+(1-V3Fp=2 Y (;k_>3kz2-30 mod p .
k=0

&

Lemma 135. Necht p deéli U,, a mqy je nejmensi takové m € IN. Potom

mo\m amy <p+1.

DUKAZ. Necht p\U,, am = rmgp+s, 0 < s < mgy. Pomoci 1 a 2 lemmatu 133

plyne, ze p déli i U,. Tedy s = 0.

Z 1 a 2 lemmatu 133 plyne dale (U; = 1,V] = 2), 7e 2U, 11 =2U, + V), a

—4U,_, = 2U, — V,,. Takze, podle lemmatu 134,

—8Up1Upyy =AU — V7 = 4(£1)* —4 = 0 mod p



a p déli Uyyq nebo U,_;. &
DUKAZ VETY 132. Nejprve dokadZzeme piimou implikaci
M = M, = 2% —1 je prvocislo = r,_1 = 0 mod M, .

Cisla s; = 22 'r; spliluji rekurenci s; = 8 a 5,41 = 52 — 22+, Tutéz rekurenci
v8ak spliuji i ¢isla Voi (viz 5 lemmatu 133), a proto s; = V,i. Staéi dokazat,
ze sq—1 = Vos-1 = Viprgy2 je délitelné M. Podle 5 lemmatu 133 mame

V(%\4+1)/2 = Vi +4-20D2 = v+ 4 mod M,

protoze (&) = 1 (M = 7 mod 8). Zbyvé dokazat, ze Vi1 = —4 mod M.

Podle 3 lemmatu 133 a lemmatu 134,

VM+1 = VM + 6UM

= 2+6(%> mod M .

Podle véty 106 (kvadratickd reciprocita) (2) = —(%) = —(3) = —1, protoze
M =3 mod 4 a M =1mod 3. Skutecné Va1 = —4 mod M a M déli rq_;.

Dokazeme opac¢nou implikaci
M =M, =27—-1déli r._y = M je prvocislo .

M deéli s;_y; = Vae-1. Necht p je libovolny prvocinitel M a my bud jako v
lemmatu 135. M a tedy i p déli Uy = Ug-1Vae—1 (4 lemmatu 133). Podle
lemmatu 135, mg\2?. Kdyby myq délilo 297!, mé&li bychom kromé p\Vae-1 jeste
i p\Uz-1, ale to nelze (6 lemmatu 133). Tudiz my = 29. Podle lemmatu 135,
p>my—1=29—1=M. M = p je prvocislo. Tim je véta 132 dokazana.

5.3 Cebysevovy a Mertensovy odhady

Pro diikaz CebySevovy véty, podle niz pro # — oo plati asymptotické odhady
z/logr < 7(x) < z/logx, budeme potiebovat odhady vyrazi obsahujicich
von Mangoldtovu funkci A : N — R,

A(n):{ logp ... n=p

T

0 ... jinak .



Lemma 136. Pro x — oo plati asymptotika

> A(n)|z/n] = zlogz — 2z + O(logz) .

n<zx

DUKAZ. Pouzijeme tvrzeni 16 v kapitole 1:

Y An)|z/n] = > An Z (n\m)

n<x n<z
= > > Aln)= > logm
m<z n\m m<z

= zlogr —x+ O(logz) .

Lemma 137. Pro x — oo plati asymptotika

> A(n)(lz/n] —2[z/2n]) = xlog2 + O(log ) .

n<x

DUKAzZ. Pouzijeme predchozi lemma. Leva strana je vlastné

> Am)lz/n] =2 3 An)|z/2n]

n<z n<z/2

rlogr — x4+ O(logz) —2(5log 5 — £ +O(log 3)) = xlog2 + O(logx) .

Cebysevova funkce ¥ : R — R je definovana jako

:Zlogp.

p<z
D4 se shora odhadnout péknym kombinatorickym obratem.

Lemma 138. Pro kazZdé kladné v € R plati nerovnost

J(z) < (4log2)x



DUKAzZ. Pro n € N plati

27" = (1+1)* > (2:> > ] p=exp(®(2n)—9(n)).

n<p<2n

Pro realné x > 1 a m € N spliiujici 2™~! < 2 < 2™ odtud dostdvame

d(z) < D (W(2F) —9(251) < D" 2*log2 < 4z log2 .
k=1 k=1

Nyni mame vie piipraveno k dikazu CebySevovy véty.

Véta 139 (Cebysev, 1852). Pro x — oo plati

X

x
L 7m(z) € — .

log x log x

DUkAz. Protoze |a] — 2[a/2] < 1 pro kazdé a € R, plyne z lemmatu 137,
ze

zlog2+ Ologz) < > A(n) =) {logaj| logp <logz Y 1=m(z)logx .

n<z p<x Llogp p<ae

Méame dokazan dolni odhad 7(z). Kompaktni ,,binomickd“ podoba tohoto

argumentu je v tloze 19.
Podle lemmatu 138 a definice 9J(x)

(4log2)z > d(z) > > logp> > llogz>ilogz- (n(z) —a'/?).

zl/2<p<z zl/2<p<z

Méame dokazan horni odhad 7(x). &

vvvvvv

konstanty a odvodil z nich

Tvrzeni 140 (Bertrandav postulat). Pro kazdé prirozené n > 1 v inter-
valu (n,2n) leZi alespon jedno prvocislo.

10



Diikaz tohoto tvrzeni neuvadime.

Nahradime-li 1 v sumé 7(z) = <, 1 sCitancem fadu o(1), daji se ele-
mentarné ziskat presné asymptotiky. Upravime jinak vyraz na levé strané v
lemmatu 136:

Y A(n)|z/n] = |z/pllogp+ > (v>2)[z/p"]logp .

n<u p<u p'<z

V prvnim souc¢tu mame < z/loga séitanc (podle CebySevovy véty). Od-
stranénim vSech | a | udélame proto chybu < (logz) - z/logxz = z. Druhy

soucet je nejvyse
o

logm
xz i LT .

v

m,v=2

Celkem

S AW |z/n] =2Y loip +O() .

n<z p<z

Z lemmatu 136 tak plyne, Ze soucet

Ml(:v) _ Z log p

p<z p

ma asymptotiku
M, (x) =logz + O(1) .

Pomoci Abelovy sumace (tvrzeni 18 v kapitole 1) odtud ziskdme asympto-

tiku pro sumu se s¢itancem p '

2

1
prp_pSgC p logp logx

2 tlog®t

Prvni s¢itanec je 1 + O(log™" x), druhy se rovna

/x dt +/“7 (M (t) —logt) dt _

tlogt tlog®t

t) —logt)dt /00 (M (t) — logt) dt
tlog?t x tlog”t
= loglogx —loglog2 + ¢+ O(log ')

© (M
= loglogx—loglog2+/ (M (
2

11



(protoze, podle asymptotiky M, M;(t) — logt = O(1)). Celkem pro

Z_

p<a:

mame asymptotiku
My(z) = loglogz + ¢, + O(log™" z) .

Nakonec zjistime, jak rychle jde k nule soucin [],,(1 — 1/p).

log [[ (1——) = > log(l—1/p) =

p<z p<z p<z n=1

(nZQ&p§x>

= —My(z) =)

n,p npn
(n > 2) (n>2&p>ux)
= —My(2) =Y =2 :
2 () nZz; np" nZz; np"

Prvni suma konverguje, ikdyz obor sumace rozsifime z p na vSechna m > 2.
Druhé suma je nejvyse

Zn Zm <<Za: n—l Intwat.

n>2 m>x n>2
Celkem, s vyuzitim asymptotiky M,y, méame pro
1
M3 (ZL‘) = H ]_ —_ =
p<w p

po odlogaritmovani asymptotiku

M;(x) = loi;:r : (1 + O(log™" aj)) .

Asymptotiky veli¢in M;(z), May(z) a Ms(x) shrneme do jedné véty.
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Véta 141 (Mertens, 1874). Ezistuji konstanty c¢; a ¢y (co > 0) tak, Ze pro
T — 00

1
1. ) o8P = logz +0(1) .
p<e P
1 1
2. > - = loglogz +¢; + O(log ' ) .
p<a P

3. H<1—1> = 2 4 0(log™x) .

e P log x

5.4 Vzorce pro prvocisla

Rada Fermatovych ¢isel F), = 22" + 1 zacina
Foy=3,F =5F,=17,F; = 257, Fy, = 65537, F5 = 4294967297, . ..

Fermat se domnival, ze kazdé F,, je prvocislo. Fy, Fi, Fs, F3 a F) jsou prvo-
¢isla, ale Fj nikoli, jak v r. 1732 ukazal Euler: 4294967297 = 641 - 6700417.
Slozenost Fj je ziejma i z této tvahy:
2% = 16-2%

= (641 —5"). 2%

= 641m — (5-27)*

= 641m — (641 —1)*

= 64ln—-1.
Kromé prvnich péti hodnot neni zndmo zadné jiné prvociselné Fi,.

Fermatova domnénka byla vlastné navrhem na prostou (dokonce ros-

touci) funkci F' : N — N, kterd (i) nabyva pouze prvociselnych hodnot a
(ii) je popsana kone¢nou aritmeticko-analytickou formuli. Fermatova funkce
F(n) = 2% + 1 spliiuje jisté¢ druhou podminku, nespliiuje vSak prvni. Uve-
deme ptiklad funkce, ktera spliuje prvni podminku a predstird, ze splhuje i
druhou.

Tvrzeni 142 (Wrightav vzorec). Ezxistuje redlné cislo a takove, Ze

F(n) = {QTWJ }n dvojek

13



je prvocislo pro kaZdé n € N.

DUKAZ. Vyjdeme z tvrzeni 140. Podle néj mtzeme definovat posloupnost
prvocisel pi, po, ... tak, ze

Pr < ppyg < 20T

Polozime u, = logy" p, ((n) znamena n binarnich logaritmi) a v, =

logy" (pn +1). Protoze p,, < logy pat1 < logy(pus1 + 1) < py + 1, plati

Up < Uptl < Upg1 < Uy o

Pro n — oo jde u, k limité a a pro kazdé n € N plati u,, < a < v,. Tudiz
2&

Po<2®  <po+1 (ndvojek)
a tvrzeni je dokazano. &

D4 se formuli zachytit posloupnost p; = 2,ps = 3,..., kde p, je n-té
prvocislo? Nasledujici rekurence je, kdyz nic jiného, alespon elegantni.

Tvrzeni 143 (Gandhiho formule). Soucin p1p, . ..p, oznacime P,. Pak

Pn = {1 — log, (—% + ) 25(3)1” :

d\Pn—l

kde p je Mobiova funkce.

DUKAZ. Soucet v rekurenci ozna¢ime S. Mame dokazat nerovnosti
2! 41> 9> 9y 1
Pocitejme:

S . (2Pn—1 _ 1) — Z<d\Pn71> . H(d)(l + 9d + 92d 4ot 2Pn_17d)

_ 2 2 SNk, Pac)) - ()
= nkz_l:_ ((k,P,_1) = 1) - 2* (tvrzeni 6) .
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Posledni sumu oznac¢ime jako 7. Jiste T > 2Pn-17Pn 4 2Pi1-l 5 G >
T/(2P=t —1) > 27Pr 4 271 7 druhé strany (pro n > 1)

Pnp_1—1 Pnp_1—1
T < > 2= N (Pi-pu<k<P—1)-2
k=0 k=0
= 2Pn—1=ly oFu1=pntl _q
Odtud - » )
1 2 n—1 __ 2pn_
S< —— < — 42t 2T
Smao1=a " 2Pn-1 — 1
alS<g+42trm, O

Néasledujici disledek Matijasevicova feseni desatého Hilbertova problému
prekonava eleganci oba predchozi vysledky.

Tvrzeni 144 (MatijaseviCovo vyjad¥eni). Lze predloZit takovy celoci-
selng polynom @ o m nezndamiych (konkrétni priklad uvddime v pozndmkdach),
ze

{Q(z1,39,...,3): x; € Ng} NN ={2,3,5,7,11,13,17,19,23,.. .} .

DUKAZ. Podle tvrzeni 79 z pododdilu 3.5.3 je mnozina prvocisel (jako kazda
rekurzivné spocetnd mnozina) diofantickd. Lze tedy sestrojit polynom R €
Zlxy,...,xy] tak, ze pro kazdé x; € Ny ma rovnice R(x1,29,...,2y) = 0
reSeni xo,...,x,, € Ny tehdy a jen tehdy, je-li z; prvocislo. Je oc¢ividné, ze
kladné hodnoty polynomu Q(zy, ..., ) = 2, (1—R(x1,...,%,)?) naz; € Ny
jsou pak pravé vsechna prvocisla. &

Neni znam algoritmus, ktery by pro vstup n € N po polynomialnim po-
¢tu kroki (polynomidlnim v logn) rozhodl, zda n je ¢ neni prvocislo. (V
jistém praktickém smyslu vSak takové algoritmy znamé jsou, viz poznamky.)
Prekvapivé je vSsak znama metoda certifikace, ktera, pokud n prvocislo je,
prvociselnost n dokaze v polynomidlnim poc¢tu krokt. Nez certifikat prvo-
Ciselnosti a jeho ovérovani vysvétlime, pfipomeneme nékolik pojmu z teorie
vypocetni slozitosti.

NP. Neformalné receno, P obsahuje tulohy, které lze vyteSit deterministic-
kym algoritmem v poc¢tu krok polynomidlnim ve velikosti vstupu, a NP
ulohy, které lze takto vyresit nedeterministickym algoritmem. Ekvivalentné,
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uloha je v NP, existuje-li pro ni algoritmus certifikace, kterym lze o kazdém
reSeni ulohy v polynomialnim poctu kroka dokazat, ze jde skutec¢né o reSeni.
Podame podrobnéjsi definice.

Y bud pevné dand koneéna abeceda a ¥* mnozina vSech konec¢nych slov
nad Y. Rozhodovaci tloha se kdduje formadlnim jazykem L, coz je podmnozina
L C ¥*. (L jsou TeSeni tlohy a ¥*\L jeji ,nefeseni“.) Tiida P se definuje
nasledovné. L € P, pravé kdyz existuje £k € N a Turingiv stroj M takovy,
ze pro kazdé slovo u € ¥* plati

u € L <= M piijme u v nejvyse |u|* + k krocich .

Pomoci |u| zna¢ime délku slova a ,, M pfijima u v n krocich® znamend, ze se
M po vypoctu na u po n krocich zastavi v pfijimajicim stavu. Pro u & L se
M po vypoctu na u zastavi v odmitajicim stavu nebo se nezastavi viibec.

Clen +Fk v definici P slouzi pouze k ,o8et¥eni“ slov délky 0 a 1. Vzhledem k
apriornimu odhadu délky vypoctu se lehce ukaze, ze v definici P se lze omezit
na Turingovy stroje, které maji pravé dva koncové stavy ANO (prijimajici)
a NE (odmitajici) a které se zastavi pro kazdé slovo u € X*. Tudiz L € P,
pravé kdyz (X*\L) € P.

Podame podrobnéjsi definici tfidy NP. Certifikitem rozumime binarni
relaci R C X* x ¥, kde ¥; je dal$i konecna abeceda. Pfifadime ji jazyk Lg
nad abecedou ¥ U ¥; U {o} definovany jako

Lr={uov: R(u,v)},

kde symbol o nelezi v ¥. L € NP, pravé kdyz existuje k € N a certifikat R
takovy, ze (i) Ly € P a (ii) pro kazdé slovo u € ¥* plati

wel < Fve¥|v <|ulf+k& R(u,v)] .

Podminku (i) nazveme polynomidlni ovéFitelnosti R a nerovnost |v| <
lul* + k v (ii) polynomidlni velikosti R. R spliujici (i) a (ii) nazveme po-
lynomidlnim certifikdtem tlohy L. Podobnou tvahou jako pro t¥idu P na-
hlédneme, 7Ze se lze omezit na polynomialni certifikaty spliujici pro kazdé
u € ¥*,v € ¥ implikaci R(u,v) = |v| < |ulf + k. Je jasné, ze P C NP.
Definujeme coNP = {L: (¥*\L) € NP}. Patrné¢ P C NP N coNP. Smysl
certifikace je tento. Pokud L € NP a nevime, jestli L € P, mlze byt pro
dané slovo u € ¥* obtizné rozhodnout, zda v € L. Pokud se ndm to uz ale
po dlouhém vypoctu podari potvrdit, snadno kazdého, kdo véci rozumi, ale
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nemad Cas, napiiklad $éfa, presvédéime o nalezeni u € L. Predlozime prosté
slovo v € ¥} takové, 7e |v| < |ulf + k a plati R(u,v); R je polynomiélni
certifikdt L. Séf pouze v poctu krokfi polynomidlnim v |u|+ |v|, coZ je pocet
polynomidlni i v |u|, zkontroluje, ze opravdu uwov € Lg.

Jako ptiklad si vezmeme jazyk S obsahujici vSechna slozend prirozena
Cisla vétsi nez 1. Konkrétnéji, ¥ = {0,1} a ¢isla jsou kbdovana svymi binér-
nimi zapisy. Velikost vstupu n € N je tedy [log, n]|. Napiiklad 11001 € S
(25 je slozené), 11101 & S (29 neni slozené) a 0011 ¢ S (slovo neni bindrnim
zapisem ¢isla z IN). Zminili jsme jiz, Ze neni zndmo, zda S € P. Lehce se vidi,
ze S € NP. Certifikat R (zadefinujeme ho neformalné, bez kédovani slovy)
obsahuje (vSechny) trojice (n, k,[) prirozenych ¢isel vétsich nez 1 takové, ze
n = kl. Jde o certifikat S, pro slozené n € N prosté predlozime nékterou
trojici (n,k,l) € R, a pro nesloZené n 7zadna takova trojice neexistuje. Je
polynomialné velky, protoze k,l < n, i polynomialné ovéritelny. Algoritmus
rozpoznavajici Ly pro kazdé vstupni slovo nejprve ovéri, zda viibec jde syn-
takticky o kod trojice ¢isel (n, k, ). Pokud ne, vypocet ihned ukonéi ve stavu
NE. Pokud ano, ovéri, zda n,k,l > 1 & n = kl. Pokud ne, prejde do stavu
NE, pokud ano, piejde do stavu ANO. Ve trva jen O(log® n) kroki, protoze
dobfe znamy Skolsky algoritmus vynasobi dvé ¢isla o nejvyse [ (bindrnich)
cifrach za O(I?) krokd.

Zajimavejsi je mnozina prvocisel P. Zminili jsme jiz, Ze neni zndmo, zda
P € P. Uz vime, ze P € coNP. Ve vété 146 ukdzeme, ze P € NP. Doslovny
prevod definice prvoéiselnosti n € P <= n > 1& Vm <n[m=1V
n # 0 mod m] nevede k polynomialné ovéfitelnému certifikitu, nebot dava
algoritmus vyZzadujici vice nez n kroki (pocet krokt exponencialni v logn).
Zkusme jiny napad. Uvazme polynom Q(z1,. .., Z,,) z tvrzeni 144 a certifikét
R obsahujici ty m + 1-tice (b,ay,...,a,) € Ng't Ze Q(a1,...,an) = b a
b > 0. Podle tvrzeni 144 jde o certifikat prvociselnosti (¢isla b). Snadno se vidi,
ze je polynomialné ovéritelny. Zadrhel ale nyni vézi v druhém pozadavku.
Bez dalsi analyzy dikazu tvrzeni 79, s nimz tvrzeni 144 stoji a pada, neni
jasné, jak se daji, pokud viibec, pomoci b omezit ¢isla a;. Nevime, zda jde o
polynomialné velky certifikat. Je tfeba vymyslet novou definici prvociselnosti.

Tvrzeni 145 (definice prvoéiselnosti). Cislo n € N,n > 1, je prvocislo
tehdy a jen tehdy, kdyZ n = 2 nebo existuje r € N,1 < r < n, takove,
e "' = 1 mod n, ale r» D/9 % 1 mod n pro viechny prvocinitele q cisla
n — 1.
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DUKAzZ. Je-li n = p > 2 prvodislo, sta¢i za r vzit jakykoli z ¢(p — 1) primi-
tivnich elementi pole Z, (viz tvrzeni 86 v 4.1).

Necht n je slozené a r € N,r" ! = 1 mod n, je libovolné. Tedy r L n a
podle tvrzeni 10 mame r#™ =1 mod n. Necht k € N je nejmens{ exponent,
pro néjz r* = 1 mod n. Patrné k\(n — 1) a k\¢(n). ProtoZe je n slozené,
p(n) < n—1atedy k < n—1. Necht ¢ je libovolny prvocinitel ¢isla (n—1)/k.
Dostavame r(»~1/¢ = 1 mod n, protoze exponent je nasobek k. Pro slozené
n pozadované r neexistuje. &

Véta 146 (Pratt, 1975). MnoZina prvocisel P ma polynomidlni certifikdt.
Tudiz
P € NP NcoNP .

DUKkAz. Certifikat R se definuje rekurzivné. Pro n probihajici pfirozena ¢isla
vétsi nez 1 obsahuje R vSechny seznamy C(n) tvaru C'(2) = * a, pro n > 2,

C(n) = (n,7q1,C(q1), 42, C(2) - - -, @, Clar))

kder e N1 <7 <n, ™ !'=1modn, ¢ €N, r»D/% £ 1 modn pro
i=1...kaqq...q =n—1. Podseznamy C(¢;) maji touz strukturu. R je,
podle predchoziho tvrzeni, vskutku certifikditem prvociselnosti n. Rekurzivni
struktura je vynucena tim, ze musime certifikovat i prvociselnost cisel g;.
Toto je jeden z certifikdta C'(67) prvocisla 67:

(67,2;2,%,3,(3,2;2,%),11, (11,8;2,%,5, (5, 3;2, %,2, %))) .

Ukazeme, ze R je polynomialné velky i polynomialné ovétitelny. Uvidime,
7e na uloZeni seznamu C'(n) staci O(log? n) bitt. Necht |C(n)| oznacuje délku
slova kodujiciho C'(n). Indukei dokédZeme nerovnost |C'(n)| < 12(logy n)?. Pro

n = 2 je pravdiva: |C'(2)| = | x| = 1. Necht n > 3 je liché a nerovnost pro
¢isla mensf nez n plati. Cislo n — 1 mé k = Q(n — 1) < log, n prvocinitelt
(s nasobnostmi), mezi nimi ur¢ité ¢; = 2. Na ulozeni ¢isel n,r, q1,. ..,k

a seznamu C'(q;) = C(2) ndm staci [logyn| + [logyr]| + [logeqi] + -+ +
[logy qr] + 1 < Tlog,n bitd. Dvé zavorky (a ) a 2k + 1 oddélovaci , a ;
ulozime v 2k + 3 < 5k < 5log, n bitech. Délka slova koédujiciho C'(n) tak
spliuje

k k
IC(n)] < 12logyn+ Y |C(q)| < 12logyn + 12 (log, ¢;)?

1=2 1=2
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2

k 2
-1
< 12log,n + 12 (Z log, %’) = 12logy n + 12 <10g2 nT)
i=2

< 12logyn + 12(logy n — 1)* < 12(log, n)* .

Nacrtneme algoritmus rozpoznavajici Ly a diikaz jeho polynomiélnosti.
Na zkontrolovani kongruence r"~! = 1 mod n potfebujeme vypocitat moc-
ninu "' modulo n. Necht [ = |logy(n — 1)|. Po [ umocnénich na
druhou modulo n (kazdé zvlddneme za O(I?) krokd) vypoteme [ &isel

4 . v/ v , ’ v
rLr2 rt 8 . . r? mod n. Z nich v dalsich nejvyse [ ndsobenich vypocéteme

"1 mod n. Celkem ndm staci O(log®n) kroki. Obdobné postupujeme pii
kontrole kongruenci r("~1/% = 1 mod n. VSech k + 1 kongruenci tedy zkon-
trolujeme za O(log® n) krokii. Na kontrolu rovnosti ¢i¢s...qx = n — 1 nam
sta¢i O(log® n) kroki. Stejné provéime certifikaty C(q1), ..., C(qx). Vypocet
podobny tomu z predchoziho odstavce ukazuje, ze algoritmus ovéri certifikat
za O(log® n) krokf. o

5.5 Typicky pocet prvocdiniteli

Funkce f: N — R ma primérny rad roven funkci g : R — R, pokud pro
x — oo plati

1

= f(m)~g(x).

xr m<x
Rekneme, zZe f mé normdlni #dd roven g, pokud pro kazdé ¢ > 0 a x > x¢(¢)

plati
#{meN: m<z&|f(m)—g(m)|>eg(m)} <ex.

Funkce ¢(z) slouzici k zachyceni primérného a normélniho fadu je typicky
rostouci funkce dana jednoduchym analytickym predpisem. Ani jedna defi-
nice nezesiluje druhou. Snadno se sestroji piiklad aritmetické funkce, jejiz
primérny rad neni jejim normalnim fadem. Podobné naopak.

Nalezneme primérné a normalni fady poétu prvociniteld w(n) a poétu
prvociniteli s ndsobnostmi Q(n) (definice viz 1.2).

Tvrzeni 147 (prumérné fady w a Q). Ewxistuji konstanty c1,c2 € R ta-
kove, Ze pro x — oo plati

Y w(n) = =zloglogz + ciz + O(xlog™" )

n<x
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> Qn) = zloglogz + ez + O(xlog™' z) .

n<z
Primeérny 7ad obou funkci je tedy loglog x.

DUKAz. Necht z > 0 je pevné.

2w = > > 1

n<x n<z p\n
T 1
= Z — ::1:2—+O(7r(x))
p<z p p<z p

= xloglogz +civ + O(xlog™' 7).

Pouzili jsme vétu 139 a 2 véty 141. Podobné

x x
S = 3 | 2| = Tut+ T imzy| L]

n<z pm<z p n<z pm<zx p
Prvni sumu uz mame odhadnutou. Co se tyce druhé,

Z<mz2>{iJ=xZ

m
pm<w pr<e P

>

protoze je jen O(azl/2 logz) druhych a vySSich mocnin nepfesahujicich z.
(m >2)

Ovsem Z :Z(m22>_2<m22>

pizg  P™ o P sy P™

Prvni suma konverguje a druhd, jak ukazuje jednoduchy integralni odhad, je
fadu O(z7"). Celkem dostavdme dokazovany odhad pro 3, Q(n). &

Nyni dokazeme hlubsi vysledek, ze loglog x je i normalnim fadem obou arit-
metickych funkei.

Véta 148 (Hardy a Ramanujan, 1917). Funkce w(n) a Q(n) maji nor-
malni rad loglogn.

DUKAZ. (Turan, 1934.) Necht a(z) je libovolnd funkce rostouci do neko-
necna. Ukdzeme, 7e pro x — 00

#{n: n <z & |w(n)—loglogn| > a(z)/loglogn } = o(z) .
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Tim dostaneme jesté silnéjsi vysledek, nez ze normélni fad w(n) je loglog n.
Misto loglogn lze v posledni formuli psat loglogx, protoze |loglogx —
loglogn| < log2 pro véechna n,z'/? < n < x. Podle pfedchoziho tvrzeni

> (Q2(n) —w(n)) = cx + O(xlog " )
n<z
pro néjakou konstantu ¢ > 0. S¢itance v sumé jsou nezaporné. Pro velké
x tak Q(n) —w(n) > 2¢/e nastava pro méné nez ex Cisel n < x a kazdy
normalni fad w(n) je i normalnim fadem (n). Dikaz staci provést jen pro
funkei w(n).
Za¢neme odhadem sumy ¢tverct w(n).

e = £ (30w) =25 Ruteemen [

n<z n<zw p p<lx P,q
& <z
)+$Z(p7éq pq < >+O(
. pq

= O(xloglogx x) .

Prvni sumu jsme odhadli (dost hrubé) asymptotikou 2 véty 141. Pominutim
podminky p # g vyrazx Y, , ... zvétsime jen o O(z), protoze fada Y 02, 1/n?
konverguje. Sumu pak snadno odhadneme shora i zdola:

(Z (p < x1/2>>2 =) (Z (p < x>>2 |

P p pa P4 p P

Podle 2 véty 141 ¥, (pq < x)/pg = (loglog z)* + O(loglog z). Celkem

> w(n)? = z(loglogz)® + O(xloglog z) .
n<z
Odtud a z prvni asymptotiky tvrzeni 147 plyne, ze
> (w(n) —loglogz)® = > w(n)’—2loglogz- > w(n)+ [z](loglogz)?

n<zw n<z n<z

= O(zxloglogx) .

Reknéme, 7e vychozi o(z) vysledek neplati. To jest, existuje ¢ > 0 a
posloupnost ¢isel (z;) jdouci do nekone¢na tak, ze vice nez ex; z Cisel n
nepresahujicich x; splhuje

|w(n) — loglog ;| > a(x;)\/loglogx; .
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Prov=1,2,... pak mame

> (w(n) —loglog z;)* > ex; - a(x;)* loglog @; .

n<x;
To ale neni funkce fadu O(zloglogx) pro x — 0o. Dostali jsme spor. &

Skoro vsechna n tedy maji cca loglogn prvociniteli, at uz pocitano s nasob-
nostmi ¢i bez nich.

Funkce w(n) a Q(n) maji stejny pramérny i normélni fad. Funkce poc¢tu
délitelti d(n) se chové zcela jinak.

Tvrzeni 149 (svérazné chovani d(n)). Pro kaZdé ¢ > 0 je pro velké x
pocet prirozenych cisel n < x nesplnugicich

(logn)'°8*=¢ < d(n) < (logn)'°e*
mensi nez €x.

DUKAzZ. Protoze 2 < d(p*) = k+ 1 < 2% a d(n) je multiplikativni, mame
nerovnosti
29(0) < d(n) < 2%

Pouzijeme piedchozi vétu a uvédomime si, ze 2'°¢'°¢™ = (logn)'e2, %
Funkee d(n) se tedy skoro vzdy rovna zhruba (logn)®%. To vSak je mnohem
méné, nez jeji pramérny rad logn, ktery odvodime v kapitole 6. Proto musi
existovat zanedbatelnd menSina ¢isel s mimoradné velkym poctem déliteli.
5.6 Snirelmanova véta

Predmétem oddilu 5.6 je

Véta 150 (Snirelman, 1930). Ezistuje ¢islo h € N takové, Ze kazdé pii-
rozen€ cislo vétsi nez 1 je souctem nejuyse h prvocisel.

Dikaz této pozoruhodné véty ma jednoduchy kombinatoricky zaklad. Uziva
v8ak podstatné horni odhad poé¢tu feSeni rovnice n = p + ¢ (tvrzeni 154).

veivs

a zaujima vetsi cast oddilu. Zacneme kombinatorikou.
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Pro podmnozinu A C N a ¢islo n € N ozna¢ime A(n) pocet prvki v
AN{L,2,...,n}. Snirelmanova hustota 1(A) je infimum

mI(A) = inf{A(n)/n: n € N} .

Ziejmé 0 < TI(A) < 1 a mI(A) = 1, pravé kdyz A = N. Pokud 1 ¢ A,
m1(A) = 0. Pro kazdé n € N plati A(n) > nIiI(A). Dale, III(A) > 0, pravé
kdyz 1 € A a existuji ¢ > 0 a ny tak, ze A(n)/n > c pro n > ny.

Pro A, B C Ny ozna¢ime A+ B ={a+b: a € A b€ B}. Vicendsobny
soucet mnozin A; + --- + Ay se definuje obdobné. Pokud A; = --- = Ay,
piseme misto A + A + --- + A (k s¢itanci) struénéji kA. Mnozina A C N
je bazi (presnéji, aditivni bazi fadu nejvySe h), pokud hA = Ny pro néjaké
h € N. Ekvivalentné, A je bazi, pokud 0 € A a pro néjaké pevné h € N je
kazdé ¢islo n € N sou¢tem nejvyse h prvkia z A\{0} (a pfesné h prvki z A).

Tvrzeni 151 (Snirelmanova nerovnost). Necht A, B C Ny a0 € ANB.
Pak
(A + B) > 11(A) + m(B) — mi(A) - mi(B) .

DUKAZ. Ozna¢ime MI(A) = « a TI(B) = . Necht AN {0,1,...,n} =

{ag,a1,...,ar}, kde 0 = ag < a; < --- < a, < n. Pak, pro kazdé n € N,
k-1
(A+B)(n) > A(n) + Y _ B(ajt1 —a; — 1) + B(n — ay,) ,
i=0

protoze A(n) = [{a; +0: i=1,...,k}|, Blajy1 —a; — 1) = {a; +b: b€
B,0 <b< a1 —a}|, Bln—ay) =|{ar+b: be B,0<b<n—a;}| atyto
mnoziny jsou disjunktni. Takze

(A+ B)(n) ZAﬂm+ﬂ§;%ﬂ—ar40+mn—mﬂZAW%+WH—M

= A(n)— BA(n) + Bn > (1— Blan+ fn
= (a+pf—af)n.

¢

Véta 152 (Snirelman, 1930). KaZdd mnozina A C Ny takovd, Ze 0 € A
a 1I(A) > 0, je bazi.
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DUkAz. Ekvivalentni tvar nerovnosti z tvrzeni 151 je 1 — II(A + B) <
(1 —11(A))(1 —m1(B)). Odtud indukei plyne nerovnost

1 —1(hA) < (1 — mi(A))" .

Protoze 1 — II(A) < 1, pro dosti velké hy € N mame II(hoA) > 1/2.
Ukazeme, ze

(QhO)A:hoA+h0A:N0
Necht n € Ny. Mnoziny
{i: 0<i<miehA} a{n—7: 0<j<n,je€hA}

maji kazda (hgA)(n) +1 > n/2 + 1 prvki, obé dohromady alespon n+2. To
je ale vice nez mé prvki mnozina {0,1,...,n}, v niz jsou obsazeny. Museji
se protinat, i =n — j pro néjaka ¢ a j. Takze n =i+ j € hgA + hoA. &

Zajimavé, je to ale viibec k né¢emu? Vzdyt pro mnozinu prvocisel P podle
véty 139 mame MI({1} U P) = 0 a predchozi véta se pro A = {0,1} U P neda
pouzit. Vtip je v tom, 7Ze se dd pouzit pro A ={0,1} U2P.

Tvrzeni 153 (P + P je husta). Necht
X=P+P={p+q: paqjsou prvocisla} .
Pak I({1} U X) > 0.

To plyne z nasledujiciho hlubokého vysledku.
Tvrzeni 154 (odhad poctu FeSeni n = p+ q). Nechl'r(n) je pocet reseni

rovnice n = p + q, kde p a q jsou prvocisla. Pron =1,2,... plati
n 1
T(”):Z<NZP+Q><<1—2'H L+—1 .
pq 0g n p\n p

DUKAz TVRZEN{ 153. Podle Cauchyho nerovnosti

( > T(”)>2 < > (r(n) >0)17- 3" r(n)*,

n<m n<m n<m

takze




Odhadneme zdola ¢itatele.
Sor(n) =#{(p,q): p+q<m}>n(m/2)* >m?/log’m

n<m

podle véty 139). Citatel je tedy > m?*/log*m. Zbyva odhadnout shora
y J y g y
jmenovatele. Podle tvrzeni 154

> r(n)’ <

n<m

SEI(e)

log

Plati odhad (podminka pro d; je zkratka pro konjunkci podminek pro d; a
ds)

(n <m & d;\n)

ST(1+}) < ¥ (Su) =y sns

n<m p\n n<m " d\n n,d;
(di <m)
= —_— n<mé&d;\n
Y s mEdn
(d; <m)
= dyi, ds]\n
Y Z )
m
<
di<m d1d2[d17 d2]

oo 2
< m Y (didy)™? < m<2d—3/2>
d;<m d=1

<L m

(uzili jsme nerovnost [dy, dy] = didy/(dy, dy) > (didy)'/?). Jmenovatel tedy je
< m3/log" m. Celkem, pro m > 4, plati
X(m) 1 m'/log'm

m m m3/10g m
am({l1}uX) >0. %

Nyni uz umime dokazat, ze mnozina prvoéisel (s nulou a jednickou) je aditivni
bazi.

DUKAZ VETY 150. Pfipomindme, ze X = P + P sestava z Cisel, ktera
jsou souctem dvou prvocisel. Podle véty 152 a tvrzeni 153 existuje h € N
takové, ze

h({0,1} U X) = N,
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Ukazeme, ze kazdé n € N vétsi nez 1 je souctem nejvyse 2h+ 1 prvocisel. Pro
n = 2 neni co dokazovat. Pro n > 2 vyjadfime n jakon =2+ (n—2) an—2
napiSeme jako soucet nejvyse 2h — 2[ prvocisel a [ jednicek. Pokud [ = 0,
jsme hotovi. Pokud [ = 1, nahradime 2 + 1 s¢itancem 3 a n mame vyjadieno
souctem nejvyse 2h — 1 prvocisel. Pokud [ > 1, nahradime jednicky stejnym
sout¢tem mensiho po¢tu dvojek a trojek (napt. 1 +1+1+14+1=2+3). V
kazdém pripadé je n souctem nejvyse 2h + 1 prvocisel. &

Zbyva oviem dokézat tvrzeni 154. To nam zabere zbytek oddilu. Cislo z €
R bud kladné a D C N bud mnozina vSech ¢tvercuprostych prirozenych cisel
mensich nez z. Necht g : N — (0, 1] je Gplné multiplikativni funkce spliujici
g(1) =1a0 < g(n) <1pron > 1. Necht G(A\g: d € D) je kvadraticka
forma v |D| neznamych \; odpovidajicich ¢islim d € D, definovand jako

_ 9(di)Aa,g(d2) Aa,
O= X T nd)

Déle pro ¢tvercuprosté [ € N oznacime

_yd) 1 _ e
f) = % S = 70 %u(d)g(d) o0 y\l(l g(p)) >0

aprode D < >
dl e D
=2

l

Povimnéme si, ze f(l) je multiplikativni a podle Mobiovy inverzni formule

(tvrzeni 7 v kapitole 1)

1
—==>_f(d).
g(k) d\k

Lemma 155. Pro d € D oznacéme

Pak
1. Aj=1a |\ <1 pro vSechna d € D.

2. Pro kazdé k € D plati, Ze S 4cp(k\d) - g(d) N = p(k)/(crf(k)).
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3. G(\;: deD)=(ay)™"

4. o1 =Ypep fR)H > Yhes g(k).
DUKAZ. 1. u(1) = g(1) = f(1) = 1, takze A} = 1. Pro libovolné d € D méame

_ ; <]l[\(;l)> %: (ml € D &;((ZL), d/l) =1)

> S S e S e S
= Jay SOda

- f(do)é;(d) ’

kde jsme v posledni tpravé pouzili horejsi vyjadieni 1/g(k). Tudiz || =

aq/(f(d)g(d)ar) < 1.
2. Necht k£ € D. Pak

. 1i(d) g
S (K\d)g(d)X; = > (k\d)g(d) Dg(d)a

deD deD f(d)g
- p(klag
= a_lzlxklem kD)
(k) (1)  (klm € D)
= o) €DV 2
_ aibj(flzl)ﬁ) Skl e Dyu(l) S <k%;)D>
- X oy )
= a/fj(”lzl)ﬁ) (tvrzeni 7)

3.

g(di)Aa, g(da) Ag,

Ga: deD) = 3 == 5

27



= > > f(k)g(di)Aa,9(d2) A, (vyjédieni 1/g(k) vyse)
;€D k\d;

= Y f(k) D (B\dy & E\d2)g(di) A, g(da) Ag,

keD d;eD

= Y R ( X B\dg(dA)

keD deD

Polozime-li \; = A}, dostaneme podle 2

Gy deD) =Y f(k (m??)) :ai%fizi,

4.
> i = oI —om)”
€D keD p\k
= > 9B [Ia+g@) +9@°) + )
keD p\k
= ;g(k‘)zl:(p\lip\k)g(l)

= Y (k€ D& (p\l = p\k))g(kl)
= > g(m) %:(k € D & k\m & (p\(m/k) = p\k))

> g(m

m<z

v

(pro m < z je posledni vnitini suma vzdy > 1, za k lze totiz vzit ¢tvercupros-
tou ¢ast m). &

Funkce ¢ bud jako vyse. A C N bud dana kone¢nd posloupnost. Pro d € N
oznacime

ra={a € Az d\a}| - g(d)|A] .

Véta 156 (Selberg, 1947). Veliciny z,g, A a rq budte jako vyse. Pripomi-
name, Ze D ={n € N: p(n) #0 & n < z}. Necht

S(A,z) =#{a€ A: a L d provsechny d € D} .

Potom

S(A,z) <

+ Z Sw(d)|7“d| .

Zk<z g(k) d< 22
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DUKAzZ. Pro kazdou sadu |D| redlnych ¢isel \y,d € D, A\; = 1, plati

S(A,2)=Y(ac Ak (a,d)=1¥de D)<Y (X (d\a)rs)’
= > AaAay ) ([dy, do]\a)

d;eD acA

= Y AaAa (9([dr, do))|A] + 77dy a0))

d;eD
Ad, A, g(dyds)
= |A| Z ; + Z )\d )\d T[dl,dz]
d;eD 9((dy, d2)) d;eD s
= |A[G(\¢: d€D)+R.

Polozime Ay = A\ (to mizZeme, A] = 1). Podle 3 a 4 predeslého lemmatu
mame pro prvni s¢itanec horni odhad |A|/ Y., g(k). Odhadneme R (uzi-
vame 1 pfedeslého lemmatu):

IR < > [Py = D ral Y {di € D & [dy, dy) = d) .

d; €D d d;

Z¥ejmé dy,dy € D implikuje d = [dy, ds] < 2% a d je ¢tvercuprosté. Spocitame,
kolik je pro dané ¢tvercuprosté d € N dvojic dy, dy s [dy, ds] = d. Necht w(d) =
n. Polet uvazovanych dvojic je pravé pocet dvojic mnozin (X,Y) takovych,
ze XUY = {1,2,...,n}, tojest pocet dvojic (X, Z),ze {1,2,...,n} DX D Z
(Z = XNY). Hledany pocet tedy je (k = | X]) Zp_, (})2F = (2+1) — 3w(d),
Na c¢tvercuprostost d zapomeneme a mame horni odhad R. &

DUKAZ TVRZENI 154. Necht n € N je pevné sudé ¢islo (pro liché n odhad
r(n) plati trividlné). Pomoci véty 156 odhadneme r(n) = 3, (p+q = n).
Polozime z = n*/®, D = {m: m < z & pu(m) # 0} a

A=(mn—-—m): m=1,2,...,n—1).

UplIné multiplikativni funkce g spliuje g(1) = 1 a je ddna svymi prvociselnymi
hodnotami:
.. p nedéli n

[N

g(p) =

.pdélin .
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Protoze n je sudé, 0 < g(m) < 1 prom > 1. Kdyz 2 < m < n—2z a
(m(n —m),d) > 1 pro néjaké d € D, nutné m nebo n — m je slozené a
n =m + (n —m) nepfispiva do r(n). Takze

r(n) < 2n'/® + S(A4,z) .

Podle véty 156
Al a
S(A,2) L =—————+ 3‘”()|rd| .
E:k<zg(k) ;g;

Odhadneme prvni s¢itanec. Necht £ € N je libovolné a s; jsou exponenty

téch prvocisel v rozkladu k, kterd nedéli n. Necht d, (k) je pocet délitela ¢isla
k nesoudélnych s n. Pak

et (sl da(k)
F -k kO

g(k) =

Oznacéime P, = {m € N : p\m = p\n}. Pak

E:k<zg(k) dn(k) .- U € f%>
D1 = & k & |
< (k\t & t/k € P,)

= (k)Y ,

k<z t=1

- f: % ST (k\t & t/k € P,)d,(k)

t=1 " k<z

1

> > =N (k\t& t/k € P,)d,(k).
t<zt k

Necht ¢ = tit, kde t; € P, a ty L n. Vnitini suma obsahuje d(t;) s¢itanci (k

probihd ¢isla ite, i\t ), z nichz kazdy se rovna d(t2). Celkem se vnitini suma

rovné d(t1)d(ty) = d(t) (protoze t; L t5). Tedy

Al AL - e ( 1)
S S wdn g LT )

p\n

protoze |A| = n — 1, soucin [1,(1 + (p* — 1)') konverguje a 3", d(t)/t ~
1log”z > log”n. Asymptotika pro Y, d(t)/t vyplyvad Abelovou sumaci
(tvrzeni 18 v 1.4) 7z asymptotiky Y, d(t) ~ zlog z, kterou odvodime (dosti
jednoduse) v pristi kapitole.
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Nyni druhy sé¢itanec v hornim odhadu S(A, z). Necht ¢islo d je ¢tver-
cuprosté a d = p1...puq1 - - - Qp, kde p; déli n a ¢; nedéli n. Zrejmé

m(n —m) =0 mod d <= Vp\d [m = 0 nebo m = n mod p) .

Pro p = p; obé kongruence splyvaji, pro p = ¢; jsou rtizné. Podle tvrzeni 5 v
1.2 existuje 2° riiznych &sel iy, ...,i» v {0,1,...,d — 1} takovych, Ze

m(n —m) =0 mod d <= 3j [m = i; mod d] .

Takze

2%”5% <HaeA: d\a}|g2b[”;1} |

Protoze g(d) = 2°/d,
|7'd| = |#{a € A: d\a} — g(d)(n _ 1)| < 2b < 2w(d) .

Druhy sé¢itanec je v porovnanim s prvnim zanedbatelny (uZzijeme nerovnost
2¢(d) < d a rovnost z = n'/®):

Z 3w(d)|rd| < Z 6w(d) < Z 2w(d) log, 6

d<z? d<z? d<z?
< 2. Z210g26 — n(2+210g6/10g2)/8

< n

Dikaz tvrzeni 154 je dokoncen (az na rest Y, . d(n) ~ zlogz) a dikaz
véty 150 je uplny. Pozoruhodny dikaz!

5.7 Prvodciselna véta

Nésledujici Prvociselné véta patii k nejzndméjsim vysledktim teorie cisel. V
5.7.1 ji dokdzeme komplexni analyzou a v 5.7.2 elementarné.

Véta 157 (Hadamard, 1896; de La Valée Poussin, 1896). Pocet pr-
vocisel nepresahugicich x ma pro x — oo asymptotiku

X

m(@) ~ logz
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Nejprve uvedeme jeji dvé klasické ekvivalentni formulace. Ekvivalence je mi-
néna ve smyslu relativné jednoduché vzajemné preveditelnosti. Pfipominame,
ze Cebysevova funkce 9 je definovdna sumou 9(z) = 3, logp.

Tvrzeni 158 (via CebySevova funkce). Necht 9 je Cebysevova funce.
Provociselna véta je ekvivalentni asymptotice

Hz) ~x .
DUKAZ. Nerovnost ¥(z) < 7(x)logx je ziejma. Z druhé strany,

d(x) > Y (et <p<a)-logp> (1 -¢)(n(x) —az" %) logz

p
> (1—e¢)m(z)logz — 2" Flogx

pro kazdé pevné € > 0. Tedy m(x) ~ x/logx, pravé kdyz J(z) ~ x. &

Budeme pracovat se sumatornimi funkcemi

=Y un) a )= An),

n<z n<z

kde p je Mobiova funkce (viz 1.2) a A von Mangoldtova funkce (viz 5.3). I
funkci 1 se ¥ika Cebysevova funkee. Je jasné, ze 9(x) —¢(x) = O(x'/?log® 1),
protoZze ¥ ma navic jen s¢itance ptes druhé a vyssi mocniny (prvocisel) ne-
presahujici x. Bude se ndm hodit jedna transformace sum.

Tvrzeni 159 (hyperbolovy trik). Funkce f,g: N — C méjte sumatorni
funkce F(x) =3, <, f(n) a G(x) =X, <, g(n). Pro kaZdé v ay, 1 <y <u,
plati

Y3 fld)g(n/d)y = > gn)F(z/n)+ > f(n)G(z/n) — F(y)G(z/y) .

n<z d\n n<z/y n<y

DUKAZ. Dvojitd suma vlevo je vlastné soucet Y f(k)g(l) pres dvojice X =
{(k,l) € N? : kIl < z}. Dvé sumy vpravo jsou soulty pfes mnoZziny YV =
{(k,)eX: I<z/ytaZ={(kl)eX: k <y} Vzhledemk X =Y UZ
dostaneme rovnost, kdyz jesté odecCteme sumu pres Y N Z, coz je presné
posledni clen. $
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Tvrzeni 160 (via Mobiova funkce). Necht i je Mibiova funkce. Prvoci-
selnd veta je ekvivalentni limite

Jim 5 ) =0

n<x
Jinak feceno, m(x) ~ xlog ' je ekvivalentni M(x) = o(x).

DUKAZ. Toto preformulovéani lezi hloubéji. Necht plati Prvociselna véta. Pak,
podle tvrzeni 158 a nasledné poznamky, 1(x) ~ z. Pro n € N plati identita

n)logn = —>_ p(d) - A(n/d) .
d\n

Pro ¢tvercuprosté n plati trividlné. Pro p(n) = 0 mame vlevo nulu. Necht
p je takové, ze ord,(n) > 1. Kazdé dva s¢itance a a b vpravo odpovidajici
déliteltim d a pd, kde p L d, spliuji a = —b. Pro ostatni d je s¢itanec vpravo
nulovy. Nulu tak mame i vpravo.

Sumace pres n < x a tvrzeni 6 davaji

S u)logn = ~1+ Y uld) - (1 - Aln/d))

n<z n<z d\n

= =14+ pun)-(lz/n] —v(lz/n))) .

n<z

Podle Abelovy sumace (tvrzeni 18) mame vlevo vlastné M (x)logz + O(x).
Podle predpokladu, ||z/n] — ¢ (|z/n])| < ex/n, jakmile z/n > A = A..
Podle lemmatu 138 je tento vyraz < Bz /n pro vSechna z/n a absolutni
konstantu B. Takze

M (z)|logz < O(z)+ > ex/n+ Y. Bz/n

n<z/A z/A<n<z
= cexlog(z/A) + Bxlog A+ O(x)
< 2exlogw ,

pro dostatec¢né velké x. Tedy M(z) = o(z).
Pro diikaz opa¢né implikace potiebujeme opét (jako v ditkazu tvrzeni 154)
primérny fad d(n), nyni ale v presnéjsi podobé

> d(n) =zlogz + (27 — 1)z + O(Vx)

n<zx
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(v = 0.57721 ... je Eulerova-Mascheroniova konstanta). Tuto asymptotiku
dokdzeme pomérné jednoduse v pristi kapitole.

Vyjdeme z identity A(n) = X4, log(d) - u(n/d), kterd je Mobiovou inverzi
(tvrzeni 7 v 1.2) identity 35, A(d) = logn z diikazu lemmatu 136. My ale
potiebujeme A(n)—1. Vyuzijeme proto identitu 1 = 34, d(d) - ju(n/d), kterd
je Mobiovou inverzi definice d(n). Tedy

An) =1 =} (logd —d(d)) - u(n/d)

d\n

= Y (logd — d(d) +27) - p(n/d) — 296y, .
d\n

Oznac¢me f(n) = logn —d(n)+2v. Podle (zatim nedokédzaného) primérného
radu d(n) a podle tvrzeni 16 z 1.4,

=Y f(n)=0(Wx).

n<z

Secteni pro n < x dava, s obratem z tvrzeni 159,

() — = > > f(d)- p(n/d) — 2y

n<z d\n
= Z/u( F(x/n) +§<:f M(z/n) — F(y)M(z/y) — 27,

kde y, 2 < y < x, je pevny parametr. Za predpokladu M(z) = o(z) a diky

F(x) = O(Vx),
(@) =2 < > |F(x/n)]+o0y(z) + oy()

n<efy

< Vz Y 1/Vn+oy(z)

n<z/y

< x/\y+oy(x) .

Protoze tento odhad plati pro kazdé pevné y, z M(x) = o(x) plyne Prvodi-
selnd véta ve tvaru ¢(z) —z = o(x). &
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5.7.1 Newmanuv analyticky dutkaz

Prvociselnou vétu dokdzeme ve formulaci tvrzeni 158. Dikaz je zalozen na
vlastnostech Riemannovy zeta funkce

> 1
C(S):Eﬁ,kdesec
n=1

Rada konverguje absolutné a stejnomérné v kazdé poloroviné Re(s) >t > 1,
definuje proto v Re(s) > 1 holomorfni funkci. Ta se da holomorfné rozsirit
na celé C, kromé jednoduchého pélu v s = 1. Nam postaci rozsiteni na
Re(s) > 0.

Tvrzeni 161 (roz$ifeni ((s)). Funkci
)~

lze holomorfné rozsiFit do poloroviny Re(s) > 0.

DUkAzZ. V Re(s) > 1 mame vyjadfeni

1 0 n+1

C(S)—S_l = ;O:ln_s—/loox_sdxznz:l/n (n™° —x7°%) dx
= iFn(s)

Funkce F),(s) jsou, podle standardnich vysledki o integralnich reprezenta-
cich, celistvé (holomorfni v C). Déle

n+1 T 1
8/ / uw " du dx
n n

Suma Y, F,,(s) tudiz v Re(s) > 0 konverguje absolutné a na kompaktnich
podmnozinach stejnomérné. Definuje tedy v Re(s) > 0 holomorfni funkei,
kterd rozsituje ((s) — (s — 1)~ L. &

<|s| max |u = il
- n<u<n+l nRe(s)-}-l )

|Fu(s)| =

Je jasné, ze ((s) # 0 pro Re(s) > 1. Eulerova identita z t¥ettho dikazu v
5.1 plati totiz i v Re(s) > 1 a nekonec¢ny soucin na levé strané nekonverguje
k 0, nebot

os(i-5) -3

p,n

1 = 1 —ns
> o 2P

npns "

v Re(s) > 1 absolutné konverguje.
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Tvrzeni 162 (nenulovost ((s) na Re(s) = 1). Funkce ((s) je nenulovd v
uzavrené poloroviné Re(s) > 1.

DUkAz. (Mertens, 1898.) Pro Re(s) > 1 to jiz vime, zbyva pfimka Re(s) =
1. Uvazme pro u,t € R,u > 1, a s = u + it funkci

G(s) = G(u +it) = ((u)*C(u + it)* ¢ (u + 2it) .

Podle Eulerovy identity z 5.1 a rovnosti Re(logz) = log|z|

log [C(s)] = Re(gpjlog(l—ps)l)
_ Re(z (p5+p225 +p335 +>>

p

= Re( zn: ann_s) ,

kde cisla a,, jsou redlnd a nezdporna. Pro kazdé u > 1 a t tedy plati

log |G(s)| = Re(Zan “(3+4n" ”+n2”)>
= Z ann”"(3 + 4 cos(tlogn) + cos(2tlogn))

= Z ann~"2(1 + cos(tlogn))?

0. ;

v

diky identité cos 2z = 2cos’z — 1.
Kdyby ((s) méla v 1+ ity kofen ndsobnosti £ > 1, pro u — 17 by platilo

G(u+ity) ~ (u—1)"3(u — D*¢(u + 2ity) — 0

(alespoi ¢tyinasobny koien ((s)* v s = 1 + ity ,,piebije” trojndsobny pol

C(s)* vs=1) alog|G(u+ity)| — —o0, coz je spor. &

Tvrzeni pouzijeme k holomorfnimu rozsiteni funkce

Fs)= Y 08P

v P
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Lemma 163. F(s)—1/(s—1) se da holomorfné rozsirit na Re(s) > 1. (Tim
se rozumi rozsirent do oteviené mnoZiny obsahujici Re(s) > 1.)

DUkAz. Holomorfnost v Re(s) > 1 je zfejmé z definice. Potfebujeme nové
vyjadiit F'(s). Pro Re(s) > 1 dostaneme derivovanim logaritmu Eulerovy
identity v 5.1

C(s)' _ 5~ logp _ o logp
RO AR =

Tedy

1 C(s) 1 log p

PO =i (c(s> y s—1> R

Suma definuje funkei holomorfni v Re(s) > 1/2. Podivejme se na chovani
vyrazu v zavorce v bodé s na primce Re(s) = 1. Pokud s = 1, funkce ((s) —
(s —1)~! je holomorfni v okoli 1 (tvrzeni 161) a odtud je lehké odvodit, Ze i
C(s)'¢(s)"' 4+ (s = 1)~! je holomorfni v okoli 1. Pokud Re(s) =1, ale s # 1,
jsou ((s)’, ¢(s)i1/(s—1) holomorfni v okoli s (tvrzeni 161) a navic podle
piedchoziho tvrzeni je ((s) ve vhodném okoli s nenulovd. Funkce ((s)'¢(s) '+
(s—1)~! je opét holomorfni v okoli 5. F/(s)—(s—1)~! tedy mtizeme holomorfné
rozsifit do okoli kazdého bodu piimky Re(s) = 1. &

Lemma 164. Necht F(s) je jako vjse a V(x) = ¥, logp je Cebysevova
funkce. Pro Re(s) > 1 plati

F@):sﬁwﬁ@Wf“ﬁ.

DUKAZ.

8/000 d(ee ™ dt = 8/100 I(z)z * do = iﬁ(n) .S /:H x5t
= > A (1)) = 3 0n) o 1)
B log p
= zp: e

37



Klicovym néastrojem diikazu je vysledek z komplexni analyzy, ktery zdan-
livé nemd cokoli spole¢ného s prvocisly. Necht f : [0,00) — R je omezena
funkce, kterd je integrovatelnd na kazdém (koneném) intervalu [a,b]. Vy-
sledky o integralnich reprezentacich zalozené na Morerové vété (komplexni
funkce spojita v oblasti D a majici v ni nulovy integral pres hranici kazdého
obdélniku, je v D holomorfni) nam fikaji, ze funkce

o) = [ (0 d
0
je holomorfni v Re(z) > 0.

Véta 165 (Wiener a Ikehara, 1932). Funkce f(t) a g(2) budte jako vyse,
zejména je f(t) omezend. Necht se navic g(z) dd holomorfné rozsirit na
Re(z) > 0 (to jest do okoli kaZdého bodu na imagindrni ose). Pak integrdl

| ry
0
konverguje a rovnd se g(0).

DUkAz. (Newman, 1980.) Pro realné 7' > 0 polozime

orz) = [ e dt

To je funkce holomorfni v celém C. Mame dokéazat, ze limy_,« g7(0) = ¢(0).
Necht R > 0 je redlné a C' je oblast

C=C(R)={2€C: |z|] < R&Re(z) > =6},

pficemz 6 = §(R) > 0 je tak malé, Ze g(z) je v C holomorfni. Hranici 0C
(uzaviena kiivka pfipominajici pismeno D) rozdélime na kiivky

0Ct = {2€0C: Re(z) >0} a
0C~ = {z€0C: Re(z) <0} .

Budeme téz potirebovat ptlkruznici
K={ze€C: |z] =R &Re(z) <0} .

Kiivky 0C~ a K maji shodné koncové body. Definujeme funkci G(z) : C —
C,

2
G(2) = G(z,R,T) = (1 + %) e |
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kde R,T > 0 jsou redlné parametry majici shora uvedeny smysl. G(z) je
holomorfni v celém C. Podle Cauchyho véty (hranice dC' je orientovana proti
sméru hodinovych rucicek a G(0) = 1)

o0~ 020) = 5= [ 1O 4.

Posledni integral I je souctem Iy + I, + I3, kde

L = /ac— MG(Z) dz ,

I, = —/K gTiz)G(z) dz a
I; = /(9€+ MG(Z) dz .

V I, jsme kiivku 0C'~ mohli zdeformovat v K beze zmény integralu, protoze
integrand je holomorfni v Re(z) < 0. Postupné odhadneme |I1], |5 a |I3].

Integrand v I; je soucinem e* a funkce nezavislé na 7. Necht M; =
M, (R) je maximalni modul této funkce na kiivce 0C ™. Pak

|Il| S Ml/ |eZT| dz .
0C—

Pro kazdé ¢ > 0 existuje xk > 0 tak, Ze plati [e*’| < e™*T na celé JC~ vyjma
casti, jejiz délka je méné nez e-zlomek celkové délky C~. Na tomto zbytku
pouZijeme trividlni odhad |e*T| < 1. Vidime, Ze pro kazdé pevné R > 0

T—o0
Pro odhad [I5| pouzijeme konstantu B = sup,,|f(t)]. Pro Re(z) < 0
mame

Be—Re(z)T

T
gB/ et dt = —o
o0 [Re(z)]|

are) = [ s

Ale na kruznici |z| = R plati rovnost

(2 + 2)

e ( )|

R2

‘G(z)

z
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Takze
2B
I < R

Na 0C*t podobné odhadneme

Be—Re(z)T

o < B [ e e = B
|g(2) gT(z)| —= T |e | Re(z)
Opét, diky identité pro |G(z)z7!| na |z| = R,

2B
[I3] < T

Z |I| < |IL| + |I2] + | 13| a hofejsich odhadi dostavame pro kazdé R > 0

I I 2B
9(0) ~ 020)] = 11 < 1 28

C2r T 21

Pro dané € > 0 zvolime R tak velké, Ze druhy s¢itanec je mensi nez £/2. Pak
pro kazdé dostatecné velké T je i prvni s¢itanec mensi nez /2 a dohromady
|g(0) — gr(0)| < . Véta je dokdzana. %

Lemma 166. Necht 9 je Cebysevova funkce. Integrdl
00 99 _
/i%im
1 x
konverguge.

DUkAzZ. Podle lemmatu 164 v Re(z) > 0 plati

/0°°<@_1>etzdtzw_}_

et z+1 z

Na funkce f(t) = d(e')e™ —1a g(z) = F(z+1)(z +1)7' — 27! tedy mi-
zeme aplikovat predchozi vétu, pokud ovSem ovérime jeji predpoklady. Ve-
li¢ina |f(t)| je omezend podle lemmatu 138. Funkce ¢(z) ma pozadované
holomorfni rozgifeni podle lemmatu 163. Tedy [;° f(¢) dt konverguje. Zbytek
plyne substituci z = el. &
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DUkAz vETY 157. (Newman, 1980.) Dokizeme, ze pro x — oo plati
U(z) ~ x. Predpokladejme pro spor, ze existuje A > 1 tak, Ze pro kazdé
y > 0 existuje x vétsi nez y tak, ze J(x) > Az. Protoze 9 je neklesajici,

Az — A\x — A —
/ () tdtz/ A tdt:/’\ Ydu=c>0.
x T 1

t? t? u?

To je spor s predeslym lemmatem. Podobné, kdyby existovalo 0 < A < 1 tak,
ze pro kazdé y > 0 existuje x vétsi nez y tak, ze J(z) < Az, pak

T _ T _ 1 _
/W) tdtg/ AT tdt:/ AU = d<0.
A A A

T t2 T t2 u2

Opét spor s predeslym lemmatem. Diky tvrzeni 158 je Prvociselnd véta do-
kazana.

5.7.2 Daboussiho elementarni dukaz

Prvociselnou vétu dokdzeme ve formulaci tvrzeni 160. Necht M(t) =

Yon<t p(n) a
M (x)

a = lim sup
T—r00

Patrné 0 < a < 1. Pomoci tii odhadi v tvrzenich 167, 169 a 170 ukazeme,
ze a = 0.

Necht y € R je kladné ¢islo. Pomoci v, : N — {0,1} oznac¢ime charak-
teristickou funkci mnoziny ¢isel, jejichz prvocinitelé nepiesahuji y (klademe
vy(1) =1). Necht

Vy(z) = Z vy(n)p(n) a Vy*(x) = Z vy (n) .

n<z n<z
Tvrzeni 167 (prvni odhad). Pro kazdé y > 1 plati nerovnost
1 o |V, (t)] dt
v (i) e
Py p ! t
DUKAz. Necht u, : N — {0,1} je charakteristickd funkce mnoziny ¢isel,

jejichz kazdy prvocinitel je vétsi nez y (i zde klademe u,(1) = 1). Je jasné,

u(n) = 3 u, (u(d) - v, (n/dyu(n/d) .

d\n
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Sumaci pro n < x dostaneme

M(z) =3 uy(n)u(n)Vy(z/n) .

n<zx
Necht 1 = d; < dy < --- < d, jsou vSechna ctvercuprosté ¢isla d, pro néz
vy(d) = 1. Pron € (v/djt1,x/d;] plati Vj(z/n) = V,(d;). Tedy
q—1
M) =3 Vy(d;) > uy(mp(n) +Vy(dy) D uy(n)u(n)
J=1 z/dj1<n<z/d; n<z/dq

T—00 T—>00
x/dj11<n<z/d; n<wz/dg

! 1 1
a<) Vy(d)llim— > wy(n)+ Vyldy)] fim — > uy(n).
j=1
Podle principu inkluze a exkluze

}L@oizuy(n)zn@_l) .

n<x p<y p
Tedy
1 a _ _
a < H (1 - _> Z|V;/(dy)| : (djl _dj-i}l) )
p<y P/ j=1
kde dy41 = 0o. Prvni odhad je dokézan, protoze V,(t) = V,(d,) na intervalu
[dj,d;11) a integral funkce ¢~2 pies néj je d;l - d;ﬁl. &

Lemma 168. Necht a > 1 a M(t) v intervalu [a,b] neméni znaménko. Po-

tom
[
a 12 -

DUKAzZ. Stali dokdzat, ze | [ M(t)t 2 dt|] < 3 pro kazdé z > 1. Podle
Abelovy sumace [ M(t)t™ dt = =M (z)/z 4+ ¥, <, p(n)/n. Ale

r M s ) | £ S {2

= Tum) S m+ A (4] <)
= ;%:,u(n)nLA
— 1+4,

42



podle tvrzeni 6. Opravdu | [{* M (t)t=2 dt| < (|M(z)|+ 1+ |A])/z <3. &

Tvrzeni 169 (druhy odhad). Necht a je jako vyse a o > 0. Pak ezistuje
¢islo & € (0,1) zdvisejici jen na « a takové, Ze pro kazdé f € («,2) a kaZdé
y > 1 plati nerovnost

v [V, (8)] dt
/1 %gamogwoﬁu).

DUKAZ. Pro ¢t € [1,y] mame V,(t) = M(t). Necht § € («,2) je pevné.
Existuje x4 tak, ze |M(t)| < (Bt pro t > xg. Pro interval I = [a,b], a > 1,
definujeme [(I) = logb — loga. Necht (i) funkce M(¢) v I neméni znaménko
a (ii) M(a) =0 a a € N. Ukdzeme, 7e pak

M) dt _ B-1I) . 12 3

/I v < 5 jakmile [(I) > 7 nebo [(I) < 515
Pro dlouhé intervaly (I(I) > 12//3) to plyne hned z predchoziho lemmatu a
predpoklad (ii) nepotfebujeme. Necht [ je kratky interval (I(I) < 8/(2+3)).
Graf | M (t)| lezi v I pod pfimkou t—a a integrél je proto nejvyse (b—a)?/(2a?).
(Nyni zjevné nepotiebujeme (i).) Necht ¢ = b/a— 1. Protoze [(I) = log(1+c¢)

a e’ <142z proz € (0,1/2), z pfedpokladu o [(I) plyne ¢ < %;/2 Tudiz

b— )2 2 2 T
Q:%§§<c—%><§log(l+0):6 2( )

Necht I = [a,b], kde a > x5 a a € N, je interval stfedni velikosti
(B/(24 3) < I(I) < 12/f), na némz M (t) neméni znaménko a M(a) = 0. Z
I oddélime kratky pocatecéni interval J, I(J) = %, na némyz integral odhad-
neme hotejsi nerovnosti. Na zbytku I pouzijeme trivialni odhad |M ()| < St.
Dostaneme

/w < g-zunﬂ-(z(n—zu)):(%%)WW
62
< (1—48+24ﬁ>ﬂ-l(1)
B (1_‘;‘_;>ﬁ.g(1):55 i1



Protoze a < 1, plati tento odhad pro vSechny intervaly, i pro kratké a dlouhé.

Necht z3 € N, kde 23 > x4, je prvni celo¢iselny nulovy bod M(t) za
xg. Uvazime rozklad [, |M(t)|t % dt = Hy + Hy + Hj, kde I = [1,y] a H;
jsou integraly pfes intervaly I = [1, 4], Io = [xg,25] a I3 = [z, y]. ZTejmé
H, <logxg = Op(1). I3 rozdélime na intervaly, které zacinaji celo¢iselnymi
nulovymi body M(t) a na nichz M(t) neméni znaménko. Podle hotejstho
odhadu Hs < §3-1(13). Pokud I(Iy) > 12/3, Hy < 63-1(I2) podle nerovnosti
pro dlouhé intervaly (M (t) v I, neméni znaménko) a H, pficteme k Hj.
Jinak Hy < fl(I3) < 12 a Hy je pohlcen v Og(1). Celkem [, |M(¢)]t 2 dt <
80 - 1(I)+ Og(1). o

V dalsim C' = 1/¢; > 1 oznaluje reciprokou hodnotu konstanty z

asymptotiky 3 véty 141. Plati C' = ¢? = 1.78107 ... (tloha 21), ale to nebu-
deme potiebovat.

Tvrzeni 170 (tfeti odhad). Necht « je jako vyse a o > 0. Pro kaZdé § €
(a,2) a kazdé y > 1 plati nerovnost

/y'”t)'dt 5(C 1) logy +05(1)

YV,

kou odvodit, ze o« = 0.

DUKAZ VETY 157. (Daboussi, 1984.) Necht a > 0. Z tvrzeni 167, 169,
170 a 3 véty 141 limitnim pfechodem y — oo dostavame, ze existuje 6 € (0,1)
tak, ze pro kazdé 3 € (a,2) plati nerovnost a < 3(1 — (1 — §)C~1). To je
spor, protoze koeficient u 3 je mensi nez 1. Proto a = 0 a diky tvrzeni 160
je Prvociselna véta dokazana. &

Musime ale jesté dokazat treti odhad. Budeme potifebovat pomocnou
funkei h(y,t) definovanou pomoci

k(logt/1
o) = SUBILOEN) g
k(s) = /0 /W75 dy | pFidem? f(:v):/o (1—e"u"du,

a tfi lemmata.

Lemma 171. Pro kazdét > y > 1 plati

t h d
logt.h(y,t)_/y h(y, v) dv
t

v

=1.
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DUKAZ. Zaménou poradi integrace jednoduchym vypoctem, s vyuzitim de-
finice f(x), dostaneme

s+1 00 o0
/ k() du = / el e f1(7) dy = / (/@) e du .
s 0 0
Integraci per partes posledniho integralu odvodime vztah
s+1
sk(s) — / k(u)du=1".

Obmeénime-li tuto formuli substitucemi s = logt/logy a u = logv/logy,
dostaneme presné dokazovanou formuli. &

Lemma 172. Funkce f : [y, 00) — R bud kladnd, spojité diferencovatelnd a
klesajici. Potom

ZW — /th—FO(f(y)) pro vsechna t >y > 1
Py !
)y f(pt)logp — /yt f(v) dv +O(f(y)) pro vSechnat>1 .

p v v

y/t<p<y

DUKAz. Oznacme M, (y) = 3 ,<, logp/p. Podle Abelovy sumace (tvrzeni 18)
se suma na levé strané prvni formule rovna

Fun () — [ (L

Asymptotika 1 véty 141 tika, ze M;(y) = logy+O(1). Nahradime-li v posled-
nim vyrazu funkei M; logaritmem, zpisobime chybu velkou jen O(f(y)) (f

je kladna a klesajici). Integral pak transformujeme zpét integraci per partes.
Levéa strana se tedy rovna

du .

vt f(v) dv
v

Fon oy — funtoguft+ [T op) = +OU ).

Druhé formule se dokazuje podobné. &

Lemma 173. Necht C a h(y,t) jsou jako vijse. Proy — oo plati asymptotika

[ (Aytw> % —(C—1)logy+0(1) .

v
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DUKAz. Dokazeme ji aritmeticky. V8echny O ¢leny jsou vzhledem k y — oo.
Necht A je von Mangoldtova funkce, definovana na zacatku 5.3. Pro vSechna

n € N plati
n)logn =" v,(d)A(d) - v,(n/d)
d\n

(mald obména identity logn = ¥4, A(d) z dikazu lemmatu 136). Sumaci
pro n <t dostaneme

> vy(n)logn =3 v, (n)A(n)V; (t/n)

n<t n<t
coZ pfepiéeme jako

(t)logt =Y v,(n) Vi (t/n) + Y vy(n)log(t/n) .
n<t n<t
Podle definice A mame
V*( )logt = Z logp - V* (t/p) + Zlogp V (t/p") Zvy )log(t/n) ,
p<t,y n<t

kde v druhé sumé sc¢itame pres ty p", ze p <y, p" <tar > 2.
Posledni vztah vynasobime h(y,t)/t? a zintegrujeme pres [y, 00):

oo V*(t)h(y, 1) log t
S AL
y ¢
o — VH(t/p)h(y, )]
:/ 5 , (t/p) (;J)ng?dHEﬁE2
Y p<y t
:I+E1+E2,
kde
o — V*(t/p")h(y, )]
B - / 5 y(/p)t2(y Jogp .
v o
t) log(t
B, = / Zvy )og(/n) dt |

n<t
pficemz v E) s¢itdme pres vySe popsané mocniny prvocisel. Funkce h(y,t) je
klesajici v t. Odtud, se substitucemi v =t/p" a u = t/n,

logn oo V*(u) du
B < hiyy) Y —2 /1 @ a

n,r>2 n’ u2
vy(n) > (logu) du
E, < h(y,y)ZyT-/l 2

n
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Podle definice h(y,y) = O(log™" y). Déle

Vi (u 1
/ (7:2% _Hl = - =Clogy+O(1) .
1 ” —

p<y

Prvni rovnost se dostane Abelovou sumaci (ziejmé V,"(u) < (1 + logy u)?,
takze V*(u)/u — 0 pro u — 00). Druh4 je konecnd forma Eulerovy identity
z 5.1. Treti plyne z 3 véty 141. Zbylé dva faktory, soucet v odhadu E; a
integral v odhadu F,, zjevné konverguji. Dohromady, pro y — oo,

Upravime hotejsi integrdl I = [3, <, ...dt. PiepiSeme ho jako I =
<y f .dt a v kazdém s¢itanci provedeme substituci ¢/p = u. Séitanec
fy/p du rozdehme na fy du+ [°...du. Protoze druhy integra¢ni obor
nezavisi na p, mizeme pro nej prohodit zpét integral a sumu. Dostaneme

/y Vi (u)h(y, 2zm) logp . /°° Vy*(2U) > Wy, pu)logp

- [1+12.

I =

p<y p

> a [ chceme vyménit i v I;. Necht 2 = p; < py <--- < p, < y jsou prvocisla
nepresahujici y a pp = 1. Pak

=l /iy U
I - /“ y (1) 5 h(y,pu)logp

=0l W pi<p<y p
_ /y V,(u) 5 h(y, pu)logp
Yy

2
/P U™ up<y p

_ /y Vy*(zu) 3 My, pu)logp
LUy ucpsy p

Rovnost mezi integraly J = I + E; + E5 za pomoci odhadi E; a Es a
rozkladu I = I + I, pfepiSeme jako J — Iy = I} + O(1). Vnitini sumy v [;
a [, pritom nahradime integraly podle lemmatu 172. Tim zplisobime chybu
O(h(y,y)) = O(log™" y), ktera vede k celkové chybé fddu O(1). Dostaneme

identitu
/ V;() <1ogt h(y,t) - /tyt hy,v) dv dv) dt

v

yv* </yth,(y, )dv) gt +O(1) |

v
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kterd se diky lemmatu 171 a rovnosti V() = [t] = ¢t + O(1), jez plati pro
t <y, zjednodusuje na

/yoo Vy*(;) dt _ /1?/ (/yyt h(y,:j)) dv> %4—0(1) .

Podle hotejsiho argumentu a tvrzeni 15 se integral vlevo rovna

Zm—z%ﬁwm

n n n<y

=11

Py

Z +0(1)=(C—-1)logy+0O(1) .

1__ n<y

Tim je asymptotika dokazéna. &

DUKAZ TVRZENT 170. Argument je témér identicky piedchozimu dikazu,
pouze misto rovnosti se dokazuje nerovnost < a veli¢ina V,*(t) je nahrazena
V,(t). Proto postupujeme rychleji. Vyjderne z identity

—vy(n)p(n)logn = > v, (d)A(d) - vy(n/d)pu(n/d) .
d\n
(Mirn& obména identity z dikazu tvrzeni 160). Sumaci pro n < t a malou
upravou dostaneme
Vy(t)logt < D vy (n)A(n)|Vy(t/n)| + > vy(n)log(t/n) .
n<t n<t

Prvni sumu jdouci fakticky pres mocniny p” rozdélime opét na sumu pro
r =1 a sumu pro r > 2. V8e vyndsobime h(y,t)t"% a zintegrujeme podle ¢
pres interval [y, 00). Druhy a tfeti integral vpravo od < se stejnym zpuso-
bem odhadnou a jsou O(1). Prvni integréal se stejné rozlozi na soucet dvou
integrala I; a Iy pies [1,y] a [y,00). Pfesunem I, vlevo od < dostavame

nerovnost
t
[ |v<>|<logt T L dv) "
y 2 ¢ v

< /1y @ (/yyt h(y,:) dv_) dt +0(1) .

Vyraz v zavorce vlevo od < je 1 (lemma 171). V,(t) = M(t) prot < y a
pro t > xg mame |M(t)| < f(t. Integral vpravo je proto podle predchoziho
lemmatu nejvyse 3(C' —1)logy + Op(1). Tteti odhad je dokazan.
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5.8 Poznamky

5.1 Je nekoneéné& mnoho prvodisel. Literatura: Ribenboim [62] a Hardy a
Wright [30]. Pro dikaz ¢islo 2 je ¢asto odkazovano do klasické cvicebnice Pélyi
a Szegoho [58] (dil 2, ¢ast 8, kapitola 2, §2, iloha 94), ale podle Ribenboima
ho uvadi uz Goldbach v jednom dopisu Eulerovi. Ribenboimova kniha [62]
obsahuje i dalsi diikkazy a mnoho informaci o prvocislech.

Je pozoruhodné souvislost mezi Fermatovymi prvocisly, coz jsou prvoci-
selnd F,, = 22" + 1, a jednou tiidou klasickych Euklidovskych geometrickych
konstrukci. Plati totiz, ze pravidelny n-thelnik lze sestrojit za pomoci pra-
vitka a kruzitka, pravé kdyz

n= 2kp1p2---pr )

kde k € Ny a p; jsou rtizna Fermatova prvocisla. Pro n = 17 konstrukci na-
lezl Gauss v r. 1796, pro obecné n ji popsal v Disquisitiones Arithmeticae v
r. 1801. Opacnou implikaci (neni-li n uvedeného tvaru, pravidelny n-thelnik
neni konstruovatelny) dokézal v r. 1837 Wantzel. Podrobnou informaci po-
dava Stillwell [71]. Jedind znadmda Fermatova prvocisla jsou 3,5,17,257 a
65537. Zda existuje jesté néjaké dalsi je palcivy otevieny problém elemen-
tarni teorie ¢isel. Bylo dokazano, ze pro n = 5,6,...,30 a fadu dalsich n je
F,, slozené. Prvni Fermatovo ¢islo, jehoz status neni znam, je F3;. Viz [12] a
[13].

Jak ukazuje tloha 4, Euklidiv dikaz se da ponékud zesilit. Nejvétsi po-
tencidl vSak v sobé skryva dikaz Eulertv. Sdm Euler jeho modifikaci umél
dokazat, ze prvocisel tvaru 4n+1 i 4n+ 3 je nekonec¢né mnoho, viz tlohy 5 a
6. Dalekosdhlym rozvinutim jeho myslenky Dirichlet v r. 1837 dokézal slavné
zobecnéni, podle néhoz pro kazdé prirozené m kazda trida zbytkd modulo
m nesoudélnd s m obsahuje nekonec¢né mnoho prvocisel. Diikaz Dirichletovy
véty jsme rozlozili do aloh 7 az 14 (podle Serreho knihy [67]).

5.2 Dokonala ¢isla a Mersennova prvocisla. Literatura: Hardy a
Wright [30] a Lehmer [43]. Marin Mersenne (1588-1648) byl od r. 1611 ¢le-
nem Fadu minoriti (minimi). Korespondenci s fadou védct a filozofi (Fer-
mat, Pascal, Descartes, Galileo, Huygens a mnoho dalsich) zprostiedkovaval
vyménu poznatki a ideji. Ve spisu Cogitata Physica-Mathematica (1644) v
pfedmluvé vyslovil domnénku, Ze v oboru ¢ < 257 je M, = 29 — 1 prvo-
¢islo pouze pro g = 2,3,5,7,13,17,19, 31,67,127 a 257. Jak dnes vime, tento
seznam ma byt spravné ¢ = 2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107 a 127.
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Dosud bylo objeveno 38 Mersennovych prvocisel. (Udaje cerpame z in-
ternetové stranky prvocisel [2] vytvorené Ch. Caldwellem.) V predpocitacové
éte bylo zjisténo, ze M, je prvocislo pro ¢ rovné 2,3,5,7,

13 (anonym 1456), 17 a 19 (Cataldi 1588), 31 (Euler 1772), 61
(Pérvusin 1883), 89 (Powers 1911), 107 (Powers 1914) a 127 (Lu-
cas 1876).

Jako prvni pro hledani Mersennovych prvocisel pouzil poc¢itac R. Robinson
(manzel J. Robinsonové). Lucasovym—Lehmerovym testem byla dokdzéna
prvociselnost M, pro g rovné

521, 607, 1279, 2203 a 2281 (Robinson 1952), 3217 (Riesel 1957),
4253 a 4423 (Hurwitz 1961), 9689, 9941 a 11213 (Gillies 1963),
19937 (Tuckerman 1971), 21701 (Noll a Nickel 1978), 23209
(Noll 1979), 44497 (Nelson a Slowinski 1979), 86243 (Slowinski
1982), 110503 (Colquit a Wels 1988), 132049 (Slowinski 1983),
216091 (Slowinski 1985), 756839 (Slowinski a Gage 1992), 859433
(Slowinski a Gage 1994) a 1257787 (Slowinski a Gage 1996).

Novy pfelom znamenal nastup internetu. Internetovy projekt GIMPS (Great
Internet Mersenne Primes Search), zapocaty G. Woltmanem, rozdéluje tilohy
mezi mnoho tisic Gcastnikl po celém svété, jimz bézi v dobé ,necinnosti®
pocitace. VSe je zalozeno na starém dobrém Lucasové-Lehmerové testu. Velka
¢isla se nasobi rychlou Fourierovou transformaci. GIMPS zatim nalezl ¢tyti
Mersennova prvocisla, pro ¢ rovné

1398269 (Armengaud, Woltman, GIMPS 1996), 2976221 (Spence,
Woltman, GIMPS 1997), 3021377 (Clarkson, Woltman, Ku-
rowski, GIMPS 1998) a 6972593 (Hajratwala, Woltman, Ku-
rowski, GIMPS 1999).

Cislo

20972593 _ 1 = 4370757441 ........... 2924193791
méa pies dva miliony dekadickych cifer a je (v zafi 2000) nejvétsim znamym
prvocislem. Zatim neni zcela jisté, Ze je osmatficatym Mersennovym prvo-
¢islem podle velikosti, protoze vSechny exponenty mezi 3021377 a 6972593

nebyly dosud provéreny. (Predchozi Mspgi377 vSak sedmatiicaté podle veli-
kosti je.)
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Osmatricet Mersennovych prvocisel dava, podle véty 130, osmatiicet
sudych dokonalych ¢isel. Existence lichého dokonalého cisla je otevienym
problémem, ktery ciselné teoretiky uc¢i pokore. Pokud existuje, je vétsi nez
10%%° (Brent [9]) a m& alespoii osm riiznych prvociniteltt (Hagis [26] a Chein
[34]), z nichz néktery musi presahovat 10° (Hagis a Cohen [27]). Musi byt
délitelné mocninou prvocisla presahujici 10%° (Cohen [11]) a pocet jeho prvo-
Ciniteld s nasobnostmi je alespn 29 (Sayers [66]). Heath-Brown [31] pro liché
dokonalé N dokéazal nerovnost

N < 4%

Ptibuznym pojmem jsou sprdtelend (amicable) ¢isla. Jsou to takova dvé
(rtiznd) prirozena ¢isla m a n, ze o(m) = o(n) = m+ n. Jinak fefeno, soucet
vlastnich délitelt m se rovna n a naopak. Nejmensi spratelend dvojice je 220
a 284 (viz uloha 17), znadm4 jiz v antice. Az do Eulera byla znadma jen suda
spratelena cisla. Euler prisel s novymi metodami a nalezl priklady lichych
spratelenych dvojic, tfeba

32.5.7-13-17=69615 a 3%2-7-13-107 = 87633 .

Dalsi informace o spiatelenych ¢islech lze nalézt v knize [62] a ¢lancich [7] a
8].

5.3 CebySevovy a Mertensovy odhady. Literatura: Hlawka, Scho-
iBengaier a Taschner [33]. Konstanta ¢y ve tieti Mertensové formuli méa hod-
notu c = e~ 7 =0.56145.. ., kde v = 0.57721 ... je Eulerova—Mascheroniova
konstanta. Viz t¥eba [30] nebo [72]. Nebo to zkuste v tloze 21 dokazat sami.

Ceby$ev kromé odhadu funkce m(z) také dokdzal, Ze pokud limita
lim, o (2)/(xlog™" x) existuje, rovna se jedné (loha 20). Erdds a Kal-
mar v r. 1937 ukézali, ze z platnosti Prvociselné véty plyne, ze kazdé jeji
e-zeslabeni mé elementarni dikaz. Elementarné totiz dokazali, ze pro kazdé
e > 0 plati implikace (p je Mobiova funkce)

dnVm € {n,n+1,...,n%} ‘EZu(k) <e

(1—¢e)x
log x

(1+¢e)z
m(x) < Togr

Jak vime (tvrzeni 160), z Prvociselné véty plyne odhad

3 uln) = of) .

n<zx

pro vSechna = > z(e) .

ol



Pro kazdé ¢ tedy n = n(e) pozadované v predpokladu implikace existuje.
Méame-li jiz ¢islo n(e), v koneéném poctu kroki snadno dokdzeme, Ze spl-
nuje predpoklad (mnoZina ¢isel m, kterou musime otestovat, je koneénd a
podminka na m je snadno testovatelnd). Vysledek Erdése a Kalmara tak
pro kazdé ¢ > 0 dava elementéarni diikaz odhadu |7 (z)/(zlog 'z) — 1] < ¢,
x > x(e). Tento dikaz je navic uniformni v € v tom smyslu, Ze existuje
(zfejmy) algoritmus, ktery pro kazdé vstupni € > 0 v koneéném poctu kroki
pozadované n(e) nalezne (konefnost béhu algoritmu garantuje Prvociselna
véta). Vlastné tak méame algorimus, jehoZ vstupem je & > 0 a vystupem
elementarni diikaz e-zeslabeni Prvociselné véty. Viz Erdés [20] a Diamond a
Erdss [16].

5.4 Vzorce pro prvodisla. Literatura: Ribenboim [62], Wright [77] a
Papadimitriou [57]. Wright sviij vzorec zobecnil v [78]. Gandhiho formule
pochézi z [24]. Wrighta inspiroval Mills, ktery v [48] dokazal, Ze existuje ¢islo
a € R takové, ze

o)

je prvocislo pro kazdé n € N. Ctenaika jisté tusi, ze Millsova formule sdili
s Wrightovou stejny nedostatek: prvocisla, ktera ,generuje®, byla piedem
zakdédovana do a. Pro vyzkum vlastnosti prvocisel je tak naprosto bezcenna.
Viz téz Dudley [17].

Jones, Sato, Wada a Wiens [38] sestrojili nasledujici celo¢iselny polynom
(@ 0 26 neznamych, jehoz kladné hodnoty na Ny jsou pravé vSechna prvocisla
(neznamé jsou oznaceny vSemi pismeny abecedy):

Qa,b,....,2) = (k+2){1—[wz+h+j—q]?

(gk +2g9+k+1)(h+j)+h—2?
Mm4+p+q+z—ef

16(k +1)3(k+2)(n+1)? +1 — f?
e*le+2)(a+1)*+1— 0%

2

-
-
=
-
-
=
-
=
=
-

a —1)y +1— 2%

16r2y* (a2 — 1) + 1 — u?]?

n+l+v—y]2

((a +u?(u® —a))* = 1)(n+4dy)* + 1 — (x + cu)*?
(a® — )l2+1 m?)?

¢ +yla—p—1)+s(2ap+2a —p* = 2p - 2) — af’
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—[z +pl(a —p) +t(2ap — p* — 1) — pm]®
—lai+k+1—1—4]
—[p+1a—n—1)+b(2an +2a — n® — 2n — 2) — m]*} .

Pro dalsi informace odkazujeme do Matijasevic¢e [47]. Ani toto generovani
prvocisel nevedlo a nejspis nepovede k obohaceni naSich znalosti o prvocislech
(viz [46]).

Pratt svou vétu dokézal v [60]. O vypocetni slozitosti pojednava tieba Pa-
padimitriou [57] a mnoho dalsi literatury. Zda t¥idy jazyki P a NP splyvaji
je slavny otevieny ,,P versus NP problém®, jenz byl formulovan na zacatku
sedmdesatych let 20. stoleti. Vedle Riemannovy hypotézy, problému Navier—
Stokesovych rovnic proudéni tekutin a dalSich otazek je uznavan jako jedna
z klicovych vyzev pro matematiku a matematiky 21. stoleti. (Problém P ver-
sus NP je naptiklad zahrnut mezi sedmi matematickymi problémy, za jejichz
vyfegeni Claytv institut v Cambridge v Massachusets vypsal odménu 10°$.
Dalsi informace na adrese [1].)

Priklad s polynomidlnim certifikitem mnoziny S slozenych ¢isel neni vii-
bec ucebnicovy, byl opravdu zit. Na zasedani Americké matematické spolec-
nosti v roce 1903 dramaticky vystoupil Frank Cole, ktery své kolegy beze
slova, b&hem nékolika minut,' prostym vyndsobenim piesvédéil, ze

267 _ 1 =193707721 - 761838257287 .

Cislo Mg; je tedy sloZené a hotejsi Mersenniiv seznam neni opravdu dobie.
Nalézt tuto faktorizaci vsak Coleho stalo , tti roky nedéli®.

Jsou znamy velmi efektivni pravdépodobnostni algoritmy pro testovani
prvociselnosti, které v polynomidlni ¢ase oznami, zda vstup n je slozené
¢islo nebo prvocislo. Odpovéd ,slozené” je spravna vzdy, odpovéd ,, prvocislo®
muze byt s malou pravdépodobnosti nespravna. Opakovanim algoritmu se da
pravdépodobnost chyby libovolné snizit. Plati-li zobecnénd Riemannova hy-
potéza, vyplyva z ni, Ze i deterministické (neomylné) verze téchto algoritmi
pracuji v polynomialnim poctu kroki. Pro dalsi informace o algoritmické
teorii ¢isel viz Adleman [3], Pomerance [59] a Knuth [41].

5.5 Typicky pocéet prvoéinitela. Literatura: Hardy a Wright [30] a
Alon, Spencer a Erdés [4]. Hardy a Ramanujan svou vétu 148 dokazovali

127. z&¥ 2000 kolem ¢tvrté hodiny odpoledne jsem v pracovné na Malostranském né-
mésti ruénim vypoctem Coleho rovnost ovéril. Ruéné jsem samoziejmé spocetl i mocninu
267 totiz jako 8- (65536%)%. Vypocet mi trval necelé 54 minuty. Na obou strandch rovnosti
stoji ¢islo 147573952589676412927.
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v [29] dosti slozité. Turdaniv brilantni postup [74] byl motivovan pravdépo-
dobnostnimi Gvahami (viz [4] pro ryze pravdépodobnostni verzi Turanova
dikazu). V rukou Erd8se a dalSich z nich rychle vypucela pestrobarevna
zahrada pravdépodobnostni teorie ¢isel. Uvedeme jeden z jejich kvéti.

Pro kazdé pevné A € R

1
lim — - Hn €eN: n<z&wn) >loglogz + A\/loglogx H

T—0 ;

_ L g /2
= /)\ e dt .
Funkce w(n) se tedy pro velké = na intervalu [1, 2] chova jako ndhodna veli-
¢ina, kterd ma normalni rozdéleni se stiedni hodnotou a rozptylem loglog x.
Toto podstatné zesileni véty 148 dokazali v r. 1940 v [21] P. Erdds a M. Kac.
Pro dalsi informace o primérnych a normalnich fadech a o pravdépodob-
nostni teorii ¢isel doporu¢ujeme Tenenbaumovu knihu [72].
A kolik Ze je riiznych soucinti v tabulce velké nasobilky? V r. 1960 P. Erdés
ve svém ,ruském ¢lanku® [19] (Erdés se rad chlubil tim, ze ikdyZ neumi rusky,
presto napsal rusky ¢lanek) dokazal, Ze pro x — oo

.’172

|{ab : a,bEN&a,bﬁl’H:W’

kde
- log(elog 2)

= 0.08607... .
log 2

o =

5.6 Snirelmanova véta. Literatura: Nathanson [50]. ,Prvo¢isla jsou
proto, aby se nasobila. Tak proc je s¢itat??* ekl pry sovétsky fyzik a nobelista
Lev Landau na adresu aditivni teorie ¢isel (Arnold [5]).

V roce 1742 Goldbach v dopisu Eulerovi vyslovil domnénku, ze kazdé
sudé prirozené c¢islo vétsi nez 2 je souctem dvou prvocisel. Euler odepsal, ze
domnénce véri, ale neumi ji dokazat. Dosud to neumi nikdo. Pomoci pocitaci
Sinisalo [68] ovéfil, Ze domnénka plati pro vSechna sudd n mensi nez 4 - 101!,
Snirelmanova véta 150 je druhym vyznamnym vysledkem smérem k ditkazu
Goldbachovy hypotézy. Snirelman ji publikoval nejprve v [69] a pak némecky
[70]. V diikazu nepouzil vétu 156, kterd je pozdéjsi, ale vysledky V. Bruna, o
nichz se zminime za chvili. Snirelmanova konstanta je nejmensi pirozené hg
takové, Ze kazdé n € N vétsi nez 1 je souctem nejvyse hy prvocisel. Snirelman
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sam umél dokézat, ze hy < 8-10°. Ramaré [61] dokazal, ze hy < 7. Plati-li
Goldbachova hypotéza, hy = 3.

Goldbachova domnénka zjevné implikuje tzv. lichou Goldbachovu do-
mnénku, podle niz kazdé liché prirozené n vétsi nez 1 je souctem nejvyse
tri prvocisel. Treti zadkladni vysledek ke Goldbachové hypotéze dosahl 1. M.
Vinogradov v roce 1937 v [76]. Vinogradov pomoci analytické kruhové me-
tody (ktera se zrodila v pracich Hardyho, Littlewooda a Ramanujana v letech
1918-20) dokézal, ze tato slabsi verze Goldbachovy hypotézy pro dostateéné
velké liché n opravdu plati: existuje konstanta ng, ze kazdé liché n > ng
je souctem nejvyse tii prvocisel. Z Vinogradovova diikazu byla ziskdna kon-
krétni hodnota ny = 33", Pozdé&ji byla snizena na 10*3%%, Saouter [65] ovéil
lichou Goldbachovu domnénku numericky az do 10%. Zinoviev [80] dokazal,
7e za predpokladu zobecnéné Riemannovy hypotézy lze vzit ng < 10%. Tim
jsme s lichou Goldbachovou domnénkou dnes prakticky hotovi.

Historicky prvni prikopnické vysledky o Goldbachové hypotéze prinesl V.
Brun, prislusnik norské c¢iselné-teoretické skoly, jejichz nékolik vynikajicich
zastupct jsme uz ve skriptech zminili (Thue, Skolem, Selberg). Brun v r. 1920
v [10] dokéazal, Ze pro kazdé dostatecné velké sudé n ma rovnice n = my +msy
feSeni, které spliuje 2(my), Q2(my) < 9. Brunova metoda, dnes znama jako
Brunovo sito, je elementarni (avSak technicky dosti slozité) zjemnéni principu
inkluze a exkluze. Vyvoj nejriznéjsich ,sit* pokracuje dodnes (ve vété 156
jsme se seznamili se Selbergovgm sitem), viz Nathanson [50], Halberstam a
Richert [28] a Motohashi [49]. Po Fadé zlepSeni Brunova vysledku riznymi au-
tory nakonec metodami sita dokazal v r. 1966 svou pozoruhodnou vétu J. R.
Chen: Bruniv vysledek plati i pfi velmi silném omezeni s¢itancti Q(m,) =1
a (msy) < 2. (Chen svij vysledek oznamil v [35], ale publikoval ho v tpl-
nosti az v [36]. Prekdzkou byla ¢inska ,kulturni revoluce®, jejiz dopady byly
velmi nekulturni.) Jednim z poslednich tspéchi sit je prilom Friedlandera a
Iwaniecze [22] a [23], ktefi dokazali, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel
tvaru x? + y*.

Metody sita se stejné dobte daji pouzit pro problém dvojcat, kdy se ma
dokazat, ze existuje nekonecné mnoho prvociselnych dvojic n a n + 2. To
nikdo dosud neumi. Brun dokazal, ze nekonec¢né mnoho ptirozenych cisel n
spliiuje Q(n),2(n + 2) < 9. Chenova metoda dava opét nekoneéné mnoho
dvojic n a n+2 takovych, ze jeden ¢len je prvocislo a druhy sou¢inem nejvyse
dvou (ne nutné rtiznych) prvocisel.

Diikaz Chenovy véty podava Ross [64] (bez dikazu nékterych zékladnich
tvrzeni). Dikaz Vinogradovovy véty lze najit v Karacubovi [39]. Nathanso-
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nova kniha [50] obsahuje dikazy obou. O kruhové metodé si trochu povime
v piistich dvou kapitolach, zakladni monografie je Vaughan [75].

5.7 Prvociselna veéta. Literatura: Hlawka, Schoiflengaier a Taschner
[33], Newman [53] a Daboussi [14]. Diikaz v 5.7.1 nalezi D. J. Newmanovi
[52]. Newmanovo vyrazné zjednoduseni analytického diikazu Prvociselné véty
(dale PV) vzbudilo zaslouzenou pozornost, viz tfeba Korevaar [42], Zagier
[79] nebo i Bak a Newman [6]. Diikaz v 5.7.2 podal H. Daboussi v [14]. Vratme
se vSak na zacatek celé historie, asi o 200 let zpét.

Jako prvni publikoval domnénku o tvaru PV roku 1798 Legendre: 7(z) ~
m(x) ~ z/(logx+ A(z)), kde A(x) — 1.08366. .. (dnes vime, Ze spravna hod-
nota limity je 1). Jiz pfedtim vSak Gauss v letech 1792-93 vypracoval rozsahlé
tabulky prvocisel a porovnaval hodnoty m(x) s hodnotami integrallogaritmu

lir) = [ dt

2 logt

Gauss predjimal moderni formulaci PV: 7n(z) = li(z) + A(z), kde A(x) je
mala chyba. O svych vyzkumech nic nepublikoval, vime o nich jen z Gaus-
sova dopisu astronomu Enckemu v r. 1849 (Goldstein [25]). Vyznamnym
vysledkem, ikdyz v jiném sméru, byla Dirichletova véta o prvocislech v arit-
metické posloupnosti z r. 1837. Dal$im pokrokem byly Cebysevovy vysledky
z let 1851-52.

V r. 1859 publikoval B. Riemann pielomovy memodar [63], v némz od-
halil izkou souvislost mezi m(x) a chovanim zeta funkce ((s) v komplexnim
oboru. Nalezneme ném také slavnou Riemannovu hypotézu: pokud ((s) = 0
pro Re(s) > 0, plati Im(s) = 1/2. Ta zistavd dodnes oteviend a patii k

vvvvvv

revolu¢nim ¢lanku, vlastnostech ((s) a PV piSe velmi precizné a zajimavé
Edwards [18].

Po necelych 40 letech proménili roku 1896, nezavisle na sobé, J. Hadamard
(1865-1963) a Ch. de La Valée Poussin (1866-1962) Riemannovy ideje v
rigordzni dikaz PV. Ukézalo se, ze spravna aproximace pro 7(z) je opravdu
li(z). V prvnim pfiblizeni plati li(z) ~ zlog™" z, ale pro piesn&jsi aproximace
7(z) se log™" x nehodi, viz iloha 18. V r. 1899 de La Valée Poussin dokézal,
ze pro jistou konstantu ¢ > 0

m(x) = li(x) + O(ve~eV1082) .
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Roku 1901 dokazal von Koch, ze Riemannova hypotéza je ekvivalentni
asymptotice
m(x) = li(z) + O, (z"/*%)

Soucasny rekord pro odhad chyby 7(z) — li(z) v PV je
O(x exp(—c(log )3/ (loglog z) /%)) |

ktery dokazali v r. 1958 (nezavisle) N. M. Korobov a I. M. Vinogradov.
Podrobnéji se lze o historii PV do¢ist v Edwardsovi [18] nebo Novakovi [55].
Dalsi literatura o ((s) a PV: Tenenbaum [72], Ivi¢ [37], Titchmarsh [73] a
Karacuba a Voronin [40].

Mnozi si mysleli, ze se PV elementarné, bez pouziti komplexni analyzy,
dokézat neda. Existoval téz nazor, ze pokud by snad takovy dikaz byl nale-
zen, prinesl by podstatny prevrat ve znalostech o prvoécislech (viz poznamky
k 9. kapitole [51]). Oba néazory se ukazaly jako mylné. V r. 1948 A. Selberg a
P. Erdés, nezavisle na sobé, ale ve vzédjemné interakci (viz [51]), nalezli ele-
mentarni ditkaz PV. Selbergtiv diikaz a jeho varianty uzivaji rtizné verze tzv.
Selbergovy formule popsané v tloze 22. Tyto elementarni diikazy lze nalézt
napiiklad v Novakovi [54], pozdéjsim vydani [30], v [51] nebo v Levinsonovi
[44]. Daboussi se obdivuhodnou ekvilibristikou dokazal obejit bez Selbergovy
formule. Hildebrand [32] dokazal PV elementarné metodami sit. Bruniv kra-
jan A. Selberg byl za své prace o prvocislech vyznamenan r. 1950 Fieldsovou
medaili.

Elementarni diikazy PV se sice nedokazaly zcela vyrovnat, co do sily
odhadu zbytku 7 (z)—li(x), analytickym, podstatné v8ak prekonaly poc¢ate¢ni
skeptickd ocekavani (podrobna diskuse je v Novakovi [56]). Soucasny rekord
odhadu zbytku v PV s elementarnim ditkazem je

O ( exp(—(logz)'/* %))

(A. F. Lavrik a A. S. Sobirov 1973). Piehledovy ¢lanek o elementarnich me-
todach je Diamond [15].

Riemannova hypotéza zistava i po 150 letech stale zahadna. Je dobie
znamo, Ze nulové body ((s) pro Re(s) < 0 jsou pravé —2, —4, —6, ... (tri-
valni nuly ((s)) a ze vSechny nulové body v Re(s) > 0, kterych je nekonec¢né
mnoho, lezi uvnitt (,,kritického“) pasu 0 < Re(s) < 1 a jsou rozlozeny syme-
tricky vzhledem k pfimkam Re(s) = 1/2 a Im(s) = 0. Tyto nulové body se
uvazuji v potradi podle svych kladnych imaginarnich soufadnic. Van de Lune,
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te Riele a Winter [45] numericky dokézali, Ze prvnich 1.5-10° z nich opravdu
lezi na piimce Re(s) = 1/2. Dalsi informace a odkazy poskytuje vyse zmi-
nénd literatura o ((s) a Bombieriho text o Riemannové hypotéze dostupny
na adrese [1].

5.9 Ulohy

1. (2) Uvazme reprezentaci prvocisel kodifikovanymi nazvy ¢isel v ¢estingé.
Prvocislu prifadime slovo nad abecedou

A={U, a,4,b,c,¢ d,e & i1 ...y},

které je jeho ¢eskym nazvem. Symboly d, é, f, g, h, ch, ..., z, Z pro
tento ucel nepotrebujeme. Symbol U oznac¢uje mezeru. Mnozinu P,
takto reprezentovatelnych prvocisel pak linedrné usporadame standard-
nim lexikografickym (slovnikovym) usporadanim <;, které je odvozeno
z obvyklého abecedniho poradi symboli v A (mezera predchazi vse,
pismeno s diakritikou jde po pismenu bez ni). Napfiklad

devadesat L sedm <; dva LI tisice LI tTi <; dvacet L tfi ,

protoze e <; v a Ll <; c. Naleznéte nejmensi a nejvétsi prvek linearniho
usporadani (P, <;). (Ty existuji, protoze P, je jisté kone¢n4.)

2. (1) Dokazte, ze pro kazdé s € R vétsi nez 1 plati Eulerova identita

1 =1
= =

p 1=1/p =nt
3. (a) (2) Kde je chyba v nasledujicim dikazu, uvedeném v jedné po-
mérné znamé ucebnici (nikoli teorie ¢isel)?

Claim: The number of primes up to n is at least \/n.

Proof of the claim: If a number 7 < n is not divisible
by any prime smaller than /n, then i is a prime. Now,
of the numbers that are less than or equal to n, at most
one-half are divisible by two. Of the remaining ones, at
most one-third are divisible by three. And so on for all
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primes up to /n. It follows that the number of primes
up to n is at least nJ[,< = ’%1, with the product ranging

over all primes up to y/n, which is at least as large as
Iy 5> v/n. o
(b) (2) Je nerovnost

-1
w(n)zn [ F—=
p<vn P
ktera byla v dikazu ,,odvozena®, pravdiva?

4. Modifikaci Euklidova diikazu dokazte, ze

(a) (1) Prvocisel tvaru 4n + 3 je nekonec¢né mnoho.

(b) (2) Prvodcisel tvaru 4n + 1 je nekone¢né mnoho.
5. Funkce x1,x3: Z — {—1,0,1} definujeme jako

—1... n=3mod4
a x3(n) = 1... n=1mod 4
0... jinak .

1... n=1,3mod 4
x1(n) =

0... jinak

Déle, pro i = 1,3 a s € R, necht

(a) (0) Pro kazdé s > 1 fada L(s, x1
(b) (1) Totéz plati pro s > 0 i pro L
(c) (1) L(s,x1) — o0 pro s — 1+.

) konverguje a L(s, x1) > 0.
(

SJX3)'

6. Modifikaci Eulerova dilkazu dokazte, ze prvocisel tvaru 4n + 1 i tvaru
4n + 3 je nekonecné mnoho. Konkrétnéji,

(a) (2) Pro s > 1 maji obé L(s, x;) soufinové vyjadieni analogické
Eulerové identité v 5.1.

(b) (1) Pro s jdouci k ¢islu 1 zprava uvazte chovani vyrazi
L(Saxl)/L(SJX3) a L(S,XI)L(S,X?,).
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7. Cilem uloh 7-14 je dokézat Dirichletovu vétu, podle niz pro kazdou
dvojici a,m € N,a 1. m, existuje nekone¢né mnoho prvocisel p spliu-
jicich p = a mod m. Budeme potiebovat nékolik vlastnosti charakteri.

Pripomindme, 7e charakter Abelovy grupy (G, -) je homomorfismus x

z G do komplexni jednotkové kruznice. Necht G' je mnozina vSech cha-
raktertd grupy G.

(a) (1) G s operaci nasobeni charakterti (x - ¢)(z) = x()¥(z) tvori
Abelovu grupu, jejimz neutralnim prvkem je hlavni charakter
(identicka 1).

(b) (1) Je-li G cyklicka grupa fadu n, je i G cyklickd grupa fadu n.

(c) (2) Je-li H podgrupa G, lze kazdy charakter y € H rozsffit na
charakter grupy G.

(d) (1) Je-li H podgrupa G, je podgrupa {x € G : Vo € H x(z) =1}
grupy G izomorfni grupé G/H.

(e) (2) Grupy G a G maji tyZ pocet prvkii.

—

(f) (1) Zobrazeni x — (x — x(x)) je izomorfismus grup G a (G).
(g) (1) Necht a € G matad f a g =|G|/f. Pak

[1(1-x(a)z) = (1 —af)7.

xe@

8. (1) Necht n = |G|, e € G a ¢ € G. Pak

n... 1 je hlavni n... a=1
Zd’(x):{ 0... jinak a ZAX(“):{ 0... a;«élz.

zeG x€G

9. (2) Necht 0 < o < [ jsou dvé realna ¢isla a z € C je komplexni,
pficemz Re(z) = = > 0. Pak
z

|e—az o e—,@‘z| S . (e—ax o e—ﬂa:) )

X

10. Charakterem modulo m € N rozumime charakter x multiplikativni
grupy G, = (Z/mZ)* zbytkd modulo m nesoudélnych s m. x chapeme
jako zobrazeni x : Z — C, x(a) = x(a) pro a L m (a je redukce a
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modulo m) a x(a) = 0 pro (a,m) > 1. Pro s € C a x charakter modulo
m definujeme Dirichletovu L-funkci

L(s.x) = i X(Cl) ‘

n
(a) (1) Je-li x nehlavni, konverguje L(s,x) pro kazdé Re(s) > 0 a
definuje funkci holomorfni v této poloroviné.

(b) (2) Je-li x hlavni, konverguje L(s, x) pro kazdé Re(s) > 1 a defi-
nuje funkei holomorfni v této poloroviné. L(s, x) se da rozsifit na
funkci == + F(s), kde F'(s) je holomorfni v poloroviné Re(s) > 0.

11. Dirichletova fada

Fls)=3

S
n=1 n
méj nezaporné realné koeficienty a,,. Necht ¢y je infimum (ve skute¢nosti

minimum) téch ¢ € R, ze F(t) konverguje.

(a) (1) F(s) definuje v Re(s) > ¢, holomorfni funkci.

(b) (3) Tato funkce ma v ¢, singularitu (neda se holomorfné rozsitit
do zadného okoli ty).

12. Necht m € N a s € C.

(a) (2) V Re(s) > 1 plati
ML= I @ — p~ @y =9e) |

p nedéli m

kde x probihd ¢(m) charakteria modulo m, f(p) je fad p v Gy,
(nejmensi f € N takové, ze p/ =1 mod m) a g(p) = |G|/ f(p) =
p(m)/f(p).

(b) (3) S pomoci funkce

Gu(s) = [T L(s,x)

X

dokazte, ze pro kazdy nehlavni charakter y modulo m mame
L(1,x) # 0.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Necht x je charakter modulo m, s € R je vétsi nez 1 a

Al =2

P

(a) (2) Je-li x hlavni, pak f,(s) = oo pro s — 1.
(b) (2) Je-li x nehlavni, je f,(s) pro s — 1+ omezena.
(2) Proa,m € Nya L m, as € Cs Re(s) > 1 definujeme veli¢iny
1
pla,m)={p: p=amodm} a gi(s)= Y — .
pep(a,m)

Dokazte identitu
ga(s) = ——=>_x(a) " fi(s) .

Z ni a z predchozich vysledki odvodte Dirichletovu vétu: p(a,m) je
nekonecna.
(2) Dokazte, ze pro kazdé a a m jako vySe pro s — 17 plati

1 1

(2) Necht N = p{*...p% je prvociselny rozklad (hypotetického) lichého
dokonalého cisla. Dokazte, ze vSechny exponenty a; kromé jednoho jsou
sudé a zbyly exponent, feknéme a;, spliuje p; = a; = 1 mod 4.

(1) Ovéite, ze Cisla
2"(3-2" 1 —1)(3-2" —1) a 2"(9-2*"1 - 1)

jsou spratelena, pokud tii ¢isla v zavorkach jsou prvocisla. Naleznéte
tfi hodnoty n, pro néz to nastava.

(3) Dokazte, ze asymptotika

()

T

_ -3
= gz + O(xzlog "~ x)

neplati.
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19.

20.

21.

22.

(2) Kdyz p* déli (2::)7 pak p¥ < 2m. Dokazte a odvodte z toho, Ze

m(r) > xlog ' .

(2) Dokazte implikaci

(3) Dokazte, ze

kde v = lim, o0(1 435+ 3 +- -+ = —logn) = 0.57721. .. je Eulerova-

Mascheroniova

lim W(:i)l
=00 plog™ w

Jim log:

konstanta.

=c existuje = c=1.

11

p<w

(

1
1— =
p

(4) Dokazte elementarné asymptotiku

> log’p+ Y logp-logg =2zlogz + O(x) .

p<z

pg<w
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