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Vim, ze Cisla jsou krasna. A jestlize krasna nejsou, pak neni krasné nic.

(Paul Erdés, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky prozival pan S. &slice.

,Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhda ¢isla. Maji tvar ...

1 — to je ostré ¢islo, nezavisle na jeho grafickém vyjadreni,

je to néco ukonceného, tvrdého.

2 — to je plossi, ¢tverhranné, bélavé, byva trochu nasedlé ...

3 — to je zaostreny tlomek a toci se.

4 — to je opét ctvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnéjsi, tlusté ...
5 — plné zakonceni v podobé kuzele, véze, masivni.

6 — to nasleduje prvni za ,5“, je bélavé.

8 — to je nevinné, modravé mlécné, podobné vapnu.“

(A. R. Lurija, Mald knizka o velké paméti.)



Toto je predbézny text 4. kapitoly (kongruence) skript k mé prednésce
Uvod do teorie cisel, kterou jsem konal na MFF UK v Praze v zimnich
semestrech Skolnich rokd 1996/97, 1998/99 a 1999/00. Zatim v preprintové
radé KAM-DIMATIA Series vysly kapitoly 1 (zédkladni pojmy a obraty), 2
(diofantické aproximace) a 3 (diofantické rovnice) a budou v ni postupné
vydany zbylé kapitoly 5 (prvocisla), 6 (geometrie ¢isel), 7 (¢iselné rozklady),
8 (medailony matematiki) a 9 (ndvody k feSenim tloh). Obtiznost tloh je
bodovana 0 (nejlehéi) az 5 (nejtézsi).

¢ervenec 2000 Martin Klazar
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Kapitola 4

Zbytky cisel

Zakon reciprocity kvadratickych zbytki, véta 106, patii mezi nejkrasnéjsi vy-
sledky elementarni teorie ¢isel. Poprvé ho formuloval v jazyku kvadratickych
forem uz Leonard Euler ve spisu Theoremata circa divisores numerorum in
hac forma pa® £ qb* contentorum (1744/46). (Na to upozornil Leopold Kro-
necker v roce 1875.) Explicitné ho ve tvaru blizkém dnesnimu Euler uvetejnil
znovu v Observationes circa divisionem quadratorum per numeros primos
(publikovano v Opuscula Analytica posmrtné v r. 1783). Termin ,recipro-
cita“ v nazvu zdkona razil Adrien-Marie Legendre, ktery se jim zabyval v
pracich Recherches d’Analyse Indéterminée (1785/88) a Essai sur la Théorie
des Nombres (1798). Essai . . . je viibec prvni kniha vénovana vyhradné teorii
Cisel.

Legendre byl prvni, kdo podal alespon ¢astecny ditkaz zdkona reciprocity.
Z osmi pripadi odpovidajicich moznostem p,q = +1 mod 4 a (I—q’) = +1
umél dokizat v aplnosti dva: p = —¢ = 1 mod 4 & (%) = —-lap=gqg=
—1mod 4 & (%) = 1. V diikazu zbylych Sesti pripadi se odvolaval na tvrzeni,
jehoz dikaz tehdy nebyl zndm a které dokdzal Peter Dirichlet az v r. 1837,
ze v jisté zbytkové tiidé lezi vzdy alespon jedno prvocislo.

V poloviné devadesatych let vstoupil na scénu némecky mladik, ktery
byl synem nadenika v Braunschweigu a jehoz zazra¢ny talent zachranilo me-
cendsstvi brunsvicko-wolfenbiittelského vévody. Carl Friedrich Gauss (nebo
Gauf} podle starsiho pravopisu) experimentoval s kvadratickymi zbytky uz
od roku 1792. Na zacatku roku 1795 znovuobjevil nejprve 1. doplnék zakona
reciprocity, relaci (5}) = (=1)P=1/2 4 v bieznu tého roku zdkon sam. 8.
dubna 1796, podle zaznamu v deniku, Gauss nalezl jeho dikaz. Dikaz rozli-
Suje osm Legendreovych pripadi, je zalozen na indukci a je zcela elementarni,



ale slozity. Gaussovi bylo bez nékolika dni 19 let. Svym objevem se po zasluze
pysnil a zakon reciprocity nazyval Theorema Fundamentale ¢i dokonce The-
orema Aureum (zlata véta). 22. ¢ervna 1796 nasel druhy dikaz, zaloZeny na
rodu kvadratickych forem, a na podzim 1796 dalsi dva dikazy. Monografie
Disquisitiones Arithmeticae, jejiz vydani ¢tytriadvacetiletym Gaussem v roce
1801 se povazuje za pocatek letopoctu moderni teorie cisel, obsahuje prvni
dva dikazy. Gauss jich v pribéhu zivota publikoval celkem Sest a dalsi dva
byly nalezeny v jeho poztstalosti.

My se v oddilu 4.3 spokojime se dvéma. Prvni, asi nejelementarnéjsi ze
znamych dikazi, je zalozen na identité mezi pocty mrizovych bodi v jistych
rovinnych utvarech. Druhy uziva vlastnosti exponencialni funkce a néalezi
Gaussovu zaku Ferdinandu Eisensteinovi.

Nicméné nasim hlavnim tématem v kapitole 4 nebudou kvadratické
zbytky, ale konecna pole. V 4.1 odvodime jejich zdkladni vlastnosti (shr-
nujeme je v tvrzeni 92). Existence konefného pole vyplyne z enumerace po-
lynomii: V Gaussové vété 89 dokdzeme, Ze v Z,[z] je =34, p?u(n/d) mo-
nickych ireducibilnich polynomt stupné n. V dikazu Erdésovy a Chowlovy
véty 94 uvidime, jak lze pomoci konec¢nych poli sestrojit velké podmnoziny
{1,2,...,n}, v nichz se zddné vzdalenost dvou prvki neopakuje. V 4.2 doka-
zeme Chevalley-Warningovu vétu 95 o poctech feSeni polynomialni soustavy
nad kone¢nym polem GF(p") — pfesahuje-li po¢et neznamych soucet stupni,
je pocet TeSeni délitelny p — a uvedeme jeji dvé kombinatorickd pouziti. V
4.3 kromé dvou zminénych diikazi zdkona reciprocity popiseme teorii kvad-
ratickych zbytki, hlavné vlastnosti Legendreova symbolu.

Oddil 4.4 vénujeme elementarnimu dikazu specidlniho pripadu Weilovy
véty 111, kterd patii k hlavnim vysledkim teorie ¢isel ve 20. stoleti. Véta
rika, ze pro konecné pole F' a ireducibilni polynom P € F[X,Y], ktery zi-
stava ireducibilni i v F[X, Y] (F oznacuje algebraicky uzdvér F'), ma rovnice
P(x,y) = 0p pravé |F| 4+ O(|F|'/?) fefeni x,y € F. Jde o vysledek mnohem
hlubsi nez Chevalley-Warningova véta, s obtiznym diikazem. Spokojime se
s dikazem piipadu F' = Z,. V pododdilu 4.4.1 dokaZeme, Ze pro kazdé k
existuje ,turnaj“ mezi nékolika hraci, v némz je kazdych k hract porazeno
néjakym jinym hracem. Velmi jednoduchy dikaz uzivajici pravdépodobnostni
metodu je nekonstruktivni. Jediny zndmy konstruktivni diikaz je zalozen na
Weilové véte.t

1V lednu 2000 Tyszkiewicz publikoval novy, velmi jednoduchy konstruktivni ditkaz. Viz
poznamky.



V kapitole 4 u ¢tenare predpokladame zbéhlost v zachazeni se zakladnimi
pojmy komutativni algebry, naptiklad v 4.4 pracujeme s pojmem algebraic-
kého uzavéru (o némz je ale tieba védét vpodstaté jen to, ze existuje). VétSinu
pojmi se snazime piipomenout. Diikaz ptripadu F' = Z, Weilovy véty v 4.4.2—
prehled o Weilové vété a nezajimaji-li ji technické jemnosti dikazu, mize si
precist jen tvod 4.4, 4.4.1 a poznamky k 4.4.

4.1 Konecéna pole

Pripomindme, 7Ze téleso je algebraickd struktura (7',+,-) s bindrnimi ope-
racemi ,s¢itani“ + a ,nasobeni“ -, pfi¢emz (7,+) je komutativni grupa,
T* = (T\{07},-) je grupa a obé operace svazuje distributivni zdkon. Je-li
multiplikativni grupa nenulovych prvka 7™ komutativni, mluvime o komuta-
tivnim télese neboli o poli. Piikladem nekomutativniho télesa jsou kvaterni-
ony (tloha 3). Dé se dokazat, Ze vSechna kone¢na télesa jsou pole (alohy 4 a
5). Prikladem kone¢ného télesa je pole zbytku Z, = ({0,1,...,p — 1}, 4+, ),
v némz se s¢itd a nasobi béznym zptsobem modulo prvocislo p. Nas budou
zajimat pouze konecna télesa a proto se v definicich omezime na pole.

Necht F' je pole, G jeho podpole a o € F. Rekneme, ze o mé stuper r
nad G, pokud r = min{deg(a) : a € G[z] & a(a) = Op}. Monicky polynom
a € G[z] realizujici stupeii a je minimdlni polynom « nad G. Necht F je
pole a n € Ny. Jako ng oznac¢ime prvek 1p + 1p + -+ + 1p, ktery vznikne
se¢tenim n jednotkovych prvki (0z je nulovy prvek F). Pron € Zan <0
rozsifime tuto definici pomoci np = —(—n)p. Pokud ng # 0p pro vSechna
¢isla n > 0, rikdme, ze F' ma charakteristiku 0. Pokud ngp = Op pro nékteré
n € N, je nejmensi takové n prvocislo p, jak hned dokdzeme. O takovych
polich fekneme, ze maji charakteristiku p.

Lemma 84. Necht pole F' nemd charakteristiku 0. Pak nejmensi cislo n €
N, pro néz ngp = Op, je nejake prvocislo p. 'V takovém F' pro kazdé m,n € Z
plati ekvivalence

mp=ng < m=nmodp .

DUKAzZ. Ma-li n uvedenou vlastnost a n = ki, kde k,l € N,



Protoze pole nema délitele nuly (F* je grupa), kr = Op nebo {p = 0p. Podle
definice n nutné k& = n nebo [ = n. Cislo n nema netrivialni délitele a je
prvocislo, n = p.

Necht prvoéislo p je charakteristikou F'. Pokud m —n = pk, (m —n)p =
prkr = 0p a mp = ng. Pokud mprp = ng, vyjadiime m — n jako m —n =
pk+1,0 <1 < p (tvrzeni 1) a dostavame, ze Op = mp —np = (M —n)p =
(pk + 1)p = prkp + lp = lp. Z definice p plyne, 7e [ = 0. Tedy p\(m —n). &

Tvrzeni 85 (F ma p" prvki). Necht F je konecné pole. Pak F mda cha-
rakteristiku p a |F| = p" pro néjaké cislo r € N.

DUKAZ. Z konec¢nosti F' plyne, ze mp = ng pro néjaka prirozena ¢isla m < n.
Pak ale np — mp = (n — m)r = Op a F mé charakteristiku p. Mnozina
G ={0p,1p,...,(p—1)p} tvoii podpole izomorfni poli Z, (lemma 84). F je
vektorovym prostorem s télesem skalart G. Ma konecnou dimenzi r a jeho
vektory odpovidaji vzéjemné jednozna¢né r-ticim skalari G. F ma |G|" = p"
prvki. &

Mirné zneuzijeme znaceni a pro konecné pole F' charakteristiky p budeme
kopii G pole Z,, v F' znacit prosté Z,.

Tvrzeni 86 (struktura F*). Necht F je konecné pole a |F| =p" = s. F*
je cyklickd grupa adu s —1 a md p(s — 1) generdtori. (¢ je Eulerova funkce
definovand v oddilu 1.2.)

DUkAz. Ukdzeme obecnéji, ze v grupé F™* je pro kazdy délitel d ¢isla s — 1
presné p(d) prvki fadu d. MnoZinu takovych prvki oznac¢ime jako Ry. Ziejmé
je R4y podmnozinou feseni x € F' rovnice

ZL‘d:]_F.

Prvek a € Ry bud libovolny. M4 fad d a ne mensi, proceZ jsou mocniny
at,o?, ..., af vzijemné rizné. Ziejmé to jsou feSeni hotejsi rovnice. Ta vSak
ma nejvyse d FeSeni (mez pro pocet riznych kofent polynomu z F[z]), a tak
to jsou vSechna fefeni. Takze Ry C {af: i =1,...,d}. R4d d dostaneme,
pravé kdyz ¢ L d. Proto bud |R4| = 0 (« neexistuje) nebo |Ry4| = ¢(d).
Ziejmé (tad kazdého prvku déli s — 1)

Z |Rd|:8—1.

d\(s—1)



Podle tvrzeni 9 (kapitola 1) |R4| = ¢(d) pro kazdé d,d\(s — 1). &

Komutativita ndsobeni v F' hraje v dikazu podstatnou roli. (Nehraje vSak
zadnou roli v diikazu tvrzeni 85.) V nekomutativnim télese 7" miize totiz rov-
nice v¢ = 17 mit vic nez d fegeni. Napiiklad z* = 17 ma v télese kvaternioni
(viz loha 3) osm TFeSeni: +1, +i, £j a £k. Generatoru F* se ¥ikd primitivni
element F'.

Ctenaika jisté vi, ze pro kazdé pole F' v okruhu polynomt F[z] plati
obdoba algoritmu déleni se zbytkem (tvrzeni 1). Diky tomu je F'[z| okruh
s jednozna¢nym rozkladem na ireducibilni prvky: Kazdy polynom a € F|x]
ma, az na poradi a skalarni nasobky prvky z F', jednoznacny rozklad a =
biby ... by, kde b; € F[z] jsou ireducibilni v F[z] (obdoba véty 2).

Tvrzeni 87 (|F| uréuje F). KaZdd dvé konecnd pole s tymz poctem pruki
jsou izomorfni.

DUKAZ. Necht F' je konecné pole s s = p" prvky a ¢ € F* je primitivni
element. Ukazeme, ze {0, 0',...,0" "'} je baze F jako vektorového prostoru
nad Z,. Necht : < r je nejmensi pocet, pro néjz je mnozina vektordi X =
{0 o',..., 0"} linedrné nezéavisla (nad Z,), ale X U{0"} je linearné zavisla.
To znamend, Ze o' je Z,-linedrni kombinace prvki X. Opakovanym uZitim
identity o* = o'c* % pro k > i ziskdme toto vyjadieni pro kazdou mocninu
of k € Ny. Ale F = {0p,0° 0',...,0° 2}, a tak je X bazi. Nutné i = .
Tim jsme také dokézali, Ze o ma nad Z, stupen r.

Necht P(z) € Z,[x],deg(P) = r, je minimdalni polynom o nad Z,. P je
ireducibilni v Z,[z] a déli polynom z* ! — 15 € Z,[z], protoze ten se anuluje
na 0. Necht G je jiné kone¢né pole s s = p" prvky. P se v G[z] Gplné rozklada,
protoze déli polynom 2°~! — 14, ktery se v G[z] aplné rozklada (jeho kofeny
jsou pravé prvky G*). Mizeme proto vzit prvek 6 € G*, ktery je kofenem P.
P je minimalni polynom 6 nad Z, (je ireducibilni) a # ma nad Z, stupen r.
Proto je X' = {6° 6',...,6"'} lineadrné nezavisla a je linearni bazi G.

Snadno se ovéri, ze zobrazeni f : F' — G, které prvku ag + a0 + -+ +
ar—10" (a; € Z,) piifadi prvek ag + a10 + -+ + a,—10" 1, je izomorfismus
poli F' a G. (Pro platnost identity f(af) = f(a)f(«) potfebujeme, 7e o a
maji tyZ minimélni polynom P nad Z,.) &

Pro uplny popis konec¢nych poli uz zbyva jen dokazat, ze pro kazdé prvo-
c¢islo p a kazdé ¢islo r € N existuje pole F' s p” prvky. Ke konstrukci /' nam
poslouzi okruh polynomi Z,[z].



Lemma 88. Necht b € Z,[x] md stupen r a je ireducibilni v Z,[x]|. Pak
faktorokruh Z,[x]/1, kde I = (b) = {sb: s € Z,[z]|} je idedl generovany b,
ma p" prokid a je pole.

DUkAz. Prvky Z,[z]/1 jsou pravé vSechny mnoziny polynomi tvaru a + I,
kde a € Z,[z] ma stupen < r. Proto ma Z,[z|/I pfesné p" prvki. Jediny z
axiomi pole, jehoz splnéni v Z,[x]/I neni ziejmé, je existence multiplikativ-
niho inverzu. Dokazeme ji snadno. Polynom b je ireducibilni, a tak b mize
délit soucin ac, kde a i ¢ maji stupen < r, jen kdyz b déli a nebo c. Pro
kazdy nenulovy a € Z,[z| se stupném < r tedy t¥idy ac + I, kde ¢ probiha
p" polynomi stupné < r, probthaji v8ech p” prvki Z,[z]/I. Pro vhodny ¢
mame 1+ 1 =ac+ 1= (a+1I)(c+1I)ac+1jeinverz k a+ I. &

Vzhledem k tomuto lemmatu staci dokazat, ze v Z,[z] je pro kazdé n € N
ireducibilni polynom stupné n. Kombinatorickou tvahou nalezneme presny
pocet takovych polynomii.

Véta 89 (Gauss, 1801). Pocet monickych ireducibilnich polynomi v Z,[x]
se stupném n je roven

—Zp p(n/d)

d\n
kde p(n) je Mibiova funkce (definovand v 1.2).

DUKAZ. Hledany pocet oznac¢ime jako a,. Tvrdime, Ze plati identita

:HI—:L" )7

d=1

l—px

Abychom ji nahlédli, porovname koeficienty u z". Vlevo se rovna p", coz je
zfejmé pocet vSech monickych polynomi stupné n v Z,[z]. Vpravo (pouzi-
jeme rozvoj 1/(1 —z%) = 1+ x% + 2?? + - - ) je roven poctu Feseni rovnice

n=x1+x9+--- ,kde xi6{117127---71a17217227---2a27317---}:N,7

T1 > To > ... a N je modifikovand mnozina N, v niz mame a; druha ¢isla
1, ay druht éisla 2 a tak dale (pro i;, k, € N’ klademe i; > k;, pokud i > k
nebo i =k & j > [). Coz je vlastné pocet v8ech moznych faktorizaci

a:ble... s



kde a € Z,[z] je monicky stupné n a b; € Z,[x] jsou monické a ireducibilni
a ne nutné rizné. (Mame pravé a, polynomi b;,deg(b;) = k.) Koeficient u
2™ vpravo tedy opét predstavuje pocet vSech monickych polynomiu stupné
n, nyni jsou reprezentovany svymi rozklady na souciny ireducibilnich poly-
nomt. (Uzivame podstatné, ze Z,[x] je okruh s jednozna¢nym rozkladem na
ireducibilni prvky.)

Formalnim logaritmovanim hotejsi identity dostavame

n 1
L

n>1 N d>1

= D ),

a>1  m>1

= ¥ =Y daa.

n>1 "' d\n

dlL‘dm

dm

Porovnani koeficientii u 2™ vede ke vztahu

p":Zdad.

d\n

Podle Mobiovy inverzni formule (tvrzeni 7 v kapitole 1),

na, =Y ptu(n/d) .

d\n
Odtud plyne formule pro a,,. O
Kombinaci véty a lemmatu 88 dostavame

Tvrzeni 90 (existence F'). Pro kaZdé prvocislo p a kazdé n € N ezistuje
konecn€ pole s p"™ proky.

DUKAzZ. Z

n—2

_pn_l_p _._p_]_

1 P
— > plu(n/d) >
n d\n

(p—2)p" +1
n(p—1)



plyne, Ze pro kazdy stupenn n mame v Z,[z] ireducibilni polynom. &

Jiny, algebraicky diikaz existence konecného pole je popsan v tuloze 6. Jed-
nozna¢né urcené konecné pole s p™ prvky budeme znacit GF(p").

Tvrzeni 91 (podpole F). KaZdé podpole pole F = GF(p") je izomorfni
GF(p™), pricemZ m déli n. Naopak, pro kazdy délitel m ¢isla n md GF(p™)
prave jedno podpole s p™ proky.

DUkAz. Je-li G podpole F'; ma G charakteristiku p a |G| = p™ pro néjaké
m € N. F je vektorovy prostor nad G, a tak |F| = |G| pro n&jaké k € N.
Takze n = mk.

Naopak, necht n = mk. Polozime s = p™ a t = p™ a uvazime mnozinu

G={aeF: d=a}.

Jde o kofeny polynomu z* — z. Protoze m\n, (t — 1)\(s — 1) a 2! — 2 =
z(zt — 1) déli 2° — 2z = x(z* ! — 1). Polynom x* — x se rozklad4 na s
riiznych linearnich faktori z — a,a € F. Proto ma 2! — z v F t riznych
kofend a |G| =t = p™.

Ukazeme, Ze G je pole. Necht o, 3 € G, 3 # 0g. Pak (a/B3)! = o'/ =

a/f a a/f € G. Uzavienost na rozdil plyne z identity

p . .
@=0r =3 () ateppi—ar-p
i=0 \")
Ta plati diky tomu, ze (’Z)F = 0p pro 0 < ¢ < p. Po m umocnénich na p
dostaneme
(a=p)=ad-f=a-4,
atakia— (g ed.

Necht G’ je libovolné podpole F' s t = p™ prvky. Patrné o = « pro kazdé
a € G'. G se sklada z kofentt ¥ — 2 a G' = G. O

Tvrzeni 92 (shrnuti). KaZdé konecné pole F' md charakteristiku p a p"
prokid, kde p je prvocislo. Pro kazZdé prvocislo p a n € N existuje aZ na
izomorfismus jedin€ pole s p" proky, které znacime jako GF(p™). Grupa F*
(multiplikativni grupa nenulovych proki) je cyklickd. Podpole GF(p™) jsou
pravée ta GF(p™), Ze m\n, a pro kazdé m,m\n, ezistuje pravé jedno takové
podpole.



Konec¢na pole pouzijeme pro konstrukei velkych Sidonovych mnozin. Pod-
mnozina X C N je Sidonova, pokud pro kazdé ¢tyfi prvky zq,...,24 2 X
rovnost xy + xo = x3 + x4 plati, jen kdyz {xy, 22} = {x3,z4}. Jinymi slovy,
dvouclenné soucty prvki mnoziny X se neopakuji. Jesté jinak feceno, X je Si-
donova, pravé kdyz jsou vsechny rozdily y — x,y # x, prvki y,z € X ruzné.
Nejvétsi mohutnost Sidonovy podmnoziny mnoziny {1,2,...,n} ozna¢ime

Si(n).
Véta 93 (Erdds a Turéan, 1941). Pro n € N plati
Si(n) < n**+n'* +0O(1) .

DUkAz. (Lindstrom, 1969.) 1 <z < 23 < --- < &, < n bud m-prvkova
Sidonova mnozina X. Pro k¥ € N uvazime sumu

Sk, X)=> (1<i<j<mé&j—i<k) (zj—wz).
2
S(k, X) je soucet téch vzdéalenosti prvkia X, které pokryvaji méné nez k
jinych prvki. Hodnotu parametru & zvolime vhodné v zavislosti na n pozdéji.
Dokazeme nerovnosti

(km - (?1) N 1) < S(k, X) < (k ; 1>n .

Dolni odhad plyne z toho, ze suma S(k,X) mad s = (m — 1) + (m — 2) +
et (m—k)=km — (kgl) s¢itanci z N, které jsou vzajemné rizné. Proto
Sk, X)>1+4+2+---+s= (sgl). Horni odhad plyne z toho, ze z; — z; =
(Tiy1 — @) + (Tig2 — Tip1) + -+ + (r; — x;-1) a kazdy elementarni rozdil
Tig1 — @i se v S(k, X) objevi nejvyde 1+ 2+ -+ k = (*}') krdt. Soucet
elementarnich rozdild je pritom n — 1.

Po snadnych tpravach odhadu

()< (7))

dostaneme nerovnost

k41
m < (1+1//c)n+%.



Protoze /(14 1/k)n = (145 +O(k~?))n'/2, optimélni volba k je k = [n'/*]
a dava nam pro m = | X | dokazovanou nerovnost. &

Jak ukazuje nasledujici véta, pro nekone¢né mnoho hodnot n je tento odhad
Si(n) témér nejlepsi mozny.

Véta 94 (Chowla, 1944; Erdds, 1944). Necht n =m?*+m+1 am =p"
je mocnina prvocisla. Pak existuje Sidonova mnozina X C {1,2,...,n} s
m + 1 proky. Odtud plyne, Ze

Si(n) > vn
pro nekonecné mnoho hodnot n.

DUKAZ. Sestrojime mnozinu A = {ay, as,...ams1} C Ny takovou, ze m? +
m = (m + 1)m rozdild a; — a;,i # j, predstavuje pravé vSechny nenulové
zbytky modulo n = m*+m+1. Vezmeme tytéZ zbytky v mnoziné {1,2,...,n}
a dostaneme Sidonovu mnozinu velikosti m + 1.

Polozime m = p", F = GF(m), G = GF(m?) a chdpeme F jako podpole
G (tvrzeni 91). Necht @ je primitivni element G* (tvrzeni 86). A definujeme
jako

A={0}ufaeN:1<a<m’ -1 & 0*=0+c,ceF}.

Patrné |A| = |F|+ 1 = m+ 1. Pro dikaz rozdilové vlastnosti A ukadzeme, ze
(i) {62,0°} je linearné zavisla nad F, pravé kdyz a = b mod m? + m + 1 a
(ii) # ma nad F stupen 3.

Vlastnost (i). Jak vime z dikazu tvrzeni 91, © € G* padne do F, pravé
kdyz ™! — 15 = 0g. Protoze G* = {0*: a=1,2,...,m> — 1}, sestavd F*
pravé z téch 6%, ze a je délitelné (m® —1)/(m—1) = m*+m+1. Vlastnost (i)
je dokéazana, protoze F-linedrni zavislost {6%,6°} je ekvivalentni s §¢=° € F.
Vlastnost (ii) se dokazuje stejné, jako ze § ma nad Z, stupeii 3r (Gvodni
partie dikazu tvrzeni 87).

Zpét k A. Vzhledem k tomu, 7e § ¢ F, je pro rizné ¢,¢’ € F mnozZina
{0 + ¢,0 + ¢} linedrné nezavisla nad F'. Podle (i) jsou proto rtzné prvky A
nekongruentni modulo m? +m + 1. Necht nyni a,, as,as, a4 € A a

a; —ay =as —ay mod m?>+m+1.

Uvidime, 7e a; = az nebo a; = as. Pro a € A oznacime L,(0) = 0* =0 + ¢
a Lo(0) = 1. Z kongruence a (i) plyne, ze prvky L, (0)La,(0) a Ly, (0) L4, (0)
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jsou nad F' linearné zavislé. Protoze to jsou monické kvadratické polynomy
z F[0] a plati (ii), je to mozné jen tak, ze Ly, (0)La,(0) = Lg,(0)La,(0).
Rozklad polynomu na linearni faktory je jednoznacny, takze L, = L,, nebo
Ly, = Lgy,. Tudiz ay = ay nebo a; = ag. &

Dalsi vysledky o Sidonovych mnozinach jsou zminény v tlohach 8-10 a v
poznamkach.

4.2 Chevalley-Warningova véta a kombina-
torika

Véta 95 (Chevalley, 1936; Warning, 1936). Necht F' = GF(p") je ko-
necné pole a N € N pocet teseni (aq, ..., ay) € F™ soustavy

kde P; € Flxy,x9,...,%,]. Pokud

> deg(P) <m,
=1

je N delitelné p.
Nejprve dokazeme

Lemma 96. F = GF(p") bud konecné pole a m € N. Pak

me:{ ~1p ... (|F]=1)\m

= Op ... Jinak .

DUKAzZ. Pokud (|F|—1)\m, pro kazdé & € F* z 2/¥171 = 15 plyne 2™ = 1p.
Takze
oam=0p+(|FI=)p=0")r—1pr=—1p,

zeF
protoze F' ma charakteristiku p. Pro diitkaz druhé ¢asti pouzijeme primitivni
element o € F* (tvrzeni 86). Sta¢i nam, ze pro m nedélitelné |F| — 1 plati
a™ # 1. Probihéd-li x pole F', probiha je i ax. Proto

S=>a"=> (ar)"=a™> 2™ =a"§.

zelF zeF zeF
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Tedy (Oém — 1F)S = OF asS= OF <>

DUkAzZ VETY 95. Plati identita

> JIr = Pj(ar, as, .. S am) Y = Np |

A1 ,e.esm j:l

v niz s¢itdme pies vsech |F|™ m-tic (ay,...,a,) € F™. K jejimu nahlédnuti

si staci uvédomit, ze a/¥1=! = 1 pro viechny a € F* a O'FIT‘A = 0p.
Podivame se na vyraz vlevo od = jinym zptisobem a ukazeme, 7e je ro-

ven 0. Protoze F' ma charakteristiku p, lemma 84 dava N = 0 mod p. Po

umocnéni a roznasobeni mame vlevo F-linearni kombinaci ¢lenii typu

> Ileb =13 a

A1 yomim i—1 i=1 a;€F

Ale - "
Yok < (|FI—1)) deg(P) < (|F|—1)m .
i—1 i=1

Nékteré k; tudiz spliuje 0 < k; < |F|—1 a bud |F| —1 nedéli k; nebo k; = 0.
V prvnim piipadé je podle predchoziho lemmatu odpovidajici suma rovna
Op. V druhém piipadé dostavame sumu 1p + 1p + -+ - + 1p = |F|r (pro¢?),
coZ je rovnéz Op. Soucin je nulovy a nulova je i celd linearni kombinace. <

Chevalley-Warningovu vétu pouzijeme v kombinatorické teorii ¢isel. Pro
dana prirozena cisla m a n se ptame, jaky je nejmensi pocet v Ccisel
91,92, ---,9, € Z, ktery zarucuje, ze se mezi nimi vzdy najde m cisel se
souctem deélitelnym n. Pro m nedélitelné n to nezaruc¢i zadné v, Spatny je
tfeba soubor ze samych jednicek. Necht m = n. Jaky je nejmensi pocet v,
ktery zarucCuje, ze se mezi v celymi c¢isly najde n cisel se souc¢tem rovnym
nule modulo n?

Véta 97 (Erdés, Ginzburg a Ziv, 1961). Mezi kaZdgmi 2n — 1 celymi
cisly je vZdy n cisel, jejichZ soucet je delitelny n. Hodnotu 2n — 1 jiZ nelze
snizit.

DUKAZ. Dodatek je jasny, soubor 2n — 2 ¢isel sestavajiciz n — 1 nulan —1
jednicek neméa popsanou vlastnost. Nejprve ukazeme, ze z platnosti véty pro
n1 € N a ny € N plyne jeji platnost pro nins. Budte dano 2n;n, — 1 celych
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¢isel. Opakovanym uzitim predpokladu pro n; z nich vybereme 2n, — 1 dis-
junktnich souborti Sy, S, ..., Son,—1, kazdy o n; Cislech, Ze 3, cq. v = m;n;.
Na seznam (my, ma, ..., May,_1) aplikujeme piredpoklad pro ny a vybereme z
néj ny Cisel se souctem délitelnym ny. Odpovidajicich ny soubort S; vytvari
soubor o niny ¢islech, jejichz soucet je délitelny nins.

Proto vétu staci dokazat jen pro prvociselné n = p. Necht g1, g2, ..., g2p—1
jsou libovolna celd ¢isla. Podivame se na soustavu nad F = GF(p) = Z,

@l o g2p71x12);—11 = O

-1 -1 -1
vy Aay - +abh,, = Op.

Predpoklady Chevalley-Warningovy véty jsou splnény: p—1+p—1 < 2p—1.
Jedno TeSeni je trividlni feSeni ze samych nul. Podle véty 95 tedy existuje ale-
spoil p—1 > 1 netrivialnich feSeni. Vezmeme jedno z nich, (zq, 29, ..., 29p-1) €
Z>>', a polozime S = (g; : 2 # Op). Diky Malé Fermatové vété z prvni
rovnice vyplyva, ze Y ,cqx = 0 mod p, a z druhé, ze p déli |S|. Protoze
0 < |S| < 2p,je|S| =p. S je hledana p-tice. &

Pro zobecnéni Erdés—Ginzburg—Zivovy véty viz poznamky a tlohy 12 a 13.
Druhé pouziti Chevalley-Warningovy véty je z kombinatoriky, z teorie
grafti. Grafem rozumime strukturu G = (V,E), kde V je kone¢nd mno-
zina vrcholi a E je multipodmnozina (prvky se mohou opakovat) mnoziny
{{z,y}: z,y € V,x # y}. Prvkim E se fika hrany. Dva rizné vrcholy x a
y jsou tedy spojeny k hranami, kde k je nasobnost {z,y} v E. Stupen vr-
cholu z je soucet nasobnosti hran, jichz je x prvkem. G je k-reguldrni, maji-li
vSechny vrcholy stupen k. H = (V', E') je podgrafem G, pokud V' C V a
E' C E (nasobnost kazdé e € E' v E' je mensi nebo rovna nasobnosti e v E).
To, ¢emu zde fikame graf, se v teorii grafii obvykle oznacuje jako multigraf.
Za priklad ndm poslouzi graf

H=(V,E), V={1,23,45} a E={{1,3}1,{1,3},{1,2},{1,4}} .

M4 5 vrchold a 4 hrany, hrana {1, 3} je dvojnasobnd, vrchol 1 mé stupen 4,
3 ma stupen 2, 2 a 4 maji stupen 1 a 5 ma stupen 0.

Véta 98 (Alon, Friedland a Kalai, 1984). KaZdy graf, ktery vznikne ze
4d-regularniho grafu pridanim jediné hrany, obsahuje neprizdny 3-reguldrni
podgraf.
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DUkAz. G = (V,E) bud nas graf. Budeme pracovat v F' = GF(3) = Z;.
Definujeme matici s prvky a(v,e), v € V, e € E,

{OF ... vée

a(v,e) = lp ... vEE.

Za kazdy radek v € V matice vezmeme rovnici

> a(v,e)z? =0F .

eck

Celkem méame |V| = n rovnic, soucet jejich stupni je 2n. Neni tézké vidét,
ze G ma 2n + 1 hran, coz je pocet neznamych. Podle Chevalley-Warningovy
véty kromé trividlniho nulového feSeni existuje i feSeni (dokonce alespon dveé)
(z¢ : e € E), v némz ne vSechny z, jsou nulové. Neprazdnd podmnoZina
E' CE ec€ F < 2z # Op, definuje podgraf G' = (W, E') = (UE', E').
Pro kazdy vrchol v € W je soucet v Fadku v délitelny tiemi a G' mé vSechny
stupné délitelné tfemi. Tyto stupné vSak lezi v mnoziné {1,2,3,4,5}, a tak
je G’ 3-regularni. O

Lze sestrojit 4-regularni grafy, které neobsahuji ani jeden neprazdny 3-
regularni podgraf (loha 11).

4.3 Zlata véta

Rekneme, 7e a € Z je kvadratickyj zbytek modulo m € N, pokud kongruence

2:

T a mod m

ma TeSeni x € Z. V opacném pripadé a nazveme kvadratickym nezbytkem
modulo m. V tomto oddilu vzdy a € Z a m € N.

Necht d = (a,m) > 1 a p je prvocislo s ord,(d) = k > 0. Polozime
a' = a/pF am' = m/p*. Pokud k = 2I, je hofejsi kongruence ekvivalentni
kongruenci stejného typu y? = ¢’ mod m/, kde x = ply. Pokud k = 2] — 1, je
ekvivalentni kongruenci py? = a’ mod m’, kde opét & = p'y, a pro p\m' tedy
nema feSeni (p nedéli soucasné o’ am’). Pro p L m' je ekvivalentni kongruenci
stejného typu y? = ba’ mod m/, kde b € Z spliwuje pb = 1 mod m' (a z =
ply). Krdcenim prvocinitelt (a, m) tak umime hofejsi kongruenci prevést na
ekvivalentni kongruenci y?> = o mod m/, kde @/ L m/, nebo dokézat, Ze
2? = a mod m nem4 feSeni. Proto se v daldim omezime na piipad a L m.
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Lemma 99. Je-lim = pl'p .. P =mimy . ..m,, kdem; = pﬁi, prvociselny
rozklad m, je kongruence

22 =a mod m

ekvivalentni soustave

2} =amod m & ... & 22 = a mod m, ,
kde

r=xymodm; & ... &z =z, mod m, .
DUKAzZ. Je-li x = u € Z TeSeni kongruence, je x1 = o = ... = x, = u FeSeni
soustavy. Je-li uq, ..., u, feSeni soustavy, existuje podle tvrzeni 5 ¢islo u € Z
takové, ze u = u; mod m; proi = 1,...,r. TudiZ u?> = a mod m; pro vsechna
i a, diky vzajemné nesoudélnosti m;, u? = a mod m. &

Proto se staci omezit na pripad modulu rovného mocniné prvocisla, m = p°.

Tvrzeni 100 (redukce modulu z p® na p). Necht p je prvocislo nedélici
cislo a.

1. Pokud p > 2, md kongruence x> = a mod p°® Feieni bud pro viechny

exponenty e € N nebo pro Zadny z nich.

2. Pokud p = 2, md kongruence > = a mod 2° feseni bud pro vsechny
exponenty e € N & e > 3 nebo pro Zadny z nich.

DUKAZ. 1. ReSeni pro néjaky exponent e € N je fefenim i pro e = 1. Staci
tedy ukézat, jak z FeSeni xy kongruence 22 = a mod p° odvodit FeSeni ; pro
exponent e + 1. Polozime x; = x( + bp®. Pak

2] = x5 + 2mobp® mod ptt

Dostavame

2
2 _ — Iy

e+1
x] =a mod p

a
< 2x0b=

mod p .

Protoze 2xy # 0 mod p, existuje feSeni b a tim padem i feSeni x.
2. Diikaz je podobny. Necht z je fesenim kongruence 22 = a mod 2¢,e >
3. Polozime x; = xq + b2¢71. Ziejmé

22 = 22+ 20b2° + 0*2% 7% = 22 + 2¢b2° mod 2°7' .
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Dostavame
2 e+1 a— 37%
] = a mod 2 = b= 5 mod 2,

nebot x5 = 1 mod 2. Toto b dava feSeni x; modulo 26T, &

Podminku e > 3 pro p = 2 nelze vynechat: 22 = 5 mod 2¢ m4 feseni jen pro
e=1a?2.

Tvrzeni 101 (rekapitulace). V kongruenci

z? = a mod m
muzeme predpokladat, Ze a L. m. Necht m = lelfplf ...plr, kde p; jsou riznd
licha prvocisla, je prvociselny rozklad cisla m. Kongruence mad reSent, prave
kdyz plati podminky 1 a 2.

1. Prol = 1 se nepoZaduje nic. Pokud | = 2, a = 1 mod 4. Pokud [ > 3,

a =1 mod 8.
2. Kongruence x> = a mod p; md Feseni pro kazdé i =1,...,r.
DUKAZ. Argument pied lemmatem 99, lemma 99 a tvrzeni 100. &

Ulohu rozhodnout, zda a je kvadraticky zbytek modulo m, jsme redukovali
na tutéz tlohu pro lichy prvociselny modul. Na ni se ted soustiedime.

Tvrzeni 102 (je jich stejné). Pro kaZdé prvocislo p > 2 mame v mnoziné
{1,2,...,p—1} prave p—;l kvadratickych zbytki a ’%1 kvadratickych nezbytki
modulo p.

DUKAZ. Probiha-liz éisla1,2,...,p—1, probih4 éislo z? (redukované modulo
p) pravé vSechny kvadratické zbytky v uvedené mnoziné. Kazdy z nich se
vyskytne piesné dvakrat, protoze 2* = y* mod p je ekvivalentni s (z—y)(z +

y) =0atos (pje prvodislo) z = +y. &
Legendretuv symbol (%) je definovan pro prvocislo p > 2 a ¢islo a € Z jako
a 0 p\a
<—> = 1 ... pLa,a je kvadraticky zbytek modulo p
p —1 ... p Ll a, aje kvadraticky nezbytek modulo p .

16



Tvrzeni 103 (vlastnosti Legendreova symbolu). Necht p je liché prvo-
cislo a a,b € Z. Pak plati

1. (
2. ()= ()2

3. aEbmodpi(%):(g).

) = aP~Y/2 mod p.

kSIS

=

DUKAZ. 1. Této vlastnosti se nékdy tika Eulerovo kritérium (kvadratickijch
zbytki). Necht a L p (pro p\a zfejmé plati). Z Malé Fermatovy véty plyne,
ze

(a? V2 —1)(@a? Y2 4+ 1) =0 mod p .

Proto je a®Y/2 modulo p vidy 1 nebo —1. Je-li a = b* kvadraticky zbytek,
musi to byt 1, protoze pak a?~1/2 = =1 Tim jsou, podle predchoziho
tvrzeni, vycerpana viechna feseni rovnice z?~V/2 = 1p v F = Z, a pro
nezbytky dostavame —1. (Stejny trik jako v dikazu tvrzeni 86.)

2. Vlastnost 2 plyne z vlastnosti 1:

(“_b> — (ab)P/2 = g D/20-D/2 = (9) (9) mod p .
P p) \p

Tudiz (“;b) = (%)(g) mod p. Protoze hodnota Legendreova symbolu je 0 nebo

+1, plati (%b) = (%)(g).
3. To plyne primo z definice. &

Pracuje se i s obecnéjsim Jacobiho symbolem, jehoz ,,jmenovatel” nemusi byt
prvocislo (aloha 15).
Jako S(p) si ozna¢ime mnozinu

Sp) ={-3(p—1),—3(p—3),...,—1,1,...,5(p—3),35(p— 1)} .

Jde o systém p—1 v absolutni hodnoté nejmensich nenulovych zbytki modulo
p. Pro a € Z nedélitelné p definujeme posloupnost délky %(p - 1)

M(a) = (a, € S(p): 1<k <i(p-1), ka = a, mod p)
a jako m(a) oznac¢ime pocet jejich zapornych ¢lenti. Napiiklad pro p = 17

mame
M(7)=(7,-3,4,—-6,1,8,—2,5) a m(7) =3.
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Dva ¢leny M (a) s riznym indexem jsou rizné a lisi se vice nez znaménkem:
7 a; = *a; plyne ka = +la mod p, odtud k£ + [ = 0, takze k = [. Posloup-
nost M (a)™, kterd vznikne zménou znaménka u zapornych ¢lent, je proto
permutaci posloupnosti 1,2,. .., %(p —1).

Nahradime-li S(p) obvyklym systémem nenulovych zbytktd Z(p) =
{1,2,...,p— 1}, dostaneme posloupnost

N(a)=(by € Z(p): 1 <k <i(p—1), ka = b, mod p)

a ¢islo n(a) rovné poctu jejich velkjch Elend, které presahuji 5(p — 1). Ostat-
nim by budeme fikat malé ¢leny. N(a)~ vznikne ndhradou velkych by ¢is-
lem p — bg. Ze stejného divodu jako vySe je N(a)~ permutace posloupnosti
1,2,..., %(p— 1). Posun x — x —p poskytuje bijekci mezi velkymi ¢leny N(a)
a zapornymi ¢leny M (a). Tudiz n(a) = m(a).

Tvrzeni 104 (Gaussovo lemma). Pro prvocislo p > 2 a a € Z, a L p,

plati
(9) = (—1)™@ = (—1)"@ |

DUKAzZ. Uvazme vysSe definovanou mnozinu

M(a)* = {mi,ma,...,mep_1)2} ={1,2,...,50p - 1)} .
Pronéasobenim kongruenci
l-a=+my modp, 2-:a=+mymodp, ..., 3(p—1)-a = £mp_1)» mod p

1\, e 1
<p2 >!-aTl (—1)™@ <p2 )! mod p .

Po zkréceni (3(p — 1))! a uziti Eulerova kritéria méme

dostaneme

&

Tvrzeni 105 (1. a 2. dodatek zakona reciprocity). Necht p > 2 je pr-
vocislo.
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1. Pruni dodatek zakona reciprocity rikd, Ze

-1 1 ... =1 mod 4
) — (D)2 _ p
(2] = o=

P p=3mod4 .

2. Druhy dodatek zikona reciprocity rika, Ze

2\ yw-s L p=1Tmod8
D -1 ... p=3,5mod 8.

DUKAZ. 1. Vlastnost 1 je bezprostiedni aplikaci Eulerova kritéria z tvr-
zeni 103.

2. Cislo m(2) = n(2), pro dané liché prvocislo p, je pocet ¢isel 12,2 -
2,. ..,%(p— 1) -2 =p—1 vétsich nez %(p— 1). Tedy

p—1 {p—w

2 4 '
Vse zavisi na zbytku p pfi déleni osmi. T¥eba pro p = 8n + 5 vychézi n(2) =
n+2—(2n+1) = 2n + 1 a podle Gaussova lemmatu je 2 pro takové p
kvadraticky nezbytek. Zbylé tii pripady p =8n+ 1,8n+3 ap =8n+ 7 se
ur¢i obdobné. &

n(2) =

Véta 106 (Gauss, 1796). Nechl p,q > 2 jsou riznd prvocisla. Zakon reci-
procity kvadratickych zbytkd pravi, Ze

(-

Jinak receno,

<g> = <B> pokud p =1 mod 4 nebo ¢ =1 mod 4 a
D q

q p _ —
(—) = —(—) pokud p =3 mod 4 a ¢ =3 mod 4 .
D q

Necht a a b jsou dvé prirozena c¢isla, kterd jsou riznd, nesoudélna a licha.
Nejprve dokdzeme lemma o souctu

(a—=1)/2 | -
S(a,b) = {%J :

=1
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Lemma 107. Plati
a—1 b—-1

2 2

DUKAzZ. Necht a > b. Na obrézku nize O = (0,0), A = (a,0), 4o = (5(a —
1),0), B = (0,b), By = (0,%(1)— 1)), C = (a,b) a F = (%(a— 1),%(1)— 1)).
Body E a D jsou pruseciky piimky OC' s piimkami ByF a AyF'. Skutecné
D,=12%(a—-1)(b/a) > F, = %(b —1).

2

S(a,b) +S(b,a) =

Y
C
B
D
E
BO / F
Ay A

O x

Soucet, vlevo je pocet miizovych bodi v trojihelniku OAy D plus pocet
miizovych bodl v trojuhelniku OByFE, bez os x a y. Na tsecce OC' nelezi
kromé O a C' zaddné mrizové body, protoze a L b. Prinik trojuhelniki, tisecka
OF, proto neobsahuje mtizovy bod kromé O. Rovnéz usecka F'D neobsahuje
miizovy bod kromé F, protoze D, = $(a — 1)(b/a) < F, +1 = (b +1).
Uvnitf trojahelniku EF D proto nelezi miizovy bod. S(a,b)+S(b, a) se proto
rovna poc¢tu miizovych bodi v obdélniku OAgF By, bez os x a y. Coz je

Ha—1)-3(b-1). o

DUKAZ VETY 106. Necht p > ¢ jsou dvé licha prvocisla. Uvazme posloup-
nost N(q)~ délky %(p — 1) a ¢islo n(q), které jsme zavedli pred Gaussovym
lemmatem. Protoze N(¢)~ je permutace éisel 1,2, ..., £(p—1), se¢tenim jejich
prvkl dostaneme prvni rovnost




kde 7 je soucet malych ¢leni N(q) a t je soucet velkych ¢lent

vyjadreni ¢lenu by posloupnosti N(q) je
k
p

Se¢tenim pro k =1,2,..., %(p — 1) dostavame druhou rovnost

q(p®> — 1)

3 =pS(p,q)+r+t.

Odec¢tenim prvni rovnosti od druhé dostaneme

(a=DE*-1)
8

=pS(p.q) +2t —n(q)p .
Leva strana je sudé cislo, a tak
S(p,q) =n(g) mod 2 .

Podle Gaussova lemmatu

(E) = (—1)"9) = (—1)S®a)

D

Po zaméné p a ¢ obdobné

<B> = (-)"? = (~1)%)

q

Lemma 107 dava

TV (P) = (L1)Sa+Sar) — (_1)55
) (Z) = (—1)5pa == .
(3) (5] = o= o

To je zdkon reciprocity.

. Explicitni

¢

V predeslych kapitolach jsme teorii kvadratickych zbytkt pouzili dvakrat.
V kapitole 2 jsme v diikazu véty 20 vyuzili skutecnosti, ze pro prvocisla tvaru
p =4n + 1 je —1 kvadraticky zbytek. To plyne z 1 tvrzeni 105. V kapitole 3
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jsme v dikazu tvrzeni 52 potiebovali védét, ze pokud —3 je kvadraticky zby-
tek modulo p, plati p = 1 mod 3. Vskutku, podle 2 tvrzeni 103, 1 tvrzeni 105,
véty 106 a 3 tvrzeni 103 mame

1= (?) _ (%) (g) — (—1)@D/2 . (Z1)-D)/2(-1/2 (g)
- )

- (22).

Plati dokonce ekvivalence (’73) =1<p=1mod 3.

Jako ptiklad zjistime, zda 1986 je kvadraticky zbytek modulo 49985 (obé
¢isla jsou nesoudélnd). Protoze prvociselny rozklad modulu je 49985 = 52 -
1999, musime urcit hodnoty dvou Legendreovych symboli. Pomoci vlastnosti
Legendreova symbolu a zakona reciprocity s dopliiky spocitame, ze

<1986> B < 2 >< 3 >(331>
1999/ — \1999/ \ 1999/ \ 1999

- e (22)- o (2

Druhy vypocet je snadny a vlastné uz zbytecny:

1986\  /1\ _ ]
( 5 ) N <5> -
Podle (trividlni ¢asti) tvrzeni 101 je ¢islo 1986 modulo 49985 kvadraticky
nezbytek.
Oddil zakonc¢ime alternativnim Eisensteinovym diikazem zdkona recipro-
city pomoci komplexnich ¢isel. Vzdy n € N a ¢ = exp(27i/n) € C je primi-
tivni n-t4 odmocnina z 1.
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Lemma 108. Necht n je liché. Pak

n—1
2" =yt =[P = ()
k=0
DUKAZ. Mame faktorizaci 2" —1 = (2 — (%) (z =) -+ - (z = ¢"1). Substituce

z =z /y dava
n—1

"=yt =[x - M)

k=0

Protoze n je liché, probiha spolu s & tplny systém zbytkia modulo n i —2k.
Tudiz

_ C*(0+1+2+"'+(n71)) H (Ckx . C*ky)
k=0
n—1

= [z ~¢"y) .
k=0
(Pro liché n mame ¢"(*~V/2 = 1.) &
Klicovym néstrojem je komplexni funkce

f(z) = ™ — e 2™ = 2jsin(272) .

Ziejmé f(z+ 1) = f(z) (f je periodicka s periodou 1), f(—2) = —f(z) (f je
licha funkce) a f(z) # 0 & 2z ¢ Z.

Lemma 109. Pro kazZdé liché n a z € C, 22 € Z,

(n—1)/2
P09 I pe o+ k)G — k)
f(2) k=1
DUKAZ. V pfedchizejicim lemmatu dosadime z = e?™* a y = e~ 2™:
n—1
f(n2) = 1 (= + k)
k=0
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Proto f(n2) (n—1)/2 1
7o = I sevim T1 Gk,

k=(n+1)/2

Protoze f(z+k/n) = f(z—(n—k)/n) (vlastnosti f), je posledni soucin roven

(n—=1)/2
k=1

Lemma 110. Necht p > 2 je prvocislo, a € Z a p nedéli a. Pak

(pl_l[)/2 Flafp) = <p> (p1_1[/2f (/)

=1

DUKAz. Prol =1,2,...,1(p—1) vynasobime f(£m;/p), kde +m; jsou ¢leny

posloupnosti M (a)". Jak vime, M(a)" je permutace ¢isel 1,2,...,5(p — 1).
Z la = my; mod p a vlastnosti f plyne, ze
f(£Emu/p) = £f(m/p) = £f(la/p) .
Tudiz
(p—1)/2 (p—1)/2 (p—1)/2

II ra/m= 11 fEmu/p)= 0™ I fla/p),

=1 =1 =1
kde m(a) je pocet znamének — v +m,. Nyni sta¢it uzit tvrzeni 104. &

DUkAz VETY 106. (Eisenstein, 1844.) p, ¢ budte dvé rizna liché prvodisla.
Podle predchoziho lemmatu

—1)/2 (p—1)/2
H fllg/p) = (%) IT 7/p) .

=1

Podle lemmatu 109 plati

(lq/p (g=1)/2

/) oo fA/p+m/q)fl/p—m/q) .
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Slou¢enim obou vztahi ziskdme prvni rovnici a jako vedlejsi vysledek pozo-
ruhodnou identitu mezi Legendreovym symbolem a funkci sinus:

<g> B (pi_ll)/2(q—1_1[/2f(l/ -
= 1 p+m/q) f(l/p—m/q)

p =1 m=1
b1 gy P2 (@D)/2
— (_4)TT H H SiH(QW(l/p‘f‘m/q)) 'Sin(QW(l/p—m/q)) ‘

=1 m=1

Jednodussi identita stejného typu je popsana v tloze 14.
Zaménou p <> q a | <> m ziskdme druhou rovnici

D (p—1)/2 (¢—1)/2
@: IT II 7G/p+mfafmfa—=1/p).

Z porovnani obou rovnic a lichosti f plyne, ze

(o) === ()

4.4 Weilova véta pro I' =7,

Pro pole F oznacuje F jeho algebraicky uzavér. X,Y,... oznacuji neznamé
a x,y,...jejich konkrétni hodnoty. Polynomy budeme oznacovat velkymi la-
tinskymi pismeny, kromé symetrickych polynomu e;. Absolutné ireducibilni je
ten polynom P € F[X,Y], ktery je ireducibilni i v F[X,Y]. Plati nasledujici
fundamentalni véta o poc¢tu feSeni polynomidlni rovnice v konec¢ném poli.

Véta 111 (Weil, 1948). Necht F' = GF(p") je konecéné pole a P € F[X,Y]
absolutné ireducibilni polynom. Pocet reseni N rovnice P = O spliuje odhad

N =3 (P(z,y) = 0r) = |F|+ O(F'?)

z,yeF

kde konstanta v O zdvisi pouze na deg(P).

Weil dokazal silnéjsi vysledek, ktery vysvétlime v pozndmkach. Vétu v této
obecnosti nedokdzeme. Omezime se na pripad F' = Z, a dokdzeme
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Tvrzeni 112 (Weil pro F = Z,). Pro kaZdé prvocislo p a absolutné iredu-
cibilni polynom P € Z,[X,Y]| stupné d, piicemz plati nerovnost p > 250d°,
pocet teseni N polynomialni kongruence P(X,Y) = 0 mod p spliiuje odhad

IN —p| < V2d°-\/p.

Omezuje nas pouze rozsah skript. Po piekonani potizi s derivovanim v poli
nenulové charakteristiky, coz je ryze algebraicka zalezitost, umi elementarni
Stépanovova-Schmidtova metoda, kterou si pfedvedeme v akci pro F' = Z,,
dokazat vétu 111 v plné sile.

Dva priklady osvétli nutnost pozadavku absolutni ireducibility, bez néhoz
tvrzeni 112 neplati. Prvni piiklad: kongruence Y2 = X? mod p. M4 2p — 1
feseni y = . Polynom P(X,Y) = X? —Y? se totiz rozkldda uz v Z,[X, Y.
Druhy priklad: kongruence

V2=-X*"—2X?—-1modyp,
kde p = 3 mod 4. Nyni je polynom
PX,)Y)=Y>+X"+2X?+1=(Y - V-1(X?+1))- (Y + V-1(X? + 1))

ireducibiln{ v Z,[X,Y], protoze /=1 € Z, \Z, pro takové p podle 1 tvr-
zeni 105 (v/=1 zde znamend y/(—1)z, ). Neni ale pochopitelné absolutné
ireducibilni. Hleddme tedy vSechna z,y € Z, takovd, ze y — /—1(z* + 1)
nebo y + v/—1(z% + 1) je nula. AvSak 1 a v/—1 jsou linearné nezavislé nad
Z,, a tak y a 22 + 1 jsou nulové. Aviak 22 +1 = 0z, nema pro dané p feSeni
v Z,. Vidime, Ze pro takovy polynom P neexistuje pro zménu viibec zadné
reseni.

Kritérium pro generovani absolutné ireducibilnich polynomt je popsano
v uloze 16. Viz rovnéz lemma 117.

V 4.4.1 pripomeneme charaktery Abelovych grup a zavedeme Paleyho
turnaje, o nichz pomoci Weilovy véty dokdzeme, ze maji kombinatoric-
kou vlastnost zminénou v uvodu ke kapitole 4. V 4.4.2-4.4.4 elementarni
Stépanovovou—Schmidtovou metodou dokazeme tvrzeni 112. V 4.4.2 ho od-
vodime z tvrzeni 124, jez predstavuje zakladni myslenku metody. Tvrdi, ze
existuji polynomy, jejichz stupen je vhodné omezen a které maji v kazdém
bodé jisté mnoziny koten dostatecné velké nasobnosti. Tvrzeni 124 dokdzeme
pomoci neurcitych koeficienti v 4.4.3, zlistanou nam vsSak algebraické dluhy,
které vyrovname v 4.4.4.
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4.4.1 Paleyho turnaje

S pomoci Weilovy véty dokdzeme kombinatorickou vlastnost Paleyho tur-
naji. Nejdiive vSak pripomeneme nékolik pojmi.

Charakter x kone¢éné Abelovy grupy (G, ) je zobrazeni x : G — C takové,
ze (i) x(zy) = x(z)x(y) pro vsechny z,y € G a (ii) |x(«)| = 1 pro vSechny
x € G. Nejjednodussi je hlavni charakter xo: xo(x) = 1 pro v8echny x € G.
Pro e € N definujeme x° jako charakter x — x(x)¢. Pokud x¢ = o, Fekneme,
ze x ma exponent e. Kazdy charakter x mé exponent |G|, protoze x(1lg) =1
pro kazdé x, a tak x!%(z) = (x(2))¢ = x(21%) = x(1¢) = 1 pro véechna
x € G. Rdd d charakteru y je jeho nejmensi exponent. Jediny charakter fadu
1 je xo. Rad x déli |G| a exponenty x jsou pravé viechny pfirozené nasobky
radu. Jeden charakter grupy (Z;, -) uz dobfe zname. Je to Legendretiv symbol

X

T — (—) e {-1,1},

p

vvvvvv

Lemma 113. Je-li x charakter grupy (G, -),

3 () = { |G| pokud je x hlavni a

= 0  jinak .

DUKAz. Pripad hlavniho charakteru je jasny. Pro nehlavni charakter vez-
meme a € G tak, ze x(a) # 1. Protoze

S=73 x(@) =) xlax) =Y x(a)x(z) = x(a)S ,

zel@ zeG zelG

(1—x(a))S=0aS=0. O

Turnaj T na kone¢né mnoziné X, | X| = n, je mnozina (g) uspoiddanijch
dvojic prvkia z X, kterA — odhlizime-li od usporddani v dvojici — obsa-
huje vSech (Z dvouprvkovych podmnozin X. Pokud (z,y) € T, fekneme, ze
(hra¢) « porazi (hrace) y. Naptiklad v turnaji

T'={(1,2),(23),31)}
1 porézi 2, 2 porazi 3 a 3 porazi 1.
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Existuje pro kazdé k£ € N takovy turnaj, v némz se pro kazdych &k hracua
najde jiny hrac¢, ktery je vSechny porazi? Ukazeme, ze tuto vlastnost mé
kazdy dostatecné velky Paleyho turnaj P, na mnoziné {0,1,...,p —1}. Ten
se pro prvocislo p, p = 3 mod 4, definuje pomoci Legendreova symbolu:

x _—
(z,y) € P, <= (—y> =1.
p

Protoze —1 je kvadraticky nezbytek modulo p, je definice korektni.
Véta 114 (Graham a Spencer, 1971). Pro p > 10k%4% se v Paleyho tur-
naji P, pro kaZdych k hrdci najde jiny hrdc, ktery je vsechny pordzi.
Vétu dokazeme pomoci vysledku o charakterech.
Tvrzeni 115 (odhad charakteru). x bud charakter grupy (Z;, ) radu d >

1 a P € Z,[X] bud polynom, kterj md stuperi m,m > d, a neni tvaru cQ*
pro c € Z, a Q € Z,[X]. Pak pro kazdé prvocislo p,p > 250m>, plati

> X(P(2))| < 3Vm® - \/p .

€Ly

DUKAZ VETY 114. Necht yx je Legendreuv symbol modulo p, takze ¥ad
x je 2, a A = {a,a9,...,a,} je k riznych prvki ze Z,. Hledame prvek
y € Z,\A takovy, ze x(y —a;) =1 pro 1 <i < k. Necht

k

g(A) = > TI0+xy—aqa)) -

ye(Zp\A) j=1
Stadi ziejmé dokazat, ze g(A) > 0.

Vyraz h(A) definujeme podobné jako g(A), pouze vnéjsi suma jde pies
celé Z,. Po roznasobeni vnitiniho sou¢inu dostavame

h(A) = Zl—i—ZZX Y — aj)

yEZy y€Zp j=1

+Z Z X a’]l "X(y_ajk)

YEZp J1<-<Jk

= ho(A) + hi(A) + -+ hy(A) |
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Patrné ho(A) =pa hi(A) = 0 (lemma 113). Podle tvrzeni 115 mame (pokud
p > 250k°) pro hy(A),s > 2, odhad

S S —a, --<y—ajs>>‘

J1<-<Js YELp
k

< ( ) 3VsS-\/p .
s

(V hs(A) jsme vymeénili pofadi sumace a pouzili multiplikativitu y. Polynom
P(X)=(X—a;) - (X—aj,) mdstupen s, k > s > 2 = d, a jisté se nerovna
QX))

Takze

|hs(

k
|h(A) — p| < 3p"2 Y (i) §°/% < 3k32kpl/?

§=2

h(A) > p — 3k32kpt/?
Podle definice g(A) a h(A)
kok
9(A4) = h(4) =3 T1 0 +x(a; —ay)) ,
i=1j=1
a tak g(A) > h(A) — k21, Celkem
g(A) > p—3K°2% /p — k281

Z p > 10k54% a k > 2 (10k54% > 250k° pro k > 1) plyne, ze g(A4) > 0. Pro
k =1 véta plati trivialné. &

Zbyvé dokazat tvrzeni 115. Budeme k tomu potfebovat ¢tyfi lemmata.
Ve zbytku pododdilu F' oznacuje Z, = GF(p).

Lemma 116. Necht 0 € F* je primitivni element a x je charakter grupy
(F*,-) fadu d > 1. Pak

Yo x(0*) =

DUKAZ. x je téZ (nikoli hlavni) charakter faktorgrupy F*/(F*)¢. Prvky
6°,0%,...,0% " jsou reprezentanty d faktorovych tiid. Dokazovani rovnost
je proto zvlastni pripad lemmatu 113. &
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Lemma 117. Necht Y — P(X) € K[X,Y], kde K je libovolné pole. Ndsle-
dugici tri podminky jsou vzdjemneé ekvivalentni.

1. Y4 — P(X) je absolutné ireducibilni.
2. Y4~ cP(X) je absolutné ireducibilni pro vsechny nenulové ¢ € K.

3. Je-li P(X) = a(X —x1)% ... (X —a5)% faktorizace P v K[ X] (koFeny
x; jsou vzdjemné rizné), pak (d,dy,...,ds) = 1.

DUKAZ. Necht 2 neplati a Y? — ¢P(X) se v K[X,Y] pro néjaké nenulové
c € K rozklad4. Pak se tam ale rozkldda i c((Y/c/4)¢ — P(X)) a tedy i
polynom Y¢ — P(X) (substituce Y = c¢'/?Y) a 1 neplati.

Necht neplati 3 a ¢ > 1 déli vSechna ¢isla d, dy, . .., ds. Oznac¢me d/t jako
ea (X —a)B/t (X —x,)%/ jako Q(X). Pak mame faktorizaci

Y= (1/a)P(X) = (Y = Q(X))(YU" ™D 4 YU2QX) + -+ + Q(X))

a 2 neplati.
Necht 1 neplati a Y¢ — P(X) se v K[X,Y] rozklad4. Uvazme faktorizaci

YO—PX) = =m)...(Y —na) ,

kde 7; jsou prvky algebraického uzavéru pole K (X). Kofeny 7; miZzeme vy-
jadrit ve tvaru n; = (;n, kde n je fixovany jeden z nich a (i, ..., (4 jsou d-té
odmocniny z 1x v K. Protoze se Y¢ — P(X) rozkldd4, existuje podmnoZina
X c{L,2,...,d}, kterd mé& h prvki, 0 < h < d, a

[[(Y —Gn) e KX, Y]
iex
Absolutni ¢len tohoto soudinu +n"([Tex ¢;) lezi v K[X], a tak n* € K[X].
Necht [ € N je nejmensi exponent takovy, ze n' € K(X). Pak kazdé m € N,
pro n&z n™ € K(X), je nasobek [. Protoze n¢ = P(X) € K[X], I\d. Necht
n'=H € K(X). Mame
H(X)" = P(X)

aproto H € K[X]at=d/l déli kazdé dy, ..., d, a také d. Samoziejmé t > 1,
protoze [ < h < d. Tedy 3 neplati. &
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Lemma 118. Necht d € N, d > 1 a x je charakter grupy (F*,-) rddu d.
Necht P € F[X] mad stuperi m, Y% — P(X) je absolutné ireducibilni a m > d.
Pak pro p > 250m® plati

> x(P(2)| < 3Vm® - /p .

zeF

DUKAZ. Necht 6 € F* je primitivni element. Polozime
Zy=#{x € F: P(x) € 0*(F)"} a N, =#{(v,y) € F*: y* = P(z)0~ "} .
Takze
d—1
> X(P(x)) = > Zix(0%) .
S k=0

Protoze podle piedeslého lemmatu je Y¢ — P(X)#~* absolutné ireduci-
bilni, mizeme pouzit tvrzeni 112 a mame odhad |Ny —p| < v2m® - /p (nyni
pouzivame, ze m > d). Necht N je pocet téch z Ny feSeni (x,y), v nichz
y # O0p. Pak N, — N, < m, a tak [N} — p| < 3vm? - \/p. Z; vyjadiime jako
Zy = p/d + Ry a uvédomime si, ze Z = N /d. Tudiz

|Rk| < 3\/m5/d2 . \/]_9 .

Vyjadieni sou¢tu hodnot x(P(x)) pomoci Z; a lemma 116 davaji

d—1

> <§ + Rk) X(6%)

k=0

= f Ryx(0%)

k=0

> ()| -

zel

d—1
< Z|Rk|<3vm5-\/ﬁ.
k=0

Lemma 119. Necht
P(X)=c(X —x)" ... (X —z4)%,

kde P € FIX],c€ F, ¢, € N az; € F. Necht dile d € N déli vsechna e; a
p L d. Pak
P(X) = cK(X)*

kde K € F[X].
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DUKAz. Dokdzeme, 7e K (X) = (X —x;)%/¢. .. (X —z,)°/? padne do F[X].
Necht K(X) = X%+ ¢ X% '+ .- +¢,. Vime, 7e K(X)? € F[X]. Koeficient
Xt v K(X)? je dpc; plus polynom z Fley,...,c¢i1] (pro i = 1 je tento
polynom nulovy). ProtoZe dp # Op, indukei podle i plyne, Ze ¢; € F. &

DUKAZ TVRZENI 115. PisSme P(X) = ¢(X — z1)? (X — z9)® ... (X —
15)%, kde ¢ € F a x; jsou vzajemné riizné prvky F. Podle predpokladu je
¢islo e = (ey,...,es, d) vlastnim délitelem d. Takze P(X) = cK(X)¢, kde
K(X) = (X —x)%/¢... (X — 2,)%/¢. Podle piedchoziho lemmatu s e v roli
d (predpoklad je splnén, e < d < m < p) plati, Ze K € F[X]. Protoze
(er/e,...,es/e,d/e) =1, podle lemmatu 117 je

yie - K(X)

absolutné ireducibilni. K ma stupen m/e a x® ma rad d/e,m/e > d/e > 1.
Podle lemmatu 118

2><<P(x>>\ - \x<c> ZXG(K(:L“))‘

zeF el

3y/(m/e)* - \/p
< 3Vmd-\/p.

N

4.4.2 Prvni ¢ast dukazu

Nyni pfejdeme k ditkazu tvrzeni 112. V celém dikazu F' = Z,, kde Z, je
kone¢né pole zbytki modulo p, a P(X,Y) € F[X,Y] je absolutné ireducibilni
polynom stupné d > 2 (pro d = 1 véta trivialné plati). Rekneme, 7e P je
redukovanyj, pokud (i) Y¢ m4 koeficient 1, to jest

PX,)Y) =Y + G (X)Y" '+ Go(X)Y" 24+ Ge(X)
kde G;(X) € F[X] a ma stupen nejvyse 4, a (ii) P neni polynomem v X a
Y?, to jest P ma monom aX'Y7, kde a # Op a p ned&li j. Vlastnosti (ii) se

rikd separovanost P vzhledem k Y.

Tvrzeni 120 (redukce P). Bez djmy na obecnosti mizZeme predpoklidat,
Ze polynom P je redukovany.
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DUkAz. Necht P(X,Y) je vychozi polynom. Pokud P(X,Y) = Q(X,Y?),
muzeme P nahradit polynomem (), protoze v F' plati y? = y a pocet feSeni
rovnice se tedy nezméni. To opakujeme tak dlouho, az dostaneme polynom
P(X,Y) separovany v Y. Necht P = 3", ;a;;X'Y7 a deg(P) = d. Abychom
doséhli vlastnost (i), zavedeme substituci

RQX,Y)=P(X+CY,Y) =) A;(O)X'Y7 .
Y]

Polynomy A;;(C) € F[C]| maji stupeii nejvyse d. Separovanost jiz mame,
tudiz existuje koeficient a;,;, # Op s jo nedélitelnym p. Plati

Aijo(0F) = a5, a Aga(C) = Py(C,1p) ,

kde Py(X,Y) sestava z monomu P se stupném d. Polynomy A ;,(C) a Aga(C)
nejsou identicky nulové. Podle predpokladi tvrzeni 112 |F| = p > 2d, mu-
zeme tedy zvolit ¢ € F tak, ze A; j,(c) # O a Apq(c) # 0p. Polynom P(X,Y)
pak nahradime Q(X,Y) = P(X +¢Y,Y)/Aa(c). Polynom Q(X,Y) stupné d
ma vlastnosti (i) a (ii), zstava absolutné ireducibilni a rovnice Q(X,Y) = Op
ma v F stejny pocet feSeni jako P(X,Y) = Op. O

V dal§im je proto P(X,Y) € F[X,Y] redukovany absolutné ireducibilni po-
lynom stupné d > 2.

P je ireducibilni i v F(X)[Y]. To plyne ze zobecnéni tvrzeni 12: P je
ireducibilni v F[X][Y] a F(X) je podilové pole okruhu F[X] s jednoznaénym
rozkladem na ireducibilni prvky. P jako prvek F(X)[Y] je tedy minimAlni
polynom kazdého svého kotene ¢ € F(X). Tyto kofeny jsou navic jednodu-
ché, protoze derivace P podle Y neni identicky nulova. (P je redukovany; v
polich nenulové charakteristiky je tfeba byt opatrny.)

Operator derivovani v F[X] oznac¢ujeme pomoci D: D(a; X" +a;_1 X1 +
R CllX + Clo) == tFCLtXtil + (t - I)Fa,t_lXtiz +---ta.

Tvrzeni 121 (o derivaci). Necht A(X) € F[X] (F = Z,, ale turzeni plati
pro kazdé pole charakteristiky p) a m € N spliuje m < p. KdyZ pro néjaké
x € F plati

(D" A)(x) = (D"A)(x) = - = (DA)(x) = A(x) = O ,

deli (X — x)™ polynom A(X). Jingmi slovy, A(X) md v x kofen ndsobnosti
alespon m.
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DUKAZ. Vyjadifme-li polynom A jako A(X) = ¢,(X —x)'+ - 41 (X —x)+cy,
dostavame

t [+1
D'A=1F- ((l) (X =)+ ( ; > 41 (X — ) +cz> :
F F

Pro X =x a0 <[ < m dostavame Op = ! - ¢;. AvSak [ < p, a tak [!p # Op
ac =0p Takze co=c,=---=¢, 1 =0p a (X —2)™ déli A(X). &

Podminka m < p je podstatna. Napiiklad A(X) = X? mé vSechny derivace
identicky nulové, ale v 0 ma kofen nasobnosti pouze p. Pro m > p proto tvr-
zeni obecné neplati. To je jedind, avSak nezanedbatelna potiz, kterou nutno
piekonat pii prechodu od F' = Z, k obecnému poli F' = GF(p").

Tvrzeni 122 (diskriminant). G = F(Ao,...,A4) bud pole raciondlnich
funkci v nezndmyjch Ay, . . ., Aq a polynom Q(Y) = AgY 4+ A Y14+ Ay €
G[Y] méj koreny y; € G:

Q(Y) = AO(Y - yl)(y - y2) T (Y - Z/d) .

Pak
A=t I (i)
1<i<j<d
je polynom z F[A,..., A4, ktery je nenulovy, pravé kdyz QQ ma pouze jed-
noduché koteny. Je-li nenulovy, md stupen 2d — 2 a jeho kazdy monom
aAy .. Ay splitue iy + 2ip + -+ + dig = d(d — 1). Polynomu A se fikd
diskriminant Q).

DUKAZ. Polynom [](y; — y;)? je symetricky v y;. Podle tvrzeni 13 v kapitole
1 je proto polynomem v elementarnich symetrickych funkcich e;(y1,...,yq4) a
tedy polynomem z F[A; /Ay, ..., Aq/Ao] stupné 2(d—1) (y; ma v I1(y; —y;)?
stupenr 2(d — 1)). Takze A € F[A,,..., A4 a ma stupenr 2(d — 1). Posledni
cast tvrzeni plyne z posledni ¢asti tvrzeni 13. &

Necht A(X) € F[X] je diskriminant polynomu P(X,Y) € F(X)[Y]
vzhledem k Y. Protoze deg(G;) < i (G; je koeficient Y4 v P), posledni
¢ast tvrzeni 122 implikuje deg(A) < d(d — 1). Pokud A(z) # Op, kde z € F,
mé P(z,Y) d riiznych kotentt i, ..., yq € F. Definujeme mnozinu

I={xecF: A(x) #0p}
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a pro x € I mnoziny
Ji(w)={yi: yi € F} a Jo(z)={yi: y; € F\F}.

Je jasné, ze pro kazdé x € I plati |.Jy(x)|+|J2(x)| = d. Pocet feSeni N rovnice
P(X,Y) =0p v F spliuje

N =Y |h@) + N

zel

kde N’ je pocet téch FeSeni (x,y), pro néz A(z) = Op. Ziejmé N’ < d -
deg(A) < d?(d — 1), a tak sta¢i odhadnout pouze sumu.
Definujeme polynomy

E(X,Y,Y) = Y-Y' a

d
E2(X7 Y, YI) = Z Gd—j(X)(inl + yi—2y’ + .- 4+ (y')jfl) :
j=1

kde G;(X) jsou koeficienty Y v P(X,Y). Polozime e; = deg(E;), takze e; =1
a es = d — 1. (Nehrozi zdména se symetrickymi polynomy.)

Lemma 123. Prot=1,2 a x € I plati
Ji(x)={y e F: Efx,y,y") =0p} .
DUKAzZ. Mame faktorizaci
P(X,Y)—-P(X,Y)=E(X,Y,Y')  E(X,Y,Y") .

Proz € I ay € Ji(x) U Jo(z) plati rovnosti Op = P(z,y) = P(z,y)’ =
P(x,yp)7 protoze u = uP v F (ale nev F \F) a (U + U)P = uP + vP pro
véechna u,v € F. Tudiz

Op = P(ZL‘,y) - P(:L‘,yp) - El(%@/;@/p) ' EQ(nyayp) .

Pokud y € Ji(z), mdme y € F a y = yP. Takze Fi(x,y,y?) = Op. OvSem
Es(x,y,y?) = Es(x,y,y) # Op, protoze y je jednoduchy kofen P(z,Y) a
Es(z,y,y) = Py(x,y) (derivace P podle Y). Pokud y € Jo(z), mame y €
F\F ay # y*. Takze Ei(x,y,y*) # Op. V disledku hoiej§i rovnosti vsak
Ey(z,y,y?) = OF. %

Dospivame k vysledku, na némz je elementarni dikaz tvrzeni 112 zalozen.
Dokazeme ho v ptistim pododdilu.
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Tvrzeni 124 (klicové). Necht i = 1,2 a c¢islo m € N je takové, Ze
d\m, m>d* a2(d—1)(m+8)>*<p.

Pak existuje nenulovy polynom R;(X) € F[X] takovy, Ze

1. (D'R;)(x) = Op pro kazdé x € T a 0 <1 < m|J;(z)|.

2. deg(R;) < eipm+pd(d—1). (e =1 aeyg =d—1 jsou stupné E;.)

DUKAZ TVRZENI 112. (St&panov, 1969—74; Schmidt, 1973.) Veli¢iny
A(X), I a J;(x) budte jako vySe a m a R;(X) jako v poslednim tvrzeni. Pro
kazdé x € I a1 =1,2 plati

m|Ji(x)] <md <p.

Pro polynomy R;(X) tedy mizeme pouzit tvrzeni 121.
Polozime, pro: =1 a 2,

Ni = |Ji(@)] -
zel
Protoze p — d(d — 1) < |I] < p (nebot deg(A) < d(d — 1)), mame nerovnosti
dp— d(d—1)) < Ny + Ny < dp

Pocet kofeni polynomu R;(X) v F, vetné nasobnosti, nepfesahuje jeho stu-
peii. Podle 1 tvrzeni 124 a tvrzeni 121 ma R;(X) v kazdém z € I alespon
m|J;(z)|-nasobny koten. Tedy mN; < deg(R;). Podle 2 tvrzeni 124

Nﬁg@dRﬁ L pdld—1)
m

<e

) - .

m
N, je pocet téch z N feSeni (x,y) € F? rovnice P(X,Y) = O, pro néz
A(z) # 0p. Diky deg(A) < d(d — 1) a poslednimu odhadu mame

pd(d —1)

N<N +d*d-1)<p+ +d* .

Z, druhé strany, podle dolniho odhadu N; + N, a horniho odhadu Ns,
N>N;, > pd—d*— N,

pd(d —1)

> pd—d’—(d—1)p———

d(d —1
— p_u_d?)_
m
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Pro kazdé m € N spliujici podminky tvrzeni 124 méame odhad

d(d —1
<p( )
m

|IN —p| +d* .

Cislo m zvolime jako nasobek d v rozmezi

P/ (2d) = 5d <m < /p/(2d) — 4d .

Pak (m + 8)? < p/(2d) a pozadovana nerovnost 2(d — 1)(m + 8)* < p je
splnéna. Rovnéz plati, vzhledem k p > 250d°,

P 1/2 5. 21/2 . d3/2 1 < P )1/2 )
L N A AL . .
"= (2d> ( o7 )7 3\a) 7

Jaky odhad ndm toto m da? Z p > 250d° plyne jesté i
5.2Y2. 432 1

7 <3

Pro v8echna redlnd x v intervalu 0 < x < 1/3 plati 1/(1 — z) < 1+ 3z/2.

Take
L mi”21+3 5.921/2. (3/2
m P 2 p1/2 ’

Po dosazeni do horniho odhadu |N — p| méme

L91/2 . p3/2
IN —p| < Tﬂﬂd—U&”#”<L+§———i—>+d3

pl/2
< 21/2d5/2p1/2 _ 21/2d3/2p1/2 4+ 16d* + &3
< 21/2d5/2p1/2 .

Tim je specialni ptripad Weilovy véty dokazan.

4.4.3 Druha ¢ast dukazu

Zbyva vsak dokazat tvrzeni 124. K tomu budeme potiebovat nékolik lemmat.
Pfipomindme, ze F' = Z,. Polynom P(X,Y) = Y4+ G (X)Y*“ ' + .- +
G4(X) € FIX,Y] stupné d v Y je absolutné ireducibilni a separovany v Y,
deg(G;) < iad € F(X) je jeho kofen, P(X,0) = 0. Misto P(X,6) = Oy
a podobné budeme v pripadé funkcionalnich poli psat ... = 0.
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Lemma 125. P(X,Y) a6 € F(X) jsou jako vyse. Pokud A € F[X,Y,Z, W|
je nenulovy polynom, jehoZ stupné spliuji degy(A) < p/d — d, degy(A) <
d—1 adegy (A) <d-1, potom

A(X,6,XP,67) £ 0 .

Diikaz tohoto lemmatu odsouvame do pristiho pododdilu.
Protoze P je separovany v Y, da se operator derivace D rozsitit z F/(X) na
F(X,9). Ma platit (proménné, podle nichz se derivuje, klademe do indexu)

0= D(P(X,0)) = Px(X,0) + Pyr(X,5) - (D) .

Odtud Po(X 6
DS = _M
Py (X, 9)

a D rozsitime na F'(X, ) zfejmym zpisobem.

Lemma 126. Polynom P(X,Y) je jako vyse (zejména je P separovany v

Y)ad € F(X) je jeho koten. Necht m,l € Ny, 0 <l <m a A € FIX,Y].
Pak
Dl(P)%m(Xad) A(Xa 6)) = P)%mil(Xa 6) A(l)(Xa 6) )

kde AV € F[X,Y] a md stupeni nejuise deg(A) + (2d — 3)1.

DUKAZ. Indukce podle . Pro [ = 0 lemma plati. Z predpokladu platnosti pro

[ odvodime platnost pro [ 4+ 1. Pro prehlednost zapisu pomijime argument
(X, 0).

DN PI™M(X,6) - A(X, ) = D(PE™ (X, 6) - AD(X, )
= (2m — 2)PZ" 21 (Pyy + Pyy D) - AD 4 P22 (40 4 AV Dg).

Dosadime vyjadreni pro Dd a dostaneme

P}Z[m72(l+1) . [(Qm . 2l) . (PYXPY _ PYYPX) . A(l) + AS?P)% — AgDPXPY]
_ P)Z/m—Z(H-l) . A(l+1).

Ziejmé deg(AU+D) < deg(AW)+(2d—3). Odtud plyne uvedeny odhad stupné
polynomu A®. o
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Lemma 127. Necht

PX,)Y) =Y '+ G (X)Y" 4 4 Go(X) = (y = 6)(y — ) ... (y — ba)

kde deg(G;) < i ad; € F(X). Je-li A € F[X,Y1,...,Yy] polynom symetricky
vYy,..., Yy, pak
A(X,61,...,04) = B(X) ,

kde B € F|X] a deg(B) < deg(A).

DUKAZ. Stupen polynomu A oznacime jako s. Pak
AX, Y, Y) =S X"-C,(h,...,Yy)
v=0

kde deg(C,) < s —wv a C, je symetricky v Yi,..., Yy Podle tvrzeni 13 v
kapitole 1
Cv()/la' . -aYd) = Hv(ela .- '7€d) )

kde H, € F[Si,...,Sq)ae; € F[Y1,...,Yy] jsou elementarni symetrické poly-
nomy. Podle téhoz tvrzeni kazdy monom S1'S3 ... S} polynomu H, spliiuje
nerovnost i1 + 2is + - - - + dig < s — v. Takze v

Co(61,...,04) = Hy(—G1(X), ..., (~1)'Gy(X))

mé kazdy monom G;(X)"Gy(X)2...Gy(X)" stupen v X nejvyse i; +
2ip + -+ 4+ dig < s — v. Kazdy séitanec X - Cy(01,...,04) ve vyjadieni
A(X,61,...,04) je polynom stupné nejvyse v + s — v = s. O

Lemma 128. Necht© = 1,2 a cislo m € N je takové, Ze

d\m, m>d* a2(d—1)(m+8)*<p.

P(X,)Y) € FIX,Y] a 6 € F(X) jsou jako vyse. Pak existuje polynom A =
A; € F[X,Y] takovy, Ze

1. A(X,0) #0.
2. AW(z,y) = 07 pro viechny x € I,y € J;i(z) a 0 <1 < m (polynom AV je
definovan v lemmatu 126, I a J;(z) v predeslém pododdilu.)
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3. deg(A) < espm/d + p(d — 3/2). (Cisla e; jsou definovina v piedeslém
pododdilu.)

DUKAZ. Polynom A hledame ve tvaru

K d-1
=2 > (J+k<K) Bjp(X,Y) XPYPE,

j=0 k=0
kde K =em/d+d—2 a

d—1
Bip(X,Y) =) Aijn(X)-Y",

i=0
piicemz deg(A; k) < p/d —d—1i—j— k. Tudiz

deg(4) < Kp+p/d
= epm/d+p(d—2+1/d)
< eipm/d+p(d—3/2)
a A mé pozadovany stupen. Nejsou-li vSechny polynomy A; ;. nulové, vy-
plyva pomoci lemmatu 125, 7e A(X,6) #Z 0. Tim jsou dosazeny vlastnosti 1

a 3. Zbyva dokazat, ze lze zvolit ne vSechny nulové A, ;; tak, Ze plati 2.
Derivace X? a ¢? jsou identicky nulové. Proto

=

K
= Z y +k<K) BO(X,Y) XPYPE
j:

kde, podle lemmatu 126,
deg(B)) < deg(Bjx) + (2d — 3)l < p/d —d —j — k + (2d — 3)I .

Pottebujeme, aby pro 0 <1 < m, z € I a y € J;(z) nastalo AU (z,y) = 0%
Prvni pfipad je7 = 1. Nyni z,y € F a tedy 2P = x a y? = y. Potfebujeme,
aby se polynom
K d-1 '
V) =YY (+k<K) BLUX,Y) Xy*
7=0 k=0

anuloval na z € I,y € Ji(x) . PovSimnéme si, Ze

deg(CY) < p/d+ (2d —3) — 2 .
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Druhy p¥ipad je i = 2. Nyni x € F ay € F\F. Takze 2? = x, y* # y a,
podle lemmatu 123,

07 = Ex(,y,y ZGdz WYY Y Y PO

Dosadime v AV (X,Y) z za X ayzaY. Protoze Gy = 1y, Ize pomoci posledni
rovnice vyjadiit @Y pomoci 1, y?, y?, ..., yP4=2) a koeficienti, které jsou
polynomy z Fl[z,y] stupné nejvyse d — 1. Pro i = 2 tedy A" piechdzi na
polynom CW(X,Y, Z), kde Z odpovidd mocnindm y? a za Z%~! jsme dosadili
zminéné vyjadieni. Tedy deg,(CV) < d—2. Monomy A® piispivaji do X, Y-
stupné C nejvyse p/d —d —j — k + (2d — 3)l +j < p/d + (2d — 3)] — 2 pro
k<d—lap/d—d—j—k+(2d—3)l+j+(d—1) <p/d+(2d—3)l—2 pro
k = d—1. Takze deg . (CV) < p/d+(2d—3)l—2. Chceme CV(z,y, y*) = Of
pro vSechny = € I a y € Jy(x).
V obou pripadech potiebujeme, aby se C(l)(X, Y, Z) anuloval na z,y, y?,
x €1,y € Jj(x), pficemz
degX,Y(C(l)) < p/d+(2d—3)1—2 a deg,(CY) <e;—1 (ey=1,e5 =d—1).
Indukei se lehce dokaze, ze pro dvojice (x,y) spliwujici P(z,y) =0z at € Ny
mame vyjadieni
y =Gy 1 6P )
kde deg(G ) <t+i-1aGY (X) = G;(X). Diky této redukci CW(z, y, y?) =
O, pravé kdyz DU (z,y,y?) = 0%, kde polynom DO spliuje
deg (DY) < p/d+ (2d —3) -2
deg, (DY) < d—1
deg, (DY) < ¢ —1.

Pozadavek 2 v lemmatu je tedy splnén, je-li polynom DY (XY, Z) identicky
nulovy pro vSechny 0 <[ < m.
Pocet koeficienttt polynomu DU je nejvyse

ed(p/d+ (2d — 3)l — 1) < e;p + (2d* — 3d)e;l .

Pocet b koeficientfi viech polynomt DV (XY, Z),0 < I < m, tak spliluje,
vzhledem k 1+ 2+ ---+ (m — 1) < m?/2,

b < e;pm + te;m*(2d° — 3d) .
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Tyto neznamé koeficienty jsou linedrnimi kombinacemi dosud neurcenych
koeficientt polynomi A; (X ). Dostavame homogeni linedrni soustavu pro
A,; j p-koeficienty.

Pocet koeficientii jednoho polynomu A; ;; je alespon

pld—d—i—j—k=>p/d—d=2d—-1)—j=p/d—3d—j .
Sectenim pres j v oboru 0 < j < K — k ziskdme dolni odhad
(p/d—3d)(K+1)— (K —k)(K—-k+1)/2—pk/d .
Secteni pres k probihajici 0,1,...,d — 1 d& dolni odhad
(p—3d*)(K +1) — K*d/2 — (p/d)d(d —1)/2 .

Konec¢né sectenim pres ¢ probihajici 0,1,...,d — 1 ziskame celkovy dolni
odhad @ pro pocet vSech neznadmych koeficientt ve vsech A, ;,(X). Totiz

a > (p—3d*)(Kd+d) —pd(d—1)/2 — K*d*/2
> (p—3d*)(esgm +d*> —d) — pd(d —1)/2 — (e;m + d*)*/2
> epm +p(d® —d)/2 — eim? /2 — 6e;md® — 2e;md? |
protoze, podle predpokladu, m > d2.

Pokud b < a, ma soustava b homogenich lineadrnich rovnic o alespon a
neznamych netrividlni feSeni a polynomy D (XY, Z) jsou identicky nulové.
To nastane, je-li horni odhad ¢isla b mensi nez dolni odhad ¢isla a, tedy pro

e;m?(2d* — 3d + e;) /2 + 8egmd® < pd(d —1)/2 .
Protoze e; = 1 nebo d — 1, tato nerovnost jisté plati, pokud plati nerovnost

m?(d —1)(2d* — 2d — 1)/2 + 8md*(d — 1) < pd(d — 1)/2 .

Ta plati, pokud m?(d — 1) + 8md < p/2. A to je splnéno diky d > 2 a
piedpokladu 2(d — 1)(m + 8)? < p. Tim je diikaz lemmatu dokoncen. &

DUKAZ TVRZENI 124. Polozime

C(X,Y) = P¥(X,Y)-AX,Y),
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kde A = A; € F|X,Y] je polynom z lemmatu 128. Pak C(X, ) # 0, protoze
Py (X,6) # 0 (P je ireducibilni v F/(X)[Y], tudiz je 0 jednoduchy koten P)
a A(X,d) # 0 podle 1 lemmatu 128. Pro 0 < [ < m plati

D'C(X,6) = P2 (X, ) - AV(X,6) .

(Polynom A" je definovan v lemmatu 126.) Takze, podle 2 lemmatu 128,
prox € I ay € J;y(z) madme (D'C(X,0))(z,y) = 07 Déle

deg(C) < eipm/d +p(d —3/2) +2md .

Ale z p > 250d” a p > 2(d — 1)(m + 8)* plyne, Ze 2md < 2d./p = 2dp//p <
p/2, a tak
deg(C) < eipm/d +p(d—1) .

Hledany polynom bude

d
Ri(X) = ][ C(X,4;) ,
7j=1
kde P(X,Y) = (X —81)(X —62) ... (X —0d4). Misto R;(X), kde i = 1 nebo 2,
budeme psat jen R(X). Necht nyni 0 <[ < m/|J;(X)|. Prava strana rovnice

[
D'R(X)= . ( ) D“C(X,0y) - ...  D“C(X,4,)
wl - Fug=l ULy .., Uq F

je polynom symetricky v d1,...,04. Podle tvrzeni 13 méame vyjadreni
D'R(X) = K(X,G(X),...,Gq(X)), kde K € F[X,Y1,...,Yy. Prox € F
méme (D'R)(z) = K(z,G1(x),...,G4(x)). Pro z € I ma P(x,Y) d riznych
kotend yy, ..., yq. Specializace X,dy,...,0q = T, Y1, .., Yq d&va

D'R(z)= Y ( ! ) D“C(z,yy) ... - D"C(x,yq) -
Uyy ..., Uq F

uy+--Fug=l

(D"C(z,y) je (D*C(X,6))(z,y), nikoli (D*C'(X,Y))(x,y).)

Vime, ze {y1, Y2, ..., ya} = J1(x) U Jo(z). Bez Gjmy na obecnosti mizeme
predpokladat, ze |J;(x)| =t a y1,ys,. ..,y € Ji(x). Protoze v hofejsim vyja-
dieni D'R(z) vidy uy + ug + -+ - + u; < [, existuje ¢islo 5,1 < s < ¢, takové,
ze

[ Ji
_ mldita)]

ST @] S T

& | o~
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Tudiz (D*C(X,6))(x,ys) = 0 a kazdy s¢itanec ve vyjadieni D'R(z) mé
nulovy faktor. Pro kazdé x € I proto plati

(D'R)(z) = 0p , 0 <1< m|Ji(z)] .

Podle definice je R(X) € F[X,01,...,0q4] symetricky v d1,...,04, a méa cel-
kovy stupen nejvyse

d(e;pm/d +p(d —1)) = e;pm + pd(d — 1) .
Tudiz, podle lemmatu 127, R(X) € F[X] a
deg(R) < e;pm +pd(d—1) .

Diikaz tvrzeni 124 je dokoncen.

4.4.4 Treti ¢ast dukazu

Zbyva dokazat lemma 125. Budeme potiebovat jesté jedno lemma. Je-li K
podpole pole L, dimenzi vektorového prostoru L se skalary K ozna¢ime (stan-
dardné) jako [L : K.

Lemma 129. Necht absolutné ireducibilni polynom P € F[X,Y]| ma stuperi
d > 0 v nezndmé Y. Necht U a Z jsou dalsi dvé neznamé a § € F(X) a
n € F(Z) jsou koteny polynomu P chdpaného nejprve jako prvek F(X)[Y] a
pak F(Z)[U], to jest

P(X,0)=0 a P(Z,n)=0.

Potom

[F(X,Z,6,n): F(X,2Z)] =d* .
DUKAZ. Stac¢i dokazat, ze
[F(X,Z,6,n): F(X,Z,0)]=d a [F(X,Z,0): F(X,Z)=d.
Dokézeme jen prvni rovnost, druhd se dokazuje podobné (a jednodu-

Seji). K tomu sta¢i dokazat, ze polynom P(Z,U) € F[Z|[U] je ireduci-
bilni v F(X,Z,6)[U] = F(X,0)(Z)[U]. To je ekvivalentni ireducibilité v
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F(X,0)[Z|[U] = F(X,9)[Z,U] (podle zobecnéni tvrzeni 12). Pro spor pied-
pokladejme, ze P = P, P, kde P, € F(X,0)[Z,U] a maji stupei ostfe mensi
nez d. Rozepsano,
P(Z,U) =" ¢ ;127U ,
Jk

kde ¢;;x € F(X,0) = F(X)(d). Ale ¢ je algebraicky nad F(X), takze
F(X)(8) = F(X)[d] a kazdy prvek c; ;. lze reprezentovat jako polynom v
J s koeficienty v F'(X).

Zvolime = € F' tak, ze neni kofenem jmenovatele zadného z téchto koefi-
cientdt, v Zddném ¢; ;x, a ani neni kofenem koeficientu V¢ v P(X,Y). Pak
zvolime y € F tak, ze P(x,y) = 0z Nechf ¢; jx € F vznikne 7 ¢; j; substi-
tuci X :=x a § :=y a P;(Z,U) vznikne z P,(Z,U) ndhradou ¢; j 1 za ¢; jx. Z
rovnosti P = PP, v F(X,0)[Z, U] plyne rovnost

P(Z7 U) = E(Za U)E(Za U)

v F[Z,U]. (Platnost rovnosti znamené splnéni d identit typu A(X,d) = 0,
kde A(X,Y) € F[X,Y]. P(X,Y) je minimalni polynom ¢ nad F(X), tu-
diz A = PB pro néjaky B € F[X,Y]. Diky volbé x a y mame A(x,y) =
P(z,y)B(z,y) = 0% a identity a rovnost se substituci zachovavaji.) Ta je ale
ve sporu s absolutni ireducibilitou P. &

DUKAZ LEMMATU 125. Polynom

d
A*(XJKZ;W17“‘7Wd) :HA(XJKZJWL)

i=1
je symetricky v nezndmych Wy, ..., W,. Podle tvrzeni 13 v kapitole 1
AN X, Y, Z, W, ..., Wy) = B(X,Y, Z; —ey, €2, —€3, ..., (—1)%4) ,

kde Be F[X,Y,Z;Vi,..., Vil ae; € F[Wy,...,W,] jsou elementarni symet-
rické polynomy. Z deg,, (A) < d — 1 plyne, ze B ma v neznamych Vi,..., Vj
celkovy stupen nejvyse d — 1.
Protoze
6 = —G(X)5 — o — Gy(X)

(G} je koeficient Y4 ¢ v P), pro kazdé t € N méame vyjadieni
i = (X)) + -+ GP(X)
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kde G\Y € F[X]. Jak vime,
deg(G) <t —1+41 .

Protoze degy (B) = degy (A*) = d-degy (A) < d(d—1) = (d—1)+(d—1)?,
redukei mocnin 64 1t pro ¢t < (d — 1)? dostaneme

B(X,0,Z;V1,...,Vy) =C(X,0,Z; V1, ..., Vy)

kde C' € F[X,Y,Z;V1,...,Vy| a degy (C) < d— 1. Co se tyfe stupné v X,
diky deg(G\") <t —1+i a degy(A) < p/d — d méme

deg (C) deg(B) + (d—1)> =1 +d =degy(A*) +d(d—1)

<
< d-degy(A)+d(d—1)<p—d®>+d(d—1)
< p.

Predpokladejme pro spor, 7ze A(X,d, XP,6?) = 0. Necht 6 = §;, kde
PX,Y)=(Y —01)(Y —02)...(Y — dq) je faktorizace P nad F(X). Pak

AY(X, 8, X760, ..., 0 =0 .

Protoze, podle Vietovych vztaht, (—1)%;(dy,...,dq) = Gi(X), umocnénim
na p dostavame (—1)e; (0%, ...,d0) = G;(XP). Tedy

C(XadaXp;Gl(Xp)a'"7Gd(Xp)) = B(XaéaXp;Gl(Xp)a'"7Gd(Xp))
= AN(X,0,XP 60,60
= 0.

Ale deg, (C) <d —1 ad je stupné d nad F(X). Proto
C(Xa YV) Xp; Gl(Xp)a Tt Gd(Xp)) =0

jako polynom z F[X,Y].
Protoze v F plati X? = XV + X¥ dosazenim X = X, + X, piejde posledni
identita na

O(Xl +X2,YV,X{),G1(X{)), . JGd(Xf)) +X§ ) L(XlaXZJY) =0 )

kde L € F[Xy, Xy, Y]. Protoze degy(C) < p, ma prvni s¢itanec v X, stupei
mens$i nez p a mame identitu

C(X1+ X, Y, XT;Gi(XT), -, Ga(XT)) = 0
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Protoze X; + X5, Y a X7 jsou algebraicky nezdvislé, mizeme je nahradit
neznadmymi X, Y a Z a dostavame

0.

Za Y dosadime ¢ a dostavame

0.

B(X767Z7G1(Z)77Gd(z)) = C(X767Z7G1(Z)77Gd(z))
Uvazme znovu faktorizaci P, nyni v neznamych Z a U:
PZ,U)=(Z—-60)(Z—0y)...(Z —by),

kde 0; € F(U). Pro i = 1,...,d opét mame (—1)%;(01,...,04) = Gi(Z).
Tudiz

AYX,6,Z;61,...,0;) = B(X,6,Z;G1(Z),...,G4(Z))

Il
o

Pro nékteré ¢ proto koten 6 = 6; splhuje
A(X,6,Z,0)=0.

AvSak degy (A),deg,, (A) < d — 1 a podle lemmatu 129 je mnoZina d?
prvki {6760% : 0 < j,k < d — 1} linearné nezavisld nad F(X, Z). Polynom
A(X,Y, Z, W) je proto identicky nulovy, coz je spor s pfedpokladem.

Tim je dokdzano lemma 125, coz dokoncuje dikaz tvrzeni 124 a tim i
tvrzeni 112.

4.5 Poznamky

O historii zédkona reciprocity pise Frei [16].

4.1 Koneéna pole. Literatura: Ireland a Rosen [22] a Halberstam a
Roth [19]. Obsahld monografie vénovana teorii kone¢nych poli a aplikacim
kone¢nych poli je Lidl a Niederreiter [25]. Jeji ,,ufebnicova“ verze je Lidl a
Niederreiter [26].

Erdés a Turan v [15] dokazali trochu slabsi vysledek, nez Lindstrom [27]
a ne7 jak jsme zformulovali vétu 93. Dokézali, ze Si(n) < n'/?2 + O(n'/*) a
jejich metoda dava v O konstantu v/2. Zda se da ¢len O(n'/*) nahradit mensi
funkci je otevieny problém (tiloha 8). Erdds publikoval domnénku, ze O(n'/*)
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1ze zlepsit az na O.(n®) pro kazdé pevné ¢ > 0. Dalsi vysledky o Sidonovych
mnozinach lze nalézt napriklad v [19], [13] a [14]. Zminime jeden zajimavy
vysledek tykajici se hustych nekonec¢nych Sidonovych mnozin.

Velmi jednodusSe lze sestrojit Sidonovu mnozinu X C N, kterd ma v
kazdém pocatecnim intervalu {1,2,...,n} alespoir c¢n'/3 prvki (tloha 9).
Dlouho bylo zndmo jen mirné vylepSeni, které v r. 1981 dosdhli Ajtai, Ko-
mlés a Szemerédi [1]: Existuje nekoneéna Sidonova mnozina, kterd ma v
{1,2,...,n} alespoi c(nlogn)/?® prvki. V roce 1998 Ruzsa [29] sestro-
jil Sidonovu mnozinu, kterd ma v {1,2,...,n} alespoit ¢,n®442-—¢ prvki
(0.41421 ... = y/2—1). Otevienym problémem je dosdhnout hustoty c.n'/?~=.
Podle vysledku Erdése (tiloha 10) vSak nelze dosahnout hustoty cn'/? (na-
rozdil od konecné verze).

V ditkazu véty 94 jsme pouzili rozdilovou mnoZinu A. Teorie rozdilovych
mnozin (difference sets) je posdna napiiklad v Hallovi [20]. Tato kniha se
zabyva i fadou dalSich pouziti kone¢nych poli v kombinatorice (konecné ge-
ometrie, kombinatorické designy, latinské ¢tverce, teorie kodi).

4.2 Chevalley—Warningova véta a kombinatorika. Literatura: Alon
2], Borevi¢ a Safarevi¢ [8] a Schmidt [31]. Alon uvadi dalsi aplikace
Chevalley-Warningovy véty a podava zajimavy prehled algebraickych me-
tod v kombinatorice. Zobecnéni véty 98 ([6]) je v ¢lanku [5]. Podle Berge-
Sauerovy domnénky ma kazdy 4-regularni graf bez ndsobngch hran neprazdny
3-regularni podgraf. Domnénku dokézal v roce 1982 Taskinov [36].

Otéazka, kterou v (Z,+) zodpovédéla véta 97, se zkoumd i obecnéji v
(Z¢,+). Jako f(n,d) oznac¢ime nejmensi pocet m takovy, Ze kazda m-prvkova
posloupnost v Z? obsahuje n-prvkovou podposloupnost v, ..., ¥y, spliujici
L(y1 4+ y2+ -+ yn) € Z%. Alon a Dubiner [4] dokazali, ze

f(n,d) < (cdlog,d)n ,

kde ¢ > 0 je absolutni konstanta a log, bindrni logaritmus. V pevné dimenzi
d tedy pro vhodnou konstantu ¢ > 0 kazdych ¢'n mifZovych bodti v RY
obsahuje n-tici, jejiz té7isté je opét miizovy bod. Dalsi vysledky o f(n,d) a
pét dikazi véty 97 lze nalézt v [3].

4.3 Zlata véta. Literatura: Ireland a Rosen [22] a Hardy a Wright [21].
V literatufe existuje mnoho dikazti zdkona reciprocity. K roku 1921 jich
bylo podle Bachmana zndmo 56 a v soucasnosti uz vice nez 100. Zakladnich
mySlenek tolik samoziejmé neni, mnohé ditkazy jsou jen variacemi na totéz
téma. Viz t¥eba [9] a [17].
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Zakon reciprocity kvadratickych zbytki je jen jednim z fady zdkoni reci-
procity. V kubickém a bikvadratickém prebiraji roli ¢isla —1 primitivni tieti
a ¢tvrtd odmocnina z 1, ¢isla w = (—1++/—3)/2 a /—1, a pracuje se v okru-
zich Z[w] a Z[v/—1]. O kubickém a bikvadratickém zakoné reciprocity se lze
poudit v [22], kde je i mnoho odkazi na literaturu. Zhustény kurz algebraické
teorie ¢isel vedouci k obecnému Artinovu zakonu reciprocity poskytuje Stark
[32]. Viz téz [24] a [43].

Specialni pripady kubického a bikvadratického zakona reciprocity publi-
koval Euler v letech 1748-50. V r. 1832 Gauss publikoval memoéar, v némz
bez dikazu uvedl bikvadraticky zakon reciprocity. Diikaz mél byt uverejnén
v nasledujicim memoadru, ktery vSak nikdy nevySel. V r. 1844 Eisenstein pub-
likoval nékolik dikazi. Kubicky zakon reciprocity si narokoval Jacobi, ktery
podal jeho diikaz idajné ve svych prednaskach v Kénigsbergu v r. 1837. Prvni
publikovany diikaz z r. 1844 vSak nalezi Eisensteinovi. Spory o prioritu mezi
Jacobim a Eisensteinem byly velmi ostré.

4.4 Weilova véta pro F = Z,. Literatura: Alon [2], Lidl a Niederrei-
ter [25] a zejména Schmidt [31]. Vysvétlime, co vlastné Weil dokazal. Necht
F = GF(q) = GF(p") je konetné pole a P € F[X,Y]|, d = deg(P), je
absolutné ireducibilni polynom. Pro s € N necht N oznacuje pocet GF(q*)-
racionalnich bodi na projektivni kiivce P. Podrobnéji receno, oznacime-li
G = GF(¢*) = GF(p*™) a Q(X,Y,Z) = ZP(X/Z,Y/Z) (zhomogenizovéni
P), pak

N, = {(@,0,2) € G*: Q(a,y,2) = 0}/ ~ |,
kde ~ je ekvivalence definujici body projektivni roviny (dvé trojice jsou ekvi-
valentni, je-li jedna nenulovym skalarnim nasobkem druhé). Zeta funkce Z(t)
kiivky P je pak definovdana pomoci

Z(t) = exp <52>:1Nst5/3> :

V roce 1948 Weil podstatné zobecnil predchozi vysledky Artina a Hasseho
a v [40] dokéazal, 7ze Z(t) je racionalni funkce tvaru

L(#)
T—0(1—qb)

pficemz L € Z[t] ma stupen 2g, kde g je rod kiivky P, a konstantni ¢len 1.
NapiSeme-li L(t) jako

Z(t) =

L(t) = (1 —wit)(1 —wat) ... (1 —weyt) ,
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je w; € C8 Weil zejména dokézal piislusnou Riemannovu hypotézu pro
kiivky nad kone¢nymi poli (terminologicky presnéjsi je mluvit o riemannov-
ské hypotéze), podle niz
jwil = g7

pro v8echna ¢ = 1,...,2¢g. Déale dokazal, ze Z(t) spliiuje jistou funkcionélni
rovnici. Své fundamentalni vysledky oznamil bez dikazu uz v [38] a [39].

Logaritmickym derivovanim formule pro Z(t) a porovnanim koeficienti
se lehce odvodi, ze pro s € N plati

29
Ns:qs—i—l—wa
=1

Takze, diky |w;| = ¢/2,
[Ny — g — 1] < 294" .

Jak znamo z algebraické geometrie, 29 < (d — 1)(d — 2) a Ny < N +d?. (N
je pocet teseni rovnice P = O v F', coz je pocet téch z N; F-racionalnich
bodi na projektivni kiivce P, které jsou konecné.) Mame tedy odhad

IN —¢| < (d—1)(d —2)¢"* +d* .

To je explicitni forma véty 111.

Weil pouzil aparatu algebraické geometrie. Po publikaci [40] byly podany
dalsi dikazy Weilovych vysledki, z nichz Bombieriho [7] je kromé odkazu na
Riemann—-Rochovu vétu jinak elementarni. Stépanovovi se v letech 1969-74
podarilo v sérii ¢lankt dokazat weilovské odhady poctu N pro rizné tiidy
polynomt P zcela elementarné, bez pouziti algebraické geometrie. (Z teorie
zeta funkce plyne, Ze zdanlivé slabsi odhady zbytkového ¢lenu typu O4(,/q)
implikuji silnéjsi weilovské odhady s konstantou (d — 1)(d — 2).) Nejobec-
néjsiho vysledku dosahl v [33] a [34]. Stépanovovo tsili zavrsil Schmidt [30]
prechodem k obecnému absolutné ireducibilnimu P. Stépanovovy a Schmid-
tovy vysledky jsou vyznamnym tspéchem elementarnich metod v teorii ¢isel.

Pro uplny dikaz véty 111, pro néjz je jesté treba zavést hyperderivace,
odkazujeme do Schmidtovy monografie [31]. Lze fici, ze Stépanov pouzil Thu-
eho metodu (srovnej diikaz v oddilu 2.7), protoze zékladem jeho postupu je
sestrojeni vhodného polynomu s mnoha koteny. VSe se nakonec zredukuje,
stejné jako v oddilu 2.7, na argument z linearni algebry. Podrobn4 diskuse vy-
sledkt o rovnicich nad kone¢nymi poli s detailni bibliografii je v poznamkach
k 6. kapitole [25].
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Weil predlozil v [41] ve formé hypotéz zobecnéni svych vysledkt pro obec-
nou algebraickou varietu. Presnou formulaci Weilovych hypotéz lze nalézt na-
ptiklad v Maninovi a Panchiskinovi [28]. Weilovy hypotézy dokazal za pomoci
velmi abstraktntho aparatu v roce 1974 Deligne [10]. V r. 1978 mu za to byla
udélena Fieldsova medaile. (Zde elementarni pfistup neni zatim v dohledu.)
Pro dalsi reference k Deligneho vysledku viz [25] a [28]. Vyznamnym mezikro-
kem k dikazu hypotéz byla Dworkova véta [11], podle niz je zeta funkce nad-
plochy (variety definované jedinou rovnici) racionédlni. Ekvivalentné feceno,
posloupnost (Ny)s>1 pocti GF(¢*)-racionalnich bodt na nadplose spliwuje re-
kurenci s konstantnimi koeficienty. Dworkiv dimyslny dikaz (bez pouziti
algebraické geometrie, za pomoci p-adickych technik) je uveden v 5. kapitole
Koblitze [23].

Na Raymonda Paleyho (1907-1933), velmi talentovaného matematika a
vasnivého lyzafe, ktery tragicky zahynul v lavingé, vzpomind Wiener [42].
Problém, zda pro kazdé k existuje turnaj, v némz je kazdych k hraci porazeno
jinym hrac¢em piedlozil v r. 1962 Schiitte. O rok pozdéji Erdés [12] dokézal,
7e pro kazdé k takovy turnaj s O(k?2%) vrcholy existuje. Erddstiv odhad je
vyrazné lepsi nez ve vété 114 a diikaz doslova nékolikaradkovy, opird se vSak
o nekonstruktivni obrat (o pravdépodobnostni metodu, tloha 18). Proto je
Grahamova a Spencerova véta, kterd podava explicitni konstrukci takovych
turnajt, stale velmi cennd. Jejich vysledek [18], turnaj s O(k?4*) vrcholy, je
o néco lepsi nez véta 114. Uzili totiz silnéjSich odhadi pro charaktery, které
rici, ze pro ditkaz tvrzeni 115 je tvrzeni 112 zbytecné obecné. Staci jeho verze
pro polynomy Y% — P(X), ktera se da dokazat snaze. Viz [31]. Informaci o
dalsich pouzitich Weilovy véty v kombinatorice lze nalézt v [2] a [35].

V lednu 2000 Tyszkiewicz [37] publikoval velmi jednoduché konstruktivni
feSeni Schiitteho problému. Jeho konstrukce pro dané k dava turnaj se zhruba
THD* T hrgd.

4.6 Ulohy

1. (1) Ukazte, ze kone¢ny, ne nutné komutativni okruh, ktery nemé déli-
tele nuly (soucin nenulovych prvki je nenulovy), je téleso.

2. (1) Dokazte, ze kazdé algebraicky uzaviené pole je nekone¢né.
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3. (2) Dokazte, ze algebra nad télesem R se ¢tyfmi ,,imagindrnimi“ jed-
notkami 1,7, 7 a k, v niz se nasobi pomoci pravidel ij =k,jk =1,k =
g, ji = —k,kj = —i,ik = —j ai® = j2 = k? = —1 (1 je samoziejmé
neutralni prvek), je nekomutativni téleso, téleso kvaternionii.

4. (2) Pron € N bud M C C mnozina vSech primitivnich n-tych odmoc-
nin z jedné (M méa ¢(n) prvki). Dokazte, ze kruhovy polynom

,(z) = H (x —w)

weM
je monicky celociselny polynom.

5. (3) V sérii kroki dokdzeme, ze kazdé konecné téleso je komutativni.
Necht K je kone¢né téleso a P jeho centrum (mnozina téch z € K,
které komutuji s kazdym y € K). Patrné je P pole a K je vektorovy
prostor nad P s dimenzi n € N. Predpoklad n > 2 privedeme ke sporu.

(a) Necht |P| = ¢ € N (¢ je mocnina prvodisla), ¢i, ..., g, jsou repre-
zentanti nejednoprvkovych konjugovanych tiid K, ..., K, grupy
K Ci={reK: grx=uag}aCl= C’i\{OK}. Odvodte identitu

q — 1
-1 .
(b) Dokazte, ze C; je podtéleso K obsahujici P. Odvodte, ze |C}| =
q'" — 1 pro n&jaké t; € N, kde t;\n a t; < n.
(c) Polynom ¥;(z) definujeme vztahem

z" —1
ati —1

= O, (2)¥;(z)

(®,,(x) je kruhovy polynom definovany v predchozi tloze). Do-
kazte identitu

a odvodte z ni, ze |®,(¢)| < ¢ —1.

(d) Z definice ®,,(x) odvodte, ze pro n > 2 mame |®,,(u)| > u—1 pro
kazdé realné u > 2. To je kyzeny spor.
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10.

11.

12.

13.

14.

(1) Necht G je algebraicky uzavér pole Z,. Dokazte, Ze pro s = p” tvori
kofeny polynomu z* — x € G|z| s-prvkové podpole pole G.

(2) Dokazte identitu

9]
o = [[ (1 — am)H/n
n=1

(5) Je mozné zlepsit horni odhad z véty 93 na
Si(n) < n'/? 4+ 0.(n°)
pro kazdé e > 0? Nebo alesponi na Si(n) < n'/2 4 o(n'/*)?

(2) Ukazte, 7Ze existuje nekone¢nd Sidonova mmnozina X C N takova,
ze pro n € N plati

X N {1,2,...,n} >n'/?.

(3) Dokazte, ze kazda (nekonefnd) Sidonova mnozina X C N spliuje

odhad XA 2
i X AL 20|
n—00 (7’1,/ log n)1/2

kde ¢ > 0 je absolutni konstanta.

<c,

(2) Zjistéte, pro kterd n € N existuje 4-reguldarni graf na n vrcholech
bez nepréazdného 3-regularniho podgrafu. (Pfipomindme, Ze nase grafy
mohou mit ndsobné hrany.)

(1) Vnit¥ek kazdého konvexniho 5-tthelnika s vrcholy v Z? obsahuje
mrizovy bod.

(2) Plati odhady
(n—1)2¢+1< f(n,d) < (n—1)n%+1.
(Veli¢ina f(n,d) je definovana v poznamkach k 4.2.)

(3) Pro prvodislo p > 2 dokazte identitu

2)- (H)/ cos(27j /)

a odvodte z ni dikaz druhého dodatku zakona reciprocity.
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15.

16.

17.

18.

19.

(3) Jacobiho symbol je pro liché b € N s rozkladem b = pips...p,
(prvocisla p; nejsou nutné riznd) a a € Z definovan pomoci

(=) () )

Dokazte, ze pro Jacobiho symbol plati zadkon reciprocity a jeho dva
doplnky.

(3) Necht F je pole a
P(X,Y)=GoY 4+ G (X)Y" .+ Gy(X)
je polynom z F[X,Y], pficemz Gy € F neni nula. Pokud plati, ze

max deg(G;)/i =m/d

s d L m, je P absolutné ireducibilni.

(1) Jakou slabsi podminkou lze nahradit (ii) v definici charakteru
grupy?’

(2) Na {1,2,...,n} definujeme ndhodny turnaj tak, ze pro 1 < i <
j < n s pravdépodobnosti 1/2 polozime (i,j) € T a s pravdépodob-
nosti 1/2 naopak (j,i) € T. Dokazte, ze pro n > k*2* ma turnaj s
kladnou pravdépodobnosti vlastnost, ze kazdych &k hract néjaky jiny
hrac¢ porazi.

(3) Hamiltonova cesta v turnaji T na mnoziné {1,2,...,n} je per-
mutace ajas...a, nosné mnoziny takova, ze (a;a;41) € T pro kazdé
1 =1,2,...,n — 1. Dokazte, ze kazdy turnaj ma lichy pocet Hamilto-
novych cest.
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