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Vím, ¾e èísla jsou krásná. A jestli¾e krásná nejsou, pak není krásné nic.

(Paul Erd}os, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky pro¾íval pan ©. èíslice.

"

Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhá èísla. Mají tvar : : :

1 | to je ostré èíslo, nezávisle na jeho gra�ckém vyjádøení,

je to nìco ukonèeného, tvrdého.

2 | to je plo¹¹í, ètverhranné, bìlavé, bývá trochu na¹edlé : : :

3 | to je zaostøený úlomek a toèí se.

4 | to je opìt ètvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnìj¹í, tlusté : : :

5 | plné zakonèení v podobì ku¾ele, vì¾e, masívní.

6 | to následuje první za

"

5\, je bìlavé.

8 | to je nevinné, modravì mléèné, podobné vápnu.\

(A. R. Lurija, Malá kní¾ka o velké pamìti.)



Toto je pøedbì¾ný text 4. kapitoly (kongruence) skript k mé pøedná¹ce

Úvod do teorie èísel , kterou jsem konal na MFF UK v Praze v zimních

semestrech ¹kolních rokù 1996/97, 1998/99 a 1999/00. Zatím v preprintové

øadì KAM-DIMATIA Series vy¹ly kapitoly 1 (základní pojmy a obraty), 2

(diofantické aproximace) a 3 (diofantické rovnice) a budou v ní postupnì

vydány zbylé kapitoly 5 (prvoèísla), 6 (geometrie èísel), 7 (èíselné rozklady),

8 (medailony matematikù) a 9 (návody k øe¹ením úloh). Obtí¾nost úloh je

bodována 0 (nejlehèí) a¾ 5 (nejtì¾¹í).

èervenec 2000 Martin Klazar
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Kapitola 4

Zbytky èísel

Zákon reciprocity kvadratických zbytkù, vìta 106, patøí mezi nejkrásnìj¹í vý-

sledky elementární teorie èísel. Poprvé ho formuloval v jazyku kvadratických

forem u¾ Leonard Euler ve spisu Theoremata circa divisores numerorum in

hac forma pa

2

� qb

2

contentorum (1744/46). (Na to upozornil Leopold Kro-

necker v roce 1875.) Explicitnì ho ve tvaru blízkém dne¹nímu Euler uveøejnil

znovu v Observationes circa divisionem quadratorum per numeros primos

(publikováno v Opuscula Analytica posmrtnì v r. 1783). Termín

"

recipro-

cita\ v názvu zákona razil Adrien-Marie Legendre, který se jím zabýval v

pracích Recherches d'Analyse Indéterminée (1785/88) a Essai sur la Théorie

des Nombres (1798). Essai : : : je vùbec první kniha vìnovaná výhradnì teorii

èísel.

Legendre byl první, kdo podal alespoò èásteèný dùkaz zákona reciprocity.

Z osmi pøípadù odpovídajících mo¾nostem p; q � �1 mod 4 a (

p

q

) = �1

umìl dokázat v úplnosti dva: p � �q � 1 mod 4 & (

p

q

) = �1 a p � q �

�1 mod 4 & (

p

q

) = 1. V dùkazu zbylých ¹esti pøípadù se odvolával na tvrzení,

jeho¾ dùkaz tehdy nebyl znám a které dokázal Peter Dirichlet a¾ v r. 1837,

¾e v jisté zbytkové tøídì le¾í v¾dy alespoò jedno prvoèíslo.

V polovinì devadesátých let vstoupil na scénu nìmecký mladík, který

byl synem nádeníka v Braunschweigu a jeho¾ zázraèný talent zachránilo me-

cená¹ství brun¹vicko-wolfenbüttelského vévody. Carl Friedrich Gauss (nebo

Gau� podle star¹ího pravopisu) experimentoval s kvadratickými zbytky u¾

od roku 1792. Na zaèátku roku 1795 znovuobjevil nejprve 1. doplnìk zákona

reciprocity, relaci (

�1

p

) = (�1)

(p�1)=2

, a v bøeznu tého¾ roku zákon sám. 8.

dubna 1796, podle záznamu v deníku, Gauss nalezl jeho dùkaz. Dùkaz rozli-

¹uje osm Legendreových pøípadù, je zalo¾en na indukci a je zcela elementární,
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ale slo¾itý. Gaussovi bylo bez nìkolika dní 19 let. Svým objevem se po zásluze

py¹nil a zákon reciprocity nazýval Theorema Fundamentale èi dokonce The-

orema Aureum (zlatá vìta). 22. èervna 1796 na¹el druhý dùkaz, zalo¾ený na

rodu kvadratických forem, a na podzim 1796 dal¹í dva dùkazy. Monogra�e

Disquisitiones Arithmeticae, její¾ vydání ètyøiadvacetiletým Gaussem v roce

1801 se pova¾uje za poèátek letopoètu moderní teorie èísel, obsahuje první

dva dùkazy. Gauss jich v prùbìhu ¾ivota publikoval celkem ¹est a dal¹í dva

byly nalezeny v jeho pozùstalosti.

My se v oddílu 4.3 spokojíme se dvìma. První, asi nejelementárnìj¹í ze

známých dùkazù, je zalo¾en na identitì mezi poèty møí¾ových bodù v jistých

rovinných útvarech. Druhý u¾ívá vlastností exponenciální funkce a nále¾í

Gaussovu ¾áku Ferdinandu Eisensteinovi.

Nicménì na¹ím hlavním tématem v kapitole 4 nebudou kvadratické

zbytky, ale koneèná pole. V 4.1 odvodíme jejich základní vlastnosti (shr-

nujeme je v tvrzení 92). Existence koneèného pole vyplyne z enumerace po-

lynomù: V Gaussovì vìtì 89 doká¾eme, ¾e v Z

p

[x] je

1

n

P

dnn

p

d

�(n=d) mo-

nických ireducibilních polynomù stupnì n. V dùkazu Erd}osovy a Chowlovy

vìty 94 uvidíme, jak lze pomocí koneèných polí sestrojit velké podmno¾iny

f1; 2; : : : ; ng, v nich¾ se ¾ádná vzdálenost dvou prvkù neopakuje. V 4.2 doká-

¾eme Chevalley{Warningovu vìtu 95 o poètech øe¹ení polynomiální soustavy

nad koneèným polem GF(p

r

) | pøesahuje-li poèet neznámých souèet stupòù,

je poèet øe¹ení dìlitelný p | a uvedeme její dvì kombinatorická pou¾ití. V

4.3 kromì dvou zmínìných dùkazù zákona reciprocity popí¹eme teorii kvad-

ratických zbytkù, hlavnì vlastnosti Legendreova symbolu.

Oddíl 4.4 vìnujeme elementárnímu dùkazu speciálního pøípadu Weilovy

vìty 111, která patøí k hlavním výsledkùm teorie èísel ve 20. století. Vìta

øíká, ¾e pro koneèné pole F a ireducibilní polynom P 2 F [X; Y ], který zù-

stává ireducibilní i v F [X; Y ] (F oznaèuje algebraický uzávìr F ), má rovnice

P (x; y) = 0

F

právì jF j+ O(jF j

1=2

) øe¹ení x; y 2 F . Jde o výsledek mnohem

hlub¹í ne¾ Chevalley{Warningova vìta, s obtí¾ným dùkazem. Spokojíme se

s dùkazem pøípadu F = Z

p

. V pododdílu 4.4.1 doká¾eme, ¾e pro ka¾dé k

existuje

"

turnaj\ mezi nìkolika hráèi, v nìm¾ je ka¾dých k hráèù porá¾eno

nìjakým jiným hráèem. Velmi jednoduchý dùkaz u¾ívající pravdìpodobnostní

metodu je nekonstruktivní. Jediný známý konstruktivní dùkaz je zalo¾en na

Weilovì vìtì.

1

1

V lednu 2000 Tyszkiewicz publikoval nový, velmi jednoduchý konstruktivní dùkaz. Viz

poznámky.
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V kapitole 4 u ètenáøe pøedpokládáme zbìhlost v zacházení se základními

pojmy komutativní algebry, napøíklad v 4.4 pracujeme s pojmem algebraic-

kého uzávìru (o nìm¾ je ale tøeba vìdìt vpodstatì jen to, ¾e existuje). Vìt¹inu

pojmù se sna¾íme pøipomenout. Dùkaz pøípadu F = Z

p

Weilovy vìty v 4.4.2{

4.4.4 je asi nejslo¾itìj¹ím dùkazem skript. Chce-li ètenáøka získat pov¹echný

pøehled o Weilovì vìtì a nezajímají-li ji technické jemnosti dùkazu, mù¾e si

pøeèíst jen úvod 4.4, 4.4.1 a poznámky k 4.4.

4.1 Koneèná pole

Pøipomínáme, ¾e tìleso je algebraická struktura (T;+; �) s binárními ope-

racemi

"

sèítání\ + a

"

násobení\ �, pøièem¾ (T;+) je komutativní grupa,

T

�

= (Tnf0

T

g; �) je grupa a obì operace svazuje distributivní zákon. Je-li

multiplikativní grupa nenulových prvkù T

�

komutativní, mluvíme o komuta-

tivním tìlese neboli o poli . Pøíkladem nekomutativního tìlesa jsou kvaterni-

ony (úloha 3). Dá se dokázat, ¾e v¹echna koneèná tìlesa jsou pole (úlohy 4 a

5). Pøíkladem koneèného tìlesa je pole zbytkù Z

p

= (f0; 1; : : : ; p � 1g;+; �),

v nìm¾ se sèítá a násobí bì¾ným zpùsobem modulo prvoèíslo p. Nás budou

zajímat pouze koneèná tìlesa a proto se v de�nicích omezíme na pole.

Nech» F je pole, G jeho podpole a � 2 F . Øekneme, ¾e � má stupeò r

nad G, pokud r = minfdeg(a) : a 2 G[x] & a(�) = 0

F

g. Monický polynom

a 2 G[x] realizující stupeò � je minimální polynom � nad G. Nech» F je

pole a n 2 N

0

. Jako n

F

oznaèíme prvek 1

F

+ 1

F

+ � � � + 1

F

, který vznikne

seètením n jednotkových prvkù (0

F

je nulový prvek F ). Pro n 2 Z a n < 0

roz¹íøíme tuto de�nici pomocí n

F

= �(�n)

F

. Pokud n

F

6= 0

F

pro v¹echna

èísla n > 0, øíkáme, ¾e F má charakteristiku 0. Pokud n

F

= 0

F

pro nìkteré

n 2 N, je nejmen¹í takové n prvoèíslo p, jak hned doká¾eme. O takových

polích øekneme, ¾e mají charakteristiku p.

Lemma 84. Nech» pole F nemá charakteristiku 0. Pak nejmen¹í èíslo n 2

N, pro nì¾ n

F

= 0

F

, je nìjaké prvoèíslo p. V takovém F pro ka¾dé m;n 2 Z

platí ekvivalence

m

F

= n

F

() m � n mod p :

Dùkaz. Má-li n uvedenou vlastnost a n = kl, kde k; l 2 N,

0

F

= n

F

= (kl)

F

= k

F

l

F

:

3



Proto¾e pole nemá dìlitele nuly (F

�

je grupa), k

F

= 0

F

nebo l

F

= 0

F

. Podle

de�nice n nutnì k = n nebo l = n. Èíslo n nemá netriviální dìlitele a je

prvoèíslo, n = p.

Nech» prvoèíslo p je charakteristikou F . Pokud m� n = pk, (m� n)

F

=

p

F

k

F

= 0

F

a m

F

= n

F

. Pokud m

F

= n

F

, vyjádøíme m � n jako m � n =

pk + l; 0 � l < p (tvrzení 1) a dostáváme, ¾e 0

F

= m

F

� n

F

= (m � n)

F

=

(pk + l)

F

= p

F

k

F

+ l

F

= l

F

. Z de�nice p plyne, ¾e l = 0. Tedy pn(m� n). }

Tvrzení 85 (F má p

r

prvkù). Nech» F je koneèné pole. Pak F má cha-

rakteristiku p a jF j = p

r

pro nìjaké èíslo r 2 N.

Dùkaz. Z koneènosti F plyne, ¾em

F

= n

F

pro nìjaká pøirozená èíslam < n.

Pak ale n

F

� m

F

= (n � m)

F

= 0

F

a F má charakteristiku p. Mno¾ina

G = f0

F

; 1

F

; : : : ; (p� 1)

F

g tvoøí podpole izomorfní poli Z

p

(lemma 84). F je

vektorovým prostorem s tìlesem skalárù G. Má koneènou dimenzi r a jeho

vektory odpovídají vzájemnì jednoznaènì r-ticím skalárù G. F má jGj

r

= p

r

prvkù. }

Mírnì zneu¾ijeme znaèení a pro koneèné pole F charakteristiky p budeme

kopii G pole Z

p

v F znaèit prostì Z

p

.

Tvrzení 86 (struktura F

�

). Nech» F je koneèné pole a jF j = p

r

= s. F

�

je cyklická grupa øádu s� 1 a má '(s� 1) generátorù. (' je Eulerova funkce

de�novaná v oddílu 1.2.)

Dùkaz. Uká¾eme obecnìji, ¾e v grupì F

�

je pro ka¾dý dìlitel d èísla s � 1

pøesnì '(d) prvkù øádu d. Mno¾inu takových prvkù oznaèíme jako R

d

. Zøejmì

je R

d

podmno¾inou øe¹ení x 2 F rovnice

x

d

= 1

F

:

Prvek � 2 R

d

buï libovolný. Má øád d a ne men¹í, proèe¾ jsou mocniny

�

1

; �

2

; : : : ; �

d

vzájemnì rùzné. Zøejmì to jsou øe¹ení hoøej¹í rovnice. Ta v¹ak

má nejvý¹e d øe¹ení (mez pro poèet rùzných koøenù polynomu z F [x]), a tak

to jsou v¹echna øe¹ení. Tak¾e R

d

� f�

i

: i = 1; : : : ; dg. Øád d dostaneme,

právì kdy¾ i ? d. Proto buï jR

d

j = 0 (� neexistuje) nebo jR

d

j = '(d).

Zøejmì (øád ka¾dého prvku dìlí s� 1)

X

dn(s�1)

jR

d

j = s� 1 :

4



Podle tvrzení 9 (kapitola 1) jR

d

j = '(d) pro ka¾dé d; dn(s� 1). }

Komutativita násobení v F hraje v dùkazu podstatnou roli. (Nehraje v¹ak

¾ádnou roli v dùkazu tvrzení 85.) V nekomutativním tìlese T mù¾e toti¾ rov-

nice x

d

= 1

T

mít víc ne¾ d øe¹ení. Napøíklad x

4

= 1

T

má v tìlese kvaternionù

(viz úloha 3) osm øe¹ení: �1;�i;�j a �k. Generátoru F

�

se øíká primitivní

element F .

Ètenáøka jistì ví, ¾e pro ka¾dé pole F v okruhu polynomù F [x] platí

obdoba algoritmu dìlení se zbytkem (tvrzení 1). Díky tomu je F [x] okruh

s jednoznaèným rozkladem na ireducibilní prvky: Ka¾dý polynom a 2 F [x]

má, a¾ na poøadí a skalární násobky prvky z F , jednoznaèný rozklad a =

b

1

b

2

: : : b

k

, kde b

i

2 F [x] jsou ireducibilní v F [x] (obdoba vìty 2).

Tvrzení 87 (jF j urèuje F ). Ka¾dá dvì koneèná pole s tým¾ poètem prvkù

jsou izomorfní.

Dùkaz. Nech» F je koneèné pole s s = p

r

prvky a � 2 F

�

je primitivní

element. Uká¾eme, ¾e f�

0

; �

1

; : : : ; �

r�1

g je báze F jako vektorového prostoru

nad Z

p

. Nech» i � r je nejmen¹í poèet, pro nìj¾ je mno¾ina vektorù X =

f�

0

; �

1

; : : : ; �

i�1

g lineárnì nezávislá (nad Z

p

), aleX[f�

i

g je lineárnì závislá.

To znamená, ¾e �

i

je Z

p

-lineární kombinace prvkù X. Opakovaným u¾itím

identity �

k

= �

i

�

k�i

pro k > i získáme toto vyjádøení pro ka¾dou mocninu

�

k

; k 2 N

0

. Ale F = f0

F

; �

0

; �

1

; : : : ; �

s�2

g, a tak je X bazí. Nutnì i = r.

Tím jsme také dokázali, ¾e � má nad Z

p

stupeò r.

Nech» P (x) 2 Z

p

[x]; deg(P ) = r; je minimální polynom � nad Z

p

. P je

ireducibilní v Z

p

[x] a dìlí polynom x

s�1

� 1

F

2 Z

p

[x], proto¾e ten se anuluje

na �. Nech» G je jiné koneèné pole s s = p

r

prvky. P se v G[x] úplnì rozkládá,

proto¾e dìlí polynom x

s�1

� 1

G

, který se v G[x] úplnì rozkládá (jeho koøeny

jsou právì prvky G

�

). Mù¾eme proto vzít prvek � 2 G

�

, který je koøenem P .

P je minimální polynom � nad Z

p

(je ireducibilní) a � má nad Z

p

stupeò r.

Proto je X

0

= f�

0

; �

1

; : : : ; �

r�1

g lineárnì nezávislá a je lineární bazí G.

Snadno se ovìøí, ¾e zobrazení f : F ! G, které prvku a

0

+ a

1

� + � � � +

a

r�1

�

r�1

(a

i

2 Z

p

) pøiøadí prvek a

0

+ a

1

� + � � � + a

r�1

�

r�1

, je izomor�smus

polí F a G. (Pro platnost identity f(��) = f(�)f(�) potøebujeme, ¾e � a �

mají tý¾ minimální polynom P nad Z

p

.) }

Pro úplný popis koneèných polí u¾ zbývá jen dokázat, ¾e pro ka¾dé prvo-

èíslo p a ka¾dé èíslo r 2 N existuje pole F s p

r

prvky. Ke konstrukci F nám

poslou¾í okruh polynomù Z

p

[x].

5



Lemma 88. Nech» b 2 Z

p

[x] má stupeò r a je ireducibilní v Z

p

[x]. Pak

faktorokruh Z

p

[x]=I, kde I = (b) = fsb : s 2 Z

p

[x]g je ideál generovaný b,

má p

r

prvkù a je pole.

Dùkaz. Prvky Z

p

[x]=I jsou právì v¹echny mno¾iny polynomù tvaru a + I,

kde a 2 Z

p

[x] má stupeò < r. Proto má Z

p

[x]=I pøesnì p

r

prvkù. Jediný z

axiomù pole, jeho¾ splnìní v Z

p

[x]=I není zøejmé, je existence multiplikativ-

ního inverzu. Doká¾eme ji snadno. Polynom b je ireducibilní, a tak b mù¾e

dìlit souèin ac, kde a i c mají stupeò < r, jen kdy¾ b dìlí a nebo c. Pro

ka¾dý nenulový a 2 Z

p

[x] se stupnìm < r tedy tøídy ac + I, kde c probíhá

p

r

polynomù stupnì < r, probíhají v¹ech p

r

prvkù Z

p

[x]=I. Pro vhodný c

máme 1 + I = ac+ I = (a + I)(c+ I) a c+ I je inverz k a+ I. }

Vzhledem k tomuto lemmatu staèí dokázat, ¾e v Z

p

[x] je pro ka¾dé n 2 N

ireducibilní polynom stupnì n. Kombinatorickou úvahou nalezneme pøesný

poèet takových polynomù.

Vìta 89 (Gauss, 1801). Poèet monických ireducibilních polynomù v Z

p

[x]

se stupnìm n je roven

1

n

X

dnn

p

d

�(n=d) ;

kde �(n) je Möbiova funkce (de�novaná v 1.2).

Dùkaz. Hledaný poèet oznaèíme jako a

n

. Tvrdíme, ¾e platí identita

1

1� px

=

1

Y

d=1

(1� x

d

)

�a

d

:

Abychom ji nahlédli, porovnáme koe�cienty u x

n

. Vlevo se rovná p

n

, co¾ je

zøejmì poèet v¹ech monických polynomù stupnì n v Z

p

[x]. Vpravo (pou¾i-

jeme rozvoj 1=(1� x

d

) = 1 + x

d

+ x

2d

+ � � �) je roven poètu øe¹ení rovnice

n = x

1

+ x

2

+ � � � ; kde x

i

2 f1

1

; 1

2

; : : : ; 1

a

1

; 2

1

; 2

2

; : : : 2

a

2

; 3

1

; : : :g = N

0

;

x

1

� x

2

� : : : a N

0

je modi�kovaná mno¾ina N, v ní¾ máme a

1

druhù èísla

1, a

2

druhù èísla 2 a tak dále (pro i

j

; k

l

2 N

0

klademe i

j

> k

l

, pokud i > k

nebo i = k & j > l). Co¾ je vlastnì poèet v¹ech mo¾ných faktorizací

a = b

1

b

2

: : : ;

6



kde a 2 Z

p

[x] je monický stupnì n a b

i

2 Z

p

[x] jsou monické a ireducibilní

a ne nutnì rùzné. (Máme právì a

k

polynomù b

i

; deg(b

i

) = k.) Koe�cient u

x

n

vpravo tedy opìt pøedstavuje poèet v¹ech monických polynomù stupnì

n, nyní jsou reprezentovány svými rozklady na souèiny ireducibilních poly-

nomù. (U¾íváme podstatnì, ¾e Z

p

[x] je okruh s jednoznaèným rozkladem na

ireducibilní prvky.)

Formálním logaritmováním hoøej¹í identity dostáváme

X

n�1

(px)

n

n

=

X

d�1

a

d

log

1

1� x

d

=

X

d�1

a

d

X

m�1

dx

dm

dm

=

X

n�1

x

n

n

X

dnn

da

d

:

Porovnání koe�cientù u x

n

vede ke vztahu

p

n

=

X

dnn

da

d

:

Podle Möbiovy inverzní formule (tvrzení 7 v kapitole 1),

na

n

=

X

dnn

p

d

�(n=d) :

Odtud plyne formule pro a

n

. }

Kombinací vìty a lemmatu 88 dostáváme

Tvrzení 90 (existence F ). Pro ka¾dé prvoèíslo p a ka¾dé n 2 N existuje

koneèné pole s p

n

prvky.

Dùkaz. Z

1

n

X

dnn

p

d

�(n=d) �

p

n

� p

n�1

� p

n�2

� � � � � p� 1

n

=

(p� 2)p

n

+ 1

n(p� 1)

> 0

7



plyne, ¾e pro ka¾dý stupeò n máme v Z

p

[x] ireducibilní polynom. }

Jiný, algebraický dùkaz existence koneèného pole je popsán v úloze 6. Jed-

noznaènì urèené koneèné pole s p

n

prvky budeme znaèit GF(p

n

).

Tvrzení 91 (podpole F ). Ka¾dé podpole pole F = GF(p

n

) je izomorfní

GF(p

m

), pøièem¾ m dìlí n. Naopak, pro ka¾dý dìlitel m èísla n má GF(p

n

)

právì jedno podpole s p

m

prvky.

Dùkaz. Je-li G podpole F , má G charakteristiku p a jGj = p

m

pro nìjaké

m 2 N. F je vektorový prostor nad G, a tak jF j = jGj

k

pro nìjaké k 2 N.

Tak¾e n = mk.

Naopak, nech» n = mk. Polo¾íme s = p

n

a t = p

m

a uvá¾íme mno¾inu

G = f� 2 F : �

t

= �g :

Jde o koøeny polynomu x

t

� x. Proto¾e mnn, (t � 1)n(s � 1) a x

t

� x =

x(x

t�1

� 1) dìlí x

s

� x = x(x

s�1

� 1). Polynom x

s

� x se rozkládá na s

rùzných lineárních faktorù x � �; � 2 F . Proto má x

t

� x v F t rùzných

koøenù a jGj = t = p

m

.

Uká¾eme, ¾e G je pole. Nech» �; � 2 G; � 6= 0

G

. Pak (�=�)

t

= �

t

=�

t

=

�=� a �=� 2 G. Uzavøenost na rozdíl plyne z identity

(�� �)

p

=

p

X

i=0

 

p

i

!

F

�

i

(��)

p�i

= �

p

� �

p

:

Ta platí díky tomu, ¾e

�

p

i

�

F

= 0

F

pro 0 < i < p. Po m umocnìních na p

dostaneme

(�� �)

t

= �

t

� �

t

= �� � ;

a tak i �� � 2 G.

Nech» G

0

je libovolné podpole F s t = p

m

prvky. Patrnì �

t

= � pro ka¾dé

� 2 G

0

. G

0

se skládá z koøenù x

t

� x a G

0

= G. }

Tvrzení 92 (shrnutí). Ka¾dé koneèné pole F má charakteristiku p a p

n

prvkù, kde p je prvoèíslo. Pro ka¾dé prvoèíslo p a n 2 N existuje a¾ na

izomor�smus jediné pole s p

n

prvky, které znaèíme jako GF(p

n

). Grupa F

�

(multiplikativní grupa nenulových prvkù) je cyklická. Podpole GF(p

n

) jsou

právì ta GF(p

m

), ¾e mnn, a pro ka¾dé m;mnn; existuje právì jedno takové

podpole.

8



Koneèná pole pou¾ijeme pro konstrukci velkých Sidonových mno¾in. Pod-

mno¾ina X � N je Sidonova, pokud pro ka¾dé ètyøi prvky x

1

; : : : ; x

4

z X

rovnost x

1

+ x

2

= x

3

+ x

4

platí, jen kdy¾ fx

1

; x

2

g = fx

3

; x

4

g. Jinými slovy,

dvouèlenné souèty prvkù mno¾inyX se neopakují. Je¹tì jinak øeèeno,X je Si-

donova, právì kdy¾ jsou v¹echny rozdíly y� x; y 6= x; prvkù y; x 2 X rùzné.

Nejvìt¹í mohutnost Sidonovy podmno¾iny mno¾iny f1; 2; : : : ; ng oznaèíme

Si(n).

Vìta 93 (Erd}os a Turán, 1941). Pro n 2 N platí

Si(n) < n

1=2

+ n

1=4

+O(1) :

Dùkaz. (Lindström, 1969.) 1 � x

1

< x

2

< � � � < x

m

� n buï m-prvková

Sidonova mno¾ina X. Pro k 2 N uvá¾íme sumu

S(k;X) =

X

i;j

h1 � i < j � m & j � i � ki � (x

j

� x

i

) :

S(k;X) je souèet tìch vzdáleností prvkù X, které pokrývají ménì ne¾ k

jiných prvkù. Hodnotu parametru k zvolíme vhodnì v závislosti na n pozdìji.

Doká¾eme nerovnosti

 

km�

�

k+1

2

�

+ 1

2

!

� S(k;X) <

 

k + 1

2

!

n :

Dolní odhad plyne z toho, ¾e suma S(k;X) má s = (m � 1) + (m � 2) +

� � �+ (m� k) = km�

�

k+1

2

�

sèítancù z N, které jsou vzájemnì rùzné. Proto

S(k;X) � 1 + 2 + � � � + s =

�

s+1

2

�

. Horní odhad plyne z toho, ¾e x

j

� x

i

=

(x

i+1

� x

i

) + (x

i+2

� x

i+1

) + � � � + (x

j

� x

j�1

) a ka¾dý elementární rozdíl

x

i+1

� x

i

se v S(k;X) objeví nejvý¹e 1 + 2 + � � � + k =

�

k+1

2

�

krát. Souèet

elementárních rozdílù je pøitom n� 1.

Po snadných úpravách odhadu

1

2

 

km�

 

k + 1

2

!!

2

<

 

km�

�

k+1

2

�

+ 1

2

!

<

 

k + 1

2

!

n

dostaneme nerovnost

m <

q

(1 + 1=k)n+

k + 1

2

:

9



Proto¾e

q

(1 + 1=k)n = (1+

1

2k

+O(k

�2

))n

1=2

, optimální volba k je k = bn

1=4

c

a dává nám pro m = jXj dokazovanou nerovnost. }

Jak ukazuje následující vìta, pro nekoneènì mnoho hodnot n je tento odhad

Si(n) témìø nejlep¹í mo¾ný.

Vìta 94 (Chowla, 1944; Erd}os, 1944). Nech» n = m

2

+m+1 a m = p

r

je mocnina prvoèísla. Pak existuje Sidonova mno¾ina X � f1; 2; : : : ; ng s

m+ 1 prvky. Odtud plyne, ¾e

Si(n) >

p

n

pro nekoneènì mnoho hodnot n.

Dùkaz. Sestrojíme mno¾inu A = fa

1

; a

2

; : : : a

m+1

g � N

0

takovou, ¾e m

2

+

m = (m + 1)m rozdílù a

i

� a

j

; i 6= j; pøedstavuje právì v¹echny nenulové

zbytky modulo n = m

2

+m+1. Vezmeme tyté¾ zbytky v mno¾inì f1; 2; : : : ; ng

a dostaneme Sidonovu mno¾inu velikosti m + 1.

Polo¾íme m = p

r

, F = GF(m), G = GF(m

3

) a chápeme F jako podpole

G (tvrzení 91). Nech» � je primitivní element G

�

(tvrzení 86). A de�nujeme

jako

A = f0g [ fa 2 N : 1 � a � m

3

� 1 & �

a

= � + c; c 2 Fg :

Patrnì jAj = jF j+ 1 = m+ 1. Pro dùkaz rozdílové vlastnosti A uká¾eme, ¾e

(i) f�

a

; �

b

g je lineárnì závislá nad F , právì kdy¾ a � b mod m

2

+ m + 1 a

(ii) � má nad F stupeò 3.

Vlastnost (i). Jak víme z dùkazu tvrzení 91, x 2 G

�

padne do F , právì

kdy¾ x

m�1

� 1

G

= 0

G

. Proto¾e G

�

= f�

a

: a = 1; 2; : : : ; m

3

� 1g, sestává F

�

právì z tìch �

a

, ¾e a je dìlitelné (m

3

�1)=(m�1) = m

2

+m+1. Vlastnost (i)

je dokázána, proto¾e F -lineární závislost f�

a

; �

b

g je ekvivalentní s �

a�b

2 F .

Vlastnost (ii) se dokazuje stejnì, jako ¾e � má nad Z

p

stupeò 3r (úvodní

partie dùkazu tvrzení 87).

Zpìt k A. Vzhledem k tomu, ¾e � 62 F , je pro rùzné c; c

0

2 F mno¾ina

f� + c; � + c

0

g lineárnì nezávislá nad F . Podle (i) jsou proto rùzné prvky A

nekongruentní modulo m

2

+m + 1. Nech» nyní a

1

; a

2

; a

3

; a

4

2 A a

a

1

� a

2

� a

3

� a

4

mod m

2

+m+ 1 :

Uvidíme, ¾e a

1

= a

2

nebo a

1

= a

3

. Pro a 2 A oznaèíme L

a

(�) = �

a

= � + c

a L

0

(�) = 1. Z kongruence a (i) plyne, ¾e prvky L

a

1

(�)L

a

4

(�) a L

a

2

(�)L

a

3

(�)
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jsou nad F lineárnì závislé. Proto¾e to jsou monické kvadratické polynomy

z F [�] a platí (ii), je to mo¾né jen tak, ¾e L

a

1

(�)L

a

4

(�) = L

a

2

(�)L

a

3

(�).

Rozklad polynomu na lineární faktory je jednoznaèný, tak¾e L

a

1

= L

a

2

nebo

L

a

1

= L

a

3

. Tudí¾ a

1

= a

2

nebo a

1

= a

3

. }

Dal¹í výsledky o Sidonových mno¾inách jsou zmínìny v úlohách 8{10 a v

poznámkách.

4.2 Chevalley{Warningova vìta a kombina-

torika

Vìta 95 (Chevalley, 1936; Warning, 1936). Nech» F = GF(p

r

) je ko-

neèné pole a N 2 N poèet øe¹ení (a

1

; : : : ; a

m

) 2 F

m

soustavy

P

1

= 0

F

& P

2

= 0

F

& : : : & P

n

= 0

F

;

kde P

i

2 F [x

1

; x

2

; : : : ; x

m

]. Pokud

n

X

i=1

deg(P

i

) < m ;

je N dìlitelné p.

Nejprve doká¾eme

Lemma 96. F = GF(p

r

) buï koneèné pole a m 2 N. Pak

X

x2F

x

m

=

(

�1

F

: : : (jF j � 1)nm

0

F

: : : jinak .

Dùkaz. Pokud (jF j � 1)nm, pro ka¾dé x 2 F

�

z x

jF j�1

= 1

F

plyne x

m

= 1

F

.

Tak¾e

X

x2F

x

m

= 0

F

+ (jF j � 1)

F

= (p

r

)

F

� 1

F

= �1

F

;

proto¾e F má charakteristiku p. Pro dùkaz druhé èásti pou¾ijeme primitivní

element � 2 F

�

(tvrzení 86). Staèí nám, ¾e pro m nedìlitelné jF j � 1 platí

�

m

6= 1

F

. Probíhá-li x pole F , probíhá je i �x. Proto

S =

X

x2F

x

m

=

X

x2F

(�x)

m

= �

m

X

x2F

x

m

= �

m

S :

11



Tedy (�

m

� 1

F

)S = 0

F

a S = 0

F

. }

Dùkaz vìty 95. Platí identita

X

a

1

;:::;a

m

n

Y

j=1

(1

F

� P

j

(a

1

; a

2

; : : : ; a

m

)

jF j�1

) = N

F

;

v ní¾ sèítáme pøes v¹ech jF j

m

m-tic (a

1

; : : : ; a

m

) 2 F

m

. K jejímu nahlédnutí

si staèí uvìdomit, ¾e a

jF j�1

= 1

F

pro v¹echny a 2 F

�

a 0

jF j�1

F

= 0

F

.

Podíváme se na výraz vlevo od = jiným zpùsobem a uká¾eme, ¾e je ro-

ven 0

F

. Proto¾e F má charakteristiku p, lemma 84 dává N � 0 mod p. Po

umocnìní a roznásobení máme vlevo F -lineární kombinaci èlenù typu

X

a

1

;:::;a

m

m

Y

i=1

a

k

i

i

=

m

Y

i=1

X

a

i

2F

a

k

i

i

:

Ale

m

X

i=1

k

i

� (jF j � 1)

n

X

i=1

deg(P

i

) < (jF j � 1)m :

Nìkteré k

i

tudí¾ splòuje 0 � k

i

< jF j� 1 a buï jF j� 1 nedìlí k

i

nebo k

i

= 0.

V prvním pøípadì je podle pøedchozího lemmatu odpovídající suma rovna

0

F

. V druhém pøípadì dostáváme sumu 1

F

+ 1

F

+ � � �+ 1

F

= jF j

F

(proè?),

co¾ je rovnì¾ 0

F

. Souèin je nulový a nulová je i celá lineární kombinace. }

Chevalley{Warningovu vìtu pou¾ijeme v kombinatorické teorii èísel. Pro

daná pøirozená èísla m a n se ptáme, jaký je nejmen¹í poèet v èísel

g

1

; g

2

; : : : ; g

v

2 Z, který zaruèuje, ¾e se mezi nimi v¾dy najde m èísel se

souètem dìlitelným n. Pro m nedìlitelné n to nezaruèí ¾ádné v, ¹patný je

tøeba soubor ze samých jednièek. Nech» m = n. Jaký je nejmen¹í poèet v,

který zaruèuje, ¾e se mezi v celými èísly najde n èísel se souètem rovným

nule modulo n?

Vìta 97 (Erd}os, Ginzburg a Ziv, 1961). Mezi ka¾dými 2n � 1 celými

èísly je v¾dy n èísel, jejich¾ souèet je dìlitelný n. Hodnotu 2n � 1 ji¾ nelze

sní¾it.

Dùkaz. Dodatek je jasný, soubor 2n� 2 èísel sestávající z n� 1 nul a n� 1

jednièek nemá popsanou vlastnost. Nejprve uká¾eme, ¾e z platnosti vìty pro

n

1

2 N a n

2

2 N plyne její platnost pro n

1

n

2

. Buïte dáno 2n

1

n

2

� 1 celých

12



èísel. Opakovaným u¾itím pøedpokladu pro n

1

z nich vybereme 2n

2

� 1 dis-

junktních souborù S

1

; S

2

; : : : ; S

2n

2

�1

, ka¾dý o n

1

èíslech, ¾e

P

x2S

i

x = m

i

n

1

.

Na seznam (m

1

; m

2

; : : : ; m

2n

2

�1

) aplikujeme pøedpoklad pro n

2

a vybereme z

nìj n

2

èísel se souètem dìlitelným n

2

. Odpovídajících n

2

souborù S

i

vytváøí

soubor o n

1

n

2

èíslech, jejich¾ souèet je dìlitelný n

1

n

2

.

Proto vìtu staèí dokázat jen pro prvoèíselné n = p. Nech» g

1

; g

2

; : : : ; g

2p�1

jsou libovolná celá èísla. Podíváme se na soustavu nad F = GF(p) = Z

p

g

1

x

p�1

1

+ g

2

x

p�1

2

+ � � �+ g

2p�1

x

p�1

2p�1

= 0

F

x

p�1

1

+ x

p�1

2

+ � � �+ x

p�1

2p�1

= 0

F

:

Pøedpoklady Chevalley{Warningovy vìty jsou splnìny: p�1+p�1 < 2p�1.

Jedno øe¹ení je triviální øe¹ení ze samých nul. Podle vìty 95 tedy existuje ale-

spoò p�1 � 1 netriviálních øe¹ení. Vezmeme jedno z nich, (z

1

; z

2

; : : : ; z

2p�1

) 2

Z

2p�1

p

, a polo¾íme S = (g

i

: z

i

6= 0

F

). Díky Malé Fermatovì vìtì z první

rovnice vyplývá, ¾e

P

x2S

x � 0 mod p, a z druhé, ¾e p dìlí jSj. Proto¾e

0 < jSj < 2p, je jSj = p. S je hledaná p-tice. }

Pro zobecnìní Erd}os{Ginzburg{Zivovy vìty viz poznámky a úlohy 12 a 13.

Druhé pou¾ití Chevalley-Warningovy vìty je z kombinatoriky, z teorie

grafù. Grafem rozumíme strukturu G = (V;E), kde V je koneèná mno-

¾ina vrcholù a E je multipodmno¾ina (prvky se mohou opakovat) mno¾iny

ffx; yg : x; y 2 V; x 6= yg. Prvkùm E se øíká hrany . Dva rùzné vrcholy x a

y jsou tedy spojeny k hranami, kde k je násobnost fx; yg v E. Stupeò vr-

cholu x je souèet násobností hran, jich¾ je x prvkem. G je k-regulární, mají-li

v¹echny vrcholy stupeò k. H = (V

0

; E

0

) je podgrafem G, pokud V

0

� V a

E

0

� E (násobnost ka¾dé e 2 E

0

v E

0

je men¹í nebo rovna násobnosti e v E).

To, èemu zde øíkáme graf, se v teorii grafù obvykle oznaèuje jako multigraf.

Za pøíklad nám poslou¾í graf

H = (V;E) ; V = f1; 2; 3; 4; 5g a E = ff1; 3g

1

; f1; 3g

2

; f1; 2g; f1; 4gg :

Má 5 vrcholù a 4 hrany, hrana f1; 3g je dvojnásobná, vrchol 1 má stupeò 4,

3 má stupeò 2, 2 a 4 mají stupeò 1 a 5 má stupeò 0.

Vìta 98 (Alon, Friedland a Kalai, 1984). Ka¾dý graf, který vznikne ze

4-regulárního grafu pøidáním jediné hrany, obsahuje neprázdný 3-regulární

podgraf.
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Dùkaz. G = (V;E) buï ná¹ graf. Budeme pracovat v F = GF(3) = Z

3

.

De�nujeme matici s prvky a(v; e), v 2 V , e 2 E,

a(v; e) =

(

0

F

: : : v 62 e

1

F

: : : v 2 e :

Za ka¾dý øádek v 2 V matice vezmeme rovnici

X

e2E

a(v; e)x

2

e

= 0

F

:

Celkem máme jV j = n rovnic, souèet jejich stupòù je 2n. Není tì¾ké vidìt,

¾e G má 2n+1 hran, co¾ je poèet neznámých. Podle Chevalley{Warningovy

vìty kromì triviálního nulového øe¹ení existuje i øe¹ení (dokonce alespoò dvì)

(z

e

: e 2 E), v nìm¾ ne v¹echny z

e

jsou nulové. Neprázdná podmno¾ina

E

0

� E, e 2 E

0

() z

e

6= 0

F

; de�nuje podgraf G

0

= (W;E

0

) = (

S

E

0

; E

0

).

Pro ka¾dý vrchol v 2 W je souèet v øádku v dìlitelný tøemi a G

0

má v¹echny

stupnì dìlitelné tøemi. Tyto stupnì v¹ak le¾í v mno¾inì f1; 2; 3; 4; 5g, a tak

je G

0

3-regulární. }

Lze sestrojit 4-regulární grafy, které neobsahují ani jeden neprázdný 3-

regulární podgraf (úloha 11).

4.3 Zlatá vìta

Øekneme, ¾e a 2 Z je kvadratický zbytek modulo m 2 N, pokud kongruence

x

2

� a mod m

má øe¹ení x 2 Z. V opaèném pøípadì a nazveme kvadratickým nezbytkem

modulo m. V tomto oddílu v¾dy a 2 Z a m 2 N.

Nech» d = (a;m) > 1 a p je prvoèíslo s ord

p

(d) = k > 0. Polo¾íme

a

0

= a=p

k

a m

0

= m=p

k

. Pokud k = 2l, je hoøej¹í kongruence ekvivalentní

kongruenci stejného typu y

2

� a

0

mod m

0

, kde x = p

l

y. Pokud k = 2l� 1, je

ekvivalentní kongruenci py

2

� a

0

mod m

0

, kde opìt x = p

l

y, a pro pnm

0

tedy

nemá øe¹ení (p nedìlí souèasnì a

0

am

0

). Pro p ? m

0

je ekvivalentní kongruenci

stejného typu y

2

� ba

0

mod m

0

, kde b 2 Z splòuje pb � 1 mod m

0

(a x =

p

l

y). Krácením prvoèinitelù (a;m) tak umíme hoøej¹í kongruenci pøevést na

ekvivalentní kongruenci y

2

� a

0

mod m

0

, kde a

0

? m

0

, nebo dokázat, ¾e

x

2

� a mod m nemá øe¹ení. Proto se v dal¹ím omezíme na pøípad a ? m.

14



Lemma 99. Je-li m = p

l

1

1

p

l

2

2

: : : p

l

r

r

= m

1

m

2

: : :m

r

, kdem

i

= p

l

i

i

, prvoèíselný

rozklad m, je kongruence

x

2

� a mod m

ekvivalentní soustavì

x

2

1

� a mod m

1

& : : : & x

2

r

� a mod m

r

;

kde

x � x

1

mod m

1

& : : : & x � x

r

mod m

r

:

Dùkaz. Je-li x = u 2 Z øe¹ení kongruence, je x

1

= x

2

= : : : = x

r

= u øe¹ení

soustavy. Je-li u

1

; : : : ; u

r

øe¹ení soustavy, existuje podle tvrzení 5 èíslo u 2 Z

takové, ¾e u � u

i

mod m

i

pro i = 1; : : : ; r. Tudí¾ u

2

� a mod m

i

pro v¹echna

i a, díky vzájemné nesoudìlnosti m

i

, u

2

� a mod m. }

Proto se staèí omezit na pøípad modulu rovného mocninì prvoèísla, m = p

e

.

Tvrzení 100 (redukce modulu z p

e

na p). Nech» p je prvoèíslo nedìlící

èíslo a.

1. Pokud p > 2, má kongruence x

2

� a mod p

e

øe¹ení buï pro v¹echny

exponenty e 2 N nebo pro ¾ádný z nich.

2. Pokud p = 2, má kongruence x

2

� a mod 2

e

øe¹ení buï pro v¹echny

exponenty e 2 N & e � 3 nebo pro ¾ádný z nich.

Dùkaz. 1. Øe¹ení pro nìjaký exponent e 2 N je øe¹ením i pro e = 1. Staèí

tedy ukázat, jak z øe¹ení x

0

kongruence x

2

� a mod p

e

odvodit øe¹ení x

1

pro

exponent e+ 1. Polo¾íme x

1

= x

0

+ bp

e

. Pak

x

2

1

� x

2

0

+ 2x

0

bp

e

mod p

e+1

:

Dostáváme

x

2

1

� a mod p

e+1

() 2x

0

b �

a� x

2

0

p

e

mod p :

Proto¾e 2x

0

6� 0 mod p, existuje øe¹ení b a tím pádem i øe¹ení x

1

.

2. Dùkaz je podobný. Nech» x

0

je øe¹ením kongruence x

2

� a mod 2

e

; e �

3. Polo¾íme x

1

= x

0

+ b2

e�1

. Zøejmì

x

2

1

= x

2

0

+ x

0

b2

e

+ b

2

2

2e�2

� x

2

0

+ x

0

b2

e

mod 2

e+1

:
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Dostáváme

x

2

1

� a mod 2

e+1

() b �

a� x

2

0

2

e

mod 2 ;

nebo» x

0

� 1 mod 2. Toto b dává øe¹ení x

1

modulo 2

e+1

. }

Podmínku e � 3 pro p = 2 nelze vynechat: x

2

� 5 mod 2

e

má øe¹ení jen pro

e = 1 a 2.

Tvrzení 101 (rekapitulace). V kongruenci

x

2

� a mod m

mù¾eme pøedpokládat, ¾e a ? m. Nech» m = 2

l

p

l

1

1

p

l

2

2

: : : p

l

r

r

, kde p

i

jsou rùzná

lichá prvoèísla, je prvoèíselný rozklad èísla m. Kongruence má øe¹ení, právì

kdy¾ platí podmínky 1 a 2.

1. Pro l = 1 se nepo¾aduje nic. Pokud l = 2, a � 1 mod 4. Pokud l � 3,

a � 1 mod 8.

2. Kongruence x

2

� a mod p

i

má øe¹ení pro ka¾dé i = 1; : : : ; r.

Dùkaz. Argument pøed lemmatem 99, lemma 99 a tvrzení 100. }

Úlohu rozhodnout, zda a je kvadratický zbytek modulo m, jsme redukovali

na tuté¾ úlohu pro lichý prvoèíselný modul. Na ni se teï soustøedíme.

Tvrzení 102 (je jich stejnì). Pro ka¾dé prvoèíslo p > 2 máme v mno¾inì

f1; 2; : : : ; p�1g právì

p�1

2

kvadratických zbytkù a

p�1

2

kvadratických nezbytkù

modulo p.

Dùkaz. Probíhá-li x èísla 1; 2; : : : ; p�1; probíhá èíslo x

2

(redukované modulo

p) právì v¹echny kvadratické zbytky v uvedené mno¾inì. Ka¾dý z nich se

vyskytne pøesnì dvakrát, proto¾e x

2

� y

2

mod p je ekvivalentní s (x�y)(x+

y) � 0 a to s (p je prvoèíslo) x � �y. }

Legendreùv symbol (

a

p

) je de�nován pro prvoèíslo p > 2 a èíslo a 2 Z jako

 

a

p

!

=

8

>

<

>

:

0 : : : pna

1 : : : p ? a, a je kvadratický zbytek modulo p

�1 : : : p ? a, a je kvadratický nezbytek modulo p .
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Tvrzení 103 (vlastnosti Legendreova symbolu). Nech» p je liché prvo-

èíslo a a; b 2 Z. Pak platí

1. (

a

p

) � a

(p�1)=2

mod p.

2. (

ab

p

) = (

a

p

)(

b

p

).

3. a � b mod p) (

a

p

) = (

b

p

).

Dùkaz. 1. Této vlastnosti se nìkdy øíká Eulerovo kritérium (kvadratických

zbytkù). Nech» a ? p (pro pna zøejmì platí). Z Malé Fermatovy vìty plyne,

¾e

(a

(p�1)=2

� 1)(a

(p�1)=2

+ 1) � 0 mod p :

Proto je a

(p�1)=2

modulo p v¾dy 1 nebo �1. Je-li a � b

2

kvadratický zbytek,

musí to být 1, proto¾e pak a

(p�1)=2

� b

p�1

. Tím jsou, podle pøedchozího

tvrzení, vyèerpána v¹echna øe¹ení rovnice x

(p�1)=2

= 1

F

v F = Z

p

a pro

nezbytky dostáváme �1. (Stejný trik jako v dùkazu tvrzení 86.)

2. Vlastnost 2 plyne z vlastnosti 1:

 

ab

p

!

� (ab)

(p�1)=2

= a

(p�1)=2

b

(p�1)=2

�

 

a

p

! 

b

p

!

mod p :

Tudí¾ (

ab

p

) � (

a

p

)(

b

p

) mod p. Proto¾e hodnota Legendreova symbolu je 0 nebo

�1, platí (

ab

p

) = (

a

p

)(

b

p

).

3. To plyne pøímo z de�nice. }

Pracuje se i s obecnìj¹ím Jacobiho symbolem, jeho¾

"

jmenovatel\ nemusí být

prvoèíslo (úloha 15).

Jako S(p) si oznaèíme mno¾inu

S(p) = f�

1

2

(p� 1);�

1

2

(p� 3); : : : ;�1; 1; : : : ;

1

2

(p� 3);

1

2

(p� 1)g :

Jde o systém p�1 v absolutní hodnotì nejmen¹ích nenulových zbytkù modulo

p. Pro a 2 Z nedìlitelné p de�nujeme posloupnost délky

1

2

(p� 1)

M(a) = (a

k

2 S(p) : 1 � k �

1

2

(p� 1); ka � a

k

mod p)

a jako m(a) oznaèíme poèet jejích záporných èlenù. Napøíklad pro p = 17

máme

M(7) = (7;�3; 4;�6; 1; 8;�2; 5) a m(7) = 3 :
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Dva èleny M(a) s rùzným indexem jsou rùzné a li¹í se více ne¾ znaménkem:

Z a

k

= �a

l

plyne ka � �la mod p, odtud k � l � 0, tak¾e k = l. Posloup-

nost M(a)

+

, která vznikne zmìnou znaménka u záporných èlenù, je proto

permutací posloupnosti 1; 2; : : : ;

1

2

(p� 1).

Nahradíme-li S(p) obvyklým systémem nenulových zbytkù Z(p) =

f1; 2; : : : ; p� 1g, dostaneme posloupnost

N(a) = (b

k

2 Z(p) : 1 � k �

1

2

(p� 1); ka � b

k

mod p)

a èíslo n(a) rovné poètu jejích velkých èlenù, které pøesahují

1

2

(p� 1). Ostat-

ním b

k

budeme øíkat malé èleny. N(a)

�

vznikne náhradou velkých b

k

èís-

lem p� b

k

. Ze stejného dùvodu jako vý¹e je N(a)

�

permutace posloupnosti

1; 2; : : : ;

1

2

(p�1). Posun x! x�p poskytuje bijekci mezi velkými èleny N(a)

a zápornými èleny M(a). Tudí¾ n(a) = m(a).

Tvrzení 104 (Gaussovo lemma). Pro prvoèíslo p > 2 a a 2 Z, a ? p,

platí

 

a

p

!

= (�1)

m(a)

= (�1)

n(a)

:

Dùkaz. Uva¾me vý¹e de�novanou mno¾inu

M(a)

+

= fm

1

; m

2

; : : : ; m

(p�1)=2

g = f1; 2; : : : ;

1

2

(p� 1)g :

Pronásobením kongruencí

1�a � �m

1

mod p ; 2�a � �m

2

mod p ; : : : ;

1

2

(p�1)�a � �m

(p�1)=2

mod p

dostaneme

�

p� 1

2

�

! � a

p�1

2

� (�1)

m(a)

�

p� 1

2

�

! mod p :

Po zkrácení (

1

2

(p� 1))! a u¾ití Eulerova kritéria máme

 

a

p

!

= (�1)

m(a)

:

}

Tvrzení 105 (1. a 2. dodatek zákona reciprocity). Nech» p > 2 je pr-

voèíslo.
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1. První dodatek zákona reciprocity øíká, ¾e

 

�1

p

!

= (�1)

(p�1)=2

=

(

1 : : : p � 1 mod 4

�1 : : : p � 3 mod 4 :

2. Druhý dodatek zákona reciprocity øíká, ¾e

 

2

p

!

= (�1)

(p

2

�1)=8

=

(

1 : : : p � 1; 7 mod 8

�1 : : : p � 3; 5 mod 8 :

Dùkaz. 1. Vlastnost 1 je bezprostøední aplikací Eulerova kritéria z tvr-

zení 103.

2. Èíslo m(2) = n(2), pro dané liché prvoèíslo p, je poèet èísel 1 � 2; 2 �

2; : : : ;

1

2

(p� 1) � 2 = p� 1 vìt¹ích ne¾

1

2

(p� 1). Tedy

n(2) =

p� 1

2

�

�

p� 1

4

�

:

V¹e závisí na zbytku p pøi dìlení osmi. Tøeba pro p = 8n+5 vychází n(2) =

4n + 2 � (2n + 1) = 2n + 1 a podle Gaussova lemmatu je 2 pro takové p

kvadratický nezbytek. Zbylé tøi pøípady p = 8n + 1; 8n + 3 a p = 8n + 7 se

urèí obdobnì. }

Vìta 106 (Gauss, 1796). Nech» p; q > 2 jsou rùzná prvoèísla. Zákon reci-

procity kvadratických zbytkù praví, ¾e

 

q

p

!

= (�1)

p�1

2

�

q�1

2

 

p

q

!

:

Jinak øeèeno,

 

q

p

!

=

 

p

q

!

pokud p � 1 mod 4 nebo q � 1 mod 4 a

 

q

p

!

= �

 

p

q

!

pokud p � 3 mod 4 a q � 3 mod 4 .

Nech» a a b jsou dvì pøirozená èísla, která jsou rùzná, nesoudìlná a lichá.

Nejprve doká¾eme lemma o souètu

S(a; b) =

(a�1)=2

X

i=1

$

ib

a

%

:
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Lemma 107. Platí

S(a; b) + S(b; a) =

a� 1

2

�

b� 1

2

:

Dùkaz. Nech» a > b. Na obrázku ní¾e O = (0; 0), A = (a; 0), A

0

= (

1

2

(a �

1); 0), B = (0; b), B

0

= (0;

1

2

(b � 1)), C = (a; b) a F = (

1

2

(a � 1);

1

2

(b � 1)).

Body E a D jsou prùseèíky pøímky OC s pøímkami B

0

F a A

0

F . Skuteènì

D

y

=

1

2

(a� 1)(b=a) > F

y

=

1

2

(b� 1).

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

"

s s s

s s s

s s

s

O

B

A

C

A

0

B

0

F

E

D

x

y

Souèet vlevo je poèet møí¾ových bodù v trojúhelníku OA

0

D plus poèet

møí¾ových bodù v trojúhelníku OB

0

E, bez os x a y. Na úseèce OC nele¾í

kromì O a C ¾ádné møí¾ové body, proto¾e a ? b. Prùnik trojúhelníkù, úseèka

OE, proto neobsahuje møí¾ový bod kromì O. Rovnì¾ úseèka FD neobsahuje

møí¾ový bod kromì F , proto¾e D

y

=

1

2

(a � 1)(b=a) < F

y

+ 1 =

1

2

(b + 1).

Uvnitø trojúhelníku EFD proto nele¾í møí¾ový bod. S(a; b)+S(b; a) se proto

rovná poètu møí¾ových bodù v obdélníku OA

0

FB

0

, bez os x a y. Co¾ je

1

2

(a� 1) �

1

2

(b� 1). }

Dùkaz vìty 106. Nech» p > q jsou dvì lichá prvoèísla. Uva¾me posloup-

nost N(q)

�

délky

1

2

(p � 1) a èíslo n(q), které jsme zavedli pøed Gaussovým

lemmatem. Proto¾eN(q)

�

je permutace èísel 1; 2; : : : ;

1

2

(p�1), seètením jejích

prvkù dostaneme první rovnost

p

2

� 1

8

= r + n(q)p� t ;
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kde r je souèet malých èlenù N(q) a t je souèet velkých èlenù. Explicitní

vyjádøení èlenu b

k

posloupnosti N(q) je

kq = p

$

kq

p

%

+ b

k

:

Seètením pro k = 1; 2; : : : ;

1

2

(p� 1) dostáváme druhou rovnost

q(p

2

� 1)

8

= pS(p; q) + r + t :

Odeètením první rovnosti od druhé dostaneme

(q � 1)(p

2

� 1)

8

= pS(p; q) + 2t� n(q)p :

Levá strana je sudé èíslo, a tak

S(p; q) � n(q) mod 2 :

Podle Gaussova lemmatu

 

q

p

!

= (�1)

n(q)

= (�1)

S(p;q)

:

Po zámìnì p a q obdobnì

 

p

q

!

= (�1)

n(p)

= (�1)

S(q;p)

:

Lemma 107 dává

 

q

p

! 

p

q

!

= (�1)

S(p;q)+S(q;p)

= (�1)

p�1

2

�

q�1

2

:

To je zákon reciprocity. }

V pøede¹lých kapitolách jsme teorii kvadratických zbytkù pou¾ili dvakrát.

V kapitole 2 jsme v dùkazu vìty 20 vyu¾ili skuteènosti, ¾e pro prvoèísla tvaru

p = 4n+ 1 je �1 kvadratický zbytek. To plyne z 1 tvrzení 105. V kapitole 3
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jsme v dùkazu tvrzení 52 potøebovali vìdìt, ¾e pokud �3 je kvadratický zby-

tek modulo p, platí p � 1 mod 3. Vskutku, podle 2 tvrzení 103, 1 tvrzení 105,

vìty 106 a 3 tvrzení 103 máme

1 =

 

�3

p

!

=

 

�1

p

! 

3

p

!

= (�1)

(p�1)=2

� (�1)

(p�1)=2�(3�1)=2

�

p

3

�

=

�

p

3

�

=

 

zby(p; 3)

3

!

:

Platí dokonce ekvivalence (

�3

p

) = 1, p � 1 mod 3.

Jako pøíklad zjistíme, zda 1986 je kvadratický zbytek modulo 49985 (obì

èísla jsou nesoudìlná). Proto¾e prvoèíselný rozklad modulu je 49985 = 5

2

�

1999, musíme urèit hodnoty dvou Legendreových symbolù. Pomocí vlastností

Legendreova symbolu a zákona reciprocity s doplòky spoèítáme, ¾e

�

1986

1999

�

=

�

2

1999

��

3

1999

��

331

1999

�

= 1 � (�1)

�

1999

3

�

� (�1)

�

1999

331

�

=

�

1

3

��

13

331

�

=

�

331

13

�

=

�

6

13

�

=

�

2

13

��

3

13

�

= (�1) �

�

13

3

�

= �

�

1

3

�

= �1 :

Druhý výpoèet je snadný a vlastnì u¾ zbyteèný:

�

1986

5

�

=

�

1

5

�

= 1 :

Podle (triviální èásti) tvrzení 101 je èíslo 1986 modulo 49985 kvadratický

nezbytek.

Oddíl zakonèíme alternativním Eisensteinovým dùkazem zákona recipro-

city pomocí komplexních èísel. V¾dy n 2 N a � = exp(2�i=n) 2 C je primi-

tivní n-tá odmocnina z 1.
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Lemma 108. Nech» n je liché. Pak

x

n

� y

n

=

n�1

Y

k=0

(�

k

x� �

�k

y) :

Dùkaz. Máme faktorizaci z

n

�1 = (z� �

0

)(z� �

1

) � � � (z� �

n�1

). Substituce

z = x=y dává

x

n

� y

n

=

n�1

Y

k=0

(x� �

k

y) :

Proto¾e n je liché, probíhá spolu s k úplný systém zbytkù modulo n i �2k.

Tudí¾

x

n

� y

n

=

n�1

Y

k=0

(x� �

�2k

y)

= �

�(0+1+2+���+(n�1))

n�1

Y

k=0

(�

k

x� �

�k

y)

=

n�1

Y

k=0

(�

k

x� �

�k

y) :

(Pro liché n máme �

n(n�1)=2

= 1.) }

Klíèovým nástrojem je komplexní funkce

f(z) = e

2�iz

� e

�2�iz

= 2i sin(2�z) :

Zøejmì f(z + 1) = f(z) (f je periodická s periodou 1), f(�z) = �f(z) (f je

lichá funkce) a f(z) 6= 0, 2z 62 Z.

Lemma 109. Pro ka¾dé liché n a z 2 C, 2z 62 Z,

f(nz)

f(z)

=

(n�1)=2

Y

k=1

f(z + k=n)f(z � k=n) :

Dùkaz. V pøedcházejícím lemmatu dosadíme x = e

2�iz

a y = e

�2�iz

:

f(nz) =

n�1

Y

k=0

f(z + k=n) :
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Proto

f(nz)

f(z)

=

(n�1)=2

Y

k=1

f(z + k=n)

n�1

Y

k=(n+1)=2

f(z + k=n) :

Proto¾e f(z+k=n) = f(z�(n�k)=n) (vlastnosti f), je poslední souèin roven

(n�1)=2

Y

k=1

f(z � k=n) :

}

Lemma 110. Nech» p > 2 je prvoèíslo, a 2 Z a p nedìlí a. Pak

(p�1)=2

Y

l=1

f(la=p) =

 

a

p

!

(p�1)=2

Y

l=1

f(l=p) :

Dùkaz. Pro l = 1; 2; : : : ;

1

2

(p�1) vynásobíme f(�m

l

=p), kde �m

l

jsou èleny

posloupnosti M(a)

+

. Jak víme, M(a)

+

je permutace èísel 1; 2; : : : ;

1

2

(p � 1).

Z la � m

l

mod p a vlastností f plyne, ¾e

f(�m

l

=p) = �f(m

l

=p) = �f(la=p) :

Tudí¾

(p�1)=2

Y

l=1

f(l=p) =

(p�1)=2

Y

l=1

f(�m

l

=p) = (�1)

m(a)

(p�1)=2

Y

l=1

f(la=p) ;

kde m(a) je poèet znamének � v �m

l

. Nyní staèít u¾ít tvrzení 104. }

Dùkaz vìty 106. (Eisenstein, 1844.) p; q buïte dvì rùzná lichá prvoèísla.

Podle pøedchozího lemmatu

(p�1)=2

Y

l=1

f(lq=p) =

 

q

p

!

(p�1)=2

Y

l=1

f(l=p) :

Podle lemmatu 109 platí

f(lq=p)

f(l=p)

=

(q�1)=2

Y

m=1

f(l=p+m=q)f(l=p�m=q) :
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Slouèením obou vztahù získáme první rovnici a jako vedlej¹í výsledek pozo-

ruhodnou identitu mezi Legendreovým symbolem a funkcí sinus:

 

q

p

!

=

(p�1)=2

Y

l=1

(q�1)=2

Y

m=1

f(l=p+m=q)f(l=p�m=q)

= (�4)

p�1

2

�

q�1

2

(p�1)=2

Y

l=1

(q�1)=2

Y

m=1

sin(2�(l=p+m=q)) � sin(2�(l=p�m=q)) :

Jednodu¹¹í identita stejného typu je popsána v úloze 14.

Zámìnou p$ q a l $ m získáme druhou rovnici

 

p

q

!

=

(p�1)=2

Y

l=1

(q�1)=2

Y

m=1

f(l=p+m=q)f(m=q � l=p) :

Z porovnání obou rovnic a lichosti f plyne, ¾e

 

q

p

!

= (�1)

p�1

2

�

q�1

2

 

p

q

!

:

4.4 Weilova vìta pro F = Z

p

Pro pole F oznaèuje F jeho algebraický uzávìr. X; Y; : : : oznaèují neznámé

a x; y; : : : jejich konkrétní hodnoty. Polynomy budeme oznaèovat velkými la-

tinskými písmeny, kromì symetrických polynomù e

i

. Absolutnì ireducibilní je

ten polynom P 2 F [X; Y ], který je ireducibilní i v F [X; Y ]. Platí následující

fundamentální vìta o poètu øe¹ení polynomiální rovnice v koneèném poli.

Vìta 111 (Weil, 1948). Nech» F = GF(p

r

) je koneèné pole a P 2 F [X; Y ]

absolutnì ireducibilní polynom. Poèet øe¹ení N rovnice P = 0

F

splòuje odhad

N =

X

x;y2F

hP (x; y) = 0

F

i = jF j+O(jF j

1=2

) ;

kde konstanta v O závisí pouze na deg(P ).

Weil dokázal silnìj¹í výsledek, který vysvìtlíme v poznámkách. Vìtu v této

obecnosti nedoká¾eme. Omezíme se na pøípad F = Z

p

a doká¾eme
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Tvrzení 112 (Weil pro F = Z

p

). Pro ka¾dé prvoèíslo p a absolutnì iredu-

cibilní polynom P 2 Z

p

[X; Y ] stupnì d, pøièem¾ platí nerovnost p > 250d

5

,

poèet øe¹ení N polynomiální kongruence P (X; Y ) � 0 mod p splòuje odhad

jN � pj <

p

2d

5

�

p

p :

Omezuje nás pouze rozsah skript. Po pøekonání potí¾í s derivováním v poli

nenulové charakteristiky, co¾ je ryze algebraická zále¾itost, umí elementární

Stìpanovova{Schmidtova metoda, kterou si pøedvedeme v akci pro F = Z

p

,

dokázat vìtu 111 v plné síle.

Dva pøíklady osvìtlí nutnost po¾adavku absolutní ireducibility, bez nìho¾

tvrzení 112 neplatí. První pøíklad: kongruence Y

2

� X

2

mod p. Má 2p � 1

øe¹ení y = �x. Polynom P (X; Y ) = X

2

�Y

2

se toti¾ rozkládá u¾ v Z

p

[X; Y ].

Druhý pøíklad: kongruence

Y

2

� �X

4

� 2X

2

� 1 mod p ;

kde p � 3 mod 4. Nyní je polynom

P (X; Y ) = Y

2

+X

4

+ 2X

2

+ 1 = (Y �

p

�1(X

2

+ 1)) � (Y +

p

�1(X

2

+ 1))

ireducibilní v Z

p

[X; Y ], proto¾e

p

�1 2 Z

p

nZ

p

pro takové p podle 1 tvr-

zení 105 (

p

�1 zde znamená

q

(�1)

Z

p

). Není ale pochopitelnì absolutnì

ireducibilní. Hledáme tedy v¹echna x; y 2 Z

p

taková, ¾e y �

p

�1(x

2

+ 1)

nebo y +

p

�1(x

2

+ 1) je nula. Av¹ak 1 a

p

�1 jsou lineárnì nezávislé nad

Z

p

, a tak y a x

2

+ 1 jsou nulové. Av¹ak x

2

+ 1 = 0

Z

p

nemá pro dané p øe¹ení

v Z

p

. Vidíme, ¾e pro takový polynom P neexistuje pro zmìnu vùbec ¾ádné

øe¹ení.

Kritérium pro generování absolutnì ireducibilních polynomù je popsáno

v úloze 16. Viz rovnì¾ lemma 117.

V 4.4.1 pøipomeneme charaktery Abelových grup a zavedeme Paleyho

turnaje, o nich¾ pomocí Weilovy vìty doká¾eme, ¾e mají kombinatoric-

kou vlastnost zmínìnou v úvodu ke kapitole 4. V 4.4.2{4.4.4 elementární

Stìpanovovou{Schmidtovou metodou doká¾eme tvrzení 112. V 4.4.2 ho od-

vodíme z tvrzení 124, je¾ pøedstavuje základní my¹lenku metody. Tvrdí, ¾e

existují polynomy, jejich¾ stupeò je vhodnì omezen a které mají v ka¾dém

bodì jisté mno¾iny koøen dostateènì velké násobnosti. Tvrzení 124 doká¾eme

pomocí neurèitých koe�cientù v 4.4.3, zùstanou nám v¹ak algebraické dluhy,

které vyrovnáme v 4.4.4.
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4.4.1 Paleyho turnaje

S pomocí Weilovy vìty doká¾eme kombinatorickou vlastnost Paleyho tur-

najù. Nejdøíve v¹ak pøipomeneme nìkolik pojmù.

Charakter � koneèné Abelovy grupy (G; �) je zobrazení � : G! C takové,

¾e (i) �(xy) = �(x)�(y) pro v¹echny x; y 2 G a (ii) j�(x)j = 1 pro v¹echny

x 2 G. Nejjednodu¹¹í je hlavní charakter �

0

: �

0

(x) = 1 pro v¹echny x 2 G.

Pro e 2 N de�nujeme �

e

jako charakter x! �(x)

e

. Pokud �

e

= �

0

, øekneme,

¾e � má exponent e. Ka¾dý charakter � má exponent jGj, proto¾e �(1

G

) = 1

pro ka¾dé �, a tak �

jGj

(x) = (�(x))

jGj

= �(x

jGj

) = �(1

G

) = 1 pro v¹echna

x 2 G. Øád d charakteru � je jeho nejmen¹í exponent. Jediný charakter øádu

1 je �

0

. Øád � dìlí jGj a exponenty � jsou právì v¹echny pøirozené násobky

øádu. Jeden charakter grupy (Z

�

p

; �) u¾ dobøe známe. Je to Legendreùv symbol

x!

 

x

p

!

2 f�1; 1g ;

který má øád 2. Nejdùle¾itìj¹í výsledek o charakterech je

Lemma 113. Je-li � charakter grupy (G; �),

X

x2G

�(x) =

(

jGj pokud je � hlavní a

0 jinak :

Dùkaz. Pøípad hlavního charakteru je jasný. Pro nehlavní charakter vez-

meme a 2 G tak, ¾e �(a) 6= 1. Proto¾e

S =

X

x2G

�(x) =

X

x2G

�(ax) =

X

x2G

�(a)�(x) = �(a)S ;

(1� �(a))S = 0 a S = 0. }

Turnaj T na koneèné mno¾inì X; jXj = n; je mno¾ina

�

n

2

�

uspoøádaných

dvojic prvkù z X, která | odhlí¾íme-li od uspoøádání v dvojici | obsa-

huje v¹ech

�

n

2

�

dvouprvkových podmno¾in X. Pokud (x; y) 2 T , øekneme, ¾e

(hráè) x porá¾í (hráèe) y. Napøíklad v turnaji

T = f(1; 2); (2; 3); (3; 1)g

1 porá¾í 2, 2 porá¾í 3 a 3 porá¾í 1.
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Existuje pro ka¾dé k 2 N takový turnaj, v nìm¾ se pro ka¾dých k hráèù

najde jiný hráè, který je v¹echny porá¾í? Uká¾eme, ¾e tuto vlastnost má

ka¾dý dostateènì velký Paleyho turnaj P

p

na mno¾inì f0; 1; : : : ; p� 1g. Ten

se pro prvoèíslo p, p � 3 mod 4, de�nuje pomocí Legendreova symbolu:

(x; y) 2 P

p

()

 

x� y

p

!

= 1 :

Proto¾e �1 je kvadratický nezbytek modulo p, je de�nice korektní.

Vìta 114 (Graham a Spencer, 1971). Pro p > 10k

6

4

k

se v Paleyho tur-

naji P

p

pro ka¾dých k hráèù najde jiný hráè, který je v¹echny porá¾í.

Vìtu doká¾eme pomocí výsledku o charakterech.

Tvrzení 115 (odhad charakteru). � buï charakter grupy (Z

�

p

; �) øádu d >

1 a P 2 Z

p

[X] buï polynom, který má stupeò m;m � d; a není tvaru cQ

d

pro c 2 Z

p

a Q 2 Z

p

[X]. Pak pro ka¾dé prvoèíslo p; p > 250m

5

; platí

�

�

�

�

�

�

X

x2Z

p

�(P (x))

�

�

�

�

�

�

< 3

p

m

5

�

p

p :

Dùkaz vìty 114. Nech» � je Legendreùv symbol modulo p, tak¾e øád

� je 2, a A = fa

1

; a

2

; : : : ; a

k

g je k rùzných prvkù ze Z

p

. Hledáme prvek

y 2 Z

p

nA takový, ¾e �(y � a

i

) = 1 pro 1 � i � k. Nech»

g(A) =

X

y2(Z

p

nA)

k

Y

j=1

(1 + �(y � a

j

)) :

Staèí zøejmì dokázat, ¾e g(A) > 0.

Výraz h(A) de�nujeme podobnì jako g(A), pouze vnìj¹í suma jde pøes

celé Z

p

. Po roznásobení vnitøního souèinu dostáváme

h(A) =

X

y2Z

p

1 +

X

y2Z

p

k

X

j=1

�(y � a

j

) + � � �

+

X

y2Z

p

X

j

1

<���<j

k

�(y � a

j

1

) � � ��(y � a

j

k

)

= h

0

(A) + h

1

(A) + � � �+ h

k

(A) :
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Patrnì h

0

(A) = p a h

1

(A) = 0 (lemma 113). Podle tvrzení 115 máme (pokud

p > 250k

5

) pro h

s

(A); s � 2; odhad

jh

s

(A)j =

�

�

�

�

�

�

X

j

1

<���<j

s

X

y2Z

p

�((y � a

j

1

) � � � (y � a

j

s

))

�

�

�

�

�

�

<

 

k

s

!

� 3

p

s

5

�

p

p :

(V h

s

(A) jsme vymìnili poøadí sumace a pou¾ili multiplikativitu �. Polynom

P (X) = (X�a

j

1

) � � � (X�a

j

s

) má stupeò s, k � s � 2 = d; a jistì se nerovná

cQ(X)

2

.)

Tak¾e

jh(A)� pj < 3p

1=2

k

X

s=2

 

k

s

!

s

5=2

< 3k

3

2

k

p

1=2

a

h(A) > p� 3k

3

2

k

p

1=2

:

Podle de�nice g(A) a h(A)

g(A) = h(A)�

k

X

i=1

k

Y

j=1

(1 + �(a

i

� a

j

)) ;

a tak g(A) � h(A)� k2

k�1

. Celkem

g(A) > p� 3k

3

2

k

p

p� k2

k�1

:

Z p > 10k

6

4

k

a k � 2 (10k

6

4

k

� 250k

5

pro k > 1) plyne, ¾e g(A) > 0. Pro

k = 1 vìta platí triviálnì. }

Zbývá dokázat tvrzení 115. Budeme k tomu potøebovat ètyøi lemmata.

Ve zbytku pododdílu F oznaèuje Z

p

= GF(p).

Lemma 116. Nech» � 2 F

�

je primitivní element a � je charakter grupy

(F

�

; �) øádu d > 1. Pak

d�1

X

k=0

�(�

k

) = 0 :

Dùkaz. � je té¾ (nikoli hlavní) charakter faktorgrupy F

�

=(F

�

)

d

. Prvky

�

0

; �

1

; : : : ; �

d�1

jsou reprezentanty d faktorových tøíd. Dokazovaná rovnost

je proto zvlá¹tní pøípad lemmatu 113. }
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Lemma 117. Nech» Y

d

� P (X) 2 K[X; Y ], kde K je libovolné pole. Násle-

dující tøi podmínky jsou vzájemnì ekvivalentní.

1. Y

d

� P (X) je absolutnì ireducibilní.

2. Y

d

� cP (X) je absolutnì ireducibilní pro v¹echny nenulové c 2 K.

3. Je-li P (X) = a(X � x

1

)

d

1

: : : (X � x

s

)

d

s

faktorizace P v K[X] (koøeny

x

i

jsou vzájemnì rùzné), pak (d; d

1

; : : : ; d

s

) = 1.

Dùkaz. Nech» 2 neplatí a Y

d

� cP (X) se v K[X; Y ] pro nìjaké nenulové

c 2 K rozkládá. Pak se tam ale rozkládá i c((Y=c

1=d

)

d

� P (X)) a tedy i

polynom Y

d

� P (X) (substituce Y = c

1=d

Y ) a 1 neplatí.

Nech» neplatí 3 a t > 1 dìlí v¹echna èísla d; d

1

; : : : ; d

s

. Oznaème d=t jako

e a (X � x

1

)

d

1

=t

: : : (X � x

s

)

d

s

=t

jako Q(X). Pak máme faktorizaci

Y

d

� (1=a)P (X) = (Y

e

�Q(X))(Y

e(t�1)

+ Y

e(t�2)

Q(X) + � � �+Q(X)

t�1

)

a 2 neplatí.

Nech» 1 neplatí a Y

d

� P (X) se v K[X; Y ] rozkládá. Uva¾me faktorizaci

Y

d

� P (X) = (Y � �

1

) : : : (Y � �

d

) ;

kde �

i

jsou prvky algebraického uzávìru pole K(X). Koøeny �

i

mù¾eme vy-

jádøit ve tvaru �

i

= �

i

�, kde � je �xovaný jeden z nich a �

1

; : : : ; �

d

jsou d-té

odmocniny z 1

K

v K. Proto¾e se Y

d

� P (X) rozkládá, existuje podmno¾ina

X � f1; 2; : : : ; dg, která má h prvkù, 0 < h < d, a

Y

i2X

(Y � �

i

�) 2 K[X; Y ] :

Absolutní èlen tohoto souèinu ��

h

(

Q

i2X

�

i

) le¾í v K[X], a tak �

h

2 K[X].

Nech» l 2 N je nejmen¹í exponent takový, ¾e �

l

2 K(X). Pak ka¾dé m 2 N,

pro nì¾ �

m

2 K(X), je násobek l. Proto¾e �

d

= P (X) 2 K[X], lnd. Nech»

�

l

= H 2 K(X). Máme

H(X)

d=l

= P (X) ;

a proto H 2 K[X] a t = d=l dìlí ka¾dé d

1

; : : : ; d

s

a také d. Samozøejmì t > 1,

proto¾e l � h < d. Tedy 3 neplatí. }
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Lemma 118. Nech» d 2 N, d > 1 a � je charakter grupy (F

�

; �) øádu d.

Nech» P 2 F [X] má stupeò m, Y

d

�P (X) je absolutnì ireducibilní a m � d.

Pak pro p > 250m

5

platí

�

�

�

�

�

X

x2F

�(P (x))

�

�

�

�

�

< 3

p

m

5

�

p

p :

Dùkaz. Nech» � 2 F

�

je primitivní element. Polo¾íme

Z

k

= #fx 2 F : P (x) 2 �

k

(F

�

)

d

g a N

k

= #f(x; y) 2 F

2

: y

d

= P (x)�

�k

g :

Tak¾e

X

x2F

�(P (x)) =

d�1

X

k=0

Z

k

�(�

k

) :

Proto¾e podle pøede¹lého lemmatu je Y

d

� P (X)�

�k

absolutnì ireduci-

bilní, mù¾eme pou¾ít tvrzení 112 a máme odhad jN

k

� pj <

p

2m

5

�

p

p (nyní

pou¾íváme, ¾e m � d). Nech» N

0

k

je poèet tìch z N

k

øe¹ení (x; y), v nich¾

y 6= 0

F

. Pak N

k

� N

0

k

� m, a tak jN

0

k

� pj < 3

p

m

5

�

p

p. Z

k

vyjádøíme jako

Z

k

= p=d+R

k

a uvìdomíme si, ¾e Z

k

= N

0

k

=d. Tudí¾

jR

k

j < 3

q

m

5

=d

2

�

p

p :

Vyjádøení souètu hodnot �(P (x)) pomocí Z

k

a lemma 116 dávají

�

�

�

�

�

X

x2F

�(P (x))

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

d�1

X

k=0

�

p

d

+R

k

�

�(�

k

)

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

d�1

X

k=0

R

k

�(�

k

)

�

�

�

�

�

�

d�1

X

k=0

jR

k

j < 3

p

m

5

�

p

p :

}

Lemma 119. Nech»

P (X) = c(X � x

1

)

e

1

: : : (X � x

s

)

e

s

;

kde P 2 F [X], c 2 F , e

i

2 N a x

i

2 F . Nech» dále d 2 N dìlí v¹echna e

i

a

p ? d. Pak

P (X) = cK(X)

d

;

kde K 2 F [X].
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Dùkaz. Doká¾eme, ¾e K(X) = (X�x

1

)

e

1

=d

: : : (X �x

s

)

e

s

=d

padne do F [X].

Nech» K(X) = X

u

+ c

1

X

u�1

+ � � �+ c

u

. Víme, ¾e K(X)

d

2 F [X]. Koe�cient

X

du�i

v K(X)

d

je d

F

c

i

plus polynom z F [c

1

; : : : ; c

i�1

] (pro i = 1 je tento

polynom nulový). Proto¾e d

F

6= 0

F

, indukcí podle i plyne, ¾e c

i

2 F . }

Dùkaz tvrzení 115. Pi¹me P (X) = c(X � x

1

)

e

1

(X � x

2

)

e

2

: : : (X �

x

s

)

e

s

, kde c 2 F a x

i

jsou vzájemnì rùzné prvky F . Podle pøedpokladu je

èíslo e = (e

1

; : : : ; e

s

; d) vlastním dìlitelem d. Tak¾e P (X) = cK(X)

e

, kde

K(X) = (X � x

1

)

e

1

=e

: : : (X � x

s

)

e

s

=e

. Podle pøedchozího lemmatu s e v roli

d (pøedpoklad je splnìn, e < d � m < p) platí, ¾e K 2 F [X]. Proto¾e

(e

1

=e; : : : ; e

s

=e; d=e) = 1, podle lemmatu 117 je

Y

d=e

�K(X)

absolutnì ireducibilní. K má stupeò m=e a �

e

má øád d=e;m=e � d=e > 1.

Podle lemmatu 118

�

�

�

�

�

X

x2F

�(P (x))

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�(c)

X

x2F

�

e

(K(x))

�

�

�

�

�

< 3

q

(m=e)

5

�

p

p

� 3

p

m

5

�

p

p :

4.4.2 První èást dùkazu

Nyní pøejdeme k dùkazu tvrzení 112. V celém dùkazu F = Z

p

, kde Z

p

je

koneèné pole zbytkù modulo p, a P (X; Y ) 2 F [X; Y ] je absolutnì ireducibilní

polynom stupnì d � 2 (pro d = 1 vìta triviálnì platí). Øekneme, ¾e P je

redukovaný , pokud (i) Y

d

má koe�cient 1

F

, to jest

P (X; Y ) = Y

d

+G

1

(X)Y

d�1

+G

2

(X)Y

d�2

+ : : :+G

d

(X) ;

kde G

i

(X) 2 F [X] a má stupeò nejvý¹e i, a (ii) P není polynomem v X a

Y

p

, to jest P má monom aX

i

Y

j

, kde a 6= 0

F

a p nedìlí j. Vlastnosti (ii) se

øíká separovanost P vzhledem k Y .

Tvrzení 120 (redukce P ). Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat,

¾e polynom P je redukovaný.
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Dùkaz. Nech» P (X; Y ) je výchozí polynom. Pokud P (X; Y ) = Q(X; Y

p

),

mù¾eme P nahradit polynomem Q, proto¾e v F platí y

p

= y a poèet øe¹ení

rovnice se tedy nezmìní. To opakujeme tak dlouho, a¾ dostaneme polynom

P (X; Y ) separovaný v Y . Nech» P =

P

i;j

a

ij

X

i

Y

j

a deg(P ) = d. Abychom

dosáhli vlastnost (i), zavedeme substituci

Q(X; Y ) = P (X + CY; Y ) =

X

i;j

A

ij

(C)X

i

Y

j

:

Polynomy A

ij

(C) 2 F [C] mají stupeò nejvý¹e d. Separovanost ji¾ máme,

tudí¾ existuje koe�cient a

i

0

j

0

6= 0

F

s j

0

nedìlitelným p. Platí

A

i

0

j

0

(0

F

) = a

i

0

j

0

a A

0d

(C) = P

d

(C; 1

F

) ;

kde P

d

(X; Y ) sestává z monomù P se stupnìm d. Polynomy A

i

0

j

0

(C) a A

0d

(C)

nejsou identicky nulové. Podle pøedpokladù tvrzení 112 jF j = p > 2d, mù-

¾eme tedy zvolit c 2 F tak, ¾e A

i

0

j

0

(c) 6= 0

F

a A

0d

(c) 6= 0

F

. Polynom P (X; Y )

pak nahradíme Q(X; Y ) = P (X+ cY; Y )=A

0d

(c). Polynom Q(X; Y ) stupnì d

má vlastnosti (i) a (ii), zùstává absolutnì ireducibilní a rovnice Q(X; Y ) = 0

F

má v F stejný poèet øe¹ení jako P (X; Y ) = 0

F

. }

V dal¹ím je proto P (X; Y ) 2 F [X; Y ] redukovaný absolutnì ireducibilní po-

lynom stupnì d � 2.

P je ireducibilní i v F (X)[Y ]. To plyne ze zobecnìní tvrzení 12: P je

ireducibilní v F [X][Y ] a F (X) je podílové pole okruhu F [X] s jednoznaèným

rozkladem na ireducibilní prvky. P jako prvek F (X)[Y ] je tedy minimální

polynom ka¾dého svého koøene � 2 F (X). Tyto koøeny jsou navíc jednodu-

ché, proto¾e derivace P podle Y není identicky nulová. (P je redukovaný; v

polích nenulové charakteristiky je tøeba být opatrný.)

Operátor derivování v F [X] oznaèujeme pomocí D: D(a

t

X

t

+a

t�1

X

t�1

+

� � �+ a

1

X + a

0

) = t

F

a

t

X

t�1

+ (t� 1)

F

a

t�1

X

t�2

+ � � �+ a

1

.

Tvrzení 121 (o derivaci). Nech» A(X) 2 F [X] (F = Z

p

, ale tvrzení platí

pro ka¾dé pole charakteristiky p) a m 2 N splòuje m � p. Kdy¾ pro nìjaké

x 2 F platí

(D

m�1

A)(x) = (D

m�2

A)(x) = � � � = (DA)(x) = A(x) = 0

F

;

dìlí (X � x)

m

polynom A(X). Jinými slovy, A(X) má v x koøen násobnosti

alespoò m.
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Dùkaz. Vyjádøíme-li polynomA jako A(X) = c

t

(X�x)

t

+� � �+c

1

(X�x)+c

0

,

dostáváme

D

l

A = l!

F

�

  

t

l

!

F

c

t

(X � x)

t�l

+ � � �+

 

l + 1

l

!

F

c

l+1

(X � x) + c

l

!

:

Pro X = x a 0 � l < m dostáváme 0

F

= l!

F

� c

l

. Av¹ak l < p, a tak l!

F

6= 0

F

a c

l

= 0

F

. Tak¾e c

0

= c

1

= � � � = c

m�1

= 0

F

a (X � x)

m

dìlí A(X). }

Podmínka m � p je podstatná. Napøíklad A(X) = X

p

má v¹echny derivace

identicky nulové, ale v 0

F

má koøen násobnosti pouze p. Pro m > p proto tvr-

zení obecnì neplatí. To je jediná, av¹ak nezanedbatelná potí¾, kterou nutno

pøekonat pøi pøechodu od F = Z

p

k obecnému poli F = GF(p

r

).

Tvrzení 122 (diskriminant). G = F (A

0

; : : : ; A

d

) buï pole racionálních

funkcí v neznámých A

0

; : : : ; A

d

a polynom Q(Y ) = A

0

Y

d

+A

1

Y

d�1

+� � �+A

d

2

G[Y ] mìj koøeny y

i

2 G:

Q(Y ) = A

0

(Y � y

1

)(Y � y

2

) � � � (Y � y

d

) :

Pak

� = A

2d�2

0

Y

1�i<j�d

(y

i

� y

j

)

2

je polynom z F [A

0

; : : : ; A

d

], který je nenulový, právì kdy¾ Q má pouze jed-

noduché koøeny. Je-li nenulový, má stupeò 2d � 2 a jeho ka¾dý monom

aA

i

0

0

: : : A

i

d

d

splòuje i

1

+ 2i

2

+ � � � + di

d

= d(d � 1). Polynomu � se øíká

diskriminant Q.

Dùkaz. Polynom

Q

(y

i

� y

j

)

2

je symetrický v y

i

. Podle tvrzení 13 v kapitole

1 je proto polynomem v elementárních symetrických funkcích e

i

(y

1

; : : : ; y

d

) a

tedy polynomem z F [A

1

=A

0

; : : : ; A

d

=A

0

] stupnì 2(d�1) (y

i

má v

Q

(y

i

�y

j

)

2

stupeò 2(d � 1)). Tak¾e � 2 F [A

0

; : : : ; A

d

] a má stupeò 2(d � 1). Poslední

èást tvrzení plyne z poslední èásti tvrzení 13. }

Nech» �(X) 2 F [X] je diskriminant polynomu P (X; Y ) 2 F (X)[Y ]

vzhledem k Y . Proto¾e deg(G

i

) � i (G

i

je koe�cient Y

d�i

v P ), poslední

èást tvrzení 122 implikuje deg(�) � d(d� 1). Pokud �(x) 6= 0

F

, kde x 2 F ,

má P (x; Y ) d rùzných koøenù y

1

; : : : ; y

d

2 F . De�nujeme mno¾inu

I = fx 2 F : �(x) 6= 0

F

g

34



a pro x 2 I mno¾iny

J

1

(x) = fy

i

: y

i

2 Fg a J

2

(x) = fy

i

: y

i

2 F nFg :

Je jasné, ¾e pro ka¾dé x 2 I platí jJ

1

(x)j+jJ

2

(x)j = d. Poèet øe¹ení N rovnice

P (X; Y ) = 0

F

v F splòuje

N =

X

x2I

jJ

1

(x)j +N

0

;

kde N

0

je poèet tìch øe¹ení (x; y), pro nì¾ �(x) = 0

F

. Zøejmì N

0

� d �

deg(�) � d

2

(d� 1), a tak staèí odhadnout pouze sumu.

De�nujeme polynomy

E

1

(X; Y; Y

0

) = Y � Y

0

a

E

2

(X; Y; Y

0

) =

d

X

j=1

G

d�j

(X)(Y

j�1

+ Y

j�2

Y

0

+ � � �+ (Y

0

)

j�1

) ;

kde G

j

(X) jsou koe�cienty Y v P (X; Y ). Polo¾íme e

i

= deg(E

i

), tak¾e e

1

= 1

a e

2

= d� 1. (Nehrozí zámìna se symetrickými polynomy.)

Lemma 123. Pro i = 1; 2 a x 2 I platí

J

i

(x) = fy 2 F : E

i

(x; y; y

p

) = 0

F

g :

Dùkaz. Máme faktorizaci

P (X; Y )� P (X; Y

0

) = E

1

(X; Y; Y

0

) � E

2

(X; Y; Y

0

) :

Pro x 2 I a y 2 J

1

(x) [ J

2

(x) platí rovnosti 0

F

= P (x; y) = P (x; y)

p

=

P (x; y

p

), proto¾e u = u

p

v F (ale ne v F nF ) a (u + v)

p

= u

p

+ v

p

pro

v¹echna u; v 2 F . Tudí¾

0

F

= P (x; y)� P (x; y

p

) = E

1

(x; y; y

p

) � E

2

(x; y; y

p

) :

Pokud y 2 J

1

(x), máme y 2 F a y = y

p

. Tak¾e E

1

(x; y; y

p

) = 0

F

. Ov¹em

E

2

(x; y; y

p

) = E

2

(x; y; y) 6= 0

F

, proto¾e y je jednoduchý koøen P (x; Y ) a

E

2

(x; y; y) = P

Y

(x; y) (derivace P podle Y ). Pokud y 2 J

2

(x), máme y 2

FnF a y 6= y

p

. Tak¾e E

1

(x; y; y

p

) 6= 0

F

. V dùsledku hoøej¹í rovnosti v¹ak

E

2

(x; y; y

p

) = 0

F

. }

Dospíváme k výsledku, na nìm¾ je elementární dùkaz tvrzení 112 zalo¾en.

Doká¾eme ho v pøí¹tím pododdílu.

35



Tvrzení 124 (klíèové). Nech» i = 1; 2 a èíslo m 2 N je takové, ¾e

dnm; m � d

2

a 2(d� 1)(m + 8)

2

� p :

Pak existuje nenulový polynom R

i

(X) 2 F [X] takový, ¾e

1. (D

l

R

i

)(x) = 0

F

pro ka¾dé x 2 I a 0 � l < mjJ

i

(x)j.

2. deg(R

i

) � e

i

pm+ pd(d� 1). (e

1

= 1 a e

2

= d� 1 jsou stupnì E

i

.)

Dùkaz tvrzení 112. (Stìpanov, 1969{74; Schmidt, 1973.) Velièiny

�(X), I a J

i

(x) buïte jako vý¹e a m a R

i

(X) jako v posledním tvrzení. Pro

ka¾dé x 2 I a i = 1; 2 platí

mjJ

i

(x)j � md < p :

Pro polynomy R

i

(X) tedy mù¾eme pou¾ít tvrzení 121.

Polo¾íme, pro i = 1 a 2,

N

i

=

X

x2I

jJ

i

(x)j :

Proto¾e p� d(d� 1) � jIj � p (nebo» deg(�) � d(d� 1)), máme nerovnosti

d(p� d(d� 1)) � N

1

+N

2

� dp :

Poèet koøenù polynomu R

i

(X) v F , vèetnì násobností, nepøesahuje jeho stu-

peò. Podle 1 tvrzení 124 a tvrzení 121 má R

i

(X) v ka¾dém x 2 I alespoò

mjJ

i

(x)j-násobný koøen. Tedy mN

i

� deg(R

i

). Podle 2 tvrzení 124

N

i

�

deg(R

i

)

m

� e

i

p+

pd(d� 1)

m

:

N

1

je poèet tìch z N øe¹ení (x; y) 2 F

2

rovnice P (X; Y ) = 0

F

, pro nì¾

�(x) 6= 0

F

. Díky deg(�) � d(d� 1) a poslednímu odhadu máme

N � N

1

+ d

2

(d� 1) < p+

pd(d� 1)

m

+ d

3

:

Z druhé strany, podle dolního odhadu N

1

+N

2

a horního odhadu N

2

,

N � N

1

> pd� d

3

�N

2

� pd� d

3

� (d� 1)p�

pd(d� 1)

m

= p�

pd(d� 1)

m

� d

3

:
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Pro ka¾dé m 2 N splòující podmínky tvrzení 124 máme odhad

jN � pj <

pd(d� 1)

m

+ d

3

:

Èíslo m zvolíme jako násobek d v rozmezí

q

p=(2d)� 5d < m �

q

p=(2d)� 4d :

Pak (m + 8)

2

� p=(2d) a po¾adovaná nerovnost 2(d � 1)(m + 8)

2

� p je

splnìna. Rovnì¾ platí, vzhledem k p > 250d

5

,

m >

�

p

2d

�

1=2

 

1�

5 � 2

1=2

� d

3=2

p

1=2

!

>

1

2

�

p

2d

�

1=2

> d

2

:

Jaký odhad nám toto m dá? Z p > 250d

5

plyne je¹tì i

5 � 2

1=2

� d

3=2

p

1=2

<

1

3

:

Pro v¹echna reálná x v intervalu 0 < x < 1=3 platí 1=(1 � x) < 1 + 3x=2.

Tak¾e

1

m

<

 

2d

p

!

1=2

 

1 +

3

2

�

5 � 2

1=2

� d

3=2

p

1=2

!

:

Po dosazení do horního odhadu jN � pj máme

jN � pj < 2

1=2

d(d� 1)d

1=2

p

1=2

 

1 +

8 � 2

1=2

� d

3=2

p

1=2

!

+ d

3

< 2

1=2

d

5=2

p

1=2

� 2

1=2

d

3=2

p

1=2

+ 16d

4

+ d

3

< 2

1=2

d

5=2

p

1=2

:

Tím je speciální pøípad Weilovy vìty dokázán.

4.4.3 Druhá èást dùkazu

Zbývá v¹ak dokázat tvrzení 124. K tomu budeme potøebovat nìkolik lemmat.

Pøipomínáme, ¾e F = Z

p

. Polynom P (X; Y ) = Y

d

+ G

1

(X)Y

d�1

+ � � � +

G

d

(X) 2 F [X; Y ] stupnì d v Y je absolutnì ireducibilní a separovaný v Y ,

deg(G

i

) � i a � 2 F (X) je jeho koøen, P (X; �) � 0. Místo P (X; �) = 0

F (X)

a podobnì budeme v pøípadì funkcionálních polí psát : : : � 0.
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Lemma 125. P (X; Y ) a � 2 F (X) jsou jako vý¹e. Pokud A 2 F [X; Y; Z;W ]

je nenulový polynom, jeho¾ stupnì splòují deg

X

(A) � p=d � d, deg

Y

(A) �

d� 1 a deg

W

(A) � d� 1, potom

A(X; �;X

p

; �

p

) 6� 0 :

Dùkaz tohoto lemmatu odsouváme do pøí¹tího pododdílu.

Proto¾e P je separovaný v Y , dá se operátor derivaceD roz¹íøit z F (X) na

F (X; �). Má platit (promìnné, podle nich¾ se derivuje, klademe do indexu)

0 � D(P (X; �)) = P

X

(X; �) + P

Y

(X; �) � (D�) :

Odtud

D� = �

P

X

(X; �)

P

Y

(X; �)

a D roz¹íøíme na F (X; �) zøejmým zpùsobem.

Lemma 126. Polynom P (X; Y ) je jako vý¹e (zejména je P separovaný v

Y ) a � 2 F (X) je jeho koøen. Nech» m; l 2 N

0

, 0 � l < m a A 2 F [X; Y ].

Pak

D

l

(P

2m

Y

(X; �) � A(X; �)) = P

2m�l

Y

(X; �) � A

(l)

(X; �) ;

kde A

(l)

2 F [X; Y ] a má stupeò nejvý¹e deg(A) + (2d� 3)l.

Dùkaz. Indukce podle l. Pro l = 0 lemma platí. Z pøedpokladu platnosti pro

l odvodíme platnost pro l + 1. Pro pøehlednost zápisu pomíjíme argument

(X; �).

D

l+1

(P

2m

Y

(X; �) � A(X; �)) = D(P

2m�2l

Y

(X; �) � A

(l)

(X; �))

= (2m� 2l)P

2m�2l�1

Y

� (P

Y X

+ P

Y Y

D�) �A

(l)

+ P

2m�2l

Y

� (A

(l)

X

+ A

(l)

Y

D�):

Dosadíme vyjádøení pro D� a dostaneme

P

2m�2(l+1)

Y

� [(2m� 2l) � (P

Y X

P

Y

� P

Y Y

P

X

) � A

(l)

+ A

(l)

X

P

2

Y

� A

(l)

Y

P

X

P

Y

]

= P

2m�2(l+1)

Y

� A

(l+1)

:

Zøejmì deg(A

(l+1)

) � deg(A

(l)

)+(2d�3). Odtud plyne uvedený odhad stupnì

polynomu A

(l)

. }
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Lemma 127. Nech»

P (X; Y ) = Y

d

+G

1

(X)Y

d�1

+ � � �+G

d

(X) = (y � �

1

)(y � �

2

) : : : (y � �

d

) ;

kde deg(G

i

) � i a �

i

2 F (X). Je-li A 2 F [X; Y

1

; : : : ; Y

d

] polynom symetrický

v Y

1

; : : : ; Y

d

, pak

A(X; �

1

; : : : ; �

d

) = B(X) ;

kde B 2 F [X] a deg(B) � deg(A).

Dùkaz. Stupeò polynomu A oznaèíme jako s. Pak

A(X; Y

1

; : : : ; Y

d

) =

s

X

v=0

X

v

� C

v

(Y

1

; : : : ; Y

d

) ;

kde deg(C

v

) � s � v a C

v

je symetrický v Y

1

; : : : ; Y

d

. Podle tvrzení 13 v

kapitole 1

C

v

(Y

1

; : : : ; Y

d

) = H

v

(e

1

; : : : ; e

d

) ;

kde H

v

2 F [S

1

; : : : ; S

d

] a e

i

2 F [Y

1

; : : : ; Y

d

] jsou elementární symetrické poly-

nomy. Podle tého¾ tvrzení ka¾dý monom S

i

1

1

S

i

2

2

: : : S

i

d

d

polynomu H

v

splòuje

nerovnost i

1

+ 2i

2

+ � � �+ di

d

� s� v. Tak¾e v

C

v

(�

1

; : : : ; �

d

) = H

v

(�G

1

(X); : : : ; (�1)

d

G

d

(X))

má ka¾dý monom G

1

(X)

i

1

G

2

(X)

i

2

: : : G

d

(X)

i

d

stupeò v X nejvý¹e i

1

+

2i

2

+ � � � + di

d

� s � v. Ka¾dý sèítanec X

v

� C

v

(�

1

; : : : ; �

d

) ve vyjádøení

A(X; �

1

; : : : ; �

d

) je polynom stupnì nejvý¹e v + s� v = s. }

Lemma 128. Nech» i = 1; 2 a èíslo m 2 N je takové, ¾e

dnm; m � d

2

a 2(d� 1)(m + 8)

2

� p :

P (X; Y ) 2 F [X; Y ] a � 2 F (X) jsou jako vý¹e. Pak existuje polynom A =

A

i

2 F [X; Y ] takový, ¾e

1. A(X; �) 6� 0.

2. A

(l)

(x; y) = 0

F

pro v¹echny x 2 I; y 2 J

i

(x) a 0 � l < m (polynom A

(l)

je

de�nován v lemmatu 126, I a J

i

(x) v pøede¹lém pododdílu.)
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3. deg(A) � e

i

pm=d + p(d � 3=2). (Èísla e

i

jsou de�nována v pøede¹lém

pododdílu.)

Dùkaz. Polynom A hledáme ve tvaru

A(X; Y ) =

K

X

j=0

d�1

X

k=0

hj + k � Ki �B

j;k

(X; Y ) �X

pj

Y

pk

;

kde K = e

i

m=d+ d� 2 a

B

j;k

(X; Y ) =

d�1

X

i=0

A

i;j;k

(X) � Y

i

;

pøièem¾ deg(A

i;j;k

) � p=d� d� i� j � k. Tudí¾

deg(A) � Kp+ p=d

= e

i

pm=d+ p(d� 2 + 1=d)

� e

i

pm=d+ p(d� 3=2)

a A má po¾adovaný stupeò. Nejsou-li v¹echny polynomy A

i;j;k

nulové, vy-

plývá pomocí lemmatu 125, ¾e A(X; �) 6� 0. Tím jsou dosa¾eny vlastnosti 1

a 3. Zbývá dokázat, ¾e lze zvolit ne v¹echny nulové A

i;j;k

tak, ¾e platí 2.

Derivace X

p

a �

p

jsou identicky nulové. Proto

A

(l)

(X; Y ) =

K

X

j=0

d�1

X

k=0

hj + k � Ki �B

(l)

j;k

(X; Y ) �X

pj

Y

pk

;

kde, podle lemmatu 126,

deg(B

(l)

j;k

) � deg(B

j;k

) + (2d� 3)l � p=d� d� j � k + (2d� 3)l :

Potøebujeme, aby pro 0 � l < m, x 2 I a y 2 J

i

(x) nastalo A

(l)

(x; y) = 0

F

.

První pøípad je i = 1. Nyní x; y 2 F a tedy x

p

= x a y

p

= y. Potøebujeme,

aby se polynom

C

(l)

(X; Y ) =

K

X

j=0

d�1

X

k=0

hj + k � Ki �B

(l)

j;k

(X; Y ) �X

j

Y

k

anuloval na x 2 I; y 2 J

1

(x) . Pov¹imnìme si, ¾e

deg(C

(l)

) � p=d+ (2d� 3)l � 2 :
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Druhý pøípad je i = 2. Nyní x 2 F a y 2 FnF . Tak¾e x

p

= x, y

p

6= y a,

podle lemmatu 123,

0

F

= E

2

(x; y; y

p

) =

d

X

i=1

G

d�i

(x) � (y

i�1

+ y

i�2

y

p

+ y

i�3

y

2p

+ � � �+ y

p(i�1)

) :

Dosadíme v A

(l)

(X; Y ) x zaX a y za Y . Proto¾eG

0

= 1

F

, lze pomocí poslední

rovnice vyjádøit y

p(d�1)

pomocí 1; y

p

; y

2p

; : : : ; y

p(d�2)

a koe�cientù, které jsou

polynomy z F [x; y] stupnì nejvý¹e d � 1. Pro i = 2 tedy A

(l)

pøechází na

polynom C

(l)

(X; Y; Z), kde Z odpovídá mocninám y

p

a za Z

d�1

jsme dosadili

zmínìné vyjádøení. Tedy deg

Z

(C

(l)

) � d�2. Monomy A

(l)

pøispívají do X; Y -

stupnì C

(l)

nejvý¹e p=d� d� j � k+ (2d� 3)l+ j � p=d+ (2d� 3)l� 2 pro

k < d� 1 a p=d� d� j� k+(2d� 3)l+ j+(d� 1) � p=d+(2d� 3)l� 2 pro

k = d�1. Tak¾e deg

X;Y

(C

(l)

) � p=d+(2d�3)l�2. Chceme C

(l)

(x; y; y

p

) = 0

F

pro v¹echny x 2 I a y 2 J

2

(x).

V obou pøípadech potøebujeme, aby se C

(l)

(X; Y; Z) anuloval na x; y; y

p

,

x 2 I, y 2 J

i

(x), pøièem¾

deg

X;Y

(C

(l)

) � p=d+(2d�3)l�2 a deg

Z

(C

(l)

) � e

i

�1 (e

1

= 1; e

2

= d�1) :

Indukcí se lehce doká¾e, ¾e pro dvojice (x; y) splòující P (x; y) = 0

F

a t 2 N

0

máme vyjádøení

y

d�1+t

= G

(t)

1

(x)y

d�1

+ � � �+G

(t)

d

(x) ;

kde deg(G

(t)

i

) � t+i�1 a G

(0)

i

(X) = G

i

(X). Díky této redukci C

(l)

(x; y; y

p

) =

0

F

, právì kdy¾ D

(l)

(x; y; y

p

) = 0

F

, kde polynom D

(l)

splòuje

deg

X

(D

(l)

) � p=d+ (2d� 3)l � 2

deg

Y

(D

(l)

) � d� 1

deg

Z

(D

(l)

) � e

i

� 1 :

Po¾adavek 2 v lemmatu je tedy splnìn, je-li polynom D

(l)

(X; Y; Z) identicky

nulový pro v¹echny 0 � l < m.

Poèet koe�cientù polynomu D

(l)

je nejvý¹e

e

i

d(p=d+ (2d� 3)l � 1) < e

i

p + (2d

2

� 3d)e

i

l :

Poèet b koe�cientù v¹ech polynomù D

(l)

(X; Y; Z); 0 � l < m; tak splòuje,

vzhledem k 1 + 2 + � � �+ (m� 1) < m

2

=2,

b < e

i

pm+

1

2

e

i

m

2

(2d

2

� 3d) :
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Tyto neznámé koe�cienty jsou lineárními kombinacemi dosud neurèených

koe�cientù polynomù A

i;j;k

(X). Dostáváme homogení lineární soustavu pro

A

i;j;k

-koe�cienty.

Poèet koe�cientù jednoho polynomu A

i;j;k

je alespoò

p=d� d� i� j � k � p=d� d� 2(d� 1)� j � p=d� 3d� j :

Seètením pøes j v oboru 0 � j � K � k získáme dolní odhad

(p=d� 3d)(K + 1)� (K � k)(K � k + 1)=2� pk=d :

Seètení pøes k probíhající 0; 1; : : : ; d� 1 dá dolní odhad

(p� 3d

2

)(K + 1)�K

2

d=2� (p=d)d(d� 1)=2 :

Koneènì seètením pøes i probíhající 0; 1; : : : ; d � 1 získáme celkový dolní

odhad a pro poèet v¹ech neznámých koe�cientù ve v¹ech A

i;j;k

(X). Toti¾

a > (p� 3d

2

)(Kd+ d)� pd(d� 1)=2�K

2

d

2

=2

> (p� 3d

2

)(e

i

m+ d

2

� d)� pd(d� 1)=2� (e

i

m+ d

2

)

2

=2

> e

i

pm + p(d

2

� d)=2� e

2

i

m

2

=2� 6e

i

md

2

� 2e

i

md

2

;

proto¾e, podle pøedpokladu, m � d

2

.

Pokud b < a, má soustava b homogeních lineárních rovnic o alespoò a

neznámých netriviální øe¹ení a polynomy D

(l)

(X; Y; Z) jsou identicky nulové.

To nastane, je-li horní odhad èísla b men¹í ne¾ dolní odhad èísla a, tedy pro

e

i

m

2

(2d

2

� 3d+ e

i

)=2 + 8e

i

md

2

< pd(d� 1)=2 :

Proto¾e e

i

= 1 nebo d� 1, tato nerovnost jistì platí, pokud platí nerovnost

m

2

(d� 1)(2d

2

� 2d� 1)=2 + 8md

2

(d� 1) < pd(d� 1)=2 :

Ta platí, pokud m

2

(d � 1) + 8md < p=2. A to je splnìno díky d � 2 a

pøedpokladu 2(d� 1)(m+ 8)

2

� p. Tím je dùkaz lemmatu dokonèen. }

Dùkaz tvrzení 124. Polo¾íme

C(X; Y ) = P

2m

Y

(X; Y ) � A(X; Y ) ;
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kde A = A

i

2 F [X; Y ] je polynom z lemmatu 128. Pak C(X; �) 6� 0, proto¾e

P

Y

(X; �) 6� 0 (P je ireducibilní v F (X)[Y ], tudí¾ je � jednoduchý koøen P )

a A(X; �) 6� 0 podle 1 lemmatu 128. Pro 0 � l < m platí

D

l

C(X; �) = P

2m�2l

Y

(X; �) � A

(l)

(X; �) :

(Polynom A

(l)

je de�nován v lemmatu 126.) Tak¾e, podle 2 lemmatu 128,

pro x 2 I a y 2 J

i

(x) máme (D

l

C(X; �))(x; y) = 0

F

. Dále

deg(C) � e

i

pm=d+ p(d� 3=2) + 2md :

Ale z p > 250d

5

a p � 2(d� 1)(m+ 8)

2

plyne, ¾e 2md < 2d

p

p = 2dp=

p

p <

p=2, a tak

deg(C) � e

i

pm=d+ p(d� 1) :

Hledaný polynom bude

R

i

(X) =

d

Y

j=1

C(X; �

j

) ;

kde P (X; Y ) = (X� �

1

)(X� �

2

) : : : (X� �

d

). Místo R

i

(X), kde i = 1 nebo 2,

budeme psát jen R(X). Nech» nyní 0 � l < mjJ

i

(X)j. Pravá strana rovnice

D

l

R(X) =

X

u

1

+���+u

d

=l

 

l

u

1

; : : : ; u

d

!

F

D

u

1

C(X; �

1

) � : : : �D

u

d

C(X; �

d

)

je polynom symetrický v �

1

; : : : ; �

d

. Podle tvrzení 13 máme vyjádøení

D

l

R(X) = K(X;G

1

(X); : : : ; G

d

(X)), kde K 2 F [X; Y

1

; : : : ; Y

d

]. Pro x 2 F

máme (D

l

R)(x) = K(x;G

1

(x); : : : ; G

d

(x)). Pro x 2 I má P (x; Y ) d rùzných

koøenù y

1

; : : : ; y

d

. Specializace X; �

1

; : : : ; �

d

! x; y

1

; : : : ; y

d

dává

D

l

R(x) =

X

u

1

+���+u

d

=l

 

l

u

1

; : : : ; u

d

!

F

D

u

1

C(x; y

1

) � : : : �D

u

d

C(x; y

d

) :

(D

u

C(x; y) je (D

u

C(X; �))(x; y), nikoli (D

u

C(X; Y ))(x; y).)

Víme, ¾e fy

1

; y

2

; : : : ; y

d

g = J

1

(x)[J

2

(x). Bez újmy na obecnosti mù¾eme

pøedpokládat, ¾e jJ

i

(x)j = t a y

1

; y

2

; : : : ; y

t

2 J

i

(x). Proto¾e v hoøej¹ím vyjá-

døení D

l

R(x) v¾dy u

1

+ u

2

+ � � �+ u

t

� l, existuje èíslo s; 1 � s � t; takové,

¾e

u

s

�

l

t

=

l

jJ

i

(x)j

<

mjJ

i

(x)j

jJ

i

(x)j

= m :
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Tudí¾ (D

u

s

C(X; �))(x; y

s

) = 0

F

a ka¾dý sèítanec ve vyjádøení D

l

R(x) má

nulový faktor. Pro ka¾dé x 2 I proto platí

(D

l

R)(x) = 0

F

; 0 � l < mjJ

i

(x)j :

Podle de�nice je R(X) 2 F [X; �

1

; : : : ; �

d

] symetrický v �

1

; : : : ; �

d

, a má cel-

kový stupeò nejvý¹e

d(e

i

pm=d+ p(d� 1)) = e

i

pm+ pd(d� 1) :

Tudí¾, podle lemmatu 127, R(X) 2 F [X] a

deg(R) � e

i

pm+ pd(d� 1) :

Dùkaz tvrzení 124 je dokonèen.

4.4.4 Tøetí èást dùkazu

Zbývá dokázat lemma 125. Budeme potøebovat je¹tì jedno lemma. Je-li K

podpole pole L, dimenzi vektorového prostoru L se skaláryK oznaèíme (stan-

dardnì) jako [L : K].

Lemma 129. Nech» absolutnì ireducibilní polynom P 2 F [X; Y ] má stupeò

d > 0 v neznámé Y . Nech» U a Z jsou dal¹í dvì neznámé a � 2 F (X) a

� 2 F (Z) jsou koøeny polynomu P chápaného nejprve jako prvek F (X)[Y ] a

pak F (Z)[U ], to jest

P (X; �) � 0 a P (Z; �) � 0 :

Potom

[F (X;Z; �; �) : F (X;Z)] = d

2

:

Dùkaz. Staèí dokázat, ¾e

[F (X;Z; �; �) : F (X;Z; �)] = d a [F (X;Z; �) : F (X;Z)] = d :

Doká¾eme jen první rovnost, druhá se dokazuje podobnì (a jednodu-

¹eji). K tomu staèí dokázat, ¾e polynom P (Z; U) 2 F [Z][U ] je ireduci-

bilní v F (X;Z; �)[U ] = F (X; �)(Z)[U ]. To je ekvivalentní ireducibilitì v
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F (X; �)[Z][U ] = F (X; �)[Z; U ] (podle zobecnìní tvrzení 12). Pro spor pøed-

pokládejme, ¾e P = P

1

P

2

, kde P

i

2 F (X; �)[Z; U ] a mají stupeò ostøe men¹í

ne¾ d. Rozepsáno,

P

i

(Z; U) =

X

j;k

c

i;j;k

Z

j

U

k

;

kde c

i;j;k

2 F (X; �) = F (X)(�). Ale � je algebraický nad F (X), tak¾e

F (X)(�) = F (X)[�] a ka¾dý prvek c

i;j;k

lze reprezentovat jako polynom v

� s koe�cienty v F (X).

Zvolíme x 2 F tak, ¾e není koøenem jmenovatele ¾ádného z tìchto koe�-

cientù, v ¾ádném c

i;j;k

, a ani není koøenem koe�cientu Y

d

v P (X; Y ). Pak

zvolíme y 2 F tak, ¾e P (x; y) = 0

F

. Nech» c

i;j;k

2 F vznikne z c

i;j;k

substi-

tucí X := x a � := y a P

i

(Z; U) vznikne z P

i

(Z; U) náhradou c

i;j;k

za c

i;j;k

. Z

rovnosti P = P

1

P

2

v F (X; �)[Z; U ] plyne rovnost

P (Z; U) = P

1

(Z; U)P

2

(Z; U)

v F [Z; U ]. (Platnost rovnosti znamená splnìní d identit typu A(X; �) � 0,

kde A(X; Y ) 2 F [X; Y ]. P (X; Y ) je minimální polynom � nad F (X), tu-

dí¾ A = PB pro nìjaký B 2 F [X; Y ]. Díky volbì x a y máme A(x; y) =

P (x; y)B(x; y) = 0

F

a identity a rovnost se substitucí zachovávají.) Ta je ale

ve sporu s absolutní ireducibilitou P . }

Dùkaz lemmatu 125. Polynom

A

�

(X; Y; Z;W

1

; : : : ;W

d

) =

d

Y

i=1

A(X; Y; Z;W

i

)

je symetrický v neznámých W

1

; : : : ;W

d

. Podle tvrzení 13 v kapitole 1

A

�

(X; Y; Z;W

1

; : : : ;W

d

) = B(X; Y; Z;�e

1

; e

2

;�e

3

; : : : ; (�1)

d

e

d

) ;

kde B 2 F [X; Y; Z;V

1

; : : : ; V

d

] a e

i

2 F [W

1

; : : : ;W

d

] jsou elementární symet-

rické polynomy. Z deg

W

(A) � d� 1 plyne, ¾e B má v neznámých V

1

; : : : ; V

d

celkový stupeò nejvý¹e d� 1.

Proto¾e

�

d

= �G

1

(X)�

d�1

� � � � �G

d

(X)

(G

i

je koe�cient Y

d�i

v P ), pro ka¾dé t 2 N máme vyjádøení

�

d�1+t

= G

(t)

1

(X)�

d�1

+ � � �+G

(t)

d

(X) ;
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kde G

(t)

i

2 F [X]. Jak víme,

deg(G

(t)

i

) � t� 1 + i :

Proto¾e deg

Y

(B) = deg

Y

(A

�

) = d�deg

Y

(A) � d(d�1) = (d�1)+(d�1)

2

,

redukcí mocnin �

d�1+t

pro t � (d� 1)

2

dostaneme

B(X; �; Z;V

1

; : : : ; V

d

) = C(X; �; Z;V

1

; : : : ; V

d

) ;

kde C 2 F [X; Y; Z;V

1

; : : : ; V

d

] a deg

Y

(C) � d � 1. Co se týèe stupnì v X,

díky deg(G

(t)

i

) � t� 1 + i a deg

X

(A) � p=d� d máme

deg

X

(C) � deg

X

(B) + (d� 1)

2

� 1 + d = deg

X

(A

�

) + d(d� 1)

� d � deg

X

(A) + d(d� 1) � p� d

2

+ d(d� 1)

< p :

Pøedpokládejme pro spor, ¾e A(X; �;X

p

; �

p

) � 0. Nech» � = �

1

, kde

P (X; Y ) = (Y � �

1

)(Y � �

2

) : : : (Y � �

d

) je faktorizace P nad F (X). Pak

A

�

(X; �;X

p

; �

p

1

; : : : ; �

p

d

) � 0 :

Proto¾e, podle Vi�etových vztahù, (�1)

i

e

i

(�

1

; : : : ; �

d

) = G

i

(X), umocnìním

na p dostáváme (�1)

i

e

i

(�

p

1

; : : : ; �

p

d

) = G

i

(X

p

). Tedy

C(X; �;X

p

;G

1

(X

p

); : : : ; G

d

(X

p

)) = B(X; �;X

p

;G

1

(X

p

); : : : ; G

d

(X

p

))

= A

�

(X; �;X

p

; �

p

1

; : : : ; �

p

d

)

� 0 :

Ale deg

Y

(C) � d� 1 a � je stupnì d nad F (X). Proto

C(X; Y;X

p

;G

1

(X

p

); : : : ; G

d

(X

p

)) � 0

jako polynom z F [X; Y ].

Proto¾e v F platíX

p

= X

p

1

+X

p

2

, dosazením X = X

1

+X

2

pøejde poslední

identita na

C(X

1

+X

2

; Y;X

p

1

;G

1

(X

p

1

); : : : ; G

d

(X

p

1

)) +X

p

2

� L(X

1

; X

2

; Y ) � 0 ;

kde L 2 F [X

1

; X

2

; Y ]. Proto¾e deg

X

(C) < p, má první sèítanec v X

2

stupeò

men¹í ne¾ p a máme identitu

C(X

1

+X

2

; Y;X

p

1

;G

1

(X

p

1

); : : : ; G

d

(X

p

1

)) � 0 :
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Proto¾e X

1

+ X

2

; Y a X

p

1

jsou algebraicky nezávislé, mù¾eme je nahradit

neznámými X; Y a Z a dostáváme

C(X; Y; Z;G

1

(Z); : : : ; G

d

(Z)) � 0 :

Za Y dosadíme � a dostáváme

B(X; �; Z;G

1

(Z); : : : ; G

d

(Z)) = C(X; �; Z;G

1

(Z); : : : ; G

d

(Z)) � 0 :

Uva¾me znovu faktorizaci P , nyní v neznámých Z a U :

P (Z; U) = (Z � �

1

)(Z � �

2

) : : : (Z � �

d

) ;

kde �

i

2 F (U). Pro i = 1; : : : ; d opìt máme (�1)

i

e

i

(�

1

; : : : ; �

d

) = G

i

(Z).

Tudí¾

A

�

(X; �; Z; �

1

; : : : ; �

d

) = B(X; �; Z;G

1

(Z); : : : ; G

d

(Z)) � 0 :

Pro nìkteré i proto koøen � = �

i

splòuje

A(X; �; Z; �) � 0 :

Av¹ak deg

Y

(A); deg

W

(A) � d � 1 a podle lemmatu 129 je mno¾ina d

2

prvkù f�

j

�

k

: 0 � j; k � d � 1g lineárnì nezávislá nad F (X;Z). Polynom

A(X; Y; Z;W ) je proto identicky nulový, co¾ je spor s pøedpokladem.

Tím je dokázáno lemma 125, co¾ dokonèuje dùkaz tvrzení 124 a tím i

tvrzení 112.

4.5 Poznámky

O historii zákona reciprocity pí¹e Frei [16].

4.1 Koneèná pole. Literatura: Ireland a Rosen [22] a Halberstam a

Roth [19]. Obsáhlá monogra�e vìnovaná teorii koneèných polí a aplikacím

koneèných polí je Lidl a Niederreiter [25]. Její

"

uèebnicová\ verze je Lidl a

Niederreiter [26].

Erd}os a Turán v [15] dokázali trochu slab¹í výsledek, ne¾ Lindström [27]

a ne¾ jak jsme zformulovali vìtu 93. Dokázali, ¾e Si(n) < n

1=2

+ O(n

1=4

) a

jejich metoda dává v O konstantu

p

2. Zda se dá èlen O(n

1=4

) nahradit men¹í

funkcí je otevøený problém (úloha 8). Erd}os publikoval domnìnku, ¾e O(n

1=4

)
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lze zlep¹it a¾ na O

"

(n

"

) pro ka¾dé pevné " > 0. Dal¹í výsledky o Sidonových

mno¾inách lze nalézt napøíklad v [19], [13] a [14]. Zmíníme jeden zajímavý

výsledek týkající se hustých nekoneèných Sidonových mno¾in.

Velmi jednodu¹e lze sestrojit Sidonovu mno¾inu X � N, která má v

ka¾dém poèáteèním intervalu f1; 2; : : : ; ng alespoò cn

1=3

prvkù (úloha 9).

Dlouho bylo známo jen mírné vylep¹ení, které v r. 1981 dosáhli Ajtai, Ko-

mlós a Szemerédi [1]: Existuje nekoneèná Sidonova mno¾ina, která má v

f1; 2; : : : ; ng alespoò c(n logn)

1=3

prvkù. V roce 1998 Ruzsa [29] sestro-

jil Sidonovu mno¾inu, která má v f1; 2; : : : ; ng alespoò c

"

n

0:41421:::�"

prvkù

(0:41421 : : : =

p

2�1). Otevøeným problémem je dosáhnout hustoty c

"

n

1=2�"

.

Podle výsledku Erd}ose (úloha 10) v¹ak nelze dosáhnout hustoty cn

1=2

(na-

rozdíl od koneèné verze).

V dùkazu vìty 94 jsme pou¾ili rozdílovou mno¾inu A. Teorie rozdílových

mno¾in (di�erence sets) je posána napøíklad v Hallovi [20]. Tato kniha se

zabývá i øadou dal¹ích pou¾ití koneèných polí v kombinatorice (koneèné ge-

ometrie, kombinatorické designy, latinské ètverce, teorie kódù).

4.2 Chevalley{Warningova vìta a kombinatorika. Literatura: Alon

[2], Boreviè a ©afareviè [8] a Schmidt [31]. Alon uvádí dal¹í aplikace

Chevalley{Warningovy vìty a podává zajímavý pøehled algebraických me-

tod v kombinatorice. Zobecnìní vìty 98 ([6]) je v èlánku [5]. Podle Berge{

Sauerovy domnìnky má ka¾dý 4-regulární graf bez násobných hran neprázdný

3-regulární podgraf. Domnìnku dokázal v roce 1982 Ta¹kinov [36].

Otázka, kterou v (Z;+) zodpovìdìla vìta 97, se zkoumá i obecnìji v

(Z

d

;+). Jako f(n; d) oznaèíme nejmen¹í poèet m takový, ¾e ka¾dá m-prvková

posloupnost v Z

d

obsahuje n-prvkovou podposloupnost y

1

; : : : ; y

n

splòující

1

n

(y

1

+ y

2

+ � � �+ y

n

) 2 Z

d

. Alon a Dubiner [4] dokázali, ¾e

f(n; d) � (cd log

2

d)

d

n ;

kde c > 0 je absolutní konstanta a log

2

binární logaritmus. V pevné dimenzi

d tedy pro vhodnou konstantu c

0

> 0 ka¾dých c

0

n møí¾ových bodù v R

d

obsahuje n-tici, její¾ tì¾i¹tì je opìt møí¾ový bod. Dal¹í výsledky o f(n; d) a

pìt dùkazù vìty 97 lze nalézt v [3].

4.3 Zlatá vìta. Literatura: Ireland a Rosen [22] a Hardy a Wright [21].

V literatuøe existuje mnoho dùkazù zákona reciprocity. K roku 1921 jich

bylo podle Bachmana známo 56 a v souèasnosti u¾ více ne¾ 100. Základních

my¹lenek tolik samozøejmì není, mnohé dùkazy jsou jen variacemi na toté¾

téma. Viz tøeba [9] a [17].
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Zákon reciprocity kvadratických zbytkù je jen jedním z øady zákonù reci-

procity. V kubickém a bikvadratickém pøebírají roli èísla �1 primitivní tøetí

a ètvrtá odmocnina z 1, èísla ! = (�1+

p

�3)=2 a

p

�1, a pracuje se v okru-

zích Z[!] a Z[

p

�1]. O kubickém a bikvadratickém zákonì reciprocity se lze

pouèit v [22], kde je i mnoho odkazù na literaturu. Zhu¹tìný kurz algebraické

teorie èísel vedoucí k obecnému Artinovu zákonu reciprocity poskytuje Stark

[32]. Viz té¾ [24] a [43].

Speciální pøípady kubického a bikvadratického zákona reciprocity publi-

koval Euler v letech 1748{50. V r. 1832 Gauss publikoval memoár, v nìm¾

bez dùkazu uvedl bikvadratický zákon reciprocity. Dùkaz mìl být uveøejnìn

v následujícím memoáru, který v¹ak nikdy nevy¹el. V r. 1844 Eisenstein pub-

likoval nìkolik dùkazù. Kubický zákon reciprocity si nárokoval Jacobi, který

podal jeho dùkaz údajnì ve svých pøedná¹kách v Königsbergu v r. 1837. První

publikovaný dùkaz z r. 1844 v¹ak nále¾í Eisensteinovi. Spory o prioritu mezi

Jacobim a Eisensteinem byly velmi ostré.

4.4 Weilova vìta pro F = Z

p

. Literatura: Alon [2], Lidl a Niederrei-

ter [25] a zejména Schmidt [31]. Vysvìtlíme, co vlastnì Weil dokázal. Nech»

F = GF(q) = GF(p

n

) je koneèné pole a P 2 F [X; Y ], d = deg(P ), je

absolutnì ireducibilní polynom. Pro s 2 N nech» N

s

oznaèuje poèet GF(q

s

)-

racionálních bodù na projektivní køivce P . Podrobnìji øeèeno, oznaèíme-li

G = GF(q

s

) = GF(p

sn

) a Q(X; Y; Z) = Z

d

P (X=Z; Y=Z) (zhomogenizování

P ), pak

N

s

= jf(x; y; z) 2 G

3

: Q(x; y; z) = 0

G

g= � j ;

kde � je ekvivalence de�nující body projektivní roviny (dvì trojice jsou ekvi-

valentní, je-li jedna nenulovým skalárním násobkem druhé). Zeta funkce Z(t)

køivky P je pak de�nována pomocí

Z(t) = exp

�

X

s�1

N

s

t

s

=s

�

:

V roce 1948 Weil podstatnì zobecnil pøedchozí výsledky Artina a Hasseho

a v [40] dokázal, ¾e Z(t) je racionální funkce tvaru

Z(t) =

L(t)

(1� t)(1� qt)

;

pøièem¾ L 2 Z[t] má stupeò 2g, kde g je rod køivky P , a konstantní èlen 1.

Napí¹eme-li L(t) jako

L(t) = (1� !

1

t)(1� !

2

t) : : : (1� !

2g

t) ;
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je !

i

2 C

calg

. Weil zejména dokázal pøíslu¹nou Riemannovu hypotézu pro

køivky nad koneènými poli (terminologicky pøesnìj¹í je mluvit o riemannov-

ské hypotéze), podle ní¾

j!

i

j = q

1=2

pro v¹echna i = 1; : : : ; 2g. Dále dokázal, ¾e Z(t) splòuje jistou funkcionální

rovnici. Své fundamentální výsledky oznámil bez dùkazu u¾ v [38] a [39].

Logaritmickým derivováním formule pro Z(t) a porovnáním koe�cientù

se lehce odvodí, ¾e pro s 2 N platí

N

s

= q

s

+ 1�

2g

X

i=1

!

s

i

:

Tak¾e, díky j!

i

j = q

1=2

,

jN

1

� q � 1j � 2gq

1=2

:

Jak známo z algebraické geometrie, 2g � (d� 1)(d� 2) a N

1

� N + d

2

. (N

je poèet øe¹ení rovnice P = 0

F

v F , co¾ je poèet tìch z N

1

F -racionálních

bodù na projektivní køivce P , které jsou koneèné.) Máme tedy odhad

jN � qj � (d� 1)(d� 2)q

1=2

+ d

2

:

To je explicitní forma vìty 111.

Weil pou¾il aparátu algebraické geometrie. Po publikaci [40] byly podány

dal¹í dùkazy Weilových výsledkù, z nich¾ Bombieriho [7] je kromì odkazu na

Riemann{Rochovu vìtu jinak elementární. Stìpanovovi se v letech 1969{74

podaøilo v sérii èlánkù dokázat weilovské odhady poètu N pro rùzné tøídy

polynomù P zcela elementárnì, bez pou¾ití algebraické geometrie. (Z teorie

zeta funkce plyne, ¾e zdánlivì slab¹í odhady zbytkového èlenu typu O

d

(

p

q)

implikují silnìj¹í weilovské odhady s konstantou (d � 1)(d � 2).) Nejobec-

nìj¹ího výsledku dosáhl v [33] a [34]. Stìpanovovo úsilí zavr¹il Schmidt [30]

pøechodem k obecnému absolutnì ireducibilnímu P . Stìpanovovy a Schmid-

tovy výsledky jsou významným úspìchem elementárních metod v teorii èísel.

Pro úplný dùkaz vìty 111, pro nìj¾ je je¹tì tøeba zavést hyperderivace,

odkazujeme do Schmidtovy monogra�e [31]. Lze øíci, ¾e Stìpanov pou¾il Thu-

eho metodu (srovnej dùkaz v oddílu 2.7), proto¾e základem jeho postupu je

sestrojení vhodného polynomu s mnoha koøeny. V¹e se nakonec zredukuje,

stejnì jako v oddílu 2.7, na argument z lineární algebry. Podrobná diskuse vý-

sledkù o rovnicích nad koneènými poli s detailní bibliogra�í je v poznámkách

k 6. kapitole [25].
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Weil pøedlo¾il v [41] ve formì hypotéz zobecnìní svých výsledkù pro obec-

nou algebraickou varietu. Pøesnou formulaciWeilových hypotéz lze nalézt na-

pøíklad v Maninovi a Panchiskinovi [28]. Weilovy hypotézy dokázal za pomoci

velmi abstraktního aparátu v roce 1974 Deligne [10]. V r. 1978 mu za to byla

udìlena Fieldsova medaile. (Zde elementární pøístup není zatím v dohledu.)

Pro dal¹í reference k Deligneho výsledku viz [25] a [28]. Významným mezikro-

kem k dùkazu hypotéz byla Dworkova vìta [11], podle ní¾ je zeta funkce nad-

plochy (variety de�nované jedinou rovnicí) racionální. Ekvivalentnì øeèeno,

posloupnost (N

s

)

s�1

poètù GF(q

s

)-racionálních bodù na nadplo¹e splòuje re-

kurenci s konstantními koe�cienty. Dworkùv dùmyslný dùkaz (bez pou¾ití

algebraické geometrie, za pomoci p-adických technik) je uveden v 5. kapitole

Koblitze [23].

Na Raymonda Paleyho (1907{1933), velmi talentovaného matematika a

vá¹nivého ly¾aøe, který tragicky zahynul v lavinì, vzpomíná Wiener [42].

Problém, zda pro ka¾dé k existuje turnaj, v nìm¾ je ka¾dých k hráèù porá¾eno

jiným hráèem pøedlo¾il v r. 1962 Schütte. O rok pozdìji Erd}os [12] dokázal,

¾e pro ka¾dé k takový turnaj s O(k

2

2

k

) vrcholy existuje. Erd}osùv odhad je

výraznì lep¹í ne¾ ve vìtì 114 a dùkaz doslova nìkolikaøádkový, opírá se v¹ak

o nekonstruktivní obrat (o pravdìpodobnostní metodu, úloha 18). Proto je

Grahamova a Spencerova vìta, která podává explicitní konstrukci takových

turnajù, stále velmi cenná. Jejich výsledek [18], turnaj s O(k

2

4

k

) vrcholy, je

o nìco lep¹í ne¾ vìta 114. U¾ili toti¾ silnìj¹ích odhadù pro charaktery, které

v¹ak mají podstatnì slo¾itìj¹í dùkaz, viz [2] a [31]. Na druhou stranu je tøeba

øíci, ¾e pro dùkaz tvrzení 115 je tvrzení 112 zbyteènì obecné. Staèí jeho verze

pro polynomy Y

d

� P (X), která se dá dokázat snáze. Viz [31]. Informaci o

dal¹ích pou¾itích Weilovy vìty v kombinatorice lze nalézt v [2] a [35].

V lednu 2000 Tyszkiewicz [37] publikoval velmi jednoduché konstruktivní

øe¹ení Schütteho problému. Jeho konstrukce pro dané k dává turnaj se zhruba

7

(k=2)

2:71

hráèi.

4.6 Úlohy

1. (1) Uka¾te, ¾e koneèný, ne nutnì komutativní okruh, který nemá dìli-

tele nuly (souèin nenulových prvkù je nenulový), je tìleso.

2. (1) Doka¾te, ¾e ka¾dé algebraicky uzavøené pole je nekoneèné.
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3. (2) Doka¾te, ¾e algebra nad tìlesem R se ètyømi

"

imaginárními\ jed-

notkami 1; i; j a k, v ní¾ se násobí pomocí pravidel ij = k; jk = i; ki =

j; ji = �k; kj = �i; ik = �j a i

2

= j

2

= k

2

= �1 (1 je samozøejmì

neutrální prvek), je nekomutativní tìleso, tìleso kvaternionù.

4. (2) Pro n 2 N buï M � C mno¾ina v¹ech primitivních n-tých odmoc-

nin z jedné (M má '(n) prvkù). Doka¾te, ¾e kruhový polynom

�

n

(x) =

Y

!2M

(x� !)

je monický celoèíselný polynom.

5. (3) V sérii krokù doká¾eme, ¾e ka¾dé koneèné tìleso je komutativní.

Nech» K je koneèné tìleso a P jeho centrum (mno¾ina tìch x 2 K,

které komutují s ka¾dým y 2 K). Patrnì je P pole a K je vektorový

prostor nad P s dimenzí n 2 N. Pøedpoklad n � 2 pøivedeme ke sporu.

(a) Nech» jP j = q 2 N (q je mocnina prvoèísla), g

1

; : : : ; g

r

jsou repre-

zentanti nejednoprvkových konjugovaných tøíd K

1

; : : : ; K

r

grupy

K

�

, C

i

= fx 2 K : g

i

x = xg

i

g a C

�

i

= C

i

nf0

K

g. Odvoïte identitu

q

n

� 1 = q � 1 +

r

X

i=1

q

n

� 1

jC

�

i

j

:

(b) Doka¾te, ¾e C

i

je podtìleso K obsahující P . Odvoïte, ¾e jC

�

i

j =

q

t

i

� 1 pro nìjaké t

i

2 N, kde t

i

nn a t

i

< n.

(c) Polynom 	

i

(x) de�nujeme vztahem

x

n

� 1

x

t

i

� 1

= �

n

(x)	

i

(x)

(�

n

(x) je kruhový polynom de�novaný v pøedchozí úloze). Do-

ka¾te identitu

q � 1 = �

n

(q)

�

Y

dnn;d<n

�

d

(q)�

r

X

i=1

	

i

(q)

�

a odvoïte z ní, ¾e j�

n

(q)j � q � 1.

(d) Z de�nice �

n

(x) odvoïte, ¾e pro n � 2 máme j�

n

(u)j > u� 1 pro

ka¾dé reálné u � 2. To je ký¾ený spor.
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6. (1) Nech» G je algebraický uzávìr pole Z

p

. Doka¾te, ¾e pro s = p

r

tvoøí

koøeny polynomu x

s

� x 2 G[x] s-prvkové podpole pole G.

7. (2) Doka¾te identitu

e

x

=

1

Y

n=1

(1� x

n

)

��(n)=n

:

8. (5) Je mo¾né zlep¹it horní odhad z vìty 93 na

Si(n) < n

1=2

+O

"

(n

"

)

pro ka¾dé " > 0? Nebo alespoò na Si(n) < n

1=2

+ o(n

1=4

)?

9. (2) Uka¾te, ¾e existuje nekoneèná Sidonova mno¾ina X � N taková,

¾e pro n 2 N platí

jX \ f1; 2; : : : ; ngj � n

1=3

:

10. (3) Doka¾te, ¾e ka¾dá (nekoneèná) Sidonova mno¾ina X � N splòuje

odhad

lim inf

n!1

jX \ f1; 2; : : : ; ngj

(n= logn)

1=2

< c ;

kde c > 0 je absolutní konstanta.

11. (2) Zjistìte, pro která n 2 N existuje 4-regulární graf na n vrcholech

bez neprázdného 3-regulárního podgrafu. (Pøipomínáme, ¾e na¹e grafy

mohou mít násobné hrany.)

12. (1) Vnitøek ka¾dého konvexního 5-úhelníka s vrcholy v Z

2

obsahuje

møí¾ový bod.

13. (2) Platí odhady

(n� 1)2

d

+ 1 � f(n; d) � (n� 1)n

d

+ 1 :

(Velièina f(n; d) je de�novaná v poznámkách k 4.2.)

14. (3) Pro prvoèíslo p > 2 doka¾te identitu

 

2

p

!

=

(p�1)=2

Y

j=1

cos(2�j=p)

a odvoïte z ní dùkaz druhého dodatku zákona reciprocity.
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15. (3) Jacobiho symbol je pro liché b 2 N s rozkladem b = p

1

p

2

: : : p

r

(prvoèísla p

i

nejsou nutnì rùzná) a a 2 Z de�nován pomocí

�

a

b

�

=

 

a

p

1

! 

a

p

2

!

: : :

 

a

p

r

!

:

Doka¾te, ¾e pro Jacobiho symbol platí zákon reciprocity a jeho dva

doplòky.

16. (3) Nech» F je pole a

P (X; Y ) = G

0

Y

d

+G

1

(X)Y

d�1

+ � � �+G

d

(X)

je polynom z F [X; Y ], pøièem¾ G

0

2 F není nula. Pokud platí, ¾e

max

i=1;:::;d

deg(G

i

)=i = m=d

s d ? m, je P absolutnì ireducibilní.

17. (1) Jakou slab¹í podmínkou lze nahradit (ii) v de�nici charakteru

grupy?

18. (2) Na f1; 2; : : : ; ng de�nujeme náhodný turnaj tak, ¾e pro 1 � i <

j � n s pravdìpodobností 1=2 polo¾íme (i; j) 2 T a s pravdìpodob-

ností 1=2 naopak (j; i) 2 T . Doka¾te, ¾e pro n � k

2

2

k

má turnaj s

kladnou pravdìpodobností vlastnost, ¾e ka¾dých k hráèù nìjaký jiný

hráè porá¾í.

19. (3) Hamiltonova cesta v turnaji T na mno¾inì f1; 2; : : : ; ng je per-

mutace a

1

a

2

: : : a

n

nosné mno¾iny taková, ¾e (a

i

a

i+1

) 2 T pro ka¾dé

i = 1; 2; : : : ; n � 1. Doka¾te, ¾e ka¾dý turnaj má lichý poèet Hamilto-

nových cest.
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