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Vím, ¾e èísla jsou krásná. A jestli¾e krásná nejsou, pak není krásné nic.

(Paul Erd}os, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky pro¾íval pan ©. èíslice.

"

Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhá èísla. Mají tvar : : :

1 | to je ostré èíslo, nezávisle na jeho gra�ckém vyjádøení,

je to nìco ukonèeného, tvrdého.

2 | to je plo¹¹í, ètverhranné, bìlavé, bývá trochu na¹edlé : : :

3 | to je zaostøený úlomek a toèí se.

4 | to je opìt ètvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnìj¹í, tlusté : : :

5 | plné zakonèení v podobì ku¾ele, vì¾e, masívní.

6 | to následuje první za

"

5\, je bìlavé.

8 | to je nevinné, modravì mléèné, podobné vápnu.\

(A. R. Lurija, Malá kní¾ka o velké pamìti.)



Toto je pøedbì¾ný text 3. kapitoly (diofantické rovnice) skript k mé pøed-

ná¹ce Úvod do teorie èísel , kterou jsem konal na MFF UK v Praze v zimních

semestrech ¹kolních rokù 1996/97, 1998/99 a 1999/00. Zatím v preprintové

øadì KAM-DIMATIA Series vy¹ly kapitoly 1 (základní pojmy a obraty) a

2 (diofantické aproximace) a budou v ní postupnì vydány zbylé kapitoly: 4

(kongruence), 5 (prvoèísla), 6 (geometrie èísel), 7 (èíselné rozklady), 8 (medai-

lony matematikù) a 9 (návody k øe¹ením úloh). Obtí¾nost úloh je bodována

0 (nejlehèí) a¾ 5 (nejtì¾¹í).

duben 2000 Martin Klazar
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Kapitola 3

Øe¹ení rovnic celými èísly

Tøetí kapitola se zabývá diofantickými rovnicemi. Pøívlastek

"

diofantický\

znamená

"

celoèíselný\. Máme dán celoèíselný polynom P 2 Z[x

1

; : : : ; x

r

] a

hledáme celoèíselná øesení rovnice P = 0, co¾ jsou r-tice (a

1

; a

2

; : : : ; a

r

) 2 Z

r

splòující P (a

1

; a

2

; : : : ; a

r

) = 0. Zkoumají se samozøejmì i soustavy rovnic a i

jiné rovnice ne¾ polynomiální, ale diofantické problémy s jednou polynomiální

rovnicí jsou nejèastìj¹í. Jak uvidíme, polynomiální soustavy se dají pøevést

na jedinou rovnici. Není-li øeèeno jinak, øe¹ením rozumíme celoèíselné øe¹ení.

Jde o problémy velmi staré a nezøídka i velmi tì¾ké. U¾ staøí Babylóòané

umìli vytváøet øe¹ení rovnice x

2

+ y

2

= z

2

. Klamavì podobný tvar má i

notoricky známá Fermatova poslední vìta (FPV), je¾ tvrdí, ¾e x

n

+ y

n

=

z

n

nemá pro ¾ádný exponent n > 2 øe¹ení x; y; z s nenulovými slo¾kami.

Dùkaz, který v r. 1995 publikoval Andrew Wiles, u¾ívá komplikovaných a

abstraktních nástrojù, k nim¾ se v tomto textu nepøiblí¾íme ani na dohled.

Je to jeden z nejvìt¹ích úspìchù moderní matematiky.

Obtí¾nost diofantických problémù pøíli¹ nesouvisí s velikostí stupnì poly-

nomu P . Jako pøíklad vezmeme diofantickou rovnici

x

13

+ y

13

= 19z

13

a uká¾eme, jak ji pøevést na ekvivalentní rovnici stupnì 4. Pou¾ijeme k tomu

soustavu pìti rovnic s ¹esti neznámými

x

1

� x

2

= 0 & x

2

� x

2

1

= 0 & x

3

� x

2

2

= 0 & x

4

� x

2

x

3

= 0 & x

5

� x

4

x = 0 :

Je jasné, ¾e x; x

1

; : : : ; x

5

2 Z je její øe¹ení, právì kdy¾ x

5

= x

13

. Vezmeme

dvì analogické soustavy s neznámými y; y

1

; : : : ; y

5

a z; z

1

; : : : ; z

5

a levé strany

1



pøíslu¹ných 15 rovnic oznaèíme jako L

1

; L

2

; : : : ; L

15

. V¹e shrneme do jediné

velerovnice

L

2

1

+ L

2

2

+ � � �+ L

2

15

+ (x

5

+ y

5

� 19z

5

)

2

= 0 :

Ta má øe¹ení, právì kdy¾ ho má soustava L

1

= 0; L

2

= 0; : : : ; L

15

= 0 a

x

5

+ y

5

� 19z

5

= 0. A to nastane, právì kdy¾ x

13

+ y

13

= 19z

13

má øe¹ení.

Pùvodní rovnice je øe¹itelná tehdy a jen tehdy, je-li øe¹itelná velerovnice. Víc

ne¾ to, z mno¾iny øe¹ení velerovnice umíme snadno odvodit v¹echna øe¹ení

pùvodní rovnice a naopak. Velerovnice má stupeò 4.

Je jasné, ¾e zobecnìním tohoto postupu umíme jakoukoli diofantickou

rovnici (nebo soustavu) pøevést na ekvivalentní rovnici se stupnìm � 4. Za

sní¾ení stupnì v¹ak zaplatíme mnoha novými neznámými. (Nedal by se nìjak

redukovat i poèet neznámých? Bláznivý nápad?)

Místo velerovnice mù¾eme vzít soustavu

L

1

= 0 & L

2

= 0 & : : : & L

15

= 0 & u

1

= x

5

+ y

5

&

u

2

= (�19)z

5

& u

3

= u

1

+ u

2

& u

3

= 0 :

Ta je opìt ve zmínìném smyslu ekvivalentní pùvodní rovnici x

13

+ y

13

=

19z

13

. Obecnì opìt umíme jakoukoli diofantickou rovnici (nebo soustavu)

zredukovat na ekvivalentní soustavu rovnic typu � = � + 
 a � = � � 
,

kde �; �; 
 jsou neznámé nebo konstanty ze Z. Této redukce si pov¹iml ve

tøicátých letech 20. století Thoralf Skolem. Je zajímavé, ¾e redukce se dá stále

provést, ikdy¾ povolené typy rovnic v soustavì jsou jen � = �+1 a � = � � 


(úloha 17).

Uvedené redukce rovnic a

"

konverze\ øe¹ení se dají bez obtí¾í naprogra-

movat. Nedal by se naprogramovat sám proces hledání øe¹ení diofantických

rovnic? Nebo (proè pøí¹tipkaøit) pøímo celá matematika? První otázka je

slavný desátý Hilbertùv problém z r. 1900. Zápornou odpovìï nalezl v r.

1970 Jurij Matijaseviè: Neexistuje algoritmus, který by pro ka¾dý vstupní

celoèíselný polynom P (x

1

; : : : ; x

r

) v koneèném èase rozhodl, zda P = 0 má

celoèíselné øe¹ení. Matijasevièùv pøekvapivý a krásný výsledek popí¹eme v

oddílu 3.5.

V oddílu 3.1 diskutujeme øe¹ení rovnice x

n

+ y

n

= z

n

pro n = 2; 3 a

4. Pomocí kongruencí uká¾eme, ¾e pro øadu prvoèísel p rovnice x

p

+ y

p

+

z

p

= 0 nemá øe¹ení splòující xyz 6� 0 mod p. V 3.2 doká¾eme klasickou

Lagrangeovu vìtu, podle ní¾ je rovnice x

2

+ y

2

+ z

2

+ t

2

= n øe¹itelná pro

ka¾dé n 2 N

0

. V 3.3 vylo¾íme teorii Pellovy rovnice x

2

� dy

2

= 1 (d 2

N není ètverec) a pøevedeme na ni nìkolik slo¾itìj¹ích diofantických úloh.

2



Nekoneènost poètu øe¹ení plyne pomocí Dirichletovy vìty z oddílu 2.1. V

3.4 pou¾ijeme Thueho vìtu z oddílu 2.7 a uká¾eme, ¾e x

3

� 2y

3

= 1 má jen

koneènì mnoho øe¹ení, stejnì jako spousta podobných diofantických rovnic.

V 3.5 doká¾eme ji¾ zmínìnou Matijasevièovu vìtu.

V¹echny dùkazy jsou elementární. V oddílu 3.5, který je nároènìj¹í,

pomù¾e znalost základù predikátové logiky prvního øádu a teorie rekurze.

Mnoho se ale nepotøebuje a v¹e nezbytné struènì zopakujeme. Diofantických

rovnic se týkají rovnì¾ výsledky v ¹esté kapitole v oddílu 6.?.

3.1 O Fermatovì poslední vìtì

Nech» x; y; z 2 Z jsou nenulová èísla, která splòují rovnici

x

2

+ y

2

= z

2

:

Mù¾eme pøedpokládat, ¾e x; y; z 2 N, x ? y a x je sudé (x a y nemohou být

souèasnì lichá, 2 není modulo 4 ètverec). Takové trojici se øíká Pythagorejská

trojice. Ka¾dé jiné øe¹ení rovnice je odvozeno z Pythagorejské trojice zmìnou

znamének, prohozením x a y a vynásobením x; y a z spoleèným èinitelem.

Uká¾eme si, ¾e existuje nekoneènì mnoho Pythagorejských trojic a ¾e se

v¹echny dají jednodu¹e popsat.

Tvrzení 48 (popis Pythagorejských trojic). Trojice x; y; z 2 N je Py-

thagorejská, právì kdy¾

x = 2ab ; y = a

2

� b

2

& z = a

2

+ b

2

;

kde a > b � 1 jsou nesoudìlná celá èísla s opaènou paritou.

Dùkaz. Zøejmì

(2ab)

2

+ (a

2

� b

2

)

2

= (a

2

+ b

2

)

2

a zpìtná implikace je jasná. Nech» naopak x; y; z 2 N je Pythagorejská tro-

jice. Proto¾e y a z jsou nesoudìlná a lichá, jsou nesoudìlná i pøirozená èísla

(z � y)=2 a (z + y)=2. Proto¾e

�

x

2

�

2

=

z + y

2

�

z � y

2

;

3



dostáváme pro vhodná èísla a; b 2 N (podle tvrzení 3 z 1. kapitoly), ¾e

z + y

2

= a

2

&

z � y

2

= b

2

:

Odtud plynou vztahy pro x; y a z a vlastnosti a a b. }

Napøíklad pro a � 5 dostáváme Pythagorejské trojice (x; y; z)

(4; 3; 5); (12; 5; 13); (8; 15; 17); (24; 7; 25); (20; 21; 29) a (40; 9; 41) :

Nekoneèný sestup je metoda dùkazu neexistence øe¹ení diofantické rov-

nice, ji¾ vymyslel Fermat. Pro danou diofantickou rovnici najdeme zpùsob,

jak z øe¹ení vyrobit men¹í øe¹ení. Postup opakujeme a dostaneme nekoneènou

klesající posloupnost pøirozených èísel. Taková posloupnost ov¹em neexistuje

(princip indukce) a tedy rovnice nemá øe¹ení. Pìkným pøíkladem je následu-

jící vìta, která je o trochu silnìj¹í ne¾ FPV pro n = 4.

Vìta 49 (Fermat, 17. st.). Diofantická rovnice

x

4

+ y

4

= z

2

nemá øe¹ení s kladnými slo¾kami.

Dùkaz. Nech» øe¹ení x; y; z 2 N existuje. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e tato

èísla jsou po dvou nesoudìlná. Není mo¾né, aby x a y byla lichá (viz modul

4). Nech» x je liché a y sudé, pak je z liché. Proto¾e

y

4

= (z � x

2

)(z + x

2

)

a (z � x

2

; z + x

2

) = 2, jsou podle vhodné varianty tvrzení 3 dvì mo¾nosti:

z � x

2

= 2a

4

& z + x

2

= 8b

4

nebo z � x

2

= 8b

4

& z + x

2

= 2a

4

;

pøièem¾ a a b jsou nesoudìlná pøirozená èísla a a je liché. První pøípad je

nemo¾ný, odeètením bychom dostali x

2

= �a

4

+ 4b

4

, èili 1 � �1 mod 4.

Druhá eventualita dává

z = a

4

+ 4b

4

& x

2

= a

4

� 4b

4

: (1)

Druhou rovnici pøepí¹eme na

4b

4

= (a

2

� x)(a

2

+ x) :

4



Z a ? b plyne a ? x. Èísla a a x jsou lichá. Odtud (a

2

�x; a

2

+x) = 2. Nutnì

a

2

� x = 2c

4

a a

2

+ x = 2d

4

;

kde c; d 2 N a cd = b. Seètením rovnic získáme

c

4

+ d

4

= a

2

:

Ale z první rovnice v (1) plyne, ¾e a < z. Od x; y; z jsme dospìli k men¹ímu

netriviálnímu øe¹ení c; d; a. Celý postup lze opakovat nekoneènìkrát. Neko-

neèná posloupnost pøirozených èísel z > a > � � � je nemo¾ná. Øe¹ení v N

neexistuje. }

Nekoneèným sestupem teï doká¾eme FPV pro n = 3. Pro lichý exponent

se rovnice FPV nechá psát ekvivalentnì v symetrickém tvaru x

n

+y

n

+z

n

= 0.

Vìta 50 (Euler, 1770). Diofantická rovnice

x

3

+ y

3

+ z

3

= 0

nemá øe¹ení splòující xyz 6= 0.

Dùkaz vìty se opírá o pomocné tvrzení, jeho¾ dùkaz na chvíli odsuneme.

Tvrzení 51 (ètverce a tøetí mocniny). Pokud a

2

+ 3b

2

= c

3

pro a; b; c 2

Z a a ? b, pak existují p; q 2 Z, ¾e

a+ b

p

�3 = (p+ q

p

�3)

3

;

to jest

a = p(p� 3q)(p+ 3q) a b = 3q(p� q)(p+ q) :

Dùkaz vìty 50. Nech» x; y; z 2 Z; xyz 6= 0; splòují rovnici x

3

+y

3

+z

3

= 0.

Mù¾eme pøedpokládat, ¾e tato tøi èísla jsou po dvou nesoudìlná a právì jedno

z nich je sudé, tøeba z. Polo¾íme x + y = 2a a x � y = 2b a z (x + y)(x

2

�

xy + y

2

) = (�z)

3

dostaneme 2a(a

2

+ 3b

2

) = (�z)

3

. Je lehké vidìt, ¾e a ? b

a mají opaènou paritu (nebo» x = a+ b a y = a� b). Odtud dostáváme dvì

mo¾nosti: (2a; a

2

+ 3b

2

) = 1 nebo 3.

V prvním pøípadì (2a; a

2

+ 3b

2

) = 1 jsou 2a i a

2

+ 3b

2

tøetí mocniny

(varianta tvrzení 3) a podle tvrzení 51 máme, pro nìjaká p; q 2 Z,

a = p(p� 3q)(p+ 3q) a b = 3q(p� q)(p+ q) :

5



Patrnì p ? q, èísla p a q mají opaènou paritu (jinak by a i b byly sudé) a

3 nedìlí p. Tak¾e 2p; p � 3q a p + 3q jsou po dvou nesoudìlná a | proto¾e

2a je tøetí mocnina | ka¾dé z nich je tøetí mocnina, 2p = �

3

; p� 3q = �

3

a

p + 3q = 


3

. Odtud �

3

+ 


3

+ (��)

3

= 0 a �; �; 
 2 Z jsou jistì nenulová.

Proto¾e (��
)

3

= 2a = x + y dìlí (�z)

3

, máme j��
j � jzj a 0 < j��
j <

jxyzj (jxj > 1 nebo jyj > 1).

Pokud (2a; a

2

+3b

2

) = 3, polo¾íme a = 3c. Zøejmì 3 nedìlí b a c ? b. Dále

c a b mají opaènou paritu. Proto¾e (�z)

3

= 2a(a

2

+ 3b

2

) = 18c(3c

2

+ b

2

) a

(18c; 3c

2

+ b

2

) = 1, jsou oba èinitelé tøetí mocniny. Podle tvrzení 51 opìt

b = p(p� 3q)(p+ 3q) a c = 3q(p� q)(p+ q) ;

kde p ? q a èísla p a q mají opaènou paritu. Proto¾e 18c je tøetí mocnina, je

tøetí mocnina i 18c=27 = 2q(p� q)(p + q). Èinitelé jsou po dvou nesoudìlní

a proto 2q = �

3

; p � q = �

3

a p + q = 


3

. Máme 


3

+ (��)

3

+ (��)

3

= 0.

Opìt zjevnì 0 < j��
j < jxyzj.

V obou pøípadech jsme z (x; y; z) 2 Z

3

dostali men¹í øe¹ení (�; �; 
) 2 Z

3

.

Nekoneèný sestup ukazuje, ¾e netriviální øe¹ení neexistuje. }

Zbývá dokázat tvrzení 51. Odvodíme ho z následujícího tvrzení.

Tvrzení 52 (faktorizace v kvadratickém tìlese). Nech» a; b 2 Z jsou

nesoudìlná a a

2

+ 3b

2

= pm, kde p = 4 nebo p je liché prvoèíslo a m 2 N.

1. Existují èísla u; v 2 N

0

taková, ¾e u

2

+ 3v

2

= p.

2. Pro ka¾dou takovou reprezentaci p èísly u; v existují nesoudìlná èísla

r; s 2 Z a volba znaménka tak, ¾e

a + b

p

�3 = (u� v

p

�3)(r + s

p

�3)

a r

2

+ 3s

2

= m.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme 1 a 2 pro p = 4. Bod 1 je jasný, u = v = 1.

Co se týèe 2, rozli¹íme dva pøípady: a � b mod 4 a a � �b mod 4 (èísla

a a b jsou zjevnì lichá). V prvním pøípadì volíme znaménko + a 2 platí s

r = (a + 3b)=4 a s = (b � a)=4. V druhém pøípadì volíme znaménko � a 2

platí s r = (a� 3b)=4 a s = (a+ b)=4. Je zøejmé, ¾e r ? s.

Nyní nech» p je liché prvoèíslo. Zaèneme bodem 2. Máme vztahy a

2

+3b

2

=

pm a u

2

+ 3v

2

= p. Vyjdeme z kongruence

(ub� va)(ub+ va) = b

2

(u

2

+ 3v

2

)� v

2

(a

2

+ 3b

2

) � 0 mod p :

6



Tudí¾

ub� va � 0 mod p nebo ub+ va � 0 mod p :

Nastává-li ub � va � 0 mod p, volíme znaménko + a polo¾íme r = (3vb +

au)=(u

2

+ 3v

2

) a s = (bu � av)=(u

2

+ 3v

2

) (je to øe¹ení lineární soustavy

ekvivalentní rovnici 2). Zøejmì s 2 Z a proto¾e 3vb+ au � a

�1

u(3b

2

+ a

2

) �

0 mod p, rovnì¾ r 2 Z. Z nesoudìlnosti a a b plyne nesoudìlnost r a s.

Rovnici 2 vynásobíme komplexnì sdru¾enou rovnicí a dostaneme

a

2

+ 3b

2

= (u

2

+ 3v

2

)(r

2

+ 3s

2

) = pm :

Tak¾e r

2

+ 3s

2

= m.

Pøípad ub + va � 0 mod p je obdobný, volíme znaménko � a r = (au�

3vb)=(u

2

+ 3v

2

) a s = (av + ub)=(u

2

+ 3v

2

). Opìt se snadno vidí, ¾e r; s 2 Z,

r ? s a r

2

+ 3s

2

= m.

Doká¾eme 1. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e p 6= 3 | vlastnost 2 jsme ji¾

dokázali a 1 pro p = 3 platí s u = 0; v = 1. Postupujeme stejnì, jako v

dùkazu vìty 20 v kapitole 2. Proto¾e a

2

+ 3b

2

� 0 mod p, máme èíslo c 2 Z

takové, ¾e c

2

� �3 mod p, toti¾ c � a=b. Z teorie kvadratických zbytkù,

kterou popí¹eme v pøí¹tí kapitole, plyne, ¾e p � 1 mod 3. Èást 1 vìty 19

pou¾ijeme opìt s � = c=p a Q = d

p

p e. Existují celá èísla x; y taková, ¾e

1 � y <

p

p a

�

�

�

�

�

c

p

�

x

y

�

�

�

�

�

<

1

y

p

p

:

Opìt máme 0 � jcy � pxj <

p

p. Tak¾e

0 < z = (cy � px)

2

+ 3y

2

< 4p :

Vzhledem k volbì c je z dìlitelné p a mohou nastat tøi mo¾nosti: z = p; 2p

nebo 3p. Jak víme, p � 1 mod 3. Pokud cy � px 6� 0 mod 3, je z � 1 mod 3

a nutnì z = p, èím¾ jsme hotovi. Pokud 3 dìlí cy � px, máme z = 3p. Pak

ale cy � px = 3d a z=3 = 3d

2

+ y

2

= p a jsme rovnì¾ hotovi. }

Dùkaz tvrzení 51. Z pøede¹lého tvrzení plyne, ¾e 2 má v prvoèíselném

rozkladu èísla a

2

+3b

2

sudý exponent 2a

0

. Ov¹em a

2

+3b

2

je tøetí mocninou

a proto 3na

0

. Stejnì pro lichá prvoèísla. Tedy a

2

+ 3b

2

= 4

a

0

p

a

1

1

� � � p

a

k

k

, kde

èísla a

i

2 N jsou dìlitelná tøemi a p

i

jsou rùzná lichá prvoèísla. Opakovaným

u¾itím 1 a 2 z posledního tvrzení, pøièem¾ pøi od¹tìpování tého¾ p v 2 bereme

stále stejnou reprezentaci 1, dostaneme rozklad

a+ b

p

�3 = �(u

1

� v

1

p

�3)(u

2

� v

2

p

�3) � � � (u

n

� v

n

p

�3) ;
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kde u

i

; v

i

2 N

0

, pro ka¾dé i je u

2

i

+3v

2

i

= p

j

pro nìjaké j (p

0

= 4) a ka¾dému

p

j

odpovídá a

j

èinitelù, kteøí se vzájemnì li¹í nejvý¹e znaménkem. V¹ech a

j

èinitelù v¹ak musí mít toté¾ znaménko: Kdyby se v rozkladu objevili souèasnì

èinitelé u + v

p

�3 i u � v

p

�3, mohli bychom z celého souèinu vytknout

(u+ v

p

�3)(u� v

p

�3) = p

j

a dostali bychom, ¾e p

j

dìlí a i b, spor s a ? b.

Oznaèíme-li tedy èinitele odpovídajícího p

j

jako r

j

� s

j

p

�3, máme

a + b

p

�3 = �

k

Y

j=0

(r

j

� s

j

p

�3)

a

j

=

0

@

�

k

Y

j=0

(r

j

� s

j

p

�3)

a

j

=3

1

A

3

= (p+ q

p

�3)

3

:

Tím je dokázáno tvrzení 51 a dokonèen dùkaz vìty 50. }

Rùzným souvislostem FPV se vìnují úlohy 1 a¾ 4.

Pokud by x

n

+ y

n

= z

n

mìla øe¹ení x; y; z 2 N pro nìjaké n > 2, mohli

bychom rozlo¾ením n dosáhnout toho, ¾e n = 4 nebo n je liché prvoèíslo.

První mo¾nost je vylouèena vìtou 49. Tak¾e se lze v¾dy omezit na lichý

prvoèíselný exponent.

Prvním pøípadem FPV pro prvoèíselný exponent p > 2 se rozumí tvrzení,

¾e

x

p

+ y

p

+ z

p

= 0

nemá celoèíselné øe¹ení x; y; z splòující xyz 6� 0 mod p. Zbývající druhý pøí-

pad FPV vyluèuje øe¹ení s právì jednou slo¾kou dìlitelnou p a je obtí¾nìj¹í.

Uvádíme klasický výsledek o prvním pøípadu.

Vìta 53 (Germain, 1823). Nech» p > 2 a q jsou prvoèísla splòující dvì

podmínky: (i) platí implikace

x

p

+ y

p

+ z

p

� 0 mod q =) xyz � 0 mod q

a (ii) kongruence

x

p

� p mod q

nemá øe¹ení x. Pak pro exponent p platí první pøípad FPV. To jest, neexistuje

celoèíselné øe¹ení rovnice x

p

+ y

p

+ z

p

= 0, které by mìlo v¹echny slo¾ky

nenulové modulo p.

8



Dùkaz. Nech» èísla x; y; z 2 Z jsou nenulová modulo p a splòují rovnici

x

p

+y

p

+z

p

= 0. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e jsou po dvou nesoudìlná. Vezmeme

prvoèíslo q mající vlastnost (i) a odvodíme, ¾e se poru¹uje (ii).

Nejdøíve si uvìdomíme, ¾e v rovnosti (�x)

p

= (y + z)(z

p�1

� z

p�2

y +

z

p�3

y

2

� � � � + y

p�1

) jsou oba faktory nesoudìlné. (Dìlilo-li by je nìjaké pr-

voèíslo r, mìli bychom y � �z mod r a z druhého faktoru py

p�1

� 0 mod r.

Tedy r dìlí p nebo y. První nelze, proto¾e pak by r = p dìlilo x. Ani druhé

nelze, proto¾e (z; y) = 1.) Tak¾e, podle verze tvrzení 3, oba faktory jsou

p-tými mocninami. Tuté¾ úvahu pou¾ijeme pro rovnice (�y)

p

= x

p

+ z

p

a

(�z)

p

= y

p

+ x

p

a dostáváme existenci takových celých èísel a; b; c; �; � a 
,

¾e

y + z = a

p

; y

p�1

� y

p�2

z + � � �+ z

p�1

= �

p

; x = �a� ;

x+ z = b

p

; z

p�1

� z

p�2

x+ � � �+ x

p�1

= �

p

; y = �b� ;

x+ y = c

p

; x

p�1

� x

p�2

y + � � �+ y

p�1

= 


p

; z = �c
 :

Proto¾e x

p

+ y

p

+ z

p

� 0 mod q a platí (i), je nìkteré z èísel x; y a z dìlitelné

q. Bez újmy na obecnosti to buï x. Pak

2x = b

p

+ c

p

+ (�a)

p

� 0 mod q

a opìt podle (i) je nìkteré z èísel a; b a c dìlitelné q. Ani b ani c to být nemohou

(podle hoøej¹ích rovnic by pak q dìlilo y nebo z). Tak¾e q dìlí a. Pak ale

hoøej¹í rovnice dávají kongruence y � �z mod q a �

p

� py

p�1

� p


p

mod q.

Proto¾e q nedìlí 
, existuje g 2 Z, ¾e g
 � 1 mod q. Pak ale (�g)

p

� p mod q,

ve sporu s (ii). }

Tvrzení 54 (pou¾ití vìty So�e Germainové). Je-li p > 2 prvoèíslo ta-

kové, ¾e i q = 2p+ 1 je prvoèíslo, platí pro exponent p první pøípad FPV.

Dùkaz. Pou¾ijeme pøede¹lou vìtu. Je-li x ? q, platí podle malé Fermatovy

vìty z první kapitoly, ¾e x

2p

= x

q�1

� 1 mod q. Nutnì x

p

� �1 mod q.

Tak¾e podmínka (i) ve vìtì je splnìna (q > 3). Je splnìna i (ii), proto¾e

x

p

� �1 6� p = (q � 1)=2 mod q. }

Prvoèísla p mající právì popsanou vlastnost se nìkdy nazývají prvoèísla Ger-

mainové . Jejich øada zaèíná

3 ; 5 ; 11 ; 23 ; 29 ; 41 ; 53 ; 83 ; : : :

Zda jich je nekoneènì mnoho se neví. Vìtou Germainové se dá dokázat více

(úloha 5).
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3.2 Ètyøi ètverce staèí

Metodu nekoneèného sestupu pou¾ijeme nyní tvoøivì pro dùkaz existence

øe¹ení. Doká¾eme, ¾e ka¾dé pøirozené èíslo je souèet ètyø ètvercù.

Vìta 55 (Lagrange, 1770). Pro ka¾dé n 2 N

0

má diofantická rovnice

n = x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

+ x

2

4

øe¹ení x

i

2 N

0

.

Lemma 56. Pro ka¾dé prvoèíslo p > 2 má kongruence

a

2

+ b

2

+ 1 � 0 mod p

øe¹ení a; b 2 N

0

, pøièem¾ 0 � a; b < p=2.

Dùkaz. Èísla 0

2

; 1

2

; : : : ; ((p� 1)=2))

2

jsou vzájemnì nekongruentní modulo

p (proè?), toté¾ platí pro èísla �1�0

2

;�1�1

2

; : : : ;�1�((p�1)=2)

2

. Dohro-

mady jich je p + 1 a nìkterý zbytek se musí vyskytovat v obou mno¾inách:

a

2

� �1� b

2

mod p. }

Dùkaz Vìty 55. Zaèneme Eulerovou identitou. Nech» x

1

; : : : ; x

4

a y

1

; : : : ; y

4

jsou promìnné. Splòuje se tato pozoruhodná rovnost:

(x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

+ x

2

4

)(y

2

1

+ y

2

2

+ y

2

3

+ y

2

4

) =

(x

1

y

1

+ x

2

y

2

+ x

3

y

3

+ x

4

y

4

)

2

+ (x

1

y

2

� x

2

y

1

+ x

3

y

4

� x

4

y

3

)

2

+(x

1

y

3

� x

3

y

1

+ x

2

y

4

� x

4

y

2

)

2

+ (x

1

y

4

� x

4

y

1

+ x

2

y

3

� x

3

y

2

)

2

:

Nahlédne se bezprostøedním ovìøením. Vlastnost

"

být souètem ètyø ètvercù\

se zachovává souèiny a staèí se omezit na prvoèíselné n = p. Podle pøede¹lého

lemmatu existují celá èísla a; b a celé èíslo m; 0 < m < p tak, ¾e

a

2

+ b

2

+ 1

2

+ 0

2

= mp (2)

(pro p = 2 vezmeme a = 1; b = 0 a platí to také).

Doká¾eme implikaci

mp je souèet 4 ètvercù pro 1 < m < p

+

9 n 2 N; n < m; a np je souèet 4 ètvercù .
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Vyjdeme z (2) a po implikacích sestoupíme a¾ k n = 1. Potom np = p je

souètem 4 ètvercù a vìta je dokázána.

Zbývá dokázat implikaci. Nech»

x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

+ x

2

4

= mp ; 1 < m < p : (3)

Èísla y

i

2 Z de�nujeme pomocí vztahù

y

i

� x

i

mod m ; �

m

2

< y

i

�

m

2

:

Jistì m dìlí y

2

1

+ y

2

2

+ y

2

3

+ y

2

4

. Tedy

y

2

1

+ y

2

2

+ y

2

3

+ y

2

4

= nm ; 0 � n � m : (4)

Nelze n = 0, pak ka¾dé y

i

= 0 a m by dìlilo ka¾dé x

i

a tedy i p (viz (3)).

Nelze ani n = m, pak by ka¾dé y

i

muselo být m=2, odtud by plynulo x

2

i

�

m

2

=4 mod m

2

(jak?) a opìt by m dìlilo p. Proto jsou v (4) obì nerovnosti

ostré. Vynásobením obou vztahù dostaneme

(x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

+ x

2

4

)(y

2

1

+ y

2

2

+ y

2

3

+ y

2

4

) = z

2

1

+ z

2

2

+ z

2

3

+ z

2

4

= m

2

np ; (5)

kde z

i

2 Z jsou vyjádøena pomocí x

i

a y

i

v Eulerovì identitì. Z tìchto

vyjádøení a z toho, ¾e x

i

a y

i

jsou kongruentní modulo m plyne, ¾e m dìlí

ka¾dé z

i

. Po zkrácení m

2

v (5) dostáváme, ¾e i np je souèet 4 ètvercù. Víme,

¾e 0 < n < m. Tím je dokázána implikace a vìta 55. }

Tøi ètverce nestaèí, jak ukazují èísla typu 8n+7. Rovnice 8n+7 = x

2

1

+x

2

2

+x

2

3

nemá øe¹ení x

i

2 Z pro ¾ádné n 2 N

0

, proto¾e modulo 8 jsou ètverce rovny

jen 0; 1 nebo 4. Reprezentací èísel dvìma ètverci jsme se dotkli ve vìtì 20,

jsou jim vìnovány úlohy 6 a 7.

3.3 Pelliána

neboli Pellova rovnice je diofantická rovnice

x

2

� dy

2

= 1 ; (6)

kde d 2 N je parametr. Pro d = e

2

jde o nezajímavý problém, nebo» pak

x

2

� dy

2

= (x� ey)(x+ ey) = 1 a x = �1; y = 0. Proto dále pøedpokládáme,
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¾e d není ètverec. Vidíme, ¾e (6) má v¾dy øe¹ení (�1; 0). Je to triviální øe¹ení

Pelliány .

Pomocí Dirichletovy vìty z první kapitoly nyní doká¾eme, ¾e v¾dy existuje

netriviální øe¹ení. Z tohoto faktu ji¾ snadno vyplyne nekoneènost mno¾iny

øe¹ení a její struktura.

Vìta 57 (Lagrange, 1770). Ka¾dá Pellova rovnice x

2

� dy

2

= 1, d 2 N a

není ètverec, má netriviální celoèíselné øe¹ení.

Dùkaz. Podle vìty 19 pro nekoneènì mnoho zlomkù p=q 2 Q v základním

tvaru platí

�

�

�

�

�

p

d�

p

q

�

�

�

�

�

<

1

q

2

:

Pak je ale velièina jp

2

� dq

2

j omezená:

jp

2

� dq

2

j = jp� q

p

dj � jp+ q

p

dj <

jp+ q

p

dj

q

�

p

q

+

p

d < 2

p

d+ 1 :

Proto (holubníkový princip) existuje nekoneènì mnoho dvojic (p; q) 2 N

2

,

p ? q, takových, ¾e p

2

� dq

2

je rovno pevné konstantì c. Mezi nimi najdeme

jistì dvì dvojice (p

1

; q

1

) a (p

2

; q

2

) takové, ¾e

p

1

� p

2

mod jcj a q

1

� q

2

mod jcj :

Polo¾íme

� = p

1

+ q

1

p

d a � = p

2

+ q

2

p

d :

Uvá¾íme èíslo

" =

�

�

=

p

1

+ q

1

p

d

p

2

+ q

2

p

d

=

(p

1

+ q

1

p

d)(p

2

� q

2

p

d)

c

=

p

1

p

2

� q

1

q

2

d

c

+

q

1

p

2

� p

1

q

2

c

p

d :

Oba poslední zlomky v¹ak jsou, vzhledem k volbì p

i

a q

i

, celá èísla. Tedy

" = a + b

p

d, kde a; b 2 Z. Jistì b 6= 0, proto¾e p

1

=q

1

a p

2

=q

2

jsou rùzné

zlomky v základním tvaru. Dále

a

2

� b

2

d = (a+ b

p

d)(a� b

p

d) =

(p

1

+ q

1

p

d)(p

1

� q

1

p

d)

(p

2

+ q

2

p

d)(p

2

� q

2

p

d)

=

c

c

= 1 :
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Máme netriviální øe¹ení (a; b). }

Jsou-li a

1

; b

1

2 N a a

2

; b

2

2 N dvì øe¹ení (6) a a

1

< a

2

, platí i b

1

< b

2

.

Proto lze de�novat minimální øe¹ení jako øe¹ení z N s nejmen¹ími slo¾kami.

Oznaèíme ho a

�

d

; b

�

d

a polo¾íme "

d

= a

�

d

+b

�

d

p

d. Dává pøedchozí dùkaz efektivní

odhad a

�

d

a b

�

d

? (úloha 8)

Uva¾me nyní netriviální celoèíselná øe¹ení a; b 2 Z. Pov¹imnìme si, ¾e z

a

2

� db

2

= (a+ b

p

d)(a� b

p

d) = 1 plyne, ¾e reálná èísla a+ b

p

d a a� b

p

d

mají toté¾ znaménko a èíslo 1 nebo �1 je oddìluje. Rozklad mno¾iny

R = fa + b

p

d : a; b 2 Z & a

2

� db

2

= 1g

(pomineme na chvíli prvky �1 a 1) na ètyøi podmno¾iny podle intervalù

(�1;�1), (�1; 0), (0; 1) a (1;1) tedy souhlasí s rozkladem podle znamének

slo¾ek ab = ��, �+, +� a ++. Ekvivalentní a vhodnìj¹í de�nice "

d

je tedy

ta, ¾e to je nejmen¹í prvek mno¾iny R \ (1;1). Vezmeme horní polovinu

øe¹ení U = R \ (0;1),

U = fa+ b

p

d : a 2 N & b 2 Z & a

2

� db

2

= 1g

= fa+ b

p

d > 0 : a; b 2 Z & a

2

� db

2

= 1g :

Tvrzení 58 (struktura øe¹ení Pelliány). (U; �) je nekoneèná multiplika-

tivní cyklická grupa s generátorem "

d

= a

�

d

+ b

�

d

p

d. Zobrazení "

m

d

! m je

izomor�smus grup (U; �) a (Z;+). Grupa v¹ech øe¹ení (R; �) je izomorfní

souèinu grup (Z;+)� (Z

2

;+).

Dùkaz. Pokud a

i

+ b

i

p

d 2 U , i = 1; 2, padne do U i a + b

p

d = (a

1

+

b

1

p

d)(a

2

+ b

2

p

d), proto¾e a+ b

p

d > 0 a

a

2

� db

2

= (a

1

+ b

1

p

d)(a

1

� b

1

p

d)(a

2

+ b

2

p

d)(a

2

� b

2

p

d) = 1 � 1 = 1 :

U je uzavøená i na dìlení | (a

1

+ b

1

p

d)

�1

= a

1

� b

1

p

d. Vzhledem k � tedy

U tvoøí grupu.

Z vìty 57 a grupovosti U plyne, ¾e U je nekoneèná. Nech» � 2 U , � > 1

(pro � < 1 pøejdeme k 1=�). Vezmeme nejvìt¹í n 2 N

0

, ¾e "

n

d

� �. Kdyby

platila ostrá nerovnost, dostali bychom �="

n

d

2 U a 1 < �="

n

d

< "

d

, spor s

de�nicí "

d

. Tak¾e "

n

d

= �. (U; �) je proto cyklická, generovaná "

d

. Poznámka

o izomor�smu je jasná. Rovnì¾ je jasné, ¾e (R; �) je grupa izomorfní souèinu

(Z;+) a cyklické dvojgrupy. }
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Jako pøíklad si vezmeme Pelliánu

x

2

� 2y

2

= 1 :

Generátor se zde nalezne snadno: "

2

= 3+2

p

2. Umocòováním "

2

dostáváme

postupnì dal¹í øe¹ení,

(3 + 2

p

2)

2

= 17 + 12

p

2

(3 + 2

p

2)

3

= 99 + 70

p

2

(3 + 2

p

2)

4

= 577 + 408

p

2

.

.

.

O minimálních øe¹eních dá pøedstavu tabulka (d; a

�

d

; b

�

d

) pro d � 30 :

(2; 3; 2) (3; 2; 1) (5; 9; 4) (6; 5; 2) (7; 8; 3)

(8; 3; 1) (10; 19; 6) (11; 10; 3) (12; 7; 2) (13; 649; 180)

(14; 15; 4) (15; 4; 1) (17; 33; 8) (18; 17; 4) (19; 170; 39)

(20; 9; 2) (21; 55; 12) (22; 197; 42) (23; 24; 5) (24; 5; 1)

(26; 51; 10) (27; 26; 5) (28; 127; 24) (29; 9801; 1820) (30; 11; 2) :

Tvrzení 59 (zobecnìná Pelliána). Nech» d 2 N není ètverec. Má-li dio-

fantická rovnice

x

2

� dy

2

= m

(d a m 2 Z jsou parametry) øe¹ení x; y 2 N, má nekoneènì mnoho øe¹ení.

Dùkaz. Nech» (a; b) 2 N

2

je její øe¹ení, (a

n

; b

n

) 2 N

2

; n 2 N; buïte neko-

neènì mnoho øe¹ení Pelliány x

2

� dy

2

= 1. Pak

c

n

+ d

n

p

d = (a+ b

p

d)(a

n

+ b

n

p

d)

dává nekoneènì mnoho øe¹ení (c

n

; d

n

) 2 N

2

zobecnìné Pelliány, proto¾e

c

2

n

� dd

2

n

= (c

n

+ d

n

p

d)(c

n

� d

n

p

d)

= (a+ b

p

d)(a� b

p

d)(a

n

+ b

n

p

d)(a

n

� b

n

p

d)

= m � 1 = m :

}
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Jednu tøídu zobecnìných Pellián s pravou stranou �1 a nekoneènì mnoha

øe¹eními popisuje úloha 9.

Dùle¾itost Pellovy rovnice spoèívá ve skuteènosti, ¾e se nìkteré slo¾itìj¹í

diofantické problémy dají na ni pøevést. Uvádíme dva pøíklady této metody. V

prvním nám Pelliána x

2

� 5y

2

= 1 poskytne nekoneènì mnoho øe¹ení rovnice

x

3

+ y

3

+ x

3

+ w

3

= 2. V druhém analýzou øe¹ení Pelliány x

2

� 3y

2

= 1

doká¾eme, ¾e x

2

� y

3

= 1 nemá jiná øe¹ení kromì triviálních.

Tvrzení 60 (ètyøi tøetí mocniny). Diofantická rovnice

x

3

+ y

3

+ z

3

+ w

3

= 2 (7)

má nekoneènì mnoho øe¹ení.

Dùkaz. Vyjdeme z rovnosti

1

3

+ 9

3

+ 10

3

+ (�12)

3

= 2 :

Øe¹ení rovnice (7) budeme hledat ve tvaru

x = 1 +X ; y = 9�X ; z = 10 + Y ; w = �12� Y :

Dosazením do (7) a zjednodu¹ením získáme

10X

2

� 80X � 2Y

2

� 44Y = 0 ;

co¾ se dá dále zjednodu¹it na

(Y + 11)

2

� 5(X � 4)

2

= 41 :

Úlohu jsme pøevedli na zobecnìnou Pelliánu

A

2

� 5B

2

= 41 : (8)

Nabíledni je netriviální øe¹ení (11; 4) odpovídající výchozí rovnosti. Dal¹í

øe¹ení z nìj získáme vynásobením mocninami "

5

. Víme, ¾e "

5

= 9 + 4

p

5.

Dal¹í øe¹ení (8) jsou tedy napøíklad (179; 80) a (3211; 1436). Ta nám pro (7)

dají øe¹ení

(85;�75; 178;�180) a (1441;�1431; 3210;�3212) :

Takto generujeme nekoneènì mnoho celoèíselných ètveøic splòujících (7). }
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Tvrzení 61 (ètverec a kub). Diofantická rovnice

x

2

� y

3

= 1

má jen pìt øe¹ení: (�1; 0); (0;�1) a (�3; 2).

Pomohou nám ètyøi lemmata, poslední dvì jsou sama zajímavými diofantic-

kými výsledky.

Lemma 62. Splòují-li èísla x; y 2 N vztah 2x

2

� y

2

= 1, existují èísla a; b 2

N

0

splòující vztahy a

2

� 2b

2

= 1 a x = a

2

� 2ab + 2b

2

.

Dùkaz. Nech» x; y 2 N splòují 2x

2

� y

2

= 1. Zøejmì y = 2z + 1; z 2 N

0

; a

tedy x

2

= (1 + y

2

)=2 = z

2

+ (z + 1)

2

. Podle tvrzení 48 se najdou u; v 2 N

0

taková, ¾e x = u

2

+ v

2

a (i) z = 2uv & z + 1 = u

2

� v

2

nebo (ii) z =

u

2

�v

2

& z+1 = 2uv. V prvém pøípadì 1 = u

2

�v

2

�2uv = (u�v)

2

�2v

2

a v

druhém 1 = 2uv�u

2

+v

2

= (u+v)

2

�2u

2

. Nyní staèí polo¾it a = u�v & b = v

nebo a = u+ v & b = u a vyjádøit x pomocí a a b. }

Lemma 63. V¹echna nezáporná øe¹ení Pelliány x

2

�3y

2

= 1 jsou obsa¾ena v

posloupnosti (x

n

; y

n

) 2 N

2

0

; n 2 N

0

; která je dána rekurencí (x

0

; y

0

) = (1; 0),

x

n+1

= 2x

n

+ 3y

n

a y

n+1

= x

n

+ 2y

n

: (9)

Tato øe¹ení navíc splòují vztahy

x

2n+1

= (y

n

+ y

n+1

)

2

+ 1 ; y

2n+1

= 2x

n

y

n+1

� 1 (10)

a

x

2n

= 2x

2

n

� 1 ; y

2n

= 2x

n

y

n

: (11)

Èíslo x

n

je sudé, právì kdy¾ je n liché a y

n

je sudé, právì kdy¾ je n sudé.

Dùkaz. Jak víme z tvrzení 58, v¹echna nezáporná øe¹ení jsou dána rovnostmi

x

n

+ y

n

p

3 = "

n

3

= (2 +

p

3)

n

; n 2 N

0

. Rekurence (9) je pouze do slo¾ek

rozepsaná rekurence

x

n+1

+ y

n+1

p

3 = (2 +

p

3)(x

n

+ y

n

p

3) :

Vztahy (10) a (11) se doká¾ou pøímoèarou indukcí podle n. Proto¾e

(x

0

; y

0

) = (1; 0) a (x

1

; y

1

) = (2; 1), na zaèátku platí. Pro n � 0 máme, podle
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indukèního pøedpokladu (11), x

2n+1

= 2x

2n

+3y

2n

= 4x

2

n

� 2+6x

n

y

n

. Co¾ je

toté¾ (nebo» 3 = 3x

2

n

�9y

2

n

) jako x

2

n

+9y

2

n

+6x

n

y

n

+1 = (x

n

+2y

n

+y

n

)

2

+1 =

(y

n+1

+ y

n

)

2

+ 1. Tím je dokázána první formule v (10). Zbylé tøi formule se

dokazují obdobnì a jejich dùkazy proto pomineme. Tvrzení o paritì plyne

lehce ze vztahù (10) a (11). }

Lemma 64. Diofantická rovnice x

4

�2y

2

= 1 má jen triviální øe¹ení (�1; 0).

Dùkaz. Nech» x; y 2 N

0

splòují x

4

� 2y

2

= 1. Proto¾e je x liché, mù¾eme

psát x

2

= 8k+1 a substitucí dostáváme (x

2

�1)(x

2

+1)=2 = 8k(4k+1) = y

2

.

Z (8k; 4k + 1) = 1 plyne (tvrzení 3), ¾e 8k = a

2

, a tak 1 = 8k + 1 � a

2

=

x

2

� a

2

= (x� a)(x + a). Nutnì x = �1. }

Lemma 65. Diofantická rovnice x

4

�3y

2

= 1 má jen triviální øe¹ení (�1; 0).

Dùkaz. Nech» (x

n

; y

n

) je posloupnost z lemmatu 63. Pro nìjaké n 2 N

0

platí

x

n

= x

2

, kde x 2 N

0

. Rozli¹íme dva pøípady podle parity n. Pro n = 2m+1

pou¾ijeme (10) a dostaneme x

2

= x

n

= x

2m+1

= 2+ 1. Z x

2

� 2 = 1 ov¹em

plyne hned x = �1.

Pro n = 2m pou¾ijeme (11): x

2

= x

n

= x

2m

= 2x

2

m

� 1. Z 2x

2

m

� x

2

= 1

plyne (modul 4), ¾e x

m

je liché. Podle lemmatu 63,m = 2p. Podle lemmatu 62

a (11) máme a

2

+ 2b

2

� 2ab = x

m

= x

2p

= 2x

2

p

� 1, kde a; b 2 N

0

splòují

rovnici a

2

� 2b

2

= 1. Tak¾e

2x

2

p

� 1 = a

2

+ 2b

2

� 2ab = 2a

2

� 1� 2ab

a x

2

p

= a(a � b). Proto¾e a ? b, je i (a; a � b) = 1 a a je ètverec. To podle

lemmatu 64 nastává jen pro a = 1. Proto b = 0, x

n

= x

m

= x

p

= 1 a opìt

x = �1. }

Dùkaz tvrzení 61. Nech» x; y 2 Z a x

2

� y

3

= 1. Mù¾eme pøedpokládat,

¾e x 2 N

0

. Z faktorizace

x

2

= y

3

+ 1 = (y + 1)(y

2

� y + 1) = (y + 1)((y + 1)(y � 2) + 3)

vyplývá, ¾e (y+1; y

2

�y+1) = 1 nebo 3. V prvním pøípadì je y

2

�y+1 = b

2

ètverec a máme (2b)

2

� (2y � 1)

2

= 3. Ergo (2b � 2y + 1)(2b + 2y � 1) = 3

a b = �1 a y = 1; 0. Ale y = 1 nedává øe¹ení pùvodní rovnice a y = 0 dává

trivální øe¹ení (�1; 0).
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Zajímavìj¹í a tì¾¹í je pøípad, kdy nejvìt¹í spoleèný dìlitel y+1 a y

2

�y+1

je 3. Pak y + 1 = 3a

2

a y

2

� y + 1 = 3b

2

, kde a; b 2 N

0

. Poslední vztah

pøepí¹eme na 3(2b)

2

� (2y � 1)

2

= 3 a vidíme, ¾e 3n(2y � 1). Èísla X a Y

daná vztahy 2y � 1 = 3Y a 2b = X splòují rovnice

X

2

� 3Y

2

= 1 a Y = 2a

2

� 1 :

Y = �1 (a = 0, X = 2 a b = 1) vyhovuje a dostáváme øe¹ení (0;�1) pùvodní

rovnice. V dal¹ím mù¾eme pøedpokládat, ¾e Y 2 N

0

.

Podle lemmatu 63 máme taková a; n 2 N

0

, ¾e Y = y

n

= 2a

2

� 1. Proto¾e

je y

n

liché, je liché i n = 2m + 1 a m 2 N

0

. Díky (10) y

n

= y

2m+1

=

2x

m

y

m+1

� 1 = 2a

2

� 1 a

a

2

= x

m

y

m+1

:

Platí (x

m

; y

m+1

) = (x

m

; x

m

+ 2y

m

) = 1 nebo 2.

Opìt máme dvì mo¾nosti. Pokud x

m

? y

m+1

, je x

m

ètverec a podle

lemmatu 65 je x

m

= 1. Tak¾e m = 0, n = 1 a Y = y

1

= 1. Tedy y = 2 a

máme øe¹ení (�3; 2) pùvodní rovnice.

Koneènì, nech» (x

m

; y

m+1

) = 2. Máme y

m+1

= 2c

2

. Vidíme, ¾e m + 1 =

2k; k 2 N. Podle (11) 2c

2

= y

m+1

= y

2k

= 2x

k

y

k

a c

2

= x

k

y

k

. Proto¾e

x

k

? y

k

, je x

k

ètverec. Podle lemmatu 65 x

k

= 1 a k = 0. Nyní ale k > 0, a

tak dostáváme spor. Tímto jsou v¹echna øe¹ení diofantické rovnice x

2

�y

3

= 1

nalezena. }

Dal¹í výsledky související s tvrzením 61 jsou obsa¾eny v úlohách 10

a¾ 14. Posloupnost øe¹ení Pelliány a vztahy mezi jejími èleny | jako jsou

napøíklad (10) a (11) | jsou základní technikou v dùkazu Matijasevièovy

vìty a nadlouho se s nimi nelouèíme.

3.4 Thueho rovnice

Uvidíme, jak z Thueho vìty 42 (kapitola 2) plyne výsledek o rozsáhlé tøídì

diofantických rovnic.

Polynom o nìkolika promìnných je forma, je-li homogení, to jest monomy

mají tý¾ stupeò. Binární forma stupnì n je polynom o dvou promìnných

F (x; y) = a

0

x

n

+ a

1

x

n�1

y + a

2

x

n�2

y

2

+ � � �+ a

n�1

xy

n�1

+ a

n

y

n

:

Thueho rovnice je diofantická rovnice tvaru

F (x; y) = m ; (12)

18



kde F (x; y) 2 Z[x; y] je binární forma a m 2 Z.

Vìta 66 (Thue, 1909). Ka¾dá Thueho rovnice, v ní¾ (i) stupeò F (x; y)

je alespoò 3 a (ii) F (x; y) je ireducibilní nad Q[x; y] (viz úloha 16), má jen

koneènì mnoho øe¹ení.

Dùkaz. Forma v (12) je zhomogenizovaný celoèíselný polynom o jedné pro-

mìnné

P (z) = a

0

z

n

+ a

1

z

n�1

+ a

2

z

n�2

+ � � �+ a

n�1

z + a

n

;

proto¾e

F (x; y) = y

n

P (x=y) :

Z ireducibility F (x; y) plyne ireducibilita P (z) (a naopak) a proto jsou

v¹echny koøeny P (z) vzájemnì rùzné a P (z) je po vydìlení a

0

jejich mi-

nimální polynom. V¹echny koøeny tedy mají stupeò n � 3. Oznaèíme je jako

�

1

; : : : ; �

n

.

Mìjme nekoneènì mnoho øe¹ení (p; q) 2 Z

2

rovnice (12). Ka¾dé p i q se

opakuje nejvý¹e n krát. Mù¾eme také pøedpokládat, ¾e v¾dy q 6= 0. Dosadíme

p a q do (12) a rovnici pøepí¹eme pomocí faktorizace P (z) jako

 

p

q

� �

1

! 

p

q

� �

2

!

� � �

 

p

q

� �

n

!

=

m

a

0

q

n

: (13)

Jako v oznaèíme minimum vzdáleností koøenù,

v = min fj�

i

� �

j

j : i 6= jg > 0 :

Pro velké jqj je absolutní hodnota pravé strany (13) men¹í ne¾ (v=2)

n

, a proto

pro nìkteré i musí platit

�

�

�

�

�

�

i

�

p

q

�

�

�

�

�

<

v

2

:

Pak ov¹em pro j 6= i máme j�

j

� p=qj � v=2 a z (13) plyne, ¾e dokonce

�

�

�

�

�

�

i

�

p

q

�

�

�

�

�

<

m2

n�1

a

0

v

n�1

q

n

�

F;m

1

q

n

: (14)

Mù¾eme pøedpokládat (holubníkový princip), ¾e pro jedno pevné i máme ne-

koneènì mnoho dvojic (p; q) 2 Z

2

splòujících (14). Mù¾eme pøedpokládat, ¾e

p=q 2 Q. Nutnì �

i

2 R, jinak dostáváme pro q !1 spor. Sporu se ale ani
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tak nevyhneme. Platnost (14) pro nekoneènì mnoho zlomkù p=q 2 Q proti-

øeèí vìtì 42, proto¾e �

i

2 R je algebraické èíslo stupnì n � 3. Nekoneènost

poètu øe¹ení Thueho rovnice vede za uvedených pøedpokladù ke sporu. }

Proto má diofantická rovnice

x

3

� 2y

3

= 1

a jí podobné, narozdíl od x

2

� 2y

2

= 1, jen koneènì mnoho øe¹ení. Nedostat-

kem Thueho vìty je neefektivnost zpùsobená neefektivností dùkazu vìty 42.

Víme, ¾e øe¹ení je jen koneènì mnoho, ale nemáme algoritmus, který by je

nalezl, nebo alespoò rozhodl, zda nìjaké øe¹ení vùbec existuje.

3.5 Desátý Hilbertùv problém

Vìnováno památce Osvalda Demutha (1936{1988)

V tomto oddílu doká¾eme Matijasevièovu vìtu (vìtu 83), která øíká následu-

jící. Neexistuje algoritmus, jeho¾ vstupy by byly celoèíselné polynomy a který

by se pro ka¾dý vstupní polynom P (x

1

; : : : ; x

m

) zastavil po koneèném výpo-

ètu ve stavu ANO nebo ve stavu NE, pøièem¾ ANO by znamenalo, ¾e P = 0

má celoèíselné øe¹ení, a NE by znamenalo, ¾e takové øe¹ení není. Struènì øe-

èeno, øe¹itelnost diofantických rovnic je algoritmicky nerozhodnutelná úloha.

(V poznámce za vìtou 83 uvidíme, ¾e se doká¾e více.)

Matijasevièova vìta je zápornou odpovìdí na otázku, ji¾ polo¾il o sedm-

desát let døíve Hilbert. Nále¾í mezi hlavní výsledky matematiky 20. století.

Pro její dùkaz je zapotøebí vybudovat malou teorii. Ètenáø, který se s ním

chce seznámit, se musí obrnit urèitou trpìlivostí. Pro pøehlednost jsme oddíl

3.5 rozdìlili na pododdíly odpovídající jednotlivým fázím dùkazu.

V 3.5.1 zavedeme základní pojmy, zejména diofantiènost relací, funkcí

a formulí. V 3.5.2 doká¾eme pozoruhodnou vìc: exponenciální funkce x

y

je

diofantická a stejnì tak i faktoriál a binomické koe�cienty. Z toho v 3.5.3

odvodíme, ¾e formule budované z diofantických formulí pomocí omezeného

obecného kvanti�kátoru jsou opìt diofantické. V 3.5.4 pøipomeneme de�nici

rekurzivních funkcí a doká¾eme, ¾e ka¾dá rekurzivní funkce je diofantická.

Pak odvodíme univerzální diofantickou relaci, její¾ existence má nìkteré pa-

radoxní projevy, a doká¾eme Matijasevièovu vìtu.
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Dosud jsme se zabývali celoèíselnými øe¹eními diofantických rovnic. Pro

dùkaz Matijasevièovy vìty je jedno, zda øe¹ení hledáme v Z nebo v N

0

.

Uká¾eme to dvìma jednoduchými redukcemi. Øeknìme, ¾e v¾dy umíme roz-

hodnout existenci øe¹ení v N

0

. Rovnice P (x

1

; : : : ; x

m

) = 0 má celoèíselné

øe¹ení, právì kdy¾

Y

�

P (�x

1

; : : : ;�x

m

) = 0

(násobíme pøes v¹ech 2

m

voleb znamének) má nezáporné øe¹ení. Jsme tedy

v¹evìdoucí i v oboru Z. Nech» naopak v¾dy umíme rozhodnout existenci

øe¹ení v Z. Rovnice P (x

1

; : : : ; x

m

) = 0 má nezáporné øe¹ení, právì kdy¾

P (x

2

1;1

+ x

2

1;2

+ x

2

1;3

+ x

2

1;4

; : : : ; x

2

m;1

+ x

2

m;2

+ x

2

m;3

+ x

2

m;4

) = 0

(4m neznámých) má celoèíselné øe¹ení. To plyne z vìty 55. Jsme tedy v¹e-

vìdoucí i v oboru N

0

. V dal¹ích úvahách se proto bez újmy na obecnosti

omezujeme na øe¹ení le¾ící v N

0

.

3.5.1 Diofantiènost

Není-li výslovnì stanoveno jinak, je oborem promìnných, parametrù a ne-

známých mno¾ina N

0

. Rovnì¾ v¹echny funkce mají hodnoty v N

0

. Ne v¾dy

tuto konvenci dùslednì dodr¾íme, v¾dy ale bude jasné, jak formule modi�ko-

vat, abychom nedostali mezivýsledek mimo N

0

. Napøíklad rovnice P = 0 s

celoèíselným polynomem P se dá pøepsat jako R = S, kde polynomy R a S

mají koe�cienty z N

0

.

Relací, pøesnìji øeèeno n-ární relací, rozumíme mno¾inu n-tic R;R � N

n

0

.

Místo (a

1

; : : : ; a

n

) 2 R budeme psát R(a

1

; : : : ; a

n

). Unárním relacím budeme

øíkat prostì mno¾iny . Funkci f : N

n

0

! N

0

chápeme jako její graf

f(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

; b) 2 N

n+1

0

: f(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) = bg ;

který je (n+ 1)-ární relací.

Øekneme, ¾e relace R je diofantická, existuje-li celoèíselný polynom

P (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

m

) takový, ¾e pro v¹echny n-tice (a

1

; : : : ; a

n

) 2 N

n

0

platí

ekvivalence

R(a

1

; : : : ; a

n

) () 9 y

1

; : : : ; y

m

[P (a

1

; : : : ; a

n

; y

1

; : : : ; y

m

) = 0] :
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(Pro pøehlednost budeme formule, na nì¾ se vztahuje kvanti�kace, psát do

hranatých závorek.) Øekneme, ¾e P reprezentuje R. Promìnné x

i

jsou pa-

rametry a promìnné y

i

neznámé . Mno¾ina nebo funkce je diofantická, je-

li odpovídající relace diofantická. Nìkdy lze diofantiènost dokázat snadno

(úloha 18), jindy to je daleko obtí¾nìj¹í.

Budeme pracovat s relacemi popsanými formulemi predikátové logiky prv-

ního øádu. Struènì zopakujeme její základy Je dùle¾ité jasnì rozli¹ovat dvì

strany vìci: syntaktickou (formule jako formální slova nad jistou abecedou) a

sémantickou (realizace funkcí, predikátù a formulí relacemi, to jest podmno-

¾inami N

n

0

).

Formule jsou slova nad abecedou obsahující symboly konstant (pro ka¾dý

prvek N

0

), symboly promìnných (x; y; z; : : :), funkèní symboly (f; x

y

;+; : : :),

predikátové symboly (p;<; n; : : :), symboly logických spojek (budeme pou-

¾ívat jen konjunkci

"

a zároveò\ & a disjunkci

"

nebo\ _), kvanti�kátorù

(

"

existuje\ 9 a

"

pro v¹echny\ 8 ) a pomocné symboly (hlavnì závorky [; (; ); ],

oddìlovací znaménka jako èárky apod.). Konkrétní seznam funkèních a predi-

kátových symbolù, z nich¾ vybudujeme v¹e ostatní, uvedeme v závìru podod-

dílu.

Ka¾dý funkèní a predikátový symbol má svou aritu (poèet argumentù),

co¾ je pøirozené èíslo. Nejèastìji se objevují binární funkce a predikáty s

aritou 2. Formule se budují z atomických formulí a ty z termù. Termy se

budují z promìnných, konstant a funkcí.

Term vznikne opakovanou aplikací symbolù funkcí na konstanty, pro-

mìnné a ji¾ vytvoøené termy. Pøíklad termu:

f(y + f(x)) + f(1) ;

kde 1 je konstanta, x a y jsou promìnné, f je unární a + binární funkèní sym-

bol. Pøedpokládáme, ¾e ka¾dému symbolu pro konstantu, funkci a predikát

odpovídá obvyklá realizace relací.

"

Obvyklá\ znamená, ¾e symbol konstanty

"

6\ je realizován jako prvek 6 2 N

0

, funkèní symbol + jako ternární relace,

která je grafem obvyklého sèítání v N

0

, predikátový symbol < jako mno¾ina

tìch dvojic (a; b) z N

2

0

, ¾e a je men¹í ne¾ b atd. Predikátový nebo funkèní

symbol je diofantický , je-li jej realizující relace diofantická. Symboly konstant

jsou triviálnì diofantické.

Ka¾dý term obsahující n promìnných je pak realizován n-ární funkcí,

podmno¾inou N

n+1

0

. Je-li diofantická, máme diofantický term. Napøíklad re-

alizace termu

(x+ 1)

2
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sestaveného z konstanty 1, promìnné x, unárního funkèního symbolu (�)

2

a

binárního funkèního symbolu + je (diofantická) relace

f(n; n

2

+ 2n + 1) 2 N

2

0

: n 2 N

0

g :

Atomická formule vznikne aplikací symbolu predikátu na termy. Napøí-

klad

x+ y � f(a) mod z + 3

je atomická formule aplikující ternární predikát � � � mod � na termy x + y,

f(a) a z + 3. Formule se dostane z atomických formulí a ji¾ vytvoøených

formulí u¾itím logických spojek, kvanti�kátorù a závorek. Ka¾dá atomická

formule je tedy formule. Pøíklad formule:

9 x 8 z [x < y & z

2

na] _ b = a :

Je to disjunkce dvou formulí, z nich¾ druhá je atomická a první je kvanti-

�kovaná konjunkce dvou atomických formulí. Obsahuje tøi nekvanti�kované

promìnné a; b a y. De�nuje ternární relaci

f(a; b; y) 2 N

3

0

: a = b nebo (a = 0 & y > 0)g :

Spoustu dal¹ích pøíkladù formulí uvidíme pozdìji

Vázaný výskyt promìnné x ve formuli ' je kvanti�kovaný výskyt x, co¾

znamená, ¾e se x objevuje v podformuli 9 x [: : :] nebo 8 x [: : :]. Nahrazením

v¹ech výskytù x v této podformuli zcela novou promìnnou se její význam

nezmìní. Mù¾eme tak dosáhnout toho, ¾e ka¾dá promìnná vyskytující se ve

' tam má jen vázané nebo jen volné (nekvanti�kované) výskyty. Promìnným

druhého typu se øíká volné promìnné formule '.

Termy jsou realizovány funkcemi. Predikátové symboly arity n realizují

n-ární relace. Významùm logických spojek a kvanti�kátorù rozumíme. Víme

tedy, co znamená, ¾e daná formule bez volných promìnných

"

platí\. Formule

'(a

1

; : : : ; a

n

) s n volnými promìnnými a

i

se nazývá diofantickou formulí,

pokud jí de�novaná n-ární relace

f(a

1

; : : : ; a

n

) 2 N

n

0

: '(a

1

; : : : ; a

n

) platíg

je diofantická. Napøíklad atomická formule y = t, kde y je promìnná, t je

term a y se nevyskytuje v t, je podle na¹ich de�nic diofantická, právì kdy¾

je t diofantický term. Nebo atomická formule p(x

1

; : : : ; x

n

), kde p je n-ární

predikátový symbol, je diofantická, právì kdy¾ p je diofantický predikát.
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Jsou-li promìnné x

1

; : : : ; x

n

volné ve formuli ' a t

1

; : : : ; t

n

jsou termy

neobsahující ¾ádnou z promìnných, volných nebo vázaných, vyskytujících se

v ', øekneme, ¾e tyto termy jsou substituovatelné (za promìnné x

1

; : : : ; x

n

do ').

Tvrzení 67 (Diofantiènost 9 ; & ;_ a substituce).

1. Je-li ' diofantická formule a x promìnná volná ve ', je formule 9 x [']

té¾ diofantická.

2. Jsou-li '

1

a '

2

diofantické formule, jsou i formule '

1

& '

2

a '

1

_ '

2

diofantické.

3. Jsou-li promìnné x

1

; : : : ; x

n

volné v diofantické formuli ' a a t

1

; : : : ; t

n

jsou substituovatelné diofantické termy, je formule vzniklá z ' náhradou

ka¾dého výskytu x

i

termem t

i

rovnì¾ diofantická.

Dùkaz. 1. Reprezentující polynom zùstává tý¾, pøidání existenèního kvan-

ti�kátoru pouze pøesune parametr x mezi neznámé.

2. Nech» '

1

má volné promìnné a

1

; : : : ; a

k

a '

2

má volné pro-

mìnné b

1

; : : : ; b

l

, pøièem¾ oba seznamy mohou mít libovolný prùnik. Nech»

P (a

1

; : : : ; a

k

; y

1

; : : : ; y

m

) a Q(b

1

; : : : ; b

l

; y

1

; : : : ; y

n

) jsou polynomy reprezentu-

jící pøíslu¹né relace. Pak polynom

P (a

1

; : : : ; a

k

; y

1

; : : : ; y

m

)

2

+Q(b

1

; : : : ; b

l

; z

1

; : : : ; z

n

)

2

s � k + l parametry a

1

; : : : ; b

l

a m + n neznámými y

1

; : : : ; z

n

reprezentuje

relaci de�novanou konjunkcí '

1

& '

2

. Za pov¹imnutí stojí, ¾e jsme museli

pøejmenovat neznámé v Q. Podobnì souèin PQ reprezentuje relaci de�nova-

nou disjunkcí '

1

_ '

2

. (Nyní není tøeba neznámé pøejmenovávat.)

3. Relace de�novaná novou formulí je de�nována i formulí

9 x

1

; : : : ; x

n

[' & x

1

= t

1

& : : : & x

n

= t

n

] ;

která je diofantická díky pøedpokladùm a výsledkùm 1 a 2. }

Pro shodné seznamy volných promìnných '

1

a '

2

v bodu 2 dostáváme, ¾e

prùnik a sjednocení diofantických relací se stejnou aritou je diofantická re-

lace. Výsledek o formulích je mírnì obecnìj¹í. Negace, implikace a obecný

kvanti�kátor 8 diofantiènost formulí nezachovávají (úloha 20).
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Pomocí &, _, 9 a substituce budujeme diofantické formule a de�nujeme

diofantické relace. Je v¹ak tøeba mít k dispozici výchozí diofantické funkce a

predikáty. Uvedeme seznam takových

"

elementárních\ funkèních a predikáto-

vých symbolù a uká¾eme, ¾e jsou diofantické. V¹echny následující diofantické

formule budou vybudovány víceménì explicitnì pouze z nich. Budeme sa-

mozøejmì u¾ívat bì¾né konvence, jako je tøeba vynechávání � pøi násobení,

psaní

"

zkratky\ x

3

místo (x � x) � x atd., ale v¾dy bude jasné, ¾e se de�nice

dá rozvinout a¾ do úrovnì uvedených elementárních symbolù.

Funkèní symboly: základní aritmetické operace + ; � ; � , funkce zby(a; b)

zbytku pøi dìlení a èíslem b se zbytkem a funkce pod(a; b) podílu pøi dìlení

a èíslem b se zbytkem. Predikátové symboly: = , 6= , < , > , � , � , n ,

� mod , ? .

Diofantiènost binárních funkèních symbolù +, �, � je zøejmá. Binární

predikát = je zjevnì diofantický, stejnì jako binární predikáty < a n:

a < b () 9 x [a+ x + 1 = y] a anb () 9 c [b = ac] :

Diofantické jsou i binární predikáty � a 6=:

a � b () 9 x [a+ x = y] a a 6= b () 9 x [(a� b)

2

= 1 + x]

(nemù¾eme pou¾ít negaci). Diofantické jsou i ternární predikát � mod a

binární predikát ? :

a � b mod c () 9 x [a = b + cx _ a = b� cx]

a

a ? b () 9 x; y [ax� by = 1 _ ax� by = �1]

(díky tvrzení 4). Tedy i binární funkèní symboly zby(a; b) a pod(a; b) jsou

diofantické:

r = zby(a; b) () r � a mod b & r < b

a

c = pod(a; b) () 0 � a� c � b < b :

V¹echny na¹e elementární funkèní a predikátové symboly jsou diofantické.

U mnohých slo¾itìj¹ích

"

neelementárních\ predikátù a funkcí v¹ak toneme

v nejistotì a pochybách. Je predikát

"

být prvoèíslo\ diofantický? A co funkce

2

x

? Je diofantická? V obou pøípadech zní odpovìï pøekvapivì ANO. Pro

nalezení diofantické reprezentace budeme ale muset vynalo¾it nemalé úsilí.
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3.5.2 Exponenciála je diofantická

Pustíme se do dùkazu diofantiènosti binární exponenciální funkce x

y

. Jde

o kontraintuitivní výsledek, který je nosným pilíøem dùkazu Matijasevièovy

vìty. Z diofantiènosti x

y

(tvrzení 75) vyplyne diofantiènost kombinatorických

funkcí

�

n

m

�

a n! (tvrzení 76 a 77).

Pro ka¾dé èíslo a 2 N

0

de�nujeme dvì posloupnosti èísel z N

0

, toti¾

(X

a

(n); n = 0; 1; : : :) a (Y

a

(n); n = 0; 1; : : :). Pro a = 0 to jsou identické nuly.

Pro a = 1 de�nujeme X

1

jako identickou jednièku a Y

1

(n) = n. Pro a > 1

de�nujeme X

a

(n) a Y

a

(n) ze vzorce

X

a

(n) + Y

a

(n)

p

a

2

� 1 = (a+

p

a

2

� 1)

n

: (15)

Z teorie v oddílu 3.3 dobøe víme, ¾e jde o posloupnosti slo¾ek nezáporných

øe¹ení Pelliány x

2

� (a

2

� 1)y

2

= 1. Pro d = a

2

� 1 je toti¾ generátorem

mno¾iny øe¹ení "

d

= a + 1 �

p

a

2

� 1. V následujících lemmatech je v¾dy

a > 0, není-li stanoveno jinak. Speciálním pøípadem a = 2 této Pelliány jsme

se zabývali v lemmatu 63.

Stejné posloupnosti dostaneme, zmìníme-li v (15) znaménko + na �. Z

(15) se snadno odvodí souètové vzorce (d = a

2

� 1)

X

a

(n�m) = X

a

(n)X

a

(m)� dY

a

(n)Y

a

(m) (16)

Y

a

(n�m) = Y

a

(n)X

a

(m)�X

a

(n)Y

a

(m) : (17)

V (16) a (17) polo¾íme m = 1 a eliminací Y

a

(n) dostaneme rekurenci pouze

pro X

a

(n). Podobnì dostaneme rekurenci pouze pro Y

a

(n). Sice

X

a

(n + 1) = 2aX

a

(n)�X

a

(n� 1) (18)

Y

a

(n + 1) = 2aY

a

(n)� Y

a

(n� 1) ; (19)

pøièem¾ X

a

(0) = 1, X

a

(1) = a, Y

a

(0) = 0 a Y

a

(1) = 1.

Z (16) a (17) také lehce odvodíme povìdomé formule

X

a

(2n) = 2X

a

(n)

2

� 1 (20)

Y

a

(2n) = 2X

a

(n)Y

a

(n) : (21)

Pro struènost v následujících dùkazech pomíjíme index a.
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Lemma 68. Pro ka¾dé n 2 N

0

platí kongruence

Y

a

(n) � Y

b

(n) mod a� b (22)

Y

a

(n) � n mod a� 1 : (23)

Dùkaz. Z (19) je jasné, ¾e pro pevné n je funkce Y

a

(n) celoèíselný polynom

v a stupnì n � 1. Proto první kongruence. Druhá plyne z první, proto¾e

Y

1

(n) = n. }

Lemma 69.

nnm () Y

a

(n)nY

a

(m) :

Dùkaz. Podle (17) máme

Y (k + n) = X(n)Y (k) +X(k)Y (n) � X(n)Y (k) mod Y (n) :

Proto¾e X(n) ? Y (n), máme Y (n)nY (k + n), právì kdy¾ Y (n)nY (k). Tudí¾

Y (n)nY (m), právì kdy¾ Y (n)nY (r), kde r = zby(m;n). Z 0 � r < n plyne

0 � Y (r) < Y (n), a tak Y (n)nY (m), právì kdy¾ r = 0, to jest nnm. }

Lemma 70.

Y

2

a

(n)nY

a

(m) () (nY

a

(n))nm :

Dùkaz. Podle de�nice X

a

(n) a Y

a

(n)

X

a

(nj) + Y

a

(nj)

p

d = (X

a

(n) + Y

a

(n)

p

d)

j

:

Tak¾e

Y

a

(nj) =

j

X

i=1

hi je lichéi

 

j

i

!

X

a

(n)

j�i

Y

a

(n)

i

d

(i�1)=2

:

Dostáváme kongruenci

Y

a

(nj) � jX

a

(n)

j�1

Y

a

(n) mod Y

3

a

(n) :

Nech» Y

2

(n)nY (m). Podle lemmatu 69 máme m = nj. S tímto j pou¾ijeme

odvozenou kongruenci a dostaneme Y

2

(n)njY (n) (proto¾e Y (n) ? X(n)).

Tak¾e Y (n)nj a (nY (n))nm.

Naopak, nech» (nY (n))nm. Polo¾íme j = Y (n) a pou¾ijeme kongruenci.

Dostaneme Y

2

(n)nY (nY (n)). Podle Lemmatu 69 máme Y

2

(n)nY (m). }
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Lemma 71.

1. Pro a > 1 a n > 0 platí Y

a

(n� 1) + Y

a

(n) < X

a

(n).

2.

Y

a

(4ni�m) � Y

a

(m) mod X

a

(n)

Y

a

(4ni+ 2n�m) � �Y

a

(m) mod X

a

(n) ;

znaménka si odpovídají.

Dùkaz. 1. Podle (17) (s +, n := n� 1; m := 1) máme

2Y (n� 1) � aY (n� 1) � aY (n� 1) +X(n� 1) = Y (n) :

Proto Y (n�1) < Y (n)�Y (n�1). Tudí¾, opìt podle (17) (s�, n := n;m = 1),

Y (n� 1) + Y (n) < 2Y (n)� Y (n� 1) � aY (n)� Y (n� 1) = X(n) :

2. Podle formulí (20) a (21) Y (2n) � 0 a X(2n) � �1 mod X(n). Tak¾e,

podle (17),

Y (2n�m) � �Y (m) mod X(n) :

Opakovaným u¾itím dostáváme obì kongruence. }

Lemma 72. Nech» a > 1 a n > 0. Pak

Y

a

(k) � �Y

a

(m) mod X

a

(n) () k � �m mod 2n ;

znaménka si nemusejí odpovídat.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme zpìtnou implikaci. Nech» k = 2nj � m. Pro

j = 2i máme podle 2 pøedchozího lemmatu Y (k) = Y (4ni � m) �

�Y (m) mod X(n). Pro j = 2i + 1 máme Y (k) = Y (4ni + 2n � m) �

�Y (m) mod X(n).

Naopak, nech» Y (k) � �Y (m) mod X(n). Zvolíme k

0

a m

0

, ¾e 0 �

k

0

; m

0

� n, k � �k

0

mod 2n a m � �m

0

mod 2n. Podle pøedpokladu a ji¾

dokázané zpìtné implikace máme Y (k

0

) � �Y (m

0

) mod X(n). Tak¾e X(n)

dìlí Y (k

0

)� Y (m

0

), co¾ implikuje k

0

= m

0

, proto¾e z k

0

6= m

0

by plynul spor

(viz 1 pøedchozího lemmatu) 0 < jY (k

0

)�Y (m

0

)j � Y (n�1)+Y (n) < X(n).

Z k

0

= m

0

hned plyne k � �m mod 2n. }
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Tvrzení 73 (diofantiènost funkce Y

a

(b)). Binární funkce Y

a

(b) je dio-

fantická. Konkrétnì,

c = Y

a

(b) () (a = 0 & c = 0) _ (a = 1 & c = b)

_(a > 1 & 9 d; e; f; g; h; i; j

[(�) d

2

� (a

2

� 1)c

2

= 1 & (�) f

2

� (a

2

� 1)e

2

= 1

& (
) i

2

� (g

2

� 1)h

2

= 1

& (�) e = (j + 1)2c

2

& (�) g � a mod f & (�) g � 1 mod 2c

& (�) h � c mod f & (�) h � b mod 2c & (�) b � c]) :

Dùkaz. Napravo od () stojí zjevnì diofantická formule, staèí dokázat

ekvivalenci. Pro a = 0; 1 platí. Nech» a > 1 a existují d; : : : ; j splòující (�)

a¾ (�). Podle Pellián (�); (�); (
) existují èísla p; q a r, ¾e d = X

a

(p); c =

Y

a

(p); f = X

a

(q); e = Y

a

(q); i = X

g

(r) a h = Y

g

(r). Platí 0 � p � c a, podle

(�), 0 � b � c. Doká¾eme, ¾e b � r � �p mod 2c. Odtud vyplývá b = p a

c = Y

a

(p) = Y

a

(b).

Pro c = 0 jsme hotovi hned, (�) dává b = 0. Nech» c > 0. Podle (�) c

2

ne.

Lemma 70 nám dává cnq, proto¾e

Y

2

a

(p)nY

a

(q) =) Y

a

(p)nq :

Podle (�) platí b � h = Y

g

(r) mod 2c. Podle (23) máme Y

g

(r) � Y

1

(r) =

r mod (g � 1). Platí v¹ak (�), a tak

b � r mod 2c :

Podle (�) a (22) máme Y

a

(r) � Y

g

(r) mod f = X

a

(q). Podle (�) máme

Y

g

(r) = h � c = Y

a

(p) mod f = X

a

(q). Tak¾e Y

a

(r) � Y

a

(p) mod X

a

(q) a

lemma 72 dává

r � �p mod 2q :

Jak víme, cnq. Tak¾e r � �p mod 2c. Odtud a z b � r mod 2c plyne b �

�p mod 2c.

Nech» naopak a > 1 a c = Y

a

(b). Polo¾íme d = X

a

(b). Pak (�) a (�) platí.

Polo¾íme q = bY

a

(b); f = X

a

(2q) a e = Y

a

(2q). Platí (�). V lemmatu 70

polo¾íme m = bY

a

(b) a n = b. Lemma øíká, ¾e Y

2

a

(b)nY

a

(bY

a

(b)). Tak¾e

c

2

nY

a

(q). Podle (21) (2Y

a

(q))nY

a

(2q), a proto 2c

2

ne. Tudí¾ se (�) dá splnit

vhodným j. Polo¾íme g = a+f

2

(f

2

�a). Nyní platí i (�). (�) a (�) spolu dávají

f

2

� 1 mod 2c a volba g tedy dává (�). Polo¾íme i = X

g

(b) a h = Y

g

(b). Pak
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platí (
). Podle (23) h = Y

g

(b) � b mod (g � 1). Podle (�) je h � b mod 2c

a tedy platí (�). Z (22) máme, ¾e h = Y

g

(b) � Y

a

(b) = c mod (g � a) a to

spolu s (�) implikuje h � c mod f . (�) platí a v¹e je splnìno. }

Pomocí (19) indukcí snadno plyne odhad

(2a� 1)

n

� Y

a

(n+ 1) < (2a)

n

: (24)

Lemma 74. Pro v¹echna a; k; n 2 N

0

platí kongruence

X

a

(n)� (a� k)Y

a

(n) � k

n

mod 2ak � k

2

� 1 :

Dùkaz. Postupujeme indukcí podle n. Pro n = 0 a n = 1 kongruence platí.

Pomocí rovnic (18) a (19) dostáváme

X(n+ 1)� (a� k)Y (n+ 1)

= 2aX(n)�X(n� 1)� (a� k)(2aY (n)� Y (n� 1))

= 2a(X(n)� (a� k)Y (n))� (X(n� 1)� (a� k)Y (n� 1))

� 2ak

n

� k

n�1

= k

n�1

(2ak � 1)

� k

n+1

mod 2ak � k

2

� 1 :

}

Tvrzení 75 (diofantiènost exponenciály). Exponenciální funkce x

y

je

diofantická, proto¾e pro y > 0 a x > 1 máme

z = x

y

() 9 a [a � Y

x

(y+1) & z = zby(X

a

(y)�(a�x)Y

a

(y); 2ax�x

2

�1)] :

Dùkaz. Z pøede¹lých výsledkù, zejména z tvrzení 73, je jasné, ¾e formule

vpravo je diofantická. Hodnoty exponenciály pro y = 0 a x = 0; 1 se pøidají

disjunkcemi. Staèí ukázat platnost ekvivalence. Doká¾eme, ¾e pro ka¾dé a �

Y

x

(y + 1) se x

y

rovná zbytku popsanému v druhé klauzuli konjunkce. Mohli

jsme tedy vystaèit jen s ní, kdybychom v ní a nahradili Y

x

(y+1). Podle (24)

a pøedpokladù

x � x

y

< (2x� 1)

y

� Y

x

(y + 1) � a :

Odtud x+ 1 � a a proto

a < ax < ax+ (x + 1)x� x

2

� 1 � 2ax� x

2

� 1 :
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Proto je x

y

men¹í ne¾ modul 2ax� x

2

� 1. Podle kongruence v lemmatu 74

se x

y

rovná pøíslu¹nému zbytku. }

Teï vidíme, ¾e formule

n > 2 & xyz > 0 & x

n

+ y

n

= z

n

de�nující 4-ární relaci v¹ech poru¹ení FPV je diofantická. Proto existuje ce-

loèíselný polynom P (n; x; y; z; x

1

; : : : ; x

m

) takový, ¾e první ètyøi souøadnice

øe¹ení rovnice P = 0 dávají právì v¹echna poru¹ení FPV. FPV se dá zre-

dukovat na jedinou diofantickou rovnici. Díky Wilesovi ov¹em dnes víme, ¾e

P = 0 ¾ádné øe¹ení nemá a tak tento pøíklad ponìkud ztrácí na lesku.

Tvrzení 76 (diofantiènost binomického koe�cientu). Binomický ko-

e�cient je binární diofantická funkce, proto¾e pro x; y 2 N

0

platí

z =

 

x

y

!

() 9 u [u > 2

x

& z = zby(pod((u+ 1)

x

; u

y

); u)] :

Dùkaz. U¾ víme, ¾e 2

x

; (u+1)

x

a u

y

jsou diofantické funkce. Formule vpravo

je tudí¾ diofantická. Nech» u > 2

x

. Pomocí binomické vìty máme

(u+ 1)

x

u

y

=

x

X

i=y+1

 

x

i

!

u

i�y

+

 

x

y

!

+ r ;

kde

r =

y�1

X

i=0

 

x

i

!

u

i�y

�

1

u

x

X

i=0

 

x

i

!

�

2

x

u

< 1 :

Proto pod((u + 1)

x

; u

y

) �

�

x

y

�

mod u. Vzhledem k u > 2

x

je binomický

koe�cient men¹í ne¾ modul u a platí dokazovaná rovnost. }

Tvrzení 77 (i faktoriál je diofantický). Faktoriál je diofantická funkce,

proto¾e

y = x! () 9 z [z > 2(x� 1)

2

x

x

+ x� 1 & y = pod(z

x

;

�

z

x

�

)] :
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Dùkaz. Díky pøedchozím výsledkùm je formule diofantická a staèí jenom

ukázat, ¾e de�nuje faktoriál. Nech» z > 2(x� 1)

2

x

x

+ x� 1 je libovolné. Po

snadných úpravách se vidí, ¾e

x! �

z

x

�

z

x

�

= x!

x�1

Y

i=1

�

1 +

i

z � i

�

< x!e

(x�1)

2

=(z�x+1)

< x!

 

1 +

2(x� 1)

2

z � x+ 1

!

:

U¾ili jsme odhad 1 + u < e

u

< 1 + 2u platný v intervalu (0; 1=2). Poslední

výraz v hoøej¹ím odhadu je < x!+1, proto¾e x

x

> x!. Po zaokrouhlení podílu

dolù dostaneme x!. }

Máme u¾ dost prostøedkù, abychom dokázali diofantiènost mno¾iny prvoèí-

sel (úloha 19). Chceme-li v¹ak k tomu pou¾ít pøirozenou de�nici prvoèísla,

musíme zdolat je¹tì jednu pøeká¾ku.

3.5.3 Omezený 8 zachovává diofantiènost

Obecný kvanti�kátor 8 diofantiènost nezachovává (úloha 20). Jeho omezená

forma v¹ak ano. Znaèení 8 y < a [: : :] je zkratka pro 8 y [y � a _ : : :] a øíká

se mu omezený obecný kvanti�kátor .

Tvrzení 78 (diofantiènost omezeného 8 ). Nech» R � N

n

0

je diofantická

relace. Pak i relace S � N

n

0

,

S(a

1

; : : : ; a

n

) () 8 y < a

n

[R(a

1

; : : : ; a

n�1

; y)] ;

je diofantická.

Dùkaz. Pro n = 1 tvrzení platí triviálnì (proè?). Pro jednoduchost zna-

èení pøedpokládáme, ¾e n = 2, obecný pøípad je velmi podobný (úloha 22).

Nech» relaci R reprezentuje celoèíselný polynomD(a; y; x

1

; : : : ; x

m

) se dvìma

parametry a; y a m neznámými x

i

.

Jako B(a; b; w) oznaèíme polynom s nezápornými koe�cienty, který

vznikne z D zmìnou znamének záporných koe�cientù a substitucí y = b; x

1

=

w; : : : ; x

m

= w. Doká¾eme ekvivalenci

8 y < b 9 x

1

; : : : ; x

m

[D(a; y; x

1

; : : : ; x

m

) = 0] ()

9w; z

0

; : : : ; z

m

[

�

z

0

b

�

nD(a; z

0

; : : : ; z

m

) & (25)

b!(b + w +B(a; b; w))!n(z

0

+ 1) & (26)

�

z

0

b

�

n

�

z

1

w

�

& � � � &

�

z

0

b

�

n

�

z

m

w

�

] : (27)
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Vlevo od ekvivalence je formule de�nující relaci S � N

0

. Vpravo máme za

existenèním kvanti�kátorem konjunkci m + 2 podmínek. Podle pøede¹lých

výsledkù, zejména tvrzení 76 a 77, je ka¾dá z nich diofantická a tedy i relace

S je diofantická. Zbývá dokázat ekvivalenci.

=). Nech» (a; b) 2 N

2

0

je taková dvojice, ¾e D(a; y; x

y

1

; : : : ; x

y

m

) = 0 pro

y = 0; 1; : : : ; b� 1 pro nìjaká x

y

i

2 N

0

(exponent y oznaèuje v tomto dùkazu

závislost na y, ne umocnìní). Zvolíme w libovolnì, ale tak, ¾e w > x

y

i

pro

v¹echna y a i. Èíslo z

0

zvolíme libovolnì, ale tak, ¾e platí podmínka (26). Pro

y = 0; 1; : : : ; b� 1 de�nujeme pøirozená èísla

q

y

=

z

0

+ 1

y + 1

� 1 :

Z volby z

0

plyne, ¾e èísla q

y

jsou po dvou nesoudìlná. (Proto¾e q

y

? b! a

pro y > z máme (y + 1)q

y

� (z + 1)q

z

= y � z < b.) Dále z

0

� y mod q

y

a

q

y

? w! pro ka¾dé y. Pro ka¾dé i = 1; 2; : : : ; m uvá¾íme soustavu b kongruencí

z

i

� x

y

i

mod q

y

, y = 0; 1; : : : ; b � 1. Podle èínské vìty o zbytku (tvrzení 5)

existuje øe¹ení z

i

2 N

0

. Pro y = 0; 1; : : : ; b� 1 tedy platí

z

i

� x

y

i

& z

0

� y mod

b�1

Y

y=0

q

y

=

 

z

0

b

!

:

Odtud plyne, ¾e platí (25). Z volby w a z

1

; : : : ; z

m

plyne, ¾e q

y

dìlí souèin

(z

i

� 0)(z

i

� 1) � � � (z

i

� w + 1). Tedy q

y

dìlí i

�

z

0

w

�

(proto¾e q

y

? w!). Proto

(nesoudìlnost èísel q

y

) platí (27).

(=. Máme (a; b) 2 N

2

0

a w; z

0

; : : : ; z

m

2 N

0

, ¾e platí (25), (26) a (27) a

máme zadáno y; 0 � y � b�1. De�nujeme q

y

jako vý¹e. Opìt q

y

? w!. Nech»

p

y

je libovolný prvoèinitel q

y

. Z (27) vyplývá, ¾e q

y

a tedy i p

y

dìlí souèin

(z

i

� 0)(z

i

� 1) � � � (z

i

� w + 1), i = 1; : : : ; m. Proto existují èísla x

y

1

; : : : ; x

y

m

,

¾e p

y

n(z

i

� x

y

i

). Opìt z

0

� y mod q

y

, tak¾e p

y

n(z

0

� y). Podle (26) a de�nice

q

y

platí p

y

> B(a; b; w). Tudí¾ jD(a; y; x

y

1

; : : : ; x

y

m

)j < p

y

(de�nice B). To

spolu s (25) dává D(a; y; x

y

1

; : : : ; x

y

m

) = 0. Pro dané y jsme nalezli x

y

1

; : : : ; x

y

m

s vlastností po¾adovanou vlevo: D(a; y; x

y

1

; : : : ; x

y

m

) = 0. }

Pøirozená de�nice prvoèísla je prostøednictvím omezeného 8 :

x je prvoèíslo () x > 1 & 8y < x [y � 1 _ zby(x; y) > 0] :

Podle právì dokázaného tvrzení je formule vpravo diofantická. Dokázali jsme

Tvrzení 79. Mno¾ina prvoèísel je diofantická.
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3.5.4 Rekurzivní funkce jsou diofantické

Velmi jsme pokroèili. Zatímco na poèátku jsme o mnohých jednoduchých arit-

metických funkcích, jako tøeba 2

x

, nevìdìli, zda jsou diofantické, nyní naopak

není jasné, jak by mohla funkce daná jednoduchým aritmetickým pøedpisem

nebýt diofantická. V tvrzení 81 doká¾eme, ¾e ka¾dá rekurzivní funkce je dio-

fantická, co¾ znamená, ¾e v jistém smyslu

"

v¹e\ je diofantické. V tvrzení 82

sestrojíme binární diofantickou relaci, její¾ projekce probíhají v¹echny dio-

fantické mno¾iny. Standardní selfreferenèní a diagonalizaèní argument teorie

rekurze pak u¾ vede pøímo k dùkazu Matijasevièovy vìty.

Rekurzivní funkce tvoøí tøídu funkcí de�novaných na N

n

0

(n je obecnì

rùzné pro rùzné funkce), s hodnotami v N

0

. Jsou to ty funkce, které lze

vytvoøit z konstantní funkce c : N

0

! N

0

, c(x) = 0, z funkce následníka

s : N

0

! N

0

, s(x) = x+ 1, a z projekcí U

n

i

: N

n

0

! N

0

, U

n

i

(x

1

; : : : ; x

n

) = x

i

,

koneèným poètem aplikací tøí ní¾e de�novaných operátorù skládání, primi-

tivní rekurze a minimalizace.

Skládání slo¾í m funkcí f

i

arity n pomocí m-ární funkce f v novou n-ární

funkci g,

g(x

1

; : : : ; x

n

) = f(f

1

(x

1

; : : : ; x

n

); f

2

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; f

m

(x

1

; : : : ; x

n

)) :

Primitivní rekurze de�nuje z n-ární funkce f a (n + 2)-ární funkce g novou

(n+ 1)-ární funkci h,

h(x

1

; : : : ; x

n

; 0) = f(x

1

; : : : ; x

n

) a

h(x

1

; : : : ; x

n

; y + 1) = g(y; h(x

1

; : : : ; x

n

; y); x

1

; : : : ; x

n

) :

Minimalizace de�nuje ze dvou (n+1)-árních funkcí f a g novou n-ární funkci

h,

h(x

1

; : : : ; x

n

) = MIN

y

(f ; g) = minfy : f(x

1

; : : : ; x

n

; y) = g(x

1

; : : : ; x

n

; y)g ;

pøièem¾ musí být splnìna podmínka, ¾e pro ka¾dou n-tici x

1

; : : : ; x

n

má rov-

nice f(x

1

; : : : ; x

n

; y) = g(x

1

; : : : ; x

n

; y) øe¹ení y, to jest h je v¹ude de�novaná.

Jako pøíklad doká¾eme, ¾e binární aritmetické funkce + a � jsou rekur-

zivní. Sèítání je rekurzivní, proto¾e

x + 0 = U

1

1

(x) a x + (y + 1) = g(y; x+ y; x) ;
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kde g(u; v; w) = s(U

3

2

(u; v; w)). Funkce + je de�nována aplikací primitivní

rekurze a skládání na funkce U

1

1

; s a U

3

2

. Podobnì je násobení rekurzivní,

proto¾e

x � 0 = c(x) = 0 a x � (y + 1) = g(y; x � y; x) ;

kde g(u; v; w) = U

3

2

(u; v; w) + U

3

3

(u; v; w) a rekurzivita + je u¾ dokázána.

Rovnì¾ ka¾dá konstantní funkce c

k

(x) = k; k 2 N

0

; je rekurzivní, nebo»

c

0

(x) = c(x) a c

k+1

(x) = c

k

(x) + 1. Ka¾dý polynom s kladnými celými ko-

e�cienty je rekurzivní funkce, proto¾e vznikne opakovaným skládáním funkcí

+, � a konstant.

Tøída rekurzivních funkcí je mnohem obsáhlej¹í, ne¾ naznaèují pøedchozí

pøíklady. Pøedstavuje jednu z formálních speci�kací pojmu algoritmu. Jiné

speci�kace jsou napøíklad Turingovy stroje nebo Markovovy normální algo-

ritmy. O v¹ech známých speci�kacích se dá simulací jednoho modelu druhým

ukázat, ¾e de�nují tuté¾ tøídu vyèíslitelných funkcí. Podle �lozo�cké Chur-

chovy teze, co¾ je mimomatematické tvrzení, se tato tøída shoduje s tøídou

funkcí vyèíslitelných jakýmkoli algoritmem (chápaným v intuitivním smyslu).

Pro dùkaz následujících tvrzení se nám budou hodit funkce p; q : N! N

0

de�nované vztahem

n = 2

p(n)

(2q(n) + 1) :

Patrnì p(n); q(n) < n. Zobrazení n ! (p(n); q(n)) je bijekce mezi N a N

2

0

.

Lehce se vidí, ¾e obì funkce jsou diofantické a rekurzivní. Toté¾ platí i pro

funkci F (i) = 2

2

i

+ 1.

Tvrzení 80 (kódování n-tic). Existuje binární diofantická a rekurzivní

funkce S(i; u) s následující vlastností. Pro ka¾dé n 2 N a ka¾dou n-tici

(a

1

; : : : ; a

n

) 2 N

n

0

existuje u 2 N

0

takové, ¾e

S(0; u) = a

1

; S(1; u) = a

2

; : : : ; S(n� 1; u) = a

n

:

Dùkaz. Polo¾íme S(i; u) = zby(q(u); F (i+p(u)). Nech» (a

1

; : : : ; a

n

) 2 N

n

0

je

libovolná n-tice. Vezmeme dostateènì velké èíslo v 2 N

0

, aby pro i = 1; : : : n

platilo F (v) > a

i

. Tím spí¹e pak platí F (i � 1 + v) > a

i

. Uvá¾íme systém

kongruencí

w � a

i

mod F (i� 1 + v) ; i = 1; : : : ; n :

Jeho moduly jsou po dvou nesoudìlné, proto¾e èísla F (n); n 2 N

0

; jsou

vzájemnì nesoudìlná. (To je snadné cvièení. Nebo viz oddíl 5.1.) Podle vìty

5 z kapitoly 1 má systém øe¹ení w 2 N. Polo¾íme u = 2

v

(2w + 1). Je jasné,
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¾e S(i; u) pro i = 0; : : : ; n � 1 probíhá na¹i n-tici. Funkce zby; p; q a F jsou

diofantické i rekurzivní, diofantická i rekurzivní je proto i S. }

Tvrzení 81 (hlavní výsledek). Funkce je rekurzivní, právì kdy¾ je dio-

fantická.

Dùkaz. Nech» je funkce f diofantická, pak

y = f(x

1

; : : : ; x

n

) ()

9 z

1

; : : : ; z

m

[P (x

1

; : : : ; x

n

; y; z

1

; : : : ; z

m

) = Q(x

1

; : : : ; x

n

; y; z

1

; : : : ; z

m

)] ;

kde P a Q jsou polynomy s koe�cienty v N

0

. S pou¾itím funkce S z pøed-

chozího tvrzení mù¾eme tuto de�nici pøepsat ve tvaru

f(x

1

; : : : ; x

n

) = S(0;MIN

u

(P (x

1

; : : : ; x

n

; S(0; u); S(1; u); : : : ; S(m; u));

Q(x

1

; : : : ; x

n

; S(0; u); S(1; u); : : : ; S(m; u)))) :

Proto¾e P;Q a S jsou rekurzivní funkce, je (minimalizace a skládání) rekur-

zivní i f .

Naopak doká¾eme, ¾e rekurzivní funkce jsou diofantické. Konstanta, ná-

sledník a projekce jsou triviálnì diofantické. Staèí dokázat uzavøenost tøídy

diofantických funkcí na skládání, primitivní rekurzi a minimalizaci.

Nech» f a f

i

jsou diofantické funkce a funkce g z nich vznikla slo¾ením.

Pak i g je diofantická díky zachování diofantiènosti substitucí diofantických

termù do diofantické formule.

Nech» funkce h vznikla z diofantických funkcí f a g primitivní rekurzí.

Pak (hodnoty h(x

1

; : : : ; x

n

; 0); : : : ; h(x

1

; : : : ; x

n

; y) zakódujeme do u)

z = h(x

1

; : : : ; x

n

; y) () 9 u [S(0; u) = f(x

1

; : : : ; x

n

)

& 8t < y [S(t+ 1; u) = g(t; S(t; u); x

1

; : : : ; x

n

)] & z = S(y; u)] :

Podle tvrzení 78 a 80 je h diofantická.

Podobnì se nahlédne, ¾e i minimalizace zachovává diofantiènost. Vznikla-

li funkce h z diofantických funkcí f a g minimalizací, je té¾ diofantická,

proto¾e

y = h(x

1

; : : : ; x

n

) () f(x

1

: : : ; x

n

; y) = g(x

1

; : : : ; x

n

; y)

& 8t < y [f(x

1

: : : ; x

n

; t) 6= g(x

1

; : : : ; x

n

; t)] :
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}

Sestrojíme univerzální binární diofantickou relaci. Za�xujeme abecedu

promìnných x

0

; x

1

; : : : a pomocí funkcí p a q, které byly de�novány pøed

tvrzením 80, de�nujeme následující enumeraci v¹ech polynomù s koe�cienty

v N

0

.

P

0

= 1

P

3i�2

= x

i�1

P

3i�1

= P

p(i)

+ P

q(i)

P

3i

= P

p(i)

P

q(i)

:

Posloupnost P

0

; P

1

; : : : obsahuje v¹echny celoèíselné polynomy s kladnými

koe�cienty a P

n

= P

n

(x

0

; : : : ; x

n

) závisí jen na promìnných x

0

; : : : ; x

n

. Pro

n 2 N polo¾íme

D

n

= fx

0

: 9 x

1

; : : : ; x

n

[P

p(n)

(x

0

; : : : ; x

n

) = P

q(n)

(x

0

; : : : ; x

n

)]g :

Posloupnost D

1

; D

2

; : : : obsahuje v¹echny diofantické mno¾iny.

Tvrzení 82 (univerzální diofantická relace). Binární relace

U = f(m;n) : m 2 D

n

g

je diofantická.

Dùkaz. S pomocí funkce S z tvrzení 80 prostì pøepí¹eme de�nici enumerace:

m 2 D

n

() 9 u [S(0; u) = 1 & S(1; u) = m

& 8i < n [S(3i� 1; u) = S(p(i); u) + S(q(i); u)]

& 8i < n [S(3i; u) = S(p(i); u)S(q(i); u)]

& S(p(n); u) = S(q(n); u)] :

Formule vpravo je diofantická díky diofantiènosti funkcí p; q a S a díky

pøedchozím výsledkùm, zejména tvrzení 78. Uká¾eme, ¾e de�nuje predikát

m 2 D

n

.

Pokud m 2 D

n

, platí P

p(n)

(m; t

1

: : : ; t

n

) = P

q(n)

(m; t

1

; : : : ; t

n

) pro nì-

jaká t

i

2 N

0

. Zvolíme u tak, ¾e pro i = 0; 1; : : : ; n máme S(i; u) =

P

i

(m; t

1

; : : : ; t

n

). S tímto u je pravá strana jistì splnìna.
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Naopak, nech» platí pro dané m a n pravá strana. Polo¾íme

t

1

= S(4; u); t

2

= S(7; u); : : : ; t

n

= S(3n+ 1; u) :

Pak S(i; u) = P

i

(m; t

1

; : : : ; t

n

) pro i = 0; 1; : : : ; n a

P

p(n)

(m; t

1

: : : ; t

n

) = P

q(n)

(m; t

1

; : : : ; t

n

) ;

tak¾e m 2 D

n

. }

Vìta 83 (Matijaseviè, 1970). Øe¹itelnost diofantických rovnic je algorit-

micky nerozhodnutelná úloha.

Dùkaz. Mno¾ina

V = fn 2 N : n 62 D

n

g

není diofantická. Kdyby byla, V = D

N

pro nìjaké N 2 N a dostáváme spor

N 2 V () N 62 D

N

= V :

Funkce g : N

2

0

! f0; 1g s hodnotou 1 na U a hodnotou 0 mimo U , kde U

je univerzální diofantická relace z tvrzení 82, není rekurzivní. Kdyby byla,

byla by diofantická (tvrzení 81) a její graf z = g(m;n) by byl reprezentován

polynomem P s parametry z;m a n a neznámými x

1

; : : : ; x

p

. Pak by ale V

byla diofantická,

V = fx : 9 x

1

; : : : ; x

p

[P (0; x; x; x

1

; : : : ; x

p

) = 0] ;

co¾ je spor.

Øeknìme, ¾e máme algoritmus, který umí rozhodnout existenci øe-

¹ení jakékoli diofantické rovnice. Pak umíme algoritmicky rozhodnout plat-

nost univerzálního diofantického predikátu m 2 D

n

: Vezmeme polynom

Q(m;n; x

1

: : : ; x

q

) reprezentující U (tvrzení 82) a pro (m;n) 2 N

2

0

prostì

testujeme, zda Q(m;n; x

1

: : : ; x

q

) = 0 má èi nemá øe¹ení x

i

2 N

0

. To je fak-

ticky algoritmus, který poèítá funkci g. Funkce g je rekurzivní, dostali jsme

spor. }

Pøesnì øeèeno, dokázali jsme, ¾e neexistuje rekurzivní funkce, která by roz-

hodovala øe¹itelnost diofantických rovnic. Churchova teze roz¹iøuje tento ne-

gativní výsledek na v¹echny myslitelné algoritmy.
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Vlastnì bylo dokázáno následující. Neexistuje algoritmus, který by roz-

hodoval existenci øe¹ení x

1

; : : : ; x

q

2 Z pro vstupy

fQ(n; n; x

1

; : : : ; x

q

) = 0 : n 2 Ng ;

kde Q je polynom reprezentující U . (Jinak by charakteristická funkce mno-

¾iny V byla rekurzivní a V by byla diofantická.) Polynom Q se dá efektivnì

sestrojit.

Uvedeme slíbený paradoxní(?) dùsledek existence univerzální diofantické

relace U . Existuje absolutní konstanta q 2 N taková, ¾e ka¾dá diofantická

mno¾ina X � N

0

má reprezentaci celoèíselným polynomem s jedním para-

metrem a q neznámými. Je to polynom Q(x; r; x

1

: : : ; x

q

), kde Q reprezentuje

U a X = D

r

(X je r-tá mno¾ina v enumeraci diofantických mno¾in). Jako

pøíklad uva¾me diofantické mno¾iny M

n

,

x 2M

n

() 9 y

1

; : : : ; y

n

[x = (y

1

+ 2)(y

2

+ 2) � � � (y

n

+ 2)] :

M

1

= Nnf1g,M

2

je mno¾ina v¹ech slo¾ených pøirozených èísel a obecnì jeM

n

mno¾ina v¹ech

"

n-násobnì slo¾ených\ èísel. Jak víme, kromì této

"

pøirozené\

diofantické de�niceM

n

existuje i taková, která pou¾ívá (pro n > q) ménì ne¾

n promìnných, dokonce omezenì mnoho!

3.6 Poznámky

Termín

"

diofantický\ je odvozen od jména antického matematika Diofanta,

který ve své Aritmetice zkoumal øe¹ení rovnic v racionálních èíslech. Mìli

bychom asi hovoøit o

"

fermatických\ rovnicích a problémech, proto¾e to byl

Fermat, kdo jako první zdùrazòoval øe¹ení v oboru celých èísel.

O rozmanitosti diofantických problémù a metod pro jejich øe¹ení si lze

udìlat dobrý obraz tøeba z Mordellovy [27], Ribenboimovy [36] nebo Sprin-

d¾ukovy [43] monogra�e. Nepatrná zmìna parametru mù¾e promìnit triviální

úlohu ve velmi obtí¾nì, pokud vùbec, øe¹itelný problém a naopak. Snadno

lze pøehlédnout jednoduchou cestu k øe¹ení. Roberts [38] uvádí v kapitole o

èísle 117 následující epizodu.

In the chapter \Diophantine Equations: p-adic Methods" in Stu-

dies in Number Theory (edited by W. J. LeVeque), D. J. Lewis

states on page 26: "The equation x

3

�117y

3

= 5 is known to have

at most 18 integral solutions but the exact number is unknown."
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Finkelstein and London (1971) made use of the �eld Q(117

1=3

),

where the cube root is real, to show that, in fact, the equation

has no solutions in integers.

Halter-Koch (1973) and Udrescu (1973) independently observed

that by considering the equation modulo 9 we get x

3

� 5 (mod 9)

and this congruence clearly has no solutions. Consequently we

immediately see that the equation has no solutions.

3.1 O Fermatovì poslední vìtì. Literatura: Edwards [8]. Eulerùv dù-

kaz FPV pro n = 3 byl neúplný, viz [8]. Edwardsova zajímavá kniha obsahuje

historii FPV od poèátkù a¾ do Kummera. Dùkaz FPV, která dlouho fasci-

novala profesionály i amatéry (viz tøeba [5]), v roce 1993 oznámil a v roce

1995 publikoval, s pomocí Taylora, Wiles, viz [47] a [45]. Ètenáøka nalezne

dal¹í zajímavosti a odkazy v Ribenboimových knihách [34] a [35]. Zde zmí-

níme pouze slavný klasický Kummerùv výsledek, v nìm¾ se znovu záhadnì

objevují Bernoulliova èísla.

Zhruba v roce 1850 Kummer dokázal, ¾e FPV platí pro ka¾dý prvo-

èíselný exponent n = p > 2, který je regulárním prvoèíslem. Regularita

prvoèísla se de�nuje pojmy algebraické teorie èísel a je ekvivalentní, jak

Kummer rovnì¾ dokázal, s tím, ¾e p nedìlí ¾ádného èitatele Bernoullio-

vých èísel B

0

; B

2

; B

4

; : : : ; B

p�3

. (Bernoulliova èísla jsou de�nována v úloze

22 v 1. kapitole.) Èitatele B

0

; B

2

; : : : ; B

8

jsou 1. Prvoèíselné rozklady èita-

telù B

10

; B

12

; : : : ; B

22

jsou:

B

10

= 5= � � � B

12

= �691= � � �

B

14

= 7= � � � B

16

= �3617= � � �

B

18

= 43867= � � � B

20

= �(283 � 617)= � � �

B

22

= (11 � 131 � 593)= � � � B

24

= �(103 � 2294797)= � � �

B

26

= (13 � 657931)= � � � :

Odtud vidíme, ¾e v¹echna prvoèísla � 29 jsou regulární a FPV pro nì platí.

Neregulární prvoèísla se nazývají singulární. Na¹e minitabulka ukazuje na

druhé stranì, ¾e prvoèísla 103; 131; 283; 593; 617; 691; 3617; 43867; 657931 a

2294797 jsou singulární. Kummerovu vìtu pro nì nelze pou¾ít. (Lze pro nì

pou¾ít jiná kritéria, která byla Kummerovou metodou odvozena pozdìji.)

Mezi prvoèísly nepøesahujícími 100 jsou singulární pouze 37; 59 a 67 (dìlí èi-

tatele B

32

; B

44

a B

58

). Je známo, ¾e jak regulárních tak singulárních prvoèísel

je nekoneènì mnoho.
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3.2 Ètyøi ètverce staèí. Literatura: Ireland a Rosen [13] a Nathan-

son [30]. Lagrangeova vìta je

"

nejdùle¾itìj¹í výsledek v aditivní teorii èísel\

(Nathanson [30]). Zobecòuje ji Waringùv problém: Doka¾te, ¾e pro ka¾dé

r 2 N existuje poèet k = k(r) takový, ¾e rovnice

x

r

1

+ x

r

2

+ � � �+ x

r

k

= n

má pro ka¾dé n 2 N

0

øe¹ení x

i

2 N

0

. Podle Lagrangeovy vìty lze pro r = 2

polo¾it k = 4 (a víme, ¾e nelze polo¾it k = 3). Waring svùj problém publikoval

v r. 1770. První dùkaz nalezl v r. 1909 Hilbert, viz [30] nebo pøímo [10].

3.3 Pelliána. Literatura: Hlawka, Schoi�engaier a Taschner [12], Mordell

[27] a [18]. Pellova rovnice ke svému jménu pøi¹la omylem a Pell s ní nemìl nic

spoleèného, viz Edwards [8]. Tabulka generátorù "

d

= a

�

d

+ b

�

d

p

d grupy (U; �)

ukazuje, ¾e ji¾ pro malé d mohou být èísla a

�

d

a b

�

d

dosti velká, napøíklad pro

d = 13 a d = 29. Z dvouciferných d je nejzapeklitìj¹í 61: a

�

61

= 1766319049

a b

�

61

= 226153980. Hodnota d = 1621 je je¹tì hor¹í. Zatímco a

�

1620

= 161 a

b

�

1620

= 4, pro d o 1 vìt¹í

a

�

1621

= 629810181249373234303497450009145781552994230866

7051412857352310169665125001

a

b

�

1621

= 156429324369979112128445583345098338627552043874

824108399177922442751050500 :

Tvrzení 61 o diofantické rovnici x

2

� y

3

= 1 je èásteènou odpovìdí na

Catalanovu domnìnku, podle ní¾ má rovnice x

a

� y

b

= 1 jen jediné øe¹ení

x; y; a; b > 1, toti¾ 3

2

�2

3

= 1. Domnìnka, pøedlo¾ená Catalanem v roce 1844,

je dosud (v roce 2000) nedokázaná a nevyvrácená. V r. 1976 Tijdeman [46]

dokázal, ¾e v¹echny slo¾ky v¹ech øe¹ení Catalanovy rovnice nepøesahují jistou

efektivnì vyèíslitelnou konstantu. Pøípadných protipøíkladù je tedy efektivnì

koneènì mnoho. Langevin z Tijdemanova dùkazu odvodil v r. 1976 konkrétní

odhady a; b < e

245

a x; y < exp(exp(exp(exp(730)))). Zejména první odhad

byl od té doby výraznì zlep¹en, viz Ribenboimova kniha [36]. V ní lze nalézt

dùkaz zesílení tvrzení 61, které dokázal v r. 1738 Euler: x

2

� y

3

= �1 má v

oboru kladných racionálních èísel jediné øe¹ení 3; 2.

Z jiného hlediska je x

2

� y

3

= 1 zvlá¹tním pøípadem Mordellovy rovnice

x

2

� y

3

= k, k 2 Z je parametr. Viz Mordell [27] a Ireland a Rosen [13]. Ko-

neènost poètu øe¹ení x; y 2 Z pro ka¾dé k dokázal v r. 1914 v [28] Mordell.
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Pou¾il redukci na Thueho rovnici a získaný odhad byl proto nee�ktivní. V

r. 1968 Baker [2] dokázal efektivní odhad: jxj; jyj < exp(10

10

jkj

10000

). Mno-

hem lep¹í odhady uvádí Sprind¾uk [43]. Mordellova rovnice je speciálním

pøípadem eliptické køivky, kdy se zkoumají racionální øe¹ení.

3.4 Thueho rovnice. Literatura: Ireland a Rosen [13]. Vìty Fermata,

Eulera, Lagrange, Kummera a dal¹ích zahrnovaly pouze jednotlivé rovnice.

První obecný výsledek o diofantických rovnicích odvodil jednoduchými úva-

hami algebraické geometrie v r. 1887 Runge [39]. (Jak pí¹e v [41] Skolem,

v r. 1922 nezávisle znovuobjevil Rungeho výsledky.) Runge dokázal: Je-li

f(x; y) 2 Z[x; y] ireducibilní polynom stupnì n, jeho¾ homogení slo¾ka stupnì

n je reducibilní, ale není násobkem mocniny ireducibilního polynomu, má

diofantická rovnice f(x; y) = 0 jen koneènì mnoho øe¹ení. (Reducibilita a

ireducibilita se míní v Q[x; y].) Rungeho metoda dává obvykle velmi silné

efektivní odhady velikosti øe¹ení, její nevýhodou jsou znaènì omezující pøed-

poklady pou¾ití. Nelze ji napøíklad pou¾ít ani pro Mordellovu ani pro Thueho

rovnici (pro ireducibilní F (x; y)). Viz Mordell [27], Sprind¾uk [43] nebo Sko-

lem [41].

Na poèátku 20. století zazáøila v diofantické analýze jako meteor Thu-

eho vìta. Metoda v¹ak nesla stín neefektivnosti a algoritmická rozhodnutel-

nost øe¹itelnosti Thueho rovnic zùstávala otevøená. V¹echna zesílení Liou-

villeovy nerovnosti, o nich¾ pí¹eme v poznámkách k oddílu 2.7, byla neefek-

tivní. Ve tøicátých letech vyvinul Skolem

"

snad nejkrásnìj¹í metodu teorie

diofantických rovnic\ (Sprind¾uk [43]), zalo¾enou na analytických funkcích

v p-adických polích a teorii lokálních analytických variet, která umo¾òovala

dokázat koneènost poètu øe¹ení pro øadu diofantických rovnic, mezi nimi i pro

Thueho rovnici (za dodateèného pøedpokladu, ¾e F (x; 1) má alespoò jeden

komplexní koøen). Skolemova metoda v¹ak byla stále neefektivní a nevedla

k algoritmu nalézajícímu celoèíselná øe¹ení (je efektivní pro p-adická øe¹ení).

Viz Sprind¾uk [43], Boreviè a ©afareviè [6] nebo pøímo Skolem [41].

Prùlom pøi¹el v ¹edesátých letech, kdy Baker dokázal efektivní odhady

velikosti øe¹ení Thueho rovnic. Jeho metoda odhadù lineárních forem loga-

ritmù algebraických èísel na¹la mnoho dal¹ích uplatnìní, je napøíklad zákla-

dem vý¹e zmínìného Tijdemanova výsledku o Catalanovì rovnici. V roce

1970 vynesly Bakerovi jeho prùkopnické práce Fieldsovu medaili. O metodì

lineárních forem logaritmù se lze pouèit v [3] a [4].

Populární vysvìtlení hlubokých výsledkù o koneènosti poètu øe¹ení roz-

sáhlých tøíd diofantických rovnic, jich¾ bylo dosa¾eno metodami diofantické

algebraické geometrie, jako je Siegelùv (1929) nebo Faltingsùv (1983) (Field-
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sova medaile v r. 1986), lze nalézt v pøehledovém èlánku [37]. Podrobnìj¹í

prùzkum tohoto oceánu mù¾e zaèít tøeba v Langových knihách [22] a [23].

Zajímavá debata o diofantické analýze probìhla v [29], [20] a [21]. Poèítaèové

algoritmy pro hledání øe¹ení diofantických rovnic popisuje Smart [42].

3.5 Desátý Hilbertùv problém. Literatura: [7], [16] a Matijasevièova

monogra�e [26]. Dùkaz Matijasevièovy vìty je v závìru ponìkud ¹roubovaný

proto, abychom se vyhnuli zavádìní dal¹ích pojmù z teorie rekurze. Správná

formulace hlavního výsledku je ta, ¾e mno¾ina (relace) je diofantická, právì

kdy¾ je rekurzivnì spoèetná. Lze sestrojit reprezentaci univerzální diofan-

tické relace U s q = 9 neznámými, viz [25] a [15]. O dal¹ích Hilbertových

problémech se lze doèíst v [17] a o Hilbertovi samém v Reidové [33].

Hilbert v roce 1900 v proslulé pøedná¹ce na kongresu matematikù v Pa-

øí¾i ([11]) pøedlo¾il pøicházejícímu 20. století tøiadvacet problémù, které byly

podle jeho názoru klíèové pro rozvoj matematiky. V desátém z nich se tázal

po obecné metodì pro hledání øe¹ení diofantických rovnic. V jiné èásti pøed-

ná¹ky uva¾oval mo¾nost, ¾e nìkteré problémy se mohou ve vhodné formulaci

ukázat být neøe¹itelnými. Pak po¾adoval dùkaz neøe¹itelnosti.

Formální upøesnìní, co rozumìt

"

metodou\, byla v podobì modelù al-

goritmù zavedena ve tøicátých a ètyøicátých letech. Tehdy se také objevily

první algoritmicky nerozhodnutelné úlohy a dùkazy nerozhodnutelnosti. Do-

mnìnka, ¾e by mezi takové úlohy mohl patøit 10. HP byla zmínìna Postem

a v r. 1949 ji publikoval Davis. V padesátých a ¹edesátých letech pracovali

na 10. HP tøi ameriètí logikové: Davis, Putnam a Robinsonová.

Davis v roce 1953 uveøejnil domnìnku, ¾e ka¾dá rekurzivnì spoèetná re-

lace je diofantická. Ta okam¾itì implikuje nerozhodnutelnost 10. HP, proto¾e

podle klasického výsledku teorie rekurze existují rekurzivnì spoèetné mno-

¾iny, které nejsou rekurzivní. Davis tehdy také dokázal, ¾e ka¾dá rekurzivnì

spoèetná relace R(a

1

; : : : ; a

m

) má reprezentaci ve tvaru

9 y 8 z � y 9 x

1

; : : : ; x

n

[P (a

1

; : : : ; a

m

; y; z; x

1

; : : : ; x

n

= 0] ;

kde P je celoèíselný polynom. Zbývalo se

"

pouze\ zbavit jednoho omezeného

obecného kvanti�kátoru.

Robinsonová pøistupovala k problému z opaèné,

"

nelogické\ strany. Mo-

tivována problémem, který zmínil její uèitel Tarski | dokázat, ¾e funkce

2

x

není diofantická | dokazovala diofantiènost øady relací. Zavedla pojem

relace exponenciálního rùstu. Je to taková binární relace D, ¾e D(a; b) im-

plikuje b < a

a

, ale na druhou stranu pro ka¾dé k 2 N existují èísla a; b 2 N
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taková, ¾e D(a; b) & b > a

k

. Robinsonová v roce 1952 dokázala, ¾e z exis-

tence diofantické relace exponenciálního rùstu plyne diofantiènost exponen-

ciály, faktoriálu a binomických koe�cientù. Domnìnka, ¾e diofantická relace

exponenciálního rùstu existuje, se stala známou jako hypotéza Robinsonové .

Davis a Putnam v roce 1959 dokázali, ¾e ka¾dá rekurzivnì spoèetná relace

R(a

1

; : : : ; a

m

) má exponenciálnì diofantickou reprezentaci ve tvaru

9 u

1

; : : : ; u

n

; v

1

; : : : ; v

n

; w

1

; : : : ; w

n

[P (a

1

; : : : ; a

m

; u

1

; : : : ; u

n

; v

1

; : : : ; v

n

; w

1

; : : : ; w

n

) = 0

& u

1

= v

w

1

1

& : : : & u

n

= v

w

n

n

] :

(P je celoèíselný polynom.) Jejich dùkaz v¹ak byl zalo¾en na nedokázané hy-

potéze, ¾e v mno¾inì prvoèísel existují libovolnì dlouhé aritmetické posloup-

nosti. To je dosud (v roce 2000) otevøený problém. Robinsonová ukázala, jak

tuto hypotézu z dùkazu odstranit a v roce 1961 trojice badatelù publiko-

vala spoleènì výsledek, ¾e ka¾dá rekurzivnì spoèetná relace je exponenciálnì

diofantická.

V tomto okam¾iku bylo jasné, ¾e ústøedním problémem je diofantiènost

exponenciály, je¾ plyne z hypotézy Robinsonové. Kdokoli nalezne diofantic-

kou relaci exponeciálního rùstu, doká¾e diofantiènost rekurzivnì spoèetných

mno¾in a tím nerozhodnutelnost 10. HP a ostatní dùsledky, jako je diofan-

tiènost prvoèísel a redukce promìnných libovolného diofantického problému

na omezený poèet. Ne v¹ichni sdíleli víru v takové rozuzlení. Napøíklad logik

Kreisel v recenzi èlánku Davise, Putnama a Robinsonové v èasopisu Mathe-

matical Reviews v roce 1962 napsal:

These results are super�tially related to Hilbert's tenth Problem

on (ordinary, i.e., non-exponential) Diophantine equations. The

proof of the authors' results, though very elegant, does not use

recondite facts in the theory of numbers nor in the theory of

r.e. sets and so it is likely that the present result is not closely

connected with Hilbert's tenth Problem. Also it is not altogether

plausible that all (ordinary) Diophantine problems are uniformly

reducible to those in a �xed number of variables of �xed degree,

which would be the case if all r.e. sets were Diophantine.

V lednu 1970 dvaadvacetiletý leningradský student Matijaseviè dokázal

diofantiènost relace

f(n; F

2n

) : n 2 Ng ;
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kde F

n

je posloupnost Fibonacciových èísel (F

1

= F

2

= 1; F

n+1

= F

n

+F

n�1

).

Je exponenciálního rùstu: F

n

�

1

p

5

((1+

p

5)=2)

n

. Hypotéza Robinsonové platí

spolu se v¹emi dùsledky.

Po vyøe¹ení známého problému vystoupí do popøedí úspì¹ná cesta a èás-

teèné výsledky, neøkuli slepé ulièky, upadají v zapomnìní. Slepou ulièkou v

øe¹ení 10. HP byla redukce na rovnici mezi slovy ve volné pologrupì. Jedná

se o následující problém. Rozhodnìte, zda pro dvì slova � a 	 nad abecedou

fa

1

; : : : ; a

n

; x

1

; : : : ; x

m

g má rovnice � = 	 øe¹ení, to jest zda existuje m slov

X

1

; : : : ; X

m

nad abecedou fa

1

; : : : ; a

n

g tak, ¾e po substituci X

i

za v¹echny

výskyty x

i

v � a 	 vzniknou dvì stejná slova. Tento problém se dá redu-

kovat na diofantické rovnice. Z nerozhodnutelnosti øe¹itelnosti rovnic mezi

slovy by plynula nerozhodnutelnost 10. HP (ale ne naopak). Proè nepraco-

vat radìji se slovy místo s polynomy,

"

odaritmetizování\ situace mù¾e být

zjednodu¹ením. Na radu uèitele takto zpoèátku k 10. HP pøistupoval i Ma-

tijaseviè. Cesta v¹ak nevede nikam. V roce 1977 Makanin nalezl algoritmus,

který rozhoduje øe¹itelnost rovnic mezi slovy.

Zajímavým osobním pohledem na historii øe¹ení 10. HP a vùbec do zá-

kulisí matematiky je Matijasevièova vzpomínka [25].

O dal¹ích nerozhodnutelných a nedokazatelných tvrzeních (paradoxy teo-

rie mno¾in, Gödelovy výsledky, hypotéza kontinua, Matijasevièova vìta) pí¹e

Podnieks [32].

Pro pøíbuzné problémy byly dosa¾eny i pozoruhodné pozitivní výsledky.

Siegel [40] v r. 1972 v pìtasedmdesáti dokázal, ¾e øe¹itelnost kvadratických

diofantických rovnic je algoritmicky rozhodnutelná. Zda to platí i pro ku-

bické rovnice èi zda u¾ ony jsou nerozhodnutelné není známo. (Jak víme z

úvodu, bikvadratické diofantické rovnice jsou nerozhodnutelné.) Jednodu¹¹í

rozhodovací algoritmus pro kvadratické diofantické rovnice na¹li Grunewald

a Segal [9]. Kornhauser [19] v r. 1990 dokázal, ¾e má-li binární kvadratická

diofantická rovnice f(x; y) = 0 øe¹ení, pak má øe¹ení splòující

maxfjxj; jyjg � (14H)

15H

;

kde H je nejvìt¹í absolutní hodnota koe�cientu polynomu f . Nerode [31] na-

lezl algoritmus, který rozhoduje øe¹itelnost diofantických rovnic v p-adických

èíslech pro pevné p, a Ax [1] algoritmus, který rozhoduje, zda má daná dio-

fantická rovnice øe¹ení v p-adických èíslech pro ka¾dé p.

Vzorem posledním algoritmùm slou¾il prùkopnický výsledek polsko-

amerického logika Tarskiho, který Tarski oznámil v r. 1931, ale publikoval,
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kvùli válce, a¾ v r. 1948 v [44]: Elementární Euklidova geometrie je algo-

ritmicky rozhodnutelná. Tarski sestrojil algoritmus, který pro ka¾dou uza-

vøenou formuli ' jazyka uspoøádaných okruhù (to jest formuli predikátové

logiky prvního øádu se symboly konstant 0 a 1, funkèními symboly +;� a

� a predikátovými symboly = a <) rozhodne, zda v tìlese R reálných èísel

' platí nebo ne. Tarského algoritmus rozhodne øe¹itelnost jakékoli soustavy

polynomiálních rovnic a nerovnic v reálných èíslech, a umí mnohem víc ne¾

to. Viz tøeba Jacobsonova kniha [14]. Pro dal¹í fascinující otázky a výsledky

le¾ící na hranici mezi teorií modelù, algebrou a teorií èísel viz [24].

3.7 Úlohy

1. (2) Doka¾te, ¾e kromì (x; y; z) = (1; 1; 1) a (4; 2; 2) nemá rovnice

2

x

+ 3

y

= 5

z

v N jiné øe¹ení.

2. (3) Jsou-li f; g; h 2 C[x] vesmìs nesoudìlné polynomy, ne v¹echny kon-

stantní, a platí-li

f + g = h ;

platí nutnì nerovnost

maxfdeg(f); deg(g); deg(h)g � K � 1 ;

kde K je poèet rùzných koøenù polynomu fgh.

3. (1) Pomocí pøedchozí úlohy odvoïte polynomiální verzi FPV: Pokud

n � 3 a platí

f

n

+ g

n

= h

n

;

kde f; g; h 2 C[x] jsou vesmìs nesoudìlné polynomy, pak f; g; h mají

stupeò nula.

4. Tato kaskáda tøí úloh se zabývá modulární verzí FPV.

(a) (2) Doka¾te, ¾e pro ka¾dé r 2 N existuje èíslo s 2 N takové, ¾e pro

ka¾dý rozklad mno¾iny X = fA : A � f1; 2; : : : ; sg & jAj = 2g na

r mno¾in X = X

1

[X

2

[ : : :[X

r

existuje i; 1 � i � r; a tøíprvková

mno¾ina S; S � f1; 2; : : : ; sg; tak, ¾e

fA : A � S & jAj = 2g � X

i

:
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(b) (1) Doka¾te, ¾e pro ka¾dé r 2 N existuje èíslo n 2 N tak, ¾e pro

libovolné rozdìlení èísel 1; 2; : : : ; n do (nejvý¹e) r tøíd se v jedné

tøídì najdou tøi èísla 1 � x < y < z � n taková, ¾e z = x+ y.

(c) (3) Pomocí b doka¾te, ¾e pro ka¾dé n 2 N existuje m 2 N tak, ¾e

pro ka¾dé prvoèíslo p; p > m; má kongruence

x

n

+ y

n

� z

n

mod p

øe¹ení x; y; z 2 Z, xyz 6� 0 mod p.

5. (2) Doka¾te první pøípad FPV pro exponenty p = 13; 17; 19.

6. (1) Naleznìte polynomiální identitu, která dokazuje, ¾e souèin dvou pøi-

rozených èísel, z nich¾ ka¾dé je souètem dvou ètvercù, je opìt souètem

dvou ètvercù.

7. (2) Existuje nekoneènì mnoho dvojic po sobì jdoucích pøirozených èí-

sel, z nich¾ ka¾dé je souètem dvou ètvercù? Trojic? Ètveøic?

8. (2) Projdìte dùkaz Lagrangeovy vìty 57 o Pellovì rovnici a rozhodnìte,

zda je efektivní. Pokud ano, jaký odhad nám poskytne, v závislosti na

d, pro velikost nejmen¹ího netriviálního øe¹ení Pelliány x

2

� dy

2

= 1?

9. (3) Nech» p je prvoèíslo, p � 1 mod 4. Doka¾te, ¾e

x

2

� py

2

= �1

má øe¹ení. (Rovnice má tedy nekoneènì mnoho øe¹ení.)

10. (2) Uka¾te, jak lze ze znalosti øe¹ení rovnice x

2

�y

3

= 1 spoèítat øe¹ení

rovnice x

3

� 2y

3

= �1 a naopak. Naleznìte v¹echna øe¹ení poslední

rovnice.

11. (2) Doka¾te, ¾e x

2

� y

3

= �1 má v Z pouze triviální øe¹ení (0; 1).

(Modi�kujte dùkaz tvrzení 61.)

12. (2) Doka¾te, ¾e x

2

� y

n

= �1 má pro n > 1 pouze triviální celoèíselné

øe¹ení (0; 1). (U¾ijte faktorizaci x

2

+ 1 = (x + i)(x� i).)

13. (2) Doka¾te, ¾e x

y

� y

x

= 1 má v N jediné øe¹ení x = 3; y = 2.
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14. Nech» èísla x; y 2 N jsou vìt¹í ne¾ 1, èísla p; q 2 N jsou prvoèísla, pøi-

èem¾ p > q, a platí x

p

� y

q

= �1. (Ka¾dé netriviální øe¹ení Catalanovy

rovnice lze takto vyjádøit.)

(a) (2) Doka¾te, ¾e q dìlí x.

(b) (4) Doka¾te, ¾e p dìlí y.

15. (1) Èíslo n 2 N se nazývá mocné , pokud exponenty a

i

v jeho prvoèí-

selném rozkladu n = p

a

1

1

: : : p

a

r

r

splòují nerovnost a

i

� 2. Doka¾te, ¾e

existuje nekoneènì mnoho dvojic n; n + 1 po sobì jdoucích mocných

èísel.

16. (1) Co se dá øíci o poètu øe¹ení Thueho rovnice, vynecháme-li pøedpo-

klad ireducibility F (x; y)?

17. (2) Uka¾te, jak libovolnou diofantickou rovnici redukovat na ekviva-

lentní soustavu rovnic typu � = �+1 a � = � �
. (�; �; 
 jsou neznámé

nebo konstanty ze Z.)

18. (2) Naleznìte diofantickou reprezentaci mno¾iny pøirozených èísel,

která nejsou mocninou 2. Toté¾ pro èísla, která nejsou mocninou èísla

a 2 N.

19. (2) Doka¾te bez pou¾ití diofantiènosti omezeného obecného kvanti�ká-

toru, ¾e mno¾ina prvoèísel je diofantická.

20. (2) Uka¾te, ¾e implikace ), negace : a (neomezený) obecný kvanti�-

kátor 8 diofantiènost nezachovávají.

21. (3) Uka¾te dvìma redukcemi algoritmickou ekvivalenci úloh U1 a U2.

U1: Rozhodnout, zda diofantická rovnice má racionální øe¹ení. U2: Roz-

hodnout, zda diofantická rovnice s homogením polynomem má netrivi-

ální (ne v¹echny slo¾ky jsou 0) celoèíselné øe¹ení.

22. (3) Promyslete si dùkaz tvrzení 78 pro obecné n � 2.
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