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Vim, ze Cisla jsou krasna. A jestlize krasna nejsou, pak neni krasné nic.

(Paul Erdés, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky prozival pan S. &slice.

,Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhda ¢isla. Maji tvar ...

1 — to je ostré ¢islo, nezavisle na jeho grafickém vyjadreni,

je to néco ukonceného, tvrdého.

2 — to je plossi, ¢tverhranné, bélavé, byva trochu nasedlé ...

3 — to je zaostreny tlomek a toci se.

4 — to je opét ctvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnéjsi, tlusté ...
5 — plné zakonceni v podobé kuzele, véze, masivni.

6 — to nasleduje prvni za ,5“, je bélavé.

8 — to je nevinné, modravé mlécné, podobné vapnu.“

(A. R. Lurija, Mald knizka o velké paméti.)



Toto je pfedbézny text 3. kapitoly (diofantické rovnice) skript k mé pred-
nasce Uvod do teorie ¢isel, kterou jsem konal na MFF UK v Praze v zimnich
semestrech Skolnich rokd 1996/97, 1998/99 a 1999/00. Zatim v preprintové
radé KAM-DIMATTA Series vysly kapitoly 1 (zdkladni pojmy a obraty) a
2 (diofantické aproximace) a budou v ni postupné vydany zbylé kapitoly: 4
(kongruence), 5 (prvocisla), 6 (geometrie ¢isel), 7 (¢iselné rozklady), 8 (medai-
lony matematikti) a 9 (ndvody k fesenim uloh). Obtiznost tloh je bodovéna
0 (nejlehéi) az 5 (nejtézsi).

duben 2000 Martin Klazar
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Kapitola 3
Reseni rovnic celymi ¢&isly

Treti kapitola se zabyva diofantickymi rovnicemi. Ptivlastek ,diofanticky*
znamend ,celociselny“. Mame déan celociselny polynom P € Z[xy,...,z,]| a
hleddme celociselnd feseni rovnice P = 0, coz jsou r-tice (a1, ag, ..., a,) € Z7
spliwjici P(aq, asg, ..., a,) = 0. Zkoumaji se samoziejmé i soustavy rovnic a i
jiné rovnice nez polynomialni, ale diofantické problémy s jednou polynomialni
rovnici jsou nejcastéjsi. Jak uvidime, polynomidlni soustavy se daji prevést
na jedinou rovnici. Neni-li feceno jinak, feSenim rozumime celociselné feSeni.

Jde o problémy velmi staré a neztidka i velmi tézké. Uz staii Babylénané
uméli vytvaret feSeni rovnice 22 + y? = 2?. Klamavé podobny tvar ma i
notoricky zndma Fermatova posledni véta (FPV), jez tvrdi, ze 2" + y" =
z" nema pro zadny exponent n > 2 feSeni x,y,z s nenulovymi slozkami.
Diikaz, ktery v r. 1995 publikoval Andrew Wiles, uzivad komplikovanych a
abstraktnich nastroji, k nimz se v tomto textu nepriblizime ani na dohled.
Je to jeden z nejvétsich tispéchiit moderni matematiky.

Obtiznost diofantickych problémi prilis nesouvisi s velikosti stupné poly-
nomu P. Jako priklad vezmeme diofantickou rovnici

.T13 + y13 — 19213

a ukazeme, jak ji prevést na ekvivalentni rovnici stupné 4. Pouzijeme k tomu
soustavu péti rovnic s Sesti neznamymi

.’171—.’172:0&.’172—:1;‘?:O&ZL‘3—.’IZ§:0&.’IZ4—.’IZ2:L‘3:O&ZL‘5—.’L‘4ZL‘:0.

Je jasné, 7e x,x1,...,25 € Z je jeji TeSeni, prave kdyz x5 = x'3. Vezmeme
dvé analogické soustavy s nezndmymi y, y1,...,¥ys a 2, 21, - . ., 25 a levé strany



prislusnych 15 rovnic oznacime jako Lq, Lo, ..., Li5. VSe shrneme do jediné
velerovnice
LI+ L3+ -+ L+ (w5 +ys —1925)> =0 .

Ta mé teseni, pravé kdyz ho méa soustava L; = 0,Ly = 0,...,L15 = 0 a
x5 + ys — 1925 = 0. A to nastane, pravé kdyz =3 + y'3 = 192'® m4 feeni.
Pivodni rovnice je fesitelné tehdy a jen tehdy, je-li feSitelné velerovnice. Vic
nez to, z mnoziny tfeSeni velerovnice umime snadno odvodit vSechna teSeni
ptvodni rovnice a naopak. Velerovnice méa stupen 4.

Je jasné, ze zobecnénim tohoto postupu umime jakoukoli diofantickou
rovnici (nebo soustavu) prevést na ekvivalentni rovnici se stupném < 4. Za
sniZeni stupné v8ak zaplatime mnoha novymi nezndmymi. (Nedal by se néjak
redukovat i pocet neznamych? Blaznivy napad?)

Misto velerovnice miizeme vzit soustavu

L1:0&L2:0& &L15:0&u1:x5+y5&
UQZ(—19)25&U3:U1+U2&U3:0.

Ta je opét ve zminéném smyslu ekvivalentni ptivodni rovnici z'? + y'3 =
192!, Obecné opét umime jakoukoli diofantickou rovnici (nebo soustavu)
zredukovat na ekvivalentni soustavu rovnic typu a« = g+ v a a = (-7,
kde a, 3,7 jsou neznamé nebo konstanty ze Z. Této redukce si povsiml ve
tricatych letech 20. stoleti Thoralf Skolem. Je zajimavé, ze redukce se da stale
provést, ikdyz povolené typy rovnic v soustavé jsou jen « = f+1laa= (-7
(aloha 17).

Uvedené redukce rovnic a ,konverze* teSeni se daji bez obtizi naprogra-
movat. Nedal by se naprogramovat sam proces hledani reseni diofantickych
rovnic? Nebo (pro¢ piiStipkafit) pfimo celd matematika? Prvni otazka je
slavny desaty Hilbertiv problém z r. 1900. Zapornou odpovéd nalezl v r.
1970 Jurij Matijasevic: Neexistuje algoritmus, ktery by pro kazdy vstupni
celo¢iselny polynom P(z1,...,x,) v koneéném c¢ase rozhodl, zda P = 0 ma
celociselné Teseni. Matijasevicuv prekvapivy a krasny vysledek popiSeme v
oddilu 3.5.

V oddilu 3.1 diskutujeme feseni rovnice z" + y"” = 2" pron = 2,3 a
4. Pomoci kongruenci ukadzeme, ze pro radu prvocisel p rovnice z? + y? +
2P = 0 nemd feSeni spliujici zyz # 0 mod p. V 3.2 dokédzeme klasickou
Lagrangeovu vétu, podle niZ je rovnice 22 + y? + 22 + t* = n FeSitelnd pro
kazdé n € Ny. V 3.3 vylozime teorii Pellovy rovnice 22 — dy*> = 1 (d €

vvvvvv



Nekonecnost poctu reseni plyne pomoci Dirichletovy véty z oddilu 2.1. V
3.4 pouzijeme Thueho vétu z oddilu 2.7 a ukidZeme, 7ze 23 — 2y> = 1 m4 jen
kone¢né mnoho teSeni, stejné jako spousta podobnych diofantickych rovnic.
V 3.5 dokdzeme jiz zminénou Matijasevicovu vétu.

pomitze znalost zakladi predikatové logiky prvniho fadu a teorie rekurze.
Mnoho se ale nepotiebuje a vSe nezbytné stru¢né zopakujeme. Diofantickych
rovnic se tykaji rovnéz vysledky v Sesté kapitole v oddilu 6.7.

3.1 O Fermatové posledni vété
Necht z,y, 2 € Z jsou nenulova ¢isla, ktera splhuji rovnici
4 y2 =22

Muzeme predpokladat, ze x,y, 2 € N, 2 L y a x je sudé (z a y nemohou byt
soucasné liché, 2 neni modulo 4 ¢tverec). Takové trojici se fika Pythagorejska
trojice. Kazdé jiné feseni rovnice je odvozeno z Pythagorejské trojice zménou
znamének, prohozenim x a y a vynasobenim z,y a z spole¢nym Ccinitelem.
Ukazeme si, ze existuje nekonecné mnoho Pythagorejskych trojic a ze se
vSechny daji jednoduse popsat.

Tvrzeni 48 (popis Pythagorejskych trojic). Trojice x,y,z € N je Py-
thagorejska, prave kdyz

r=2ab, y=a®>—0* & z=a*+b*,
kde a > b > 1 jsou nesoudélna cela cisla s opacnou paritou.

DUKAZ. Ziejmé
(2ab)® + (a® — b*)* = (a* + b*)*

a zpétnd implikace je jasna. Necht naopak z,y,z € N je Pythagorejska tro-
jice. Protoze y a z jsou nesoudélnd a lichd, jsou nesoudélné i prirozend cisla
(z—vy)/2 a (z+y)/2. Protoze

<x>2_z+y z—y
2) 2 2



dostavame pro vhodnd ¢isla a,b € N (podle tvrzeni 3 z 1. kapitoly), ze

zZ+y 9 zZ— 9
—=a" & =0b".
2 2
Odtud plynou vztahy pro z,y a z a vlastnosti a a b. &

Napfiklad pro a < 5 dostavame Pythagorejské trojice (z,y, 2)
(4,3,5), (12,5,13), (8,15,17), (24,7,25), (20,21,29) a (40,9,41).

Nekonecny sestup je metoda dukazu neexistence feseni diofantické rov-
nice, jiz vymyslel Fermat. Pro danou diofantickou rovnici najdeme zptsob,
jak z feseni vyrobit mensi feSeni. Postup opakujeme a dostaneme nekonec¢nou
klesajici posloupnost prirozenych cisel. Takova posloupnost ovSem neexistuje
(princip indukce) a tedy rovnice nema feseni. Péknym piikladem je nésledu-
jici véta, kterd je o trochu silnéjsi nez FPV pro n = 4.

Véta 49 (Fermat, 17. st.). Diofantickd rovnice

$4+y4222

nema reseni s kladnymi slozZkams.

DUKAZ. Necht feSeni x,y,z € N existuje. Muzeme piedpokladat, Ze tato
¢isla jsou po dvou nesoudélna. Neni mozné, aby = a y byla licha (viz modul
4). Necht z je liché a y sudé, pak je z liché. Protoze

y' = (2 — %) (2 +2?)
a (z — 2%, 2 + %) = 2, jsou podle vhodné varianty tvrzeni 3 dvé moZnosti:
2z — 22 =2a* & 2+ 2% = 8b* nebo z — 2% =8b* & z + 2? = 24",
pricemz a a b jsou nesoudélnd prirozena cisla a a je liché. Prvni pripad je

nemozny, ode¢tenim bychom dostali 22 = —a* + 4b*, ¢ili 1 = —1 mod 4.
Druhd eventualita dava

z=a'+4b" & 2® =a" — 4b* . (1)
Druhou rovnici prepiSeme na

46 = (a* — ) (a® + 7) .

4



Za L bplyne a L x. Cisla a a o jsou licha. Odtud (a? —x, a® +z) = 2. Nutnd
o —r =2 a a®+x=2d",
kde ¢, d € N a cd = b. Sectenim rovnic ziskame
4+ dt =a’

Ale 7 prvni rovnice v (1) plyne, ze a < z. Od z,y, z jsme dospéli k mensimu
netrividlnimu teseni ¢, d, a. Cely postup lze opakovat nekonec¢nékrat. Neko-
ne¢nd posloupnost piirozenych ¢isel z > a > --- je nemozna. ReSeni v N
neexistuje. &

Nekonecénym sestupem ted dokdzeme FPV pro n = 3. Pro lichy exponent
se rovnice FPV neché psat ekvivalentné v symetrickém tvaru ™ +y"+2" = 0.

Véta 50 (Euler, 1770). Diofantickd rovnice
Pyt +2 =0
nemda reseni splnugici xyz # 0.
Diikaz véty se opira o pomocné tvrzeni, jehoz dikaz na chvili odsuneme.

Tvrzeni 51 (¢tverce a t¥eti mocniny). Pokud a® + 3b* = ¢ pro a,b,c €
Z aa L b, pak existuji p,q € 4, Ze

a+bv/-3=(p+q/=3)°,

to jest
a=p(p—-3¢)(p+3q) a b=3q0p—qp+aq) .

DUKAzZ VETY 50. Necht z,y, 2z € Z, xyz # 0, spliiuji rovnici 23 4+ + 2% = 0.
Mizeme predpokladat, ze tato tri ¢isla jsou po dvou nesoudélné a pravé jedno
z nich je sudé, tfeba z. Polozime z +y =2a ax —y =2ba z (v + y)(z? —
zy + y?) = (—2)® dostaneme 2a(a® 4+ 3b*) = (—2)3. Je lehké vidét, ze a L b
a maji opacnou paritu (nebot v =a+bay=a —b). Odtud dostavame dvé
moznosti: (2a,a® + 3b*) = 1 nebo 3.

V prvnim piipadé (2a,a? + 3b%) = 1 jsou 2a i a® + 3b* tieti mocniny
(varianta tvrzeni 3) a podle tvrzeni 51 mame, pro néjaka p,q € Z,

a=plp—3¢)(p+3q) a b=3¢lp—q)(p+q) .

5



Patrné p L g, ¢isla p a ¢ maji opa¢nou paritu (jinak by a i b byly sudé) a
3 nedéli p. Takze 2p,p — 3q a p 4+ 3¢ jsou po dvou nesoudélnd a — protoze
2a je t¥eti mocnina — kazdé z nich je t¥et{ mocnina, 2p = o®,p — 3¢ = % a
p+3q¢ =7 Odtud 3 +*+ (—a)® =0 a a,,7 € Z jsou jisté¢ nenulova.
Protoze (afv)? = 2a = x + y déli (—2)%, mame |afy] < |2] a 0 < |afBy| <
|zyz| (|x| > 1 nebo |y| > 1).

Pokud (2a, a*+3b*) = 3, poloZime a = 3c. Ziejmé 3 nedéli b a ¢ L b. Dale
¢ a b maji opac¢nou paritu. Protoze (—2)* = 2a(a? + 3b%) = 18¢(3¢* + b?) a
(18¢, 3c? + b?) = 1, jsou oba ¢initelé t¥eti mocniny. Podle tvrzeni 51 opét

b=pp—3¢)(p+39) a c=3¢(p—q)p+q),

kde p L g a c¢isla p a ¢ maji opac¢nou paritu. Protoze 18c je tfeti mocnina, je
tfet{ mocnina i 18¢/27 = 2q(p — ¢)(p + ¢). Cinitelé jsou po dvou nesoudélni
aproto 2¢g = a®,p—q= % ap+q=> Mame v* + (=3)> + (—a)® = 0.
Opét zjevné 0 < |afy| < |zyz|.

V obou piipadech jsme z (z,y, z) € Z* dostali mensi feseni («a, 3,7) € Z°.
Nekonecny sestup ukazuje, Ze netrividlni feSeni neexistuje. &

Zbyvé dokazat tvrzeni 51. Odvodime ho z nésledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 52 (faktorizace v kvadratickém télese). Necht a,b € Z jsou
nesoudélnd a a® + 3b> = pm, kde p = 4 nebo p je liché prvocislo a m € N.
1. Emistuji ¢isla u,v € Ny takovd, Ze u® + 3v% = p.
2. Pro kazZdou takovou reprezentaci p cisly u,v existuji nesoudélna cisla
r,s € Z a volba znaménka tak, Ze

a+bv—=3 = (u+vv=3)(r + sv/-3)
ar’+3s>=m.

DUKAZ. Nejprve dokdzeme 1 a 2 pro p = 4. Bod 1 je jasny, u = v = 1.
Co se tyce 2, rozlisime dva pfipady: a = bmod 4 a a = —b mod 4 (Cisla
a a b jsou zjevné lichd). V prvnim pfipadé volime znaménko + a 2 plati s
r=(a+3b)/4as=(b—a)/4 V druhém piipadé volime znaménko — a 2
platis r = (a — 3b)/4 a s = (a + b)/4. Je ziejmé, ze r L s.

Nyni necht p je liché prvocislo. Za¢neme bodem 2. Mame vztahy a?+30% =
pm a u? + 3v? = p. Vyjdeme z kongruence

(ub — va)(ub + va) = b*(u® + 3v*) — v*(a® + 3b*) = 0 mod p .

6



Tudiz
ub —va =0 mod p nebo ub+ va =0 mod p .

Nastava-li ub — va = 0 mod p, volime znaménko + a poloZime r = (3vb +
au)/(u? + 3v?) a s = (bu — av)/(u? 4+ 3v?) (je to FeSeni linedrni soustavy
ekvivalentni rovnici 2). Zfejmeé s € Z a protoze 3vb+ au = a tu(3b* + a*) =
0 mod p, rovnéz r € Z. 7 nesoudélnosti ¢ a b plyne nesoudélnost r a s.
Rovnici 2 vynasobime komplexné sdruzenou rovnici a dostaneme

a® + 3b% = (u® + 3v?) (r* + 35%) = pm .

Takze r? + 35> = m.

Ptipad ub + va = 0 mod p je obdobny, volime znaménko — a r = (au —
3vb)/(u® 4+ 3v?) a s = (av + ub)/(u? + 3v?). Opét se snadno vidi, ze r, s € Z,
rLsar?+3s?=nm.

Dokéazeme 1. Mizeme piedpokladat, ze p # 3 — vlastnost 2 jsme jiz
dokézali a 1 pro p = 3 plati s u« = 0,v = 1. Postupujeme stejné, jako v
ditkazu véty 20 v kapitole 2. ProtoZe a? + 3b?> = 0 mod p, méame ¢islo ¢ € Z
takové, ze ¢ = —3 mod p, totiz ¢ = a/b. Z teorie kvadratickych zbytki,
kterou popiseme v piisti kapitole, plyne, ze p = 1 mod 3. Céast 1 véty 19
pouzijeme opét s a = ¢/p a Q = [/p |. Existuji celd ¢isla x,y takova, Ze
I<y<,/pa

c T 1

< —.
Pyl Yyp
Opét mame 0 < |cy — pz| < /p. Takze

0<z=(cy—px)>+3y*><dp.

Vzhledem k volbé ¢ je z délitelné p a mohou nastat tfi moznosti: z = p, 2p
nebo 3p. Jak vime, p = 1 mod 3. Pokud cy — pxr £ 0 mod 3, je z = 1 mod 3
a nutné z = p, ¢imz jsme hotovi. Pokud 3 déli cy — pr, mame 2z = 3p. Pak
ale cy — pr = 3d a z/3 = 3d* + y* = p a jsme rovnéz hotovi. O

DUKAzZ TVRZENT 51. Z predeslého tvrzeni plyne, Ze 2 mé v prvociselném
rozkladu ¢isla a? + 3b? sudy exponent 2ay. Ovsem a? + 3b? je tfeti mocninou
a proto 3\ay. Stejné pro lichd prvocisla. Tedy a® + 3b* = 4%p{* - - - pi*, kde
¢isla a; € N jsou délitelnd tfemi a p; jsou rizna lichd prvocisla. Opakovanym
uzitim 1 a 2 z posledniho tvrzeni, pricemz pri odstépovani téhoz p v 2 bereme
stale stejnou reprezentaci 1, dostaneme rozklad

a+bv=3 = +(u; £ v,vV-3)(ug £ v2v/=3) - - (up £ v,vV/=3) ,

7



kde u;, v; € Ny, pro kazdé i je u? +3v? = p; pro n&jaké j (py = 4) a kazdému
pj odpovida a; Cinitelt, ktefi se vzajemné lisi nejvySe znaménkem. VSech a;
Cinitel vSak musi mit totéz znaménko: Kdyby se v rozkladu objevili souc¢asné
¢initelé u + vy/—3 i u — vy/—3, mohli bychom z celého sou¢inu vytknout
(u+vy/=3)(u — vy/=3) = p; a dostali bychom, Ze p; déli a i b, spor s a L b.
Oznacime-li tedy cinitele odpovidajiciho p; jako r; &= sj\/—_?), mame

3
k k
a+bv/—-3 = Hrjisj “J—( Hr]is] “1/3)
Z(va%ﬁ-

Tim je dokdzano tvrzeni 51 a dokoncen ditkaz véty 50. &

Riznym souvislostem FPV se vénuji ulohy 1 az 4.

Pokud by z™ + y™ = 2™ méla teSeni z,y, z € N pro néjaké n > 2, mohli
bychom rozlozenim n dosdhnout toho, ze n = 4 nebo n je liché prvocislo.
Prvni moznost je vyloucena vétou 49. Takze se lze vzdy omezit na lichy
prvociselny exponent.

Pronim pripadem FPV pro prvociselny exponent p > 2 se rozumi tvrzeni,
ze

2 +yP 4+ =0
nema Celoéiselné feéeni x y, z splflujici TYz 7—é 0 mod . Zbyvajici druhy pri-

vvvvvv

Uvadime klasicky vysledek o prvnim pripadu.

Véta 53 (Germain, 1823). Necht'p > 2 a q jsou prvocisla splnujici dvé
podminky: (i) plati implikace

2+ 9y + 22 =0mod ¢ = zyz =0 mod ¢
a (ii) kongruence
2 =p mod ¢

nemda resent x. Pak pro exponent p plati pruni pripad FPV. To jest, neexistuje
celociselné teseni rovnice aP + y? + 2P = 0, které by melo vsechny slozky
nenuloveé modulo p.



DUKAz. Necht ¢isla x,y,z € Z jsou nenulovd modulo p a spliuji rovnici
xP+yP+2P = 0. Mizeme predpokladat, ze jsou po dvou nesoudélna. Vezmeme
prvocislo ¢ majici vlastnost (i) a odvodime, Ze se porusuje (ii).

Nejdiive si uvédomime, ze v rovnosti (—z)? = (y + z)(2P! — 2P 2y +
2773y — ...+ yP7 1) jsou oba faktory nesoudélné. (Délilo-li by je néjaké pr-
voéislo r, méli bychom y = —z mod r a z druhého faktoru py?~! = 0 mod r.
Tedy r déli p nebo y. Prvni nelze, protoze pak by r = p délilo . Ani druhé
nelze, protoze (z,y) = 1.) TakZe, podle verze tvrzeni 3, oba faktory jsou
p-tymi mocninami. Tutéz vahu pouzijeme pro rovnice (—y)? = P + 2P a
(—2)P = y? 4+ 2P a dostavame existenci takovych celych ¢isel a,b, ¢, o, 3 a 7,
7e

y+z=ad, Yl -y 2442 = 1z =—ax,
THz=0W, P4l =pP 0 y=-bj3,
rHy=c, Pl —aPPy4+ .yt l=9 z=—cy.

Protoze 2 4+ yP + 2P = 0 mod ¢ a plati (i), je nékteré z ¢isel z,y a z délitelné
q. Bez 1jmy na obecnosti to bud x. Pak

20 =0+ + (—a)’ =0 mod ¢

a opét podle (i) je nékteré z ¢isel a, b a c délitelné ¢. Ani b ani ¢ to byt nemohou
(podle hofejsich rovnic by pak ¢ délilo y nebo z). Takze ¢ déli a. Pak ale

hotejsi rovnice davaji kongruence y = —z mod ¢ a o = py?~! = p7? mod q.
Protoze q nedéli v, existuje g € Z, ze gy = 1 mod q. Pak ale (ag)? = p mod g,
ve sporu s (ii). o

Tvrzeni 54 (pouziti vty Sofie Germainové). Je-li p > 2 prvocislo ta-
kové, Ze v q = 2p + 1 je prvocislo, plati pro exponent p proni pripad FPV.

DUKAz. Pouzijeme piedeslou vétu. Je-li z L ¢, plati podle malé Fermatovy

véty z prvni kapitoly, ze 2% = 297! = 1 mod ¢. Nutné 27 = 41 mod q.
Takze podminka (i) ve vété je splnéna (¢ > 3). Je splnéna i (ii), protoze
P =+1#p=(¢g—1)/2 mod gq. &

Prvocisla p majici pravé popsanou vlastnost se nékdy nazyvaji prvocisla Ger-
mainove. Jejich fada zacina

3,5,11,23,29, 41, 53, 83, ...

Zda jich je nekonecné mnoho se nevi. Vétou Germainové se da dokazat vice
(aloha 5).



3.2 Ctyfi étverce staci

Metodu nekonecného sestupu pouzijeme nyni tvorivé pro dikaz existence
reseni. Dokdzeme, ze kazdé prirozené cislo je soucet Ctyr Ctvercu.

Véta 55 (Lagrange, 1770). Pro kazdé n € Ny md diofantickd rovnice
n:x%+x§+x§+xi

resent x; € Ny.

Lemma 56. Pro kazZdé prvocislo p > 2 md kongruence
>+ +1=0modp

reseni a,b € Ny, pricemz 0 < a,b < p/2.

DUkaAz. Cisla 02,12,...,((p — 1)/2))? jsou vzdjemné nekongruentni modulo
p (pro¢?), totéz plati pro ¢isla —1—0%, —1—-1%,..., —1—((p—1)/2)%. Dohro-
mady jich je p 4+ 1 a néktery zbytek se musi vyskytovat v obou mnozinéch:
a’? = —1—b* mod p. o

DUKAZ VETY 55. Zatneme FEulerovou identitou. Necht x1,...,x4ay1,..., 9
jsou proménné. Splhuje se tato pozoruhodné rovnost:

(@7 + a5 + a5+ 23) (yF + 95 + 5 +ui) =
(x1y1 + T2y2 + 23Y3 + 334@/4)2 + (T1y2 — T2y1 + T3Ys — 334?]3)2
+(21ys — T3y1 + Tays — TaYa)” + (T1ys — Tay + T2z — T3y2)”

Nahlédne se bezprostfednim ovérenim. Vlastnost , byt souc¢tem c¢tyt ¢tverci*
se zachovava souciny a staci se omezit na prvociselné n = p. Podle predeslého
lemmatu existuji cela ¢isla a, b a celé ¢islo m,0 < m < p tak, ze

a>+ b +12+0% =mp (2)

(pro p = 2 vezmeme a = 1,b = 0 a plati to také).
Dokazeme implikaci

mp je soucet 4 ¢tvercl pro 1l < m < p

4

dn € N,n < m, a np je soucet 4 ctvercti .

10



Vyjdeme z (2) a po implikacich sestoupime az k n = 1. Potom np = p je
souCtem 4 ¢tvercd a véta je dokdzana.
Zbyvé dokézat implikaci. Necht
i+ aitastai=mp, l<m<p. (3)

Cisla y; € Z definujeme pomoci vztaht

m m
yizximodm, —§<yZ§5
ot K14 02 2 .2 2
Jisté m déli y; + y; + y; + y;. Tedy
ity +yityi=nm, 0<n<m. (4)

Nelze n = 0, pak kazdé y; = 0 a m by délilo kazdé x; a tedy i p (viz (3)).
Nelze ani n = m, pak by kazdé y; muselo byt m/2, odtud by plynulo 2 =
m?/4 mod m? (jak?) a opét by m délilo p. Proto jsou v (4) ob& nerovnosti
ostré. Vynasobenim obou vztahti dostaneme

(el + a5 +as+a)) (i +ys +ys+vi) =21+ 25+ 25+ 23 =m’np,  (5)

kde z; € Z jsou vyjadiena pomoci z; a y; v Eulerové identité. Z téchto
vyjadieni a z toho, Ze x; a y; jsou kongruentni modulo m plyne, ze m déli
kazdé z;. Po zkraceni m? v (5) dostavame, Ze i np je soucet 4 ¢tvercii. Vime,
ze 0 <n < m. Tim je dokdzana implikace a véta 55. &

T¥i tverce nestadi, jak ukazuji ¢isla typu 8n+7. Rovnice 8n+7 = x? +x3+x3
nema feSeni x; € Z pro zadné n € Ny, protoze modulo 8 jsou ¢tverce rovny
jen 0,1 nebo 4. Reprezentaci ¢isel dvéma c¢tverci jsme se dotkli ve vété 20,
jsou jim vénovany tlohy 6 a 7.

3.3 Pelliana
neboli Pellova rovnice je diofantickd rovnice
ZL‘Q - dy2 =1 ) (6)

kde d € N je parametr. Pro d = ¢? jde o nezajimavy problém, nebot pak
2?2 —dy?* = (r—ey)(x+ey) =1 ax ==+1,y = 0. Proto dale pfedpokladéme,

11



ze d neni ¢tverec. Vidime, ze (6) ma vzdy FeSeni (£1,0). Je to trividini reseni
Pelliany.

Pomoci Dirichletovy véty z prvni kapitoly nyni dokdzeme, ze vzdy existuje
netrivialni reseni. Z tohoto faktu jiz snadno vyplyne nekonec¢nost mnoziny
reseni a jeji struktura.

Véta 57 (Lagrange, 1770). KaZdd Pellova rovnice v* —dy* =1, d € N a
neni ctverec, mad netrivialni celociselné reseni.

DUKAZ. Podle véty 19 pro nekoneéné mnoho zlomki p/q € Q v zdkladnim
tvaru plati

1
‘\/_— Pla <.
q q
Pak je ale velic¢ina |[p? — d¢*| omezené:
+qvd
P’ —d¢’| = |p—qVd| Ip+qVd| < quqﬂ

< Py vi<ovist,
q

Proto (holubnikovy princip) existuje nekoneéné mnoho dvojic (p,q) € N2,
p L g, takovych, Ze p? — dg? je rovno pevné konstanté c¢. Mezi nimi najdeme
jisté dvé dvojice (p1,q1) a (p2, q2) takové, ze

p1 =pr mod || a ¢ = ¢ mod || .

Polozime

a=p+qaVd a §=p+@Vd.
Uvéazime ¢islo
e = o _ DN + ‘h\/a _ (p1 + (I1\/E)(p2 — Q2\/E)
ﬂ po + QQ\/E C

_ P1P2 —Cthfhd + qip2 ;plth\/a .

Oba posledni zlomky vsak jsou, vzhledem k volbé p; a ¢;, cela ¢isla. Tedy
e =a+0/d, kde a,b € Z. Jisté b # 0, protoze pi/q a pa/qs jsou riizné
zlomky v zakladnim tvaru. Dale

(p1 + @ Vd)(pr — Vd) ¢

=-=1.

(p2 + @Vd)(py — V/d) ¢

12
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Méame netrividlni feseni (a, b). &

Jsou-li ;1,0 € N a ag,by € N dvé TeSeni (6) a a; < ay, plati i by < by.
Proto lze definovat minimadlni reseni jako feSeni z N s nejmensimi slozkami.
Oznac¢ime ho a, b} a polozime 4 = a’+bj\/d. Dava piedchozi ditkaz efektivni
odhad a}; a b5? (tloha 8)

Uvazme nyni netrividlni celociselna teSeni a,b € Z. PovSimnéme si, 7Ze z
a? — dv? = (a+bVd)(a — bv/d) = 1 plyne, 7e realna ¢isla a + bv/d a a — bvV/d
maji totéz znaménko a ¢islo 1 nebo —1 je oddéluje. Rozklad mnoziny

R={a+b0Vd: a,beZ&d®—dv* =1}

(pomineme na chvili prvky —1 a 1) na ¢tyfi podmnoziny podle intervali
(—o0,—1), (—=1,0), (0,1) a (1, 00) tedy souhlasi s rozkladem podle znamének
slozek ab = ——, —4, +— a ++. Ekvivalentni a vhodnéjsi definice ¢4 je tedy
ta, Ze to je nejmensi prvek mnoziny R N (1,00). Vezmeme horni polovinu
feSeni U = RN (0, 00),

U = {a+bVd: aeN&beZ&a®—d? =1}
= {a+bVd>0: a,beZ&d®—db* =1} .

Tvrzeni 58 (struktura feSeni Pellidny). (U,-) je nekonecnd multiplika-
tioni cyklickd grupa s generdtorem 4 = ay; + bjjl\/a. Zobrazeni € — m je
izomorfismus grup (U,-) a (Z,+). Grupa vsech teseni (R,-) je izomorfni
soucinu grup (Z,+) X (Zg,+).

DUKAzZ. Pokud a; + b;v/d € U, i = 1,2, padne do U i a + bV/d = (a1 +
bV d)(ay + by\/d), protoze a + bvd > 0 a

CL2 — db2 = (a1 + bl\/g)(all — bl\/g)(aq + bg\/g)(ag — bQ\/g) =1-1=1.

U je uzaviena i na déleni — (a; 4+ bv/d) ' = a; — byv/d. Vzhledem k - tedy
U tvoii grupu.

Z véty 57 a grupovosti U plyne, Zze U je nekonecna. Necht a € U, a > 1
(pro a < 1 prejdeme k 1/a). Vezmeme nejvétsi n € Ny, Ze £ < a. Kdyby
platila ostra nerovnost, dostali bychom «/e’ € U a 1 < a//el} < g4, spor s
definici e4. Takze €y = . (U,-) je proto cyklickd, generovana e4. Poznamka
o izomorfismu je jasna. Rovnéz je jasné, ze (R, -) je grupa izomorfni souc¢inu
(Z,+) a cyklické dvojgrupy. &

13



Jako priklad si vezmeme Pellidnu
-2t =1.

Generator se zde nalezne snadno: €5 = 3+ 2v/2. Umochovanim e, dostdvame
postupné dalsi reseni,

(3+2v2)? = 17+12V2
(3+2v2)° = 99+ 70V2
(3+2V2)" = 577+ 408V2

O minimélnich feSenich dé pfedstavu tabulka (d,a}, b5) pro d < 30 :

(2,3,2) (3,2,1) (5,9,4) (6,5,2) (7,8,3)
(8,3,1) (10,19,6) (11,10,3)  (12,7,2) (13,649, 180)
(14,15,4) (15,4,1)  (17,33,8)  (18,17,4) (19,170, 39)
(20,9,2)  (21,55,12) (22,197,42) (23,24,5) (24,5,1)
(26,51,10) (27,26,5) (28,127,24) (29,9801,1820) (30,11,2) .

Tvrzeni 59 (zobecnéna Pellidna). Necht d € N neni ctverec. Ma-li dio-
fantickd rovnice
22 —dy* =m

(d a m € Z jsou parametry) feseni x,y € N, md nekonecné mnoho fesent.

DUKAzZ. Necht (a,b) € N? je jeji feseni, (a,,b,) € N? n € N, budte neko-
ne¢né mnoho feseni Pellidny 22 — dy? = 1. Pak

Cn + d,Vd = (a + bV d)(ay + b,V d)

dava nekone¢né mnoho Feseni (c,,d,) € N? zobecnéné Pellidny, protoze

2 —dd® = (cy+d,Vd)(c, —d,Vd)
= (a+bVd)(a — bVd)(an + byVd)(a, — byVd)

= m-1=m
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Jednu tfidu zobecnénych Pellidn s pravou stranou —1 a nekone¢né mnoha
reSenimi popisuje uloha 9.

vvvvvv

diofantické problémy daji na ni prevést. Uvadime dva piiklady této metody. V
prvinim nam Pellidna 22 — 5y% = 1 poskytne nekone¢né mnoho FeSeni rovnice
2 + 3 4+ 2® + w? = 2. V druhém analyzou feSeni Pellidny z? — 3y%2 = 1

//////

Tvrzeni 60 (&tyFi tfeti mocniny). Diofantickd rovnice
2 +yP 4+ 2+ wd =2 (7)
ma nekonecneé mnoho TeSeni.
DUKAZ. Vyjdeme z rovnosti
P4+9° +10° + (-12)* = 2.
Reseni rovnice (7) budeme hledat ve tvaru
r=14X,y=9-X, 2=10+Y , w=-12-Y .
Dosazenim do (7) a zjednodusenim ziskame
10X? — 80X —2Y? —44Y =0,
coz se da dale zjednodusit na
(Y +11)2 = 5(X —4)* =41 .
Ulohu jsme ptevedli na zobecnénou Pellidnu
A? —5B? =41, (8)

Nabiledni je netrividlni feSeni (11,4) odpovidajici vychozi rovnosti. Dalsi
feseni z néj ziskdme vynasobenim mocninami €5. Vime, Zze 5 = 9 + 41/5.
Dalsi feSeni (8) jsou tedy napiiklad (179,80) a (3211, 1436). Ta nam pro (7)
daji reseni

(85, —75,178, —180) a (1441, —1431,3210, —3212) .

Takto generujeme nekoneéné mnoho celoéiselnych ¢tvetic spliujicich (7). <
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Tvrzeni 61 (Etverec a kub). Diofantickd rovnice
.’172 - y3 =1
ma jen pét feseni: (£1,0), (0,—1) a (£3,2).

Pomohou nam ¢tyri lemmata, posledni dvé jsou sama zajimavymi diofantic-
kymi vysledky.

Lemma 62. Spliuji-li ¢isla x,y € N vztah 22% — y? = 1, existuji ¢isla a,b €
Ny spliiugici vatahy a® — 2b*> =1 a v = a® & 2ab + 2b°.

DUKAZ. Necht z,y € N spliuji 222 — y? = 1. Ziejmé y = 22 + 1,2 € Ny, a
tedy 22 = (1 +9?)/2 = 2? + (2 + 1)%. Podle tvrzeni 48 se najdou u,v € Ny
takovd, ze . = u? +v? a (i) 2 = 2uv & 24+ 1 = u* — v? nebo (ii) z =
u?—v? & z+1 = 2uv. V prvém piipadé 1 = v? —v? —2uv = (u—v)2—2v? av
druhém 1 = 2uv—u?+v? = (u+v)?—2u? Nyni staci polozita = u—v & b = v
nebo a = u + v & b = u a vyjadrit  pomoci a a b. &

Lemma 63. Vsechna nezdpornd reseni Pellidny 22 —3y? = 1 jsou obsaZena v
posloupnosti (x,,,y,) € N2, n € Ny, kterd je dina rekurenci (zo,yo) = (1,0),

Tpy1 = 2z, + 3yn @ Ynt1 = Tp + 2yn . (9)
Tato reseni navic splnuji vztahy

Toni1 = (Yn + Yns1)* + 1, Yons1 = 22,01 — 1 (10)

Top = 21‘721 =1, yon =225y, . (11)
Cislo x, je sudé, prave kdyZ je n liché a y, je sudé, prave kdyZ je n sudé.

DUKAZ. Jak vime z tvrzeni 58, vSechna nezaporna reseni jsou dana rovnostmi
Ty + YnV/3 = 8 = (2+ V3)", n € Ny. Rekurence (9) je pouze do slozek
rozepsana rekurence

Tpy1 + yn—l—l\/g = (2 + \/g) (xn + yn\/g) .

Vztahy (10) a (11) se dokazou pfimocarou indukci podle n. Protoze
(o, y0) = (1,0) a (x1,y1) = (2, 1), na zacatku plati. Pro n > 0 mame, podle
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indukéniho predpokladu (11), Tony1 = 229, + 3y2n = 422 — 2+ 62,,y,,. Coz je

totéz (nebot 3 = 322 —9y2) jako 22 +9y2 + 6y, +1 = (Tn +2yn+yn)’+1 =
(Yns1 + Yn)? + 1. Tim je dokdzéna prvni formule v (10). Zbylé t¥i formule se
dokazuji obdobné a jejich dikazy proto pomineme. Tvrzeni o parité plyne
lehce ze vztahi (10) a (11). &

Lemma 64. Diofantickd rovnice *—2y? = 1 md jen trividlni 7eseni (£1,0).

DUKAZ. Necht x,y € Ny spliuji 2* — 2% = 1. Protoze je x liché, mtizeme
psat 2?2 = 8k +1 a substituci dostavame (22 —1)(2*+1)/2 = 8k(4k+1) = y>.
Z (8k,4k + 1) = 1 plyne (tvrzeni 3), ze 8k = a* a tak 1 = 8k + 1 — a® =
7?2 —a? = (v —a)(z + a). Nutné z = +1. %

Lemma 65. Diofantickd rovnice x*—3y? = 1 md jen trividlni eseni (£1,0).

DUkAz. Necht (z,,y,) je posloupnost z lemmatu 63. Pro néjaké n € N plati
x, = 2%, kde 2 € Ny. Rozlisime dva piipady podle parity n. Pro n = 2m +1
pouzijeme (10) a dostaneme 2? = x, = Topy = O+ 1. Z 2?2 — O =1 oviem
plyne hned z = +1.

Pro n = 2m pouzijeme (11): 2% = x,, = @9, = 222, — 1. Z 222 — 2> =1
plyne (modul 4), Ze z,, je liché. Podle lemmatu 63, m = 2p. Podle lemmatu 62
a (11) méme a® + 2b° & 2ab = x,, = T3, = 225, — 1, kde a,b € Ny spliiuji
rovnici a? — 2b* = 1. Takze

2x§—1:a2+2b2i2ab:2a2—1i2ab

a x; = a(a + b). Protoze a L b, jei (a,a£b) =1 a a je ¢tverec. To podle
lemmatu 64 nastava jen pro a = 1. Proto b = 0, z, = x,, = 2, = 1 a opét
r = =£1. &

DUKAZ TVRZENI 61. Necht z,y € Z a 2* — y*> = 1. MiZeme piedpokladat,
ze ©x € Ny. Z faktorizace

Py +l=y+ ) -y + ) = (y+ D+ Dy —2)+3)

vyplyva, ze (y+1,y?> —y+1) = 1 nebo 3. V prvnim piipadé je y? —y+1 = v?
¢tverec a mame (2b)% — (2y — 1)? = 3. Ergo (2b — 2y +1)(20+2y — 1) =3
ab==+1ay=10. Ale y =1 nedava feSeni ptvodni rovnice a y = 0 dava
trivalni feseni (£1,0).
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vvvvv

je3. Pak y+1 =3a®> ay? —y+1 = 3b?, kde a,b € Ny. Posledni vztah
piepiseme na 3(2b)? — (2y — 1)? = 3 a vidime, ze 3\(2y — 1). Cisla X a Y
dand vztahy 2y — 1 = 3Y a 2b = X spliiuji rovnice

X?2-3Y?=1a Y=2d*-1.

Y =-1(a=0,X =2ab=1) vyhovuje a dostavame feseni (0, —1) ptvodni
rovnice. V dalsim mizeme predpokladat, ze Y € Ny.

Podle lemmatu 63 mame takovd a,n € Ny, ze Y = y,, = 2a® — 1. Protoze
je yn liché, je liché i n = 2m + 1 a m € Ny. Diky (10) v, = Yom+1 =
2T Yme1 — 1 =2a? — 1 a

a’ = ImYm+1 -
Plati (Zym, Ym+1) = (Tm, T + 2ym) = 1 nebo 2.

Opét mame dvé moznosti. Pokud z,, L 9,1, je x, ctverec a podle
lemmatu 65 je x,, = 1. Takzte m =0, n=1aY =y, =1. Tedy y =2 a
mame FeSeni (£3,2) ptvodni rovnice.

Kone¢né, necht (T, Ymi1) = 2. Mame y,,11 = 2¢%. Vidime, ze m + 1 =
2k, k € N. Podle (11) 2¢? = yi1 = yor = 20Yx a & = a3y, ProtoZe
Tk L yi, je xp Ctverec. Podle lemmatu 65 2 =1 a k= 0. Nyni ale £ > 0, a
tak dostavame spor. Timto jsou vSechna FeSeni diofantické rovnice 22 —y3 = 1
nalezena. &

Dalsi vysledky souvisejici s tvrzenim 61 jsou obsazeny v tlohach 10
az 14. Posloupnost feseni Pellidny a vztahy mezi jejimi ¢leny — jako jsou
napiiklad (10) a (11) — jsou zakladni technikou v dikazu Matijasevic¢ovy
véty a nadlouho se s nimi nelouc¢ime.

3.4 Thueho rovnice

Uvidime, jak z Thueho véty 42 (kapitola 2) plyne vysledek o rozsahlé tiidé
diofantickych rovnic.
Polynom o nékolika proménnych je forma, je-li homogeni, to jest monomy
maji tyz stupen. Bindrni forma stupné n je polynom o dvou proménnych
F(z,y) = apx™ + a12™ 'y + apx™ 2y + - - + ap 12y™ P+ any”
Thueho rovnice je diofantickd rovnice tvaru

F(z,y) =m, (12)

18



kde F(z,y) € Z[z,y] je binarni forma a m € Z.

Véta 66 (Thue, 1909). KaZdd Thueho rovnice, v niz (i) stupen F(z,y)
je alespori 3 a (i1) F(x,y) je ireducibilni nad Q[z,y] (viz dloha 16), ma jen
konecné mnoho resent.

DUKAZ. Forma v (12) je zhomogenizovany celo¢iselny polynom o jedné pro-
ménné
P(2) = ap2" + a1 2" '+ a2 P+t a, 12 +ay ,

protoze
F(z,y) =y"P(z/y) .

Z ireducibility F(z,y) plyne ireducibilita P(z) (a naopak) a proto jsou
vSechny kofeny P(z) vzajemné rizné a P(z) je po vydéleni ay jejich mi-
nimalni polynom. VSechny koreny tedy maji stupen n > 3. Oznacime je jako
1,y ..., 0.

Mé&jme nekoneéné mnoho Feeni (p, q) € Z? rovnice (12). Kazdé p i ¢ se
opakuje nejvyse n krat. Mizeme také predpokladat, ze vzdy ¢ # 0. Dosadime
p a ¢ do (12) a rovnici prepiSseme pomoci faktorizace P(z) jako

(o)) fioe)-ze

Jako v oznac¢ime minimum vzdalenosti kotfenti,

v=min {|oy — oy |: 1 #j} >0.

Pro velké |¢| je absolutni hodnota pravé strany (13) mensi nez (v/2)", a proto
pro nékteré ¢ musi platit
v

5

p
o; — —

q
Pak ovSem pro j # i mame |o; —p/q| > v/2 a z (13) plyne, ze dokonce

(14)

Muzeme piedpokladat (holubnikovy princip), Ze pro jedno pevné i mame ne-
kone¢né mnoho dvojic (p, q) € Z? spliwjicich (14). Mizeme piedpokladat, ze
p/q € Q. Nutné o; € R, jinak dostdvame pro ¢ — oo spor. Sporu se ale ani
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tak nevyhneme. Platnost (14) pro nekone¢né mnoho zlomki p/q € Q proti-
reCi vété 42, protoze a; € R je algebraické cislo stupné n > 3. Nekonec¢nost
poc¢tu teSeni Thueho rovnice vede za uvedenych predpokladi ke sporu. <

Proto ma diofantickéd rovnice
22— 2P =1

a ji podobné, narozdil od % — 2y? = 1, jen kone¢né mnoho feseni. Nedostat-
kem Thueho véty je neefektivnost zptisobena neefektivnosti diikazu véty 42.
Vime, ze TeSeni je jen konecné mnoho, ale nemame algoritmus, ktery by je
nalezl, nebo alespon rozhodl, zda néjaké reSeni viibec existuje.

3.5 Desaty Hilberttiv problém
Vénovano paméatce Osvalda Demutha (1936-1988)

V tomto oddilu dokdZeme Matijasevicovu vétu (vétu 83), ktera rikd nasledu-
jici. Neexistuje algoritmus, jehoz vstupy by byly celoc¢iselné polynomy a ktery
by se pro kazdy vstupni polynom P(xy,...,z,,) zastavil po kone¢ném vypo-
¢tu ve stavu ANO nebo ve stavu NE, pricemz ANO by znamenalo, ze P =0
ma celoc¢iselné reseni, a NE by znamenalo, ze takové feseni neni. Struc¢né re-
¢eno, Tesitelnost diofantickych rovnic je algoritmicky nerozhodnutelna tloha.
(V poznamce za vétou 83 uvidime, ze se dokaze vice.)

Matijasevicova véta je zapornou odpovédi na otazku, jiz polozil o sedm-
desat let diive Hilbert. Nalezi mezi hlavni vysledky matematiky 20. stoleti.
Pro jeji diikaz je zapotiebi vybudovat malou teorii. Ctenaf, ktery se s nim
chce seznamit, se musi obrnit urcitou trpélivosti. Pro piehlednost jsme oddil
3.5 rozdélili na pododdily odpovidajici jednotlivym fazim dikazu.

V 3.5.1 zavedeme zéakladni pojmy, zejména diofanti¢nost relaci, funkci
a formuli. V 3.5.2 dokdzeme pozoruhodnou véc: exponencialni funkce z¥ je
diofantickd a stejné tak i faktoridl a binomické koeficienty. Z toho v 3.5.3
odvodime, ze formule budované z diofantickych formuli pomoci omezeného
obecného kvantifikatoru jsou opét diofantické. V 3.5.4 pripomeneme definici
rekurzivnich funkci a dokazeme, ze kazdé rekurzivni funkce je diofanticka.
Pak odvodime univerzalni diofantickou relaci, jejiz existence mé nékteré pa-
radoxni projevy, a dokdzeme Matijasevicovu vétu.
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Dosud jsme se zabyvali celo¢iselnymi fesenimi diofantickych rovnic. Pro
dikaz Matijasevicovy véty je jedno, zda teSeni hleddme v Z nebo v Nj.
Uk4Zeme to dvéma jednoduchymi redukcemi. Reknéme, Ze vidy umime roz-
hodnout existenci feseni v Ny. Rovnice P(z1,...,2,) = 0 ma celodiselné
reseni, pravé kdyz

HP(:i:xl,,:i:xm) =0
+

(ndsobime pfes vSech 2™ voleb znamének) ma nezaporné feseni. Jsme tedy
vsevédouci i v oboru Z. Necht naopak vzdy umime rozhodnout existenci
feSeni v Z. Rovnice P(zy,...,%,) = 0 ma nezaporné feSeni, pravé kdyz

2 2 2 2 2 2 2 2 N _
P(xl,l T T X3 T XY gy Ty T X0+ X5 3+ xm,4) =0

(4m neznamych) ma celoc¢iselné feseni. To plyne z véty 55. Jsme tedy vSe-
védouci i v oboru Nj. V dalsich tvahach se proto bez Gjmy na obecnosti
omezujeme na feseni lezici v Nj.

3.5.1 Diofanti¢nost

Neni-li vyslovné stanoveno jinak, je oborem proménnych, parametri a ne-
znamych mnozina Ny. Rovnéz vSechny funkce maji hodnoty v Nj. Ne vzdy
tuto konvenci disledné dodrzime, vzdy ale bude jasné, jak formule modifiko-
vat, abychom nedostali mezivysledek mimo Ny. Napriklad rovnice P = 0 s
celo¢iselnym polynomem P se da prepsat jako R = S, kde polynomy R a S
maji koeficienty z Nj.

Relaci, presnéji feceno n-arni relaci, rozumime mnozinu n-tic R, R C INj.
Misto (a1, ..., a,) € R budeme psat R(a,...,a,). Undrnim relacim budeme
fikat prosté mnoziny. Funkci f : Nj — Ny chapeme jako jeji graf

{(ar,ay,...,a,,0) € NPT flay,ag,...,a,) = b},
ktery je (n + 1)-arni relaci.
Rekneme, 7e relace R je diofantickd, existuje-li celo¢iselny polynom

P(zy,...,20,y1, ..., Ym) takovy, ze pro vSechny n-tice (ay,...,a,) € N} plati
ekvivalence

R(ai,...,an) <= Fy1, s Ym [Pla1,- o ny Y1, -, Ym) = 0] .
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(Pro ptehlednost budeme formule, na néz se vztahuje kvantifikace, psat do
hranatych zavorek.) Rekneme, ze P reprezentuje R. Proménné x; jsou pa-
rametry a proménné y; nezndmé. Mnozina nebo funkce je diofanticka, je-
li odpovidajici relace diofantickd. Nékdy lze diofanticnost dokézat snadno

Budeme pracovat s relacemi popsanymi formulemi predikatové logiky prv-
niho radu. Stru¢né zopakujeme jeji zaklady Je dilezité jasné rozliSovat dvé
strany véci: syntaktickou (formule jako formélni slova nad jistou abecedou) a
sémantickou (realizace funkci, predikati a formuli relacemi, to jest podmno-
zinami IN).

Formule jsou slova nad abecedou obsahujici symboly konstant (pro kazdy
prvek Ny), symboly proménnych (z,v, 2, ...), funkéni symboly (f, 2%, +,...),
predikatové symboly (p, <, \,...), symboly logickych spojek (budeme pou-
zivat jen konjunkci ja zdroven“ & a disjunkei ,nebo* V), kvantifikitort
(,existuje“ 3 a , pro vSechny“ V) a pomocné symboly (hlavné zavorky [, (,), ],
oddélovaci znaménka jako ¢arky apod.). Konkrétni seznam funkénich a predi-
katovych symboli, z nichz vybudujeme vSe ostatni, uvedeme v zavéru podod-
dilu.

Kazdy funkéni a predikdtovy symbol mé svou aritu (pocet argumenti),
coz je prirozené cislo. Nejcastéji se objevuji binarni funkce a predikaty s
aritou 2. Formule se buduji z atomickych formuli a ty z termi. Termy se
buduji z proménnych, konstant a funkci.

Term vznikne opakovanou aplikaci symboli funkci na konstanty, pro-
ménné a jiz vytvorené termy. Priklad termu:

fly+ f2)+f(1),

kde 1 je konstanta, x a y jsou proménné, f je unarni a + binarni funk¢ni sym-
bol. Predpokladame, ze kazdému symbolu pro konstantu, funkci a predikat
odpovida obvykla realizace relaci. ,,Obvykld® znamend, ze symbol konstanty
,0° je realizovan jako prvek 6 € Ny, funkéni symbol + jako ternarni relace,
kterd je grafem obvyklého s¢itani v Ny, predikatovy symbol < jako mnozina
téch dvojic (a,b) z N2, Ze a je mensi nez b atd. Predikatovy nebo funkéni
symbol je diofanticky, je-li jej realizujici relace diofanticka. Symboly konstant
jsou trivialné diofantické.

Kazdy term obsahujici n proménnych je pak realizovan n-arni funkci,
podmnozinou NI Je-li diofantick4, mame diofanticks term. Napiiklad re-
alizace termu

(x +1)°
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sestaveného z konstanty 1, proménné x, unarniho funkéniho symbolu (-)? a
bindrniho funkéniho symbolu + je (diofanticka) relace

{(n,n*+2n+1) € N3 : ne€ Npy}.

Atomickd formule vznikne aplikaci symbolu predikdtu na termy. Napfi-
klad
r+y= f(a) mod z + 3

je atomicka formule aplikujici ternarni predikit - = - mod - na termy x + vy,
f(a) a z 4+ 3. Formule se dostane z atomickych formuli a jiz vytvorenych
formuli uzitim logickych spojek, kvantifikatori a zavorek. Kazda atomické
formule je tedy formule. Piiklad formule:

JeVz[z<y&2*\a]Vb=a.

Je to disjunkce dvou formuli, z nichz druhd je atomickd a prvni je kvanti-
fikovana konjunkce dvou atomickych formuli. Obsahuje tii nekvantifikované
proménné a, b a y. Definuje ternarni relaci

{(a,b,y) € Nj: a=bnebo (a=0&y>0)}.

Spoustu dalsich prikladi formuli uvidime pozdéji

Vazany vyskyt proménné x ve formuli ¢ je kvantifikovany vyskyt z, coz
znamena, ze se x objevuje v podformuli 3z [...] nebo Vz |[...]. Nahrazenim
vSech vyskytid z v této podformuli zcela novou proménnou se jeji vyznam
nezmeéni. Mizeme tak dosdhnout toho, ze kazda proménna vyskytujici se ve
¢ tam ma jen vazané nebo jen volné (nekvantifikované) vyskyty. Proménnym
druhého typu se tika volné promeénné formule .

Termy jsou realizovany funkcemi. Predikatové symboly arity n realizuji
n-arni relace. Vyznamim logickych spojek a kvantifikdtord rozumime. Vime
tedy, co znamena, ze dana formule bez volnych proménnych , plati“. Formule
o(ay,...,a,) s n volnymi proménnymi a; se nazyva diofantickou formuli,
pokud ji definovanéa n-arni relace

{(ala s '7an) S Ng : Qp(ala s '7an) plati}

je diofanticka. Napriklad atomickd formule y = ¢, kde y je proménna, t je
term a y se nevyskytuje v ¢, je podle nasich definic diofanticka, pravé kdyz
je t diofanticky term. Nebo atomicka formule p(zy,...,z,), kde p je n-arni
predikatovy symbol, je diofantickd, pravé kdyz p je diofanticky predikat.
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Jsou-li proménné xi,...,x, volné ve formuli ¢ a t,...,t, jsou termy
neobsahujici zadnou z proménnych, volnych nebo vazanych, vyskytujicich se
v @, fekneme, Ze tyto termy jsou substituovatelné (za proménné xq,...,x,
do ¢).

Tvrzeni 67 (Diofanti¢nost 3, &,V a substituce).

1. Je-li ¢ diofantickd formule a x proménnd volnd ve ¢, je formule 3 x [¢]
tez diofantickd.

2. Jsou-li o1 a @o diofantické formule, jsou © formule 1 & w9 a w1 V gy
diofanticke.

3. Jsou-li promeénné xy,...,x, volne v diofantické formuli ¢ a aty,..., 1,
jsou substituovatelné diofantické termy, je formule vznikld z ¢ ndhradou
kazZdéeho vyskytu x; termem t; rovnéz diofanticka.

DUKAZ. 1. Reprezentujici polynom zistava tyz, pridani existen¢niho kvan-
tifikdtoru pouze presune parametr x mezi neznamé.

2. Necht ¢; ma volné proménné ai,...,a;, a @y ma volné pro-
ménné by, ..., b, pricemz oba seznamy mohou mit libovolny priunik. Necht

P(ay,...;a5, 91, Ym) @ Q(b1, ..., by, y1,...,ys) jsou polynomy reprezentu-
jici prislusné relace. Pak polynom

P(ala"'aakayla"'aym)2+Q(b17"'7bl7217"'7zn)2

s < k + [ parametry ay,...,b; a m + n nezndmymi vy, ..., z, reprezentuje
relaci definovanou konjunkci ¢, & ¢,. Za povSimnuti stoji, ze jsme museli
prejmenovat nezndmé v (. Podobné soucin P(Q) reprezentuje relaci definova-
nou disjunkei ¢1 V 9. (Nyni neni tfeba nezndmé piejmenovavat.)

3. Relace definovana novou formuli je definovana i formuli

oy, .. p&r=t & ... &z, =1,],
kterad je diofantickd diky predpokladim a vysledkim 1 a 2. &

Pro shodné seznamy volnych proménnych ¢; a ¢y v bodu 2 dostavame, ze
prinik a sjednoceni diofantickych relaci se stejnou aritou je diofanticka re-
lace. Vysledek o formulich je mirné obecnéjsi. Negace, implikace a obecny
kvantifikator V diofanti¢nost formuli nezachovavaji (tloha 20).
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Pomoci &, Vv, 3 a substituce budujeme diofantické formule a definujeme
diofantické relace. Je v8ak tieba mit k dispozici vychozi diofantické funkce a
predikaty. Uvedeme seznam takovych ,elementarnich“ funk¢nich a predikato-
vych symboll a ukdzeme, Ze jsou diofantické. VSechny nésledujici diofantické
formule budou vybudovany viceméné explicitné pouze z nich. Budeme sa-
moziejmé uzivat bézné konvence, jako je tfeba vynechavani - pii nasobeni,
psani ,zkratky* z® misto (z - z) - x atd., ale vzdy bude jasné, Ze se definice
da rozvinout az do urovné uvedenych elementarnich symbolii.

Funké¢ni symboly: zédkladni aritmetické operace +, — , -, funkce zby(a, b)
zbytku pri déleni a ¢islem b se zbytkem a funkce pod(a,b) podilu pii déleni
a Cislem b se zbytkem. Predikdtové symboly: = , # , <, >, <, >/ \,
= mod, L.

Diofanti¢nost binarnich funkénich symboli +, —, - je ziejmé. Binarni

predikat = je zjevné diofanticky, stejné jako bindrni predikity < a \:
a<b < doja+x+1=y] aa\b < Jc[b=ac|.
Diofantické jsou i bindrni predikaty < a #:
a<b <= Frja+r=y] a a#b < Jx[la—b)*=1+2]

(nemizeme pouzit negaci). Diofantické jsou i ternarni predikit = mod a
binarni predikat L :

a=bmodc <= Frla=b+crVa=>b-—cx

alb < Jr,ylaxr—by=1Var—by=—1]

(diky tvrzeni 4). Tedy i binarni funkéni symboly zby(a,b) a pod(a,b) jsou
diofantické:
r=rzby(a,b) <= r=amodb&r <b

c=pod(a,b) <= 0<a—c-b<b.

VSechny nase elementarni funkéni a predikdtové symboly jsou diofantické.

vvvvvv

v nejistoté a pochybéach. Je predikat ,, byt prvocislo® diofanticky? A co funkce
2%?7 Je diofantickd? V obou pripadech zni odpovéd piekvapivé ANO. Pro
nalezeni diofantické reprezentace budeme ale muset vynalozit nemalé tusili.
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3.5.2 Exponencidla je diofanticka

Pustime se do dikazu diofanti¢nosti binarni exponencialni funkce z¥. Jde
o kontraintuitivni vysledek, ktery je nosnym pilitem diikazu Matijasevicovy
véty. Z diofanti¢nosti 2¥ (tvrzeni 75) vyplyne diofanti¢nost kombinatorickych

funkei () a n! (tvrzeni 76 a 77).

Pro kazdé cislo a € Ny definujeme dvé posloupnosti ¢isel z Ny, totiz
(Xo(n),n=0,1,...) a (Ya(n),n=0,1,...). Pro a = 0 to jsou identické nuly.
Pro a = 1 definujeme X; jako identickou jedni¢ku a Yi(n) = n. Proa > 1
definujeme X,(n) a Y,(n) ze vzorce

Xo(n) +Ya(n)Va? —1=(a+Va®>—-1)". (15)

Z teorie v oddilu 3.3 dobfe vime, ze jde o posloupnosti slozek nezapornych
fegeni Pellidny 2 — (a®> — 1)y*> = 1. Pro d = a® — 1 je totiz generdtorem
mnoziny TeSeni ¢4 = a + 1 - va? — 1. V naésledujicich lemmatech je vidy
a > 0, neni-li stanoveno jinak. Specialnim ptripadem a = 2 této Pellidny jsme
se zabyvali v lemmatu 63.

Stejné posloupnosti dostaneme, zménime-li v (15) znaménko + na —. Z
(15) se snadno odvodi sou¢tové vzorce (d = a? — 1)

Xo(ntm) = X,(n)Xe(m)£dY,(n)Ys,(m) (16)
Yo(ntm) = Ya(n)Xe(m)+£ Xo(n)Ya(m) . (17)

V (16) a (17) polozime m =1 a eliminaci Y, (n) dostaneme rekurenci pouze
pro X,(n). Podobné dostaneme rekurenci pouze pro Y,(n). Sice

Xo(n+1) = 2aX,(n) — X,(n—1) (18)
Yo(n+1) = 2aYy(n) —Ya(n—1), (19)

piicemz X,(0) =1, X, (1) = a, Y,(0) =0 a Y, (1) = 1.
Z (16) a (17) také lehce odvodime povédomé formule

X,(2n) = 2X,(n)* -1 (20)
Yo(2n) = 2X,(n)Y,(n) . (21)

Pro struc¢nost v nasledujicich diikazech pomijime index a.
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Lemma 68. Pro kaZdé n € Ny plati kongruence

Yo(n) = Yy(n) moda—0b (22)
Yy(n) = nmoda—1. (23)
DUKAZ. Z (19) je jasné, ze pro pevné n je funkce Y,(n) celo¢iselny polynom

v a stupné n — 1. Proto prvni kongruence. Druhd plyne z prvni, protoze

Yi(n) = n. &

Lemma 69.
n\m <= Y,(n)\Y,(m) .

DUKAZ. Podle (17) mame
Y(k+n)=Xn)Y(k)+Xk)Y(n)=X(n)Y(k) mod Y(n) .

Protoze X (n) L Y (n), mame Y (n)\Y (k +n), pravé kdyz Y (n)\Y (k). Tudiz
Y (n)\Y (m), pravé kdyz Y (n)\Y (r), kde r = zby(m,n). Z 0 < r < n plyne
0<Y(r) <Y(n),atak Y(n)\Y(m), pravé kdyz r = 0, to jest n\m. &

Lemma 70.
Yo (n)\Ya(m) <= (nYa(n))\m
DUKAZ. Podle definice X,(n) a Y,(n)

Xa(nj) + Ya(nj)Vd = (Xo(n) + Ya(n)Va) .

Takze
)X( ) =Y, (n)id 12

j
Z i je liché) (j

=1 t

Dostavame kongruenci
Ya(nj) = jXa(n)~'Yy(n) mod Y (n) .

Necht Y#(n)\Y (m). Podle lemmatu 69 mdme m = nj. S timto j pouzijeme
odvozenou kongruenci a dostaneme Y?(n)\jY (n) (protoze Y (n) L X(n)).
Takze Y(n)\j a (nY (n))\m.

Naopak, necht (nY (n))\m. Polozime j = Y'(n) a pouzijeme kongruenci.
Dostaneme Y?(n)\Y (nY (n)). Podle Lemmatu 69 mame Y?(n)\Y (m). <
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Lemma 71.
1. Proa>1an >0 plati Y,(n — 1) + Ya(n) < Xu(n).
2.
Y,(4ni £ m) = Y,(m) mod X,(n)
Yo(4ni+2n+m) = FY,(m) mod X,(n) ;
znamenka st odpovidaji.
DUkAz. 1. Podle (17) (s +, n :=n —1,m := 1) mame
2Y(n—1)<aY(n—1)<a¥(n—-1)+X(n—1)=Y(n) .
Proto Y(n—1) < Y(n)—Y (n—1). Tudiz, opét podle (17) (s —, n :=n,m = 1),
Y(n—1)+Y(n)<2Y(n)—Y(n—-1)<a¥Y(n)—Y(n—-1)=X(n) .

2. Podle formuli (20) a (21) Y(2n) =0 a X(2n) = —1 mod X (n). Takze,
podle (17),
Y(2n +=m) = FY (m) mod X (n) .

Opakovanym uzitim dostavame obé kongruence. &

Lemma 72. Necht a > 1 an > 0. Pak
Y, (k) = £Y,(m) mod X,(n) <= k= +m mod 2n ;
znamenka st nemuseji odpovidat.

DUKAZ. Nejprve dokdzeme zpétnou implikaci. Necht & = 2nj + m. Pro
J = 2i mame podle 2 predchoziho lemmatu Y (k) = Y(4ni £ m)
+Y (m) mod X(n). Pro j = 2¢ + 1 mame Y (k) = Y(4ni + 2n = m)
FY (m) mod X (n).

Naopak, necht Y (k) = +Y(m) mod X (n). Zvolime k' a m/, ze 0 <
E'.m' < mn, k = k' mod 2n a m = +m’ mod 2n. Podle predpokladu a jiz
dokédzané zpétné implikace mame Y (k') = £Y (m') mod X (n). Takze X (n)
déli Y (k') £ Y(m'), coz implikuje k' = m/, protoze z k' # m' by plynul spor
(viz 1 predchoziho lemmatu) 0 < |Y (k)£ Y (m')| <Y(n—1)+Y(n) < X(n).
Z k" = m' hned plyne k = +m mod 2n. &

N
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Tvrzeni 73 (diofanti¢nost funkce Y,(b)). Bindrni funkce Y,(b) je dio-
fanticka. Konkrétne,

c=Y,(b) <= (a=0&c=0)V(a=1&c=0)

V(e >1& 3d,e, f,g,h,i,]

(@) d®* — (> = 1) =1& (B) f*—(a®> = 1)e* =1

& ()i = (9" —1h* =1

&(0)e=(j+1)2c* & () g=amod f & (¢) g =1 mod 2¢
&(m)h=cmod f & (#) h=0bmod 2c & (¢) b<(]) .

DUKAz. Napravo od <= stoji zjevné diofanticka formule, sta¢i dokazat
ekvivalenci. Pro a = 0,1 plati. Necht a > 1 a existuji d, ..., j spliujici («)
az (¢). Podle Pellian («), (3), () existuji ¢isla p,q a r, ze d = X,(p),c =
Yo(p), f = Xalq),e =Ya(q),i = Xy(r) a h = Y,(r). Plati 0 < p < ¢ a, podle
(1), 0 < b < ¢. Dokézeme, ze b = r = £p mod 2¢. Odtud vyplyvad b = p a
¢ Y(p) = Ya(h).

Pro ¢ = 0 jsme hotovi hned, (1) ddva b = 0. Necht ¢ > 0. Podle (8) ¢*\e.
Lemma 70 ndm dava c\g, protoze

YZ2(p)\Ya(q) = Ya(p)\¢

Podle (0) plati b = h = Y,(r) mod 2¢. Podle (23) mame Y,(r) = Yi(r) =
r mod (g — 1). Plati v8ak ({), a tak

b=r mod 2c .

Podle (¢) a (22) mame Y,(r) = Y,(r) mod f = X,(¢). Podle (1) mame
Yy(r) =h =c=Y,(p) mod f = X,(q). Takze Y,(r) = Y,(p) mod X,(q) a
lemma 72 dava

r = £p mod 2q .

Jak vime, c\q. TakZe r = +p mod 2¢. Odtud a z b = r mod 2¢ plyne b =
+p mod 2c.

Necht naopak a > 1 a ¢ = Y, (b). Polozime d = X, (b). Pak («) a (¢) plati.
Polozime g = bY,(b), f = X,(2¢) a e = Y,(2¢). Plati (). V lemmatu 70
polozime m = bY,(b) a n = b. Lemma ika, ze Y2(b)\Y,(bY,(b)). Takze
A\Y,(q). Podle (21) (2Y,(q))\Ya(2q), a proto 2¢*\e. Tudiz se (§) d4 splnit
vhodnym j. Polozime g = a+ f2(f?—a). Nyni platii (¢). () a (&) spolu davaji
f* =1 mod 2c a volba g tedy davéa (¢). Polozime i = X,(b) a h = Y, (b). Pak
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plati (7). Podle (23) h = Y,(b) = b mod (g — 1). Podle (¢) je h = b mod 2¢
a tedy plati (0). Z (22) mame, ze h = Y,(b) = Y,(b) = cmod (g — a) a to
spolu s (¢€) implikuje A = ¢ mod f. (1) plati a v8e je spluéno. &

Pomoci (19) indukei snadno plyne odhad
(2a—1)"<Y,(n+1) < (2a)" . (24)
Lemma 74. Pro vsechna a,k,n € Ny plati kongruence
X,(n) — (a — k)Yy(n) = k" mod 2ak — k* — 1.

DUKAZ. Postupujeme indukci podle n. Pro n = 0 a n = 1 kongruence plati.
Pomoci rovnic (18) a (19) dostavame

X(n+1)—(a—k)Y(n+1)
= 2aX(n)—X(n—1)—(a—k)(2aY (n) —Y(n—1))
20(X(n) = (a = k)Y (n)) = (X(n = 1) = (a = F)Y(n - 1))
2a0k" — k"t = k"1 (2ak — 1)
= k" mod 2ak —k* —1.

&

Tvrzeni 75 (diofanti¢nost exponencidly). Ezponencidlni funkce z¥ je
diofanticka, protoze proy >0 a x > 1 mame

z=1¥ < Fala>Y,(y+1) & 2z = zby(Xo(y)— (a—2) Yo (y), 202 —2*—1)] .

DUKAZ. Z predeslych vysledki, zejména z tvrzeni 73, je jasné, ze formule
vpravo je diofantickd. Hodnoty exponencidly pro y = 0 a z = 0, 1 se pridaji
disjunkcemi. Staci ukazat platnost ekvivalence. Dokazeme, ze pro kazdé a >
Y. (y + 1) se ¥ rovnd zbytku popsanému v druhé klauzuli konjunkce. Mohli
jsme tedy vystacit jen s ni, kdybychom v ni a nahradili Y, (y+1). Podle (24)
a predpokladi

r<a¥<(2x -1 <Y, (y+1) <a.

Odtud z + 1 < a a proto

a<ar<ar+ (r+1)r—2*—1<2ax —2°—1.
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Proto je ¥ men$i nez modul 2ax — z? — 1. Podle kongruence v lemmatu 74
se x¥ rovna prislusnému zbytku. &

Ted vidime, ze formule
n>2&xyz>0& 2" +y" = 2"

definujici 4-arni relaci vSech poruseni FPV je diofantickd. Proto existuje ce-
lo¢iselny polynom P(n,z,y,z,21,...,Ty) takovy, Ze prvni ¢tyfi souradnice
reseni rovnice P = 0 davaji pravé vSechna poruseni FPV. FPV se da zre-
dukovat na jedinou diofantickou rovnici. Diky Wilesovi ovSem dnes vime, ze
P = 0 7zadné TeSeni nemd a tak tento priklad ponékud ztraci na lesku.

Tvrzeni 76 (diofanti¢nost binomického koeficientu). Binomicky ko-

eficient je binarni diofantickd funkce, protoZe pro x,y € Ny plati

z = (;j) < Ju[u> 2% & z = zby(pod((u + 1)%,u¥),u)] .

DUKAZ. Uz vime, Ze 2%, (u+1)* a u¥ jsou diofantické funkce. Formule vpravo
je tudiz diofanticka. Necht v > 2%. Pomoci binomické véty mame

wrlf f: (‘?)w’u (i) +7r,

u i=y+1 \?
kde .
4= ~ 1Z 27
r:Z(?)ulyg— <?>§—<1.
i=0 \’ Uizo \? u

Proto pod((u + 1)%,u¥) = (z) mod u. Vzhledem k u > 2% je binomicky
koeficient mensi nez modul u a plati dokazovana rovnost. &

Tvrzeni 77 (i faktoridl je diofanticky). Faktoridl je diofantickd funkce,
protoZe

y=a! < Jz[z>2@x—1)2"+2—1&y=pod(z*, (z))]

T
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DUKkAz. Diky predchozim vysledkim je formule diofantickd a staci jenom
ukdzat, Ze definuje faktoridl. Nechf z > 2(x — 1)%2% + x — 1 je libovolné. Po
snadnych upravach se vidi, ze

T r—1 . 9
2 < =a! ] <1+—Z > < gleE=D?*/(z=at1) 4 1+M '
N (azc) i=1 - z—x+1

z—1
Uzili jsme odhad 1 + u < e* < 1+ 2u platny v intervalu (0,1/2). Posledni
vyraz v hofejsim odhadu je < x!+41, protoze x* > x!. Po zaokrouhleni podilu
doli dostaneme z!. &

Mame uz dost prostiedkii, abychom dokézali diofanti¢nost mnoziny prvoci-
sel (loha 19). Chceme-li vSak k tomu pouzit piirozenou definici prvodisla,
musime zdolat jesté jednu prekazku.

3.5.3 Omezeny V zachovava diofanti¢nost

Obecny kvantifikator V diofanti¢nost nezachovava (tloha 20). Jeho omezend
forma vSak ano. Znaceni Vy < a [...] je zkratka pro Vy [y > a Vv ...] a ik
se mu omezeny obecny kvantifikator.

Tvrzeni 78 (diofanti¢nost omezeného V). Necht R C Ny je diofanticka
relace. Pak i relace S C N,

S(ar,...,an) <= Yy <a,[R(ay,...,an_1,9)],
je diofanticka.

DUKAZ. Pro n = 1 tvrzeni plati trivialné (pro¢?). Pro jednoduchost zna-
¢eni predpoklddame, Ze n = 2, obecny piipad je velmi podobny (iloha 22).
Necht relaci R reprezentuje celo¢iselny polynom D(a,y, 1, . . ., &) se dvéma
parametry a,y a m neznamymi ;.

Jako B(a,b,w) oznac¢ime polynom s nezapornymi koeficienty, ktery
vznikne z D zménou znamének zapornych koeficientt a substituci y = b, 1 =

w,..., T, =w. Dokdzeme ekvivalenci
Vy<bIxy,...,znm [D(a,y,x1,...,T5) =0] <
Jw, zg,...,%m [(Zb‘))\D(a, 20,y 2m) & (25)
bU(b + w + Bla, b, w))\ (20 + 1) & (26)
GNG) & & NG 27)
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Vlevo od ekvivalence je formule definujici relaci S C Ny. Vpravo mame za
existenénim kvantifikdtorem konjunkci m + 2 podminek. Podle predeslych
vysledkil, zejména tvrzeni 76 a 77, je kazda z nich diofantickd a tedy i relace
S je diofanticka. Zbyva dokazat ekvivalenci.

—. Necht (a,b) € N3 je takova dvojice, ze D(a,y,z¥,...,2%) = 0 pro
y=0,1,...,b—1 pro néjakd 27 € Ny (exponent y oznacuje v tomto dikazu
zévislost na y, ne umocnéni). Zvolime w libovolné, ale tak, ze w > ¥ pro
vSechna y a i. Cislo zq zvolime libovolné, ale tak, Ze plati podminka (26). Pro

y=20,1,...,b— 1 definujeme prirozena cisla
2o + 1

qy = —1
y+1

Z volby zy plyne, ze ¢isla ¢, jsou po dvou nesoudélna. (Protoze ¢, L 0! a
proy > z mame (y + 1)g, — (2 +1)¢, =y — 2 < b.) Déle 2y = y mod ¢, a
qy L w! pro kazdé y. Pro kazdé i = 1,2, ..., m uvdzime soustavu b kongruenci
z; = xf mod gy, y = 0,1,...,b — 1. Podle ¢inské véty o zbytku (tvrzeni 5)
existuje feSeni z; € Ng. Proy =0,1,...,b— 1 tedy plati

b—1
s=al &zg=ymod [[q = (Zbo> .

y=0
Odtud plyne, ze plati (25). Z volby w a zi,..., 2, plyne, Ze g, déli sou¢in
(zi —0)(zi — 1)+ (zs —w+1). Tedy g, deéli i (fg) (protoze ¢, L w!). Proto

(nesoudélnost ¢isel ¢,) plati (27).

<. Méme (a,b) € N2 a w, 2, ..., 2m € Ny, Ze plati (25), (26) a (27) a
méme zadano y,0 <y < b—1. Definujeme g, jako vyse. Opét ¢, L w!. Necht
py je libovolny prvocinitel g,. Z (27) vyplyva, ze g, a tedy i p, déli soucin
(2i = 0)(zi = 1)+ (zi —w+1),i=1,...,m. Proto existuji ¢isla z¥,..., 2%,
ze py\(z; — x}). Opét zp = y mod g, takze p,\(zo —y). Podle (26) a definice
¢y plati p, > B(a,b,w). Tudiz |D(a,y,,...,2%)| < p, (definice B). To
spolu s (25) dava D(a,y,2Y,...,2% ) = 0. Pro dané y jsme nalezli 29, ... 2%
s vlastnosti pozadovanou vlevo: D(a,y,z{,..., 2% ) = 0. &

Ptirozena definice prvocisla je prostiednictvim omezeného V:
x je prvolislo <= = >1&Vy <z [y <1Vzby(z,y)>0].
Podle praveé dokdzaného tvrzeni je formule vpravo diofanticka. Dokéazali jsme

Tvrzeni 79. MnoZina prvocisel je diofanticka.

33



3.5.4 Rekurzivni funkce jsou diofantické

Velmi jsme pokrocili. Zatimco na poc¢atku jsme o mnohych jednoduchych arit-
metickych funkcich, jako tfeba 2%, nevédéli, zda jsou diofantické, nyni naopak
neni jasné, jak by mohla funkce dana jednoduchym aritmetickym predpisem
nebyt diofantickd. V tvrzeni 81 dokdzeme, ze kazda rekurzivni funkce je dio-
fanticka, coz znamena, 7e v jistém smyslu ,,vSe“ je diofantické. V tvrzeni 82
sestrojime binarni diofantickou relaci, jejiz projekce probihaji vSechny dio-
fantické mnoziny. Standardni selfreferencni a diagonaliza¢ni argument teorie
rekurze pak uz vede piimo k dikazu Matijasevicovy véty.

Rekurzivni funkce tvoii tfidu funkci definovanych na Nj (n je obecné
rizné pro ruzné funkce), s hodnotami v Ny. Jsou to ty funkce, které lze
vytvotit z konstantni funkce ¢ : Ny — Ny, ¢(z) = 0, z funkce ndslednika
s: Ny — Ny, s(z) =x+1, az projekci U : Nj — Ny, U(21,...,2,) = x5,
konecnym poctem aplikaci t¥i nize definovanych operatort skladani, primi-
tivni rekurze a minimalizace.

Skladani slozi m funkci f; arity n pomoci m-arni funkce f v novou n-arni
funkci g,

g(xla"'axn) = f(fl(xla-"7xn)7f2(x17'"7xn)7'"7fm(x17"'7xn)) .

Primitivni rekurze definuje z n-arni funkce f a (n + 2)-arni funkce g novou
(n + 1)-arni funkeci h,

h(zy,...,2,,0) = f(z1,...,2,) a
h(xla"'axnay_Fl) = g(yah(wla'"7xn7y)7x17"'7xn)-

Minimalizace definuje ze dvou (n+1)-arnich funkei f a g novou n-arni funkci
h,

h(xy,...,2,) = MIN,(f;9) =min{y : f(@1,...,20,¥) =g(x1,...,20,9)},

pricemz musi byt splnéna podminka, ze pro kazdou n-tici x4, ..., z, ma rov-
nice f(x1,...,Zn,y) = g(x1, ..., 2, y) FeSeni y, to jest h je vSude definovana.

Jako priklad dokazeme, ze bindrni aritmetické funkce + a - jsou rekur-
zivni. S¢itani je rekurzivni, protoze
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kde g(u,v,w) = s(U3(u,v,w)). Funkce + je definovana aplikaci primitivni
rekurze a skladani na funkce U}, s a U3. Podobné je nasobeni rekurzivni,
protoze

r-0=c(x)=0 a z-(y+1)=g(y,z-y,2),

kde g(u,v,w) = Uj(u,v,w) + U3 (u,v,w) a rekurzivita + je uz dokézéana.
Rovnéz kazda konstantni funkce cgx(z) = k,k € Ny, je rekurzivni, nebot
co(x) = ¢(z) a cgp1(x) = ¢ (z) + 1. Kazdy polynom s kladnymi celymi ko-
eficienty je rekurzivni funkce, protoze vznikne opakovanym skladanim funkeci
+, - a konstant.

Trida rekurzivnich funkci je mnohem obsahlejsi, nez naznacuji predchozi
priklady. Predstavuje jednu z formalnich specifikaci pojmu algoritmu. Jiné
specifikace jsou napiiklad Turingovy stroje nebo Markovovy normélni algo-
ritmy. O vS8ech znamych specifikacich se da simulaci jednoho modelu druhym
ukéizat, ze definuji tutéz tiidu vycislitelnych funkei. Podle filozofické Chur-
chovy teze, coz je mimomatematické tvrzeni, se tato tiida shoduje s tridou
funkei vyéislitelnych jakymkoli algoritmem (chapanym v intuitivnim smyslu).

Pro diikaz nésledujicich tvrzeni se ndm budou hodit funkce p,q : N — Nj
definované vztahem

n =2 (2q(n) +1) .

Patrné p(n),q(n) < n. Zobrazeni n — (p(n), ¢(n)) je bijekce mezi N a NZ.
Lehce se vidi, Ze obé funkce jsou diofantické a rekurzivni. Totéz plati i pro
funkci F(i) = 22" + 1.

Tvrzeni 80 (kédovani n-tic). Eristuje bindrni diofantickd a rekurzivni
funkce S(i,u) s ndsledujici vlastnosti. Pro kaZdé n € N a kaZdou n-tici
(ai,...,a,) € N§ existuje u € Ny takové, Ze

S(O,u)=ar, S(L,u)=as, ..., Stn—1,u) = ay .

DUKAZ. Polozime S(i,u) = zby(q(u), F(i+p(u)). Necht (ay,...,a,) € Nj je
libovolna n-tice. Vezmeme dostatecné velké ¢islo v € Ny, aby proz =1,...n
platilo F'(v) > a;. Tim spiSe pak plati F/(i — 1 + v) > a;. Uvazime systém
kongruenci

w=a; mod F(i—1+v),i=1,...,n.

Jeho moduly jsou po dvou nesoudélné, protoze ¢isla F(n),n € Npy, jsou
vzajemné nesoudélnd. (To je snadné cviceni. Nebo viz oddil 5.1.) Podle véty
5 z kapitoly 1 mé systém feSeni w € N. Polozime u = 2¥(2w + 1). Je jasné,
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ze S(i,u) proi =0,...,n — 1 probiha nasi n-tici. Funkce zby,p,q a F jsou
diofantické i rekurzivni, diofantickd i rekurzivni je proto i S. &

Tvrzeni 81 (hlavni vysledek). Funkce je rekurzivni, prave kdyz je dio-
fanticka.

DUKAZ. Necht je funkce f diofanticka, pak

y=f(z1,...,2,) <=
21,0y Zm [P(T1y oy Ty Yy 21, - oy Zm) = QX1 oy Ty Uy 215 -+ 5 2Zm)]

kde P a @ jsou polynomy s koeficienty v Ny. S pouzitim funkce S z pied-
choziho tvrzeni mizeme tuto definici prepsat ve tvaru

fzy,...,x,) = S(0,MIN,(P(z1,...,2,,5(0,u),S(1,u),...,S(m,u));
Q(z1, ..., x,,5(0,u),S(1,u),...,S(m,u)))) .

Protoze P, a S jsou rekurzivni funkce, je (minimalizace a skladéni) rekur-
zivai i f.

Naopak dokazeme, ze rekurzivni funkce jsou diofantické. Konstanta, na-
slednik a projekce jsou trividlné diofantické. Staci dokazat uzavienost tiidy
diofantickych funkci na skladani, primitivni rekurzi a minimalizaci.

Necht f a f; jsou diofantické funkce a funkce ¢ z nich vznikla slozenim.
Pak i g je diofantickd diky zachovani diofanti¢nosti substituci diofantickych
termii do diofantické formule.

Necht funkce h vznikla z diofantickych funkci f a ¢ primitivni rekurzi.
Pak (hodnoty A(xy,...,z,,0),...,h(x,..., 2, y) zakédujeme do u)

z=h(z1,...,2,,y) <= Ju[S(0,u) = f(r1,...,2,)
&Vt <y[S(t+1,u)=g(t,S{t,u),x1,...,2,)] & 2 = S(y,u)] .

Podle tvrzeni 78 a 80 je h diofanticka.

Podobné se nahlédne, ze i minimalizace zachovava diofanti¢nost. Vznikla-
li funkce h z diofantickych funkci f a ¢ minimalizaci, je téz diofanticka,
protoze

y="h(zxy,...,z,) <= flz1...,20,9) =9g(x1,...,2n,Y)
&Vt<y[f(x1anat)%g(xlaaant)] '
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Sestrojime univerzalni binarni diofantickou relaci. Zafixujeme abecedu
proménnych zg,zq,... a pomoci funkci p a ¢, které byly definovany pred
tvrzenim 80, definujeme nésledujici enumeraci vSech polynomi s koeficienty
A% NO-

P =1
Py 5 = x4
Py = Pyu+ Py
Py = PPy -

Posloupnost Py, P, ... obsahuje vSechny celociselné polynomy s kladnymi
koeficienty a P, = P,(xq,...,,) zavisi jen na proménnych xy,...,z,. Pro
n € N polozime

D, ={xo: da1,..., 00 [Pyim)(0,- .-, 2n) = Pyny(20, -, 20)]} -
Posloupnost Dy, D», ... obsahuje vSechny diofantické mnoziny.
Tvrzeni 82 (univerzalni diofanticka relace). Bindrni relace
U={(m,n): meD,}
je diofanticka.
DUKAZ. S pomoci funkce S z tvrzeni 80 prosté prepiSeme definici enumerace:

mée D, < Ju[S0,u)=1& S(1,u) =m
&Vi<nl[S(3i—1,u) =S(p(i),u) +S(q(i),u)]
& Vi <n[S(3i,u) = S(p(i),w)S(q(i), u)]

& S(p(n),u) = S(q(n),u)] .

Formule vpravo je diofanticka diky diofanti¢nosti funkci p,q a S a diky
predchozim vysledkiim, zejména tvrzeni 78. Ukazeme, ze definuje predikat
m € D,.

Pokud m € D,, plati Pyp(m,ti...,ty) = Pyny(m,ti, ..., t,) pro né-
jakd t; € Ny. Zvolime u tak, ze pro ¢ = 0,1,...,n méme S(i,u) =
Pi(m,ty,...,t,). S timto u je prava strana jisté splnéna.
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Naopak, necht plati pro dané m a n prava strana. Polozime
ty =S4,u),to =S(7,u),...,t, =SBn+1,u) .
Pak S(i,u) = P{(m,ty,...,t,) proi=0,1,...,n a
Pomy(m,ty ... ty) = Pymy(m, ty, ... ty)

takze m € D,,. &

Véta 83 (Matijasevi€, 1970). Resitelnost diofantickych rovnic je algorit-
macky nerozhodnutelnd tloha.

DUKAZ. MnoZina
V={neN: n¢D,}

neni diofantickd. Kdyby byla, V = Dy pro néjaké N € N a dostavame spor
NeV < N¢gDy=V.

Funkce g : N2 — {0,1} s hodnotou 1 na U a hodnotou 0 mimo U, kde U
je univerzalni diofanticka relace z tvrzeni 82, neni rekurzivni. Kdyby byla,
byla by diofanticka (tvrzeni 81) a jeji graf z = g(m, n) by byl reprezentovan
polynomem P s parametry z,m a n a neznamymi a1, ...,x,. Pak by ale V'
byla diofanticka,

V={x: Jay,...,2, [P(0,2,2,21,...,2,) = 0],

COZ je Spor.

Reknéme, 7e mame algoritmus, ktery umi rozhodnout existenci fe-
Seni jakékoli diofantické rovnice. Pak umime algoritmicky rozhodnout plat-
nost univerzalniho diofantického predikatu m € D,: Vezmeme polynom
Q(m,n,xy ..., x,) reprezentujici U (tvrzeni 82) a pro (m,n) € Nj prosté
testujeme, zda Q(m,n,z;...,x,) = 0 ma ¢i nema reSeni x; € Ny. To je fak-
ticky algoritmus, ktery pocita funkci g. Funkce g je rekurzivni, dostali jsme
spor. &

Presné tfeceno, dokéazali jsme, Ze neexistuje rekurzivni funkce, ktera by roz-
hodovala tesitelnost diofantickych rovnic. Churchova teze rozsifuje tento ne-
gativni vysledek na vSechny myslitelné algoritmy.
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Vlastné bylo dokézano nésledujici. Neexistuje algoritmus, ktery by roz-
hodoval existenci feSeni xi,...,z, € Z pro vstupy

{Qn,n,z1,...,2,) =0: ne N},

kde @ je polynom reprezentujici U. (Jinak by charakteristickd funkce mno-
ziny V byla rekurzivni a V' by byla diofanticka.) Polynom @) se da efektivné
sestrojit.

Uvedeme slibeny paradoxni(?) disledek existence univerzalni diofantické
relace U. Existuje absolutni konstanta ¢ € N takova, ze kaZdd diofanticka
mnozina X C Ny ma reprezentaci celoc¢iselnym polynomem s jednim para-
metrem a ¢ neznamymi. Je to polynom Q(z,r,x; ..., z,), kde () reprezentuje
UaX =D, (X je r-td mnozina v enumeraci diofantickych mnozin). Jako
priklad uvazme diofantické mnoziny M,,,

v €M, < Jy,...,yn [t = (y1 +2)(y2 +2) - - (yn + 2)] .

M; = N\{1}, M, je mnozina v8ech slozenych pfirozenych ¢isel a obecné je M,
mnozina vSech ,,n-nasobné slozenych® ¢isel. Jak vime, kromé této , pfirozené*
diofantické definice M,, existuje i takova, kterd pouziva (pro n > ¢) méné nez
n proménnych, dokonce omezené mnoho!

3.6 Poznamky

Termin ,diofanticky“ je odvozen od jména antického matematika Diofanta,
ktery ve své Aritmetice zkoumal Feseni rovnic v racionalnich ¢islech. Méli
bychom asi hovorit o ,,fermatickych“ rovnicich a problémech, protoze to byl
Fermat, kdo jako prvni zdiraznoval feseni v oboru celych ¢isel.

O rozmanitosti diofantickych problémi a metod pro jejich feSeni si lze
udélat dobry obraz t¥eba z Mordellovy [27], Ribenboimovy [36] nebo Sprin-
dzukovy [43] monografie. Nepatrnd zména parametru mize proménit trivialni
ulohu ve velmi obtizné, pokud viibec, feSitelny problém a naopak. Snadno
Ize prehlédnout jednoduchou cestu k feseni. Roberts [38] uvadi v kapitole o
¢isle 117 nasledujici epizodu.

In the chapter “Diophantine Equations: p-adic Methods” in Stu-
dies in Number Theory (edited by W. J. LeVeque), D. J. Lewis
states on page 26: ” The equation 2% —117y3 = 5 is known to have
at most 18 integral solutions but the exact number is unknown.”
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Finkelstein and London (1971) made use of the field Q(117'/3),
where the cube root is real, to show that, in fact, the equation
has no solutions in integers.

Halter-Koch (1973) and Udrescu (1973) independently observed
that by considering the equation modulo 9 we get 2* = 5 (mod 9)
and this congruence clearly has no solutions. Consequently we
immediately see that the equation has no solutions.

3.1 O Fermatové posledni vété&. Literatura: Edwards [8]. Eulertiv di-
kaz FPV pro n = 3 byl neaplny, viz [8]. Edwardsova zajimava kniha obsahuje
historii FPV od pocatki az do Kummera. Dikaz FPV, ktera dlouho fasci-
novala profesiondly i amatéry (viz tfeba [5]), v roce 1993 oznamil a v roce
1995 publikoval, s pomoci Taylora, Wiles, viz [47] a [45]. Ctendfka nalezne
dalsi zajimavosti a odkazy v Ribenboimovych knihéch [34] a [35]. Zde zmi-
nime pouze slavny klasicky Kummeriv vysledek, v némz se znovu zadhadné
objevuji Bernoulliova ¢isla.

Zhruba v roce 1850 Kummer dokazal, ze FPV plati pro kazdy prvo-
Ciselny exponent n = p > 2, ktery je reguldrnim prvocislem. Regularita
prvocisla se definuje pojmy algebraické teorie cisel a je ekvivalentni, jak
Kummer rovnéz dokazal, s tim, ze p nedéli zadného citatele Bernoullio-
vych ¢isel By, By, By, ..., B, 3. (Bernoulliova ¢isla jsou definovana v tuloze
22 v 1. kapitole.) Citatele By, By, ..., Bg jsou 1. Prvociselné rozklady ¢ita-
tel By, B, ..., By jsou:

310:5/"' 312:—691/
Bl4:7/"' 316:—3617/
Big = 43867/ - - Boy = —(283 - 617)/ - -

By = (11-131-593)/ -+ By = —(103 - 2294797)/ - - -
By = (13-657931)/- - - .

Odtud vidime, Ze vSechna prvocisla < 29 jsou regularni a FPV pro né plati.
Neregularni prvocisla se nazyvaji singuldrni. Nase minitabulka ukazuje na
druhé strané, ze prvocisla 103,131, 283,593,617,691,3617,43867,657931 a
2294797 jsou singuldrni. Kummerovu vétu pro né nelze pouzit. (Lze pro né
pouzit jind kritéria, kterd byla Kummerovou metodou odvozena pozdéji.)
Mezi prvocisly neptfesahujicimi 100 jsou singuldrni pouze 37,59 a 67 (déli ¢i-
tatele Bsg, By a Bsg). Je znamo, Ze jak reguldrnich tak singularnich prvocisel
je nekonec¢né mnoho.
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3.2 Ctyf¥i ¢tverce stadi. Literatura: Ireland a Rosen [13] a Nathan-
(Nathanson [30]). Zobeciije ji Waringiv problém: Dokazte, ze pro kazdé
r € N existuje pocet k = k(r) takovy, ze rovnice

ryFas et =n

mé pro kazdé n € Ny feSeni z; € Ny. Podle Lagrangeovy véty lze pro r = 2
polozit k = 4 (a vime, ze nelze polozit k = 3). Waring sviij problém publikoval
v r. 1770. Prvni dikaz nalezl v r. 1909 Hilbert, viz [30] nebo pfimo [10].

3.3 Pellidna. Literatura: Hlawka, Schoilengaier a Taschner [12], Mordell
[27] a [18]. Pellova rovnice ke svému jménu pfisla omylem a Pell s ni nemél nic
spole¢ného, viz Edwards [8]. Tabulka generatorti 4 = aj + bi\/d grupy (U, -)
ukazuje, Ze jiz pro malé d mohou byt ¢isla aj; a b} dosti velka, naptiklad pro
d =13 a d = 29. Z dvoucifernych d je nejzapeklitéjsi 61: af, = 1766319049
a by, = 226153980. Hodnota d = 1621 je jeSté horsi. Zatimco ajgy, = 161 a
bigao = 4, pro d o 1 vétsi

ajgyy = 629810181249373234303497450009145781552994230866
7051412857352310169665125001

bigsy = 156429324369979112128445583345098338627552043874
824108399177922442751050500 .

Tvrzeni 61 o diofantické rovnici 22 — y> = 1 je €astecnou odpovédi na
Catalanovu domnénku, podle niz ma rovnice ¢ — y* = 1 jen jediné feseni
x,y,a,b > 1, totiz 32—2% = 1. Domnénka, predlozend Catalanem v roce 1844,
je dosud (v roce 2000) nedokdzand a nevyvracena. V r. 1976 Tijdeman [46]
dokazal, ze vSechny slozky vSech feSeni Catalanovy rovnice nepiesahuji jistou
efektivné vycislitelnou konstantu. Ptipadnych protiptikladi je tedy efektivné
konecné mnoho. Langevin z Tijdemanova dikazu odvodil v r. 1976 konkrétni
odhady a,b < e**® a x,y < exp(exp(exp(exp(730)))). Zejména prvni odhad
byl od té doby vyrazné zlepSen, viz Ribenboimova kniha [36]. V ni lze nalézt
diikaz zesileni tvrzeni 61, které dokdzal v r. 1738 Euler: 22 — 33 = £1 ma v
oboru kladnych raciondlnich cisel jediné reSeni 3, 2.

Z jiného hlediska je 22 — y® = 1 zvla$tnim p¥ipadem Mordellovy rovnice
1? —y® =k, k € Z je parametr. Viz Mordell [27] a Ireland a Rosen [13]. Ko-
ne¢nost poctu feseni x,y € Z pro kazdé k dokézal v r. 1914 v [28] Mordell.

41



Pouzil redukci na Thueho rovnici a ziskany odhad byl proto neefiktivni. V
r. 1968 Baker [2] dokazal efektivni odhad: |z|,|y| < exp(10™|k[*°%). Mno-
hem lepsi odhady uvadi Sprindzuk [43]. Mordellova rovnice je specidlnim
pripadem eliptické kiivky, kdy se zkoumaji raciondlni reSeni.

3.4 Thueho rovnice. Literatura: Ireland a Rosen [13]. Véty Fermata,
Eulera, Lagrange, Kummera a dalSich zahrnovaly pouze jednotlivé rovnice.
Prvni obecny vysledek o diofantickych rovnicich odvodil jednoduchymi tva-
hami algebraické geometrie v r. 1887 Runge [39]. (Jak piSe v [41] Skolem,
v r. 1922 nezavisle znovuobjevil Rungeho vysledky.) Runge dokézal: Je-li
f(z,y) € Z]z,y] ireducibilni polynom stupné n, jehoZ homogeni slozka stupné
n je reducibilni, ale neni ndsobkem mocniny ireducibilniho polynomu, méa
diofantickd rovnice f(x,y) = 0 jen kone¢né mnoho feSeni. (Reducibilita a
ireducibilita se mini v Q[z,y].) Rungeho metoda dava obvykle velmi silné
efektivni odhady velikosti feSeni, jeji nevyhodou jsou zna¢né omezujici pred-
poklady pouziti. Nelze ji naptiklad pouzit ani pro Mordellovu ani pro Thueho
rovnici (pro ireducibilni F'(z,y)). Viz Mordell [27], Sprindzuk [43] nebo Sko-
lem [41].

Na pocatku 20. stoleti zazarila v diofantické analyze jako meteor Thu-
eho véta. Metoda vsak nesla stin neefektivnosti a algoritmicka rozhodnutel-
nost feSitelnosti Thueho rovnic zlstavala oteviend. VSechna zesileni Liou-
villeovy nerovnosti, o nichz pisSeme v poznamkéch k oddilu 2.7, byla neefek-
tivni. Ve tricatych letech vyvinul Skolem ,snad nejkrasnéjsi metodu teorie
diofantickych rovnic* (Sprindzuk [43]), zalozenou na analytickych funkcich
v p-adickych polich a teorii lokdlnich analytickych variet, ktera umoznovala
dokézat konecnost poc¢tu reseni pro radu diofantickych rovnic, mezi nimi i pro
Thueho rovnici (za dodatecného predpokladu, Zze F(x,1) ma alespon jeden
komplexni kofen). Skolemova metoda vSak byla stale neefektivni a nevedla
k algoritmu nalézajicimu celo¢iselné feSeni (je efektivni pro p-adicka feSeni).
Viz Sprindzuk [43], Borevi¢ a Safarevi¢ [6] nebo pirimo Skolem [41].

Prilom pfisel v Sedesatych letech, kdy Baker dokazal efektivni odhady
velikosti reSeni Thueho rovnic. Jeho metoda odhadi linedrnich forem loga-
ritmi algebraickych ¢isel nasla mnoho dalSich uplatnéni, je napriklad zakla-
dem vyse zminéného Tijdemanova vysledku o Catalanové rovnici. V roce
1970 vynesly Bakerovi jeho prikopnické prace Fieldsovu medaili. O metodé
linedrnich forem logaritmi se lze poudit v [3] a [4].

Populérni vysvétleni hlubokych vysledkii o konec¢nosti poc¢tu feseni roz-
sahlych trid diofantickych rovnic, jichz bylo dosazeno metodami diofantické
algebraické geometrie, jako je Siegeliv (1929) nebo Faltingsiv (1983) (Field-
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sova medaile v r. 1986), lze nalézt v prehledovém ¢lanku [37]. Podrobnéjsi
prizkum tohoto ocednu muze zacit tfeba v Langovych knihach [22] a [23].
Zajimava debata o diofantické analyze probéhla v [29], [20] a [21]. Po¢itacové
algoritmy pro hledani feSeni diofantickych rovnic popisuje Smart [42].

3.5 Desaty Hilbertuv problém. Literatura: [7], [16] a Matijasevicova
monografie [26]. Dikaz Matijaseviovy véty je v zavéru ponékud Sroubovany
proto, abychom se vyhnuli zavadéni dalSich pojmu z teorie rekurze. Spravna
formulace hlavniho vysledku je ta, Zze mnozina (relace) je diofantickd, prave
kdyz je rekurzivné spocetna. Lze sestrojit reprezentaci univerzalni diofan-
tické relace U s ¢ = 9 neznamymi, viz [25] a [15]. O dalsich Hilbertovych
problémech se lze do¢ist v [17] a o Hilbertovi samém v Reidové [33].

Hilbert v roce 1900 v proslulé prednaSce na kongresu matematikt v Pa-
Fizi ([11]) pfedlozil pfichézejicimu 20. stoleti tfiadvacet problémi, které byly
podle jeho nazoru klicové pro rozvoj matematiky. V desatém z nich se tazal
po obecné metodé pro hledani feSeni diofantickych rovnic. V jiné ¢asti pred-
nasky uvazoval moznost, ze nékteré problémy se mohou ve vhodné formulaci
ukazat byt nefeSitelnymi. Pak pozadoval diikaz nereSitelnosti.

Formalni upfesnéni, co rozumét ,metodou”, byla v podobé modeli al-
goritml zavedena ve tricatych a ctyticatych letech. Tehdy se také objevily
prvni algoritmicky nerozhodnutelné tlohy a diikazy nerozhodnutelnosti. Do-
mnénka, ze by mezi takové lohy mohl patfit 10. HP byla zminéna Postem
a v r. 1949 ji publikoval Davis. V padesatych a Sedesatych letech pracovali
na 10. HP tfi americti logikové: Davis, Putnam a Robinsonova.

Davis v roce 1953 uverejnil domnénku, ze kazda rekurzivné spocetna re-
lace je diofanticka. Ta okamzité implikuje nerozhodnutelnost 10. HP, protoze
podle klasického vysledku teorie rekurze existuji rekurzivné spocetné mno-
ziny, které nejsou rekurzivni. Davis tehdy také dokazal, ze kazda rekurzivné
spocetna relace R(ay,...,a,;,) ma reprezentaci ve tvaru

dyVz<y3daxy,...,v, [Play,...,0m, Y, 2,21,...,2, = 0],

kde P je celociselny polynom. Zbyvalo se ,,pouze” zbavit jednoho omezeného
obecného kvantifikatoru.

Robinsonova pristupovala k problému z opacné, ,nelogické®“ strany. Mo-
tivovana problémem, ktery zminil jeji ucitel Tarski — dokézat, ze funkce
2% nent diofantickda — dokazovala diofanti¢nost rady relaci. Zavedla pojem
relace exponencidlniho ristu. Je to takova binarni relace D, ze D(a,b) im-
plikuje b < a%, ale na druhou stranu pro kazdé k € N existuji ¢isla a,b € N
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takovd, ze D(a,b) & b > aF. Robinsonovéa v roce 1952 dokdzala, Ze z exis-
tence diofantické relace exponencidlniho ristu plyne diofanti¢nost exponen-
cidly, faktoridlu a binomickych koeficienti. Domnénka, ze diofantickd relace
exponencidlniho ristu existuje, se stala znamou jako hypotéza Robinsonové.

Davis a Putnam v roce 1959 dokézali, ze kazda rekurzivné spocetna relace

R(ay,...,ay,) méa exponencidlné diofantickou reprezentaci ve tvaru
Uty .o Uy, V1, ey Uy W, .., Wy
[Py, .y Gy Ugy ooy Uy U1y ey Uy Wy ey Wy) = 0
w w
Lu =vr & .. &u, =00

(P je celodiselny polynom.) Jejich diikaz vSak byl zaloZen na nedokézané hy-
potéze, ze v mnoziné prvocisel existuji libovolné dlouhé aritmetické posloup-
nosti. To je dosud (v roce 2000) otevieny problém. Robinsonova ukazala, jak
tuto hypotézu z dikazu odstranit a v roce 1961 trojice badateli publiko-
vala spolecné vysledek, ze kazda rekurzivné spocetna relace je exponencialné
diofanticka.

V tomto okamziku bylo jasné, Ze tstfednim problémem je diofanti¢nost
exponencialy, jez plyne z hypotézy Robinsonové. Kdokoli nalezne diofantic-
kou relaci exponecidlniho ristu, dokaze diofanti¢nost rekurzivné spocetnych
mnozin a tim nerozhodnutelnost 10. HP a ostatni disledky, jako je diofan-
ticnost prvocisel a redukce proménnych libovolného diofantického problému
na omezeny pocet. Ne vSichni sdileli viru v takové rozuzleni. Naptiklad logik
Kreisel v recenzi ¢lanku Davise, Putnama a Robinsonové v casopisu Mathe-
matical Reviews v roce 1962 napsal:

These results are superfitially related to Hilbert’s tenth Problem
on (ordinary, i.e., non-exponential) Diophantine equations. The
proof of the authors’ results, though very elegant, does not use
recondite facts in the theory of numbers nor in the theory of
r.e. sets and so it is likely that the present result is not closely
connected with Hilbert’s tenth Problem. Also it is not altogether
plausible that all (ordinary) Diophantine problems are uniformly
reducible to those in a fixed number of variables of fixed degree,
which would be the case if all r.e. sets were Diophantine.

V lednu 1970 dvaadvacetilety leningradsky student Matijasevi¢ dokézal
diofanti¢nost relace
{(n, F3,) : n €N},
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kde F,, je posloupnost Fibonacciovych ¢éisel (F} = Fy =1, F,,;1 = F,+F, ).
Je exponencialniho ristu: F,, ~ %((1+\/5)/2)” Hypotéza Robinsonové plati
spolu se vsemi disledky.

Po vyreseni znamého problému vystoupi do poptedi Gispésna cesta a Cas-
tecné vysledky, nerkuli slepé ulicky, upadaji v zapomnéni. Slepou ulickou v
reSeni 10. HP byla redukce na rovnici mezi slovy ve volné pologrupé. Jedna
se o nasledujici problém. Rozhodnéte, zda pro dvé slova ® a ¥ nad abecedou
{ai,...,an, 21, ..., Ty} ma rovnice & = ¥ feSeni, to jest zda existuje m slov
Xi,..., X nad abecedou {ay,...,a,} tak, ze po substituci X; za vSechny
vyskyty x; v ® a ¥ vzniknou dvé stejna slova. Tento problém se da redu-
kovat na diofantické rovnice. Z nerozhodnutelnosti feSitelnosti rovnic mezi
slovy by plynula nerozhodnutelnost 10. HP (ale ne naopak). Pro¢ nepraco-
vat radéji se slovy misto s polynomy, ,,odaritmetizovani“ situace miize byt
zjednodusenim. Na radu ucitele takto zpocatku k 10. HP pristupoval i Ma-
tijasevic. Cesta vSak nevede nikam. V roce 1977 Makanin nalezl algoritmus,
ktery rozhoduje tesitelnost rovnic mezi slovy.

Zajimavym osobnim pohledem na historii feSeni 10. HP a viibec do za-
kulisi matematiky je Matijasevi¢ova vzpominka [25].

O dalsich nerozhodnutelnych a nedokazatelnych tvrzenich (paradoxy teo-
rie mnozin, Godelovy vysledky, hypotéza kontinua, Matijasevi¢ova véta) pise
Podnieks [32].

Pro pribuzné problémy byly dosazeny i pozoruhodné pozitivni vysledky.
Siegel [40] v r. 1972 v pétasedmdesati dokéazal, ze TeSitelnost kvadratickych
diofantickych rovnic je algoritmicky rozhodnutelna. Zda to plati i pro ku-
bické rovnice ¢ zda uz ony jsou nerozhodnutelné neni zndmo. (Jak vime z
tivodu, bikvadratické diofantické rovnice jsou nerozhodnutelné.) Jednodussi
rozhodovaci algoritmus pro kvadratické diofantické rovnice nasli Grunewald
a Segal [9]. Kornhauser [19] v r. 1990 dokazal, Ze ma-li binarni kvadraticka
diofanticka rovnice f(z,y) = 0 FeSeni, pak ma FeSeni spliujici

max{|zl, [y[} < (14H)"™"

kde H je nejvétsi absolutni hodnota koeficientu polynomu f. Nerode [31] na-
lezl algoritmus, ktery rozhoduje tesitelnost diofantickych rovnic v p-adickych
¢islech pro pevné p, a Ax [1] algoritmus, ktery rozhoduje, zda méa dané dio-
fanticka rovnice feseni v p-adickych c¢islech pro kazdé p.

Vzorem poslednim algoritmim slouzil prikopnicky vysledek polsko-
amerického logika Tarskiho, ktery Tarski oznamil v r. 1931, ale publikoval,
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kvili valce, az v r. 1948 v [44]: Elementarni Euklidova geometrie je algo-
ritmicky rozhodnutelna. Tarski sestrojil algoritmus, ktery pro kazdou uza-
vienou formuli ¢ jazyka usporddanych okruhi (to jest formuli predikatové
logiky prvniho fadu se symboly konstant 0 a 1, funkénimi symboly +, — a
- a predikdtovymi symboly = a <) rozhodne, zda v télese R redlnych ¢isel
¢ plati nebo ne. Tarského algoritmus rozhodne feSitelnost jakékoli soustavy
polynomialnich rovnic a nerovnic v redlnych ¢islech, a umi mnohem vic nez
to. Viz tfeba Jacobsonova kniha [14]. Pro dalsi fascinujici otazky a vysledky
leZici na hranici mezi teorii modeli, algebrou a teorii ¢isel viz [24].

3.7 Ulohy

1. (2) Dokazte, 7e kromé (z,y,z) = (1,1,1) a (4, 2,2) neméa rovnice
27 4 3Y = 57
v N jiné fesSeni.
2. (3) Jsou-li f, g, h € C|x] vesmés nesoudélné polynomy, ne vSechny kon-
stantni, a plati-li
f+g=nh,

plati nutné nerovnost

max{deg(f),deg(g),deg(h)} < K — 1,
kde K je pocet riuzngch kofeni polynomu fgh.

3. (1) Pomoci pfedchozi tlohy odvodte polynomialni verzi FPV: Pokud
n > 3 a plati
gt =
kde f,g,h € Cl[z] jsou vesmés nesoudélné polynomy, pak f, g, h maji
stupen nula.

4. Tato kaskada tii aloh se zabyva modularni verzi FPV.

(a) (2) Dokazte, ze pro kazdé r € N existuje ¢islo s € N takové, Ze pro
kazdy rozklad mnoziny X = {A: A C {1,2,...,s} & |A| =2} na
r mnozin X = XjUXoU. .. UX, existuje 7,1 < ¢ < r, a tiiprvkova
mnozina S, S C {1,2,...,s}, tak, ze

{A: ACS&IA|=2}CX;.
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10.

11.

12.

13.

(b) (1) Dokazte, ze pro kazdé r € N existuje ¢islo n € N tak, 7e pro
libovolné rozdéleni ¢isel 1,2,...,n do (nejvyse) r t¥id se v jedné
tridé najdou tii ¢isla 1 < x <y < z < n takova, ze z =z +y.

(c) (3) Pomoci b dokazte, ze pro kazdé n € N existuje m € N tak, ze
pro kazdé prvocislo p, p > m, mé kongruence

2" +y" =2" mod p
reseni z,y,z € Z, ryz Z 0 mod p.
(2) Dokazte prvni ptipad FPV pro exponenty p = 13,17, 19.

(1) Naleznéte polynomialni identitu, ktera dokazuje, Ze soucin dvou pri-
rozenych cisel, z nichz kazdé je souctem dvou c¢tvercii, je opét souctem
dvou ctverctl.

(2) Existuje nekone¢né mnoho dvojic po sobé jdoucich piirozenych ¢i-
sel, z nichz kazdé je souc¢tem dvou ¢tverc? Trojic? Ctveric?

(2) Projdéte dikaz Lagrangeovy véty 57 o Pellové rovnici a rozhodnéte,
zda je efektivni. Pokud ano, jaky odhad nam poskytne, v zavislosti na
d, pro velikost nejmensiho netrividlniho feseni Pellidny 2% — dy? = 17

. (3) Necht p je prvocislo, p = 1 mod 4. Dokazte, ze

@ —pyt =—1
ma FeSeni. (Rovnice ma tedy nekone¢né mnoho fesSeni.)

(2) Ukazte, jak lze ze znalosti feSeni rovnice 22 —y* = 1 spoéitat Feseni
rovnice 3 — 2y% = 41 a naopak. Naleznéte vSechna feSeni posledni
rovnice.

(2) Dokazte, ze 2> — y* = —1 mé& v Z pouze trividlni FeSeni (0,1).
(Modifikujte diikaz tvrzeni 61.)
(
I

2) Dokazte, Ze 22 — y™ = —1 ma pro n > 1 pouze trividlni celo¢iselné
eSeni (0,1). (Uzijte faktorizaci 2° + 1 = (z + i) (z — 1).)

(2) Dokazte, ze ¥ — y* = 1 méa v N jediné feSeni = = 3,y = 2.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Necht ¢isla x,y € N jsou vétsi nez 1, ¢isla p,q¢ € N jsou prvocisla, pfti-
¢em?z p > ¢, a plati 2P — y? = +1. (Kazdé netrivialni feseni Catalanovy
rovnice lze takto vyjadrit.)

(a) (2) Dokazte, ze ¢ déli .
(b) (4) Dokazte, ze p déli y.

(1) Cislo n € N se nazyva mocné, pokud exponenty a; v jeho prvoci-
selném rozkladu n = p{*...p% spliuji nerovnost a; > 2. Dokazte, Ze
existuje nekone¢né mnoho dvojic n,n + 1 po sobé jdoucich mocnych
Cisel.

(1) Co se da fici o poc¢tu feseni Thueho rovnice, vynechame-li predpo-
klad ireducibility F'(z,y)?

(2) Ukazte, jak libovolnou diofantickou rovnici redukovat na ekviva-
lentni soustavu rovnic typu a = f+1aa = 7. (a, , 7 jsou neznamé
nebo konstanty ze Z.)

(2) Naleznéte diofantickou reprezentaci mnoziny pfirozenych ¢isel,
ktera nejsou mocninou 2. Totéz pro cisla, kterd nejsou mocninou c¢isla
a € N.

(2) Dokazte bez pouziti diofanti¢nosti omezeného obecného kvantifika-
toru, Ze mnozina prvocisel je diofanticka.

(2) Ukazte, ze implikace =, negace — a (neomezeny) obecny kvantifi-
kator V diofanti¢nost nezachovévaji.

(3) Ukazte dvéma redukcemi algoritmickou ekvivalenci aloh Ul a U2.
U1l: Rozhodnout, zda diofanticka rovnice ma raciondlni feseni. U2: Roz-
hodnout, zda diofantickd rovnice s homogenim polynomem mé netrivi-
dlni (ne v8echny slozky jsou 0) celociselné feSeni.

(3) Promyslete si dikaz tvrzeni 78 pro obecné n > 2.
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