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Vím, ¾e èísla jsou krásná. A jestli¾e krásná nejsou, pak není krásné nic.

(Paul Erd}os, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky pro¾íval pan ©. èíslice.

"

Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhá èísla. Mají tvar : : :

1 | to je ostré èíslo, nezávisle na jeho gra�ckém vyjádøení,

je to nìco ukonèeného, tvrdého.

2 | to je plo¹¹í, ètverhranné, bìlavé, bývá trochu na¹edlé : : :

3 | to je zaostøený úlomek a toèí se.

4 | to je opìt ètvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnìj¹í, tlusté : : :

5 | plné zakonèení v podobì ku¾ele, vì¾e, masívní.

6 | to následuje první za

"

5\, je bìlavé.

8 | to je nevinné, modravì mléèné, podobné vápnu.\

(A. R. Lurija, Malá kní¾ka o velké pamìti.)



Toto je pøedbì¾ný text 2. kapitoly (diofantické aproximace) skript k mé

pøedná¹ce Úvod do teorie èísel , kterou jsem konal na MFF UK v Praze v

zimních semestrech ¹kolních rokù 1996/97, 1998/99 a 1999/00. Zatím v pre-

printové øadì KAM-DIMATIA Series vy¹la kapitola 1 (základní pojmy a

obraty) a budou v ní postupnì vydány zbylé kapitoly: kapitola 3 (diofantické

rovnice), kapitola 4 (kongruence), kapitola 5 (prvoèísla), kapitola 6 (geomet-

rie èísel), kapitola 7 (èíselné rozklady), kapitola 8 (medailony matematikù) a

kapitola 9 (návody k øe¹ením úloh). Obtí¾nost úloh je bodována 0 (nejlehèí)

a¾ 5 (nejtì¾¹í).

bøezen 2000 Martin Klazar
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Kapitola 2

Reálná èísla versus zlomky

Jedním z prvních velkých úspìchù Leonarda Eulera bylo seètení øady

1

1

2

+

1

2

2

+

1

3

2

+ � � � :

Øe¹ení, které popsal v r. 1734 Danielu Bernoullimu v dopise, který se nedo-

choval, mohlo znít následovnì.

Pøesvìdèím Vás, ¾e hledaná suma je rovna �

2

=6. Snadno se vidí,

¾e souèet pøevrácených hodnot koøenù mnohoèlenu se rovná zá-

pornì vzatému podílu koe�cientù lineárního a absolutního èlenu.

Pro nekoneèný mnohoèlen 1 � x=3! + x

2

=5! � x

3

=7! + � � � dostá-

váme �(�1=6)=1 = 1=6. Koøeny tohoto mnohoèlenu jsou zjevnì

kvadráty koøenù 1�x

2

=3!+x

4

=5!�x

6

=7!+ � � � =

sinx

x

a tyto jsou

��;�2�;�3� a tak dál. Proto

1

1

2

�

2

+

1

2

2

�

2

+

1

3

2

�

2

+ � � � =

1

6

:

Tudí¾ suma reciprokých hodnot ètvercù pøirozených èísel je rovna

�

2

=6, quod erat demonstrandum.

Øadu se tøetími mocninami se v¹ak Eulerovi ani pøes velké usilí seèíst nepo-

daøilo a uspokojivì to neumíme dodnes. Díky Rogeru Apérymu ale víme, ¾e

souèet je iracionální èíslo.

Druhá kapitola pojednává o diofantických aproximacích, to jest o pøibli¾o-

vání reálných èísel zlomky. Úvodní Dirichletova vìta øíká, ¾e ka¾dé iracionální

èíslo � 2 R se dá pøiblí¾it nekoneènì mnoha zlomky p=q s pøesností lep¹í ne¾

1



1=q

2

. Závìreèná vìta oddílu 2.1, Hurwitzova, zlep¹uje 1=q

2

na 1=

p

5q

2

a uka-

zuje, ¾e obecnì se konstanta

p

5 ji¾ nedá zvìt¹it. Racionální aproximace za-

ruèené Dirichletovou vìtou se dají nalézt pomocí Fareyových zlomkù, jejich¾

de�nici a základní vlastnosti uvádíme rovnì¾ v 2.1.

Jinou techniku pro hledání racionálních aproximací pøedstavují øetìzové

zlomky, které zavedeme v oddílu 2.2. Kromì základních vlastností doká¾eme

i Lagrangeovu vìtu charakterizující periodické øetìzové zlomky. V následují-

cím oddílu 2.3 odvodíme øetìzový rozvoj èísla e. Oddíl 2.4 je vìnován zmí-

nìnému pøekvapujícímu výsledku z konce 70. let 20. století, Apéryho dùkazu

iracionality èísla 1

�3

+ 2

�3

+ 3

�3

+ � � � :

V oddílech 2.5{2.7 se zabýváme algebraickými èísly. V 2.5 doká¾eme, ¾e

mezi nì nepatøí ani e ani �. Liouvilleova èísla zavedená v 2.6 jsou iracionální

èísla s velmi dobrými racionálními aproximacemi. Doká¾eme jednoduchý kla-

sický výsledek: Liouvilleova èísla jsou nutnì transcendentní. Jinak øeèeno,

iracionální algebraická èísla se nedají pøíli¹ dobøe aproximovat zlomky. V 2.7

to dále zesílíme v Thueho vìtì: K algebraickému èíslu stupnì n � 2 se jen

koneènì mnoho zlomkù p=q pøibli¾uje blí¾e ne¾ na q

�n=2�1�"

.

Dùkazy jsou elementární a pou¾ívají nejvý¹e reálnou analýzu, s výjimkou

dùkazu transcendence �, kde se pou¾ívá jednoduchá komplexní integrace.

Pozoruhodná je aplikace prvoèíselné vìty v oddílu 2.4. Oddíly 2.4 a 2.7 jsou

obtí¾nìj¹í. Dirichletova a Thueho vìta mají významné dùsledky v teorii dio-

fantických rovnic, a proto se s nimi znovu setkáme v pøí¹tí kapitole.

2.1 Dirichletova vìta a Fareyovy zlomky

Vìta 19 (Dirichlet, 1842). 1. Buïte dána èísla � 2 R a Q 2 N; Q � 2.

Pro vhodná p; q 2 Z pak platí 1 � q < Q a

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

�

1

qQ

:

2. Nech» � 2 R je iracionální. Nerovnost

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

<

1

q

2

má nekoneènì mnoho øe¹ení p=q 2 Q, kde (p; q) = 1.
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Dùkaz. 1. Pou¾ijeme holubníkový princip. Holubníky pøedstavuje Q inter-

valù [0; 1=Q); [1=Q; 2=Q); : : : ; [(Q� 1)=Q; 1). Holuby pøedstavuje Q+ 1 èísel

0; 1; f�g; f2�g; : : : ; f(Q�1)�g. Dva holubi musejí být ve stejném holubníku:

j(�q

1

� p

1

)� (�q

2

� p

2

)j � 1=Q

pro vhodná p

i

; q

i

2 Z, kde 0 � q

2

< q

1

< Q. Staèí tedy polo¾it q = q

1

�q

2

; p =

p

1

� p

2

; a nerovnost

j�q � pj � 1=Q

vydìlit q.

2. V¹imnìme si, ¾e nezále¾í na tom, zda se zlomek p=q po¾aduje v zá-

kladním tvaru nebo ne. Mìjme ji¾ øe¹ení p

1

=q

1

; p

2

=q

2

; : : : ; p

r

=q

r

. Èíslo Q 2 N

zvolíme tak veliké, ¾e

1=Q < � = min

i=1:::r

j�� p

i

=q

i

j :

(Nemáme-li dosud ani jedno øe¹ení, volíme Q libovolnì. Vzhledem k iracio-

nalitì � je � > 0.) Podle èásti 1 pøiblí¾íme � zlomkem p=q tak, ¾e 1 � q < Q

a

j�� p=qj < 1=qQ < 1=q

2

:

Proto¾e v¹ak té¾ 1=qQ � 1=Q < �, platí p=q 6= p

i

=q

i

; i = 1 : : : r; a p=q je

nové øe¹ení. Takto vytváøíme nekoneènì mnoho øe¹ení. }

Èást 1 vìty 19 má dal¹í pìkné pou¾ití.

Vìta 20 (Euler, 1747). Ka¾dé prvoèíslo p tvaru 4n + 1 je souèet dvou

ètvercù, p = a

2

+ b

2

; a; b 2 N.

Dùkaz. Potøebujeme jednoduchý fakt, který doká¾eme ve ètvrté kapitole.

Pro takové prvoèíslo p toti¾ existuje èíslo c 2 N takové, ¾e

c

2

� �1 mod p :

Polo¾íme � = c=p a Q = d

p

p e. Podle 1 vìty 19 máme, pro vhodná celá a; b,

¾e 1 � b <

p

p a

�

�

�

�

�

c

p

�

a

b

�

�

�

�

�

<

1

b

p

p

:

Odtud plyne, ¾e 0 � jcb� paj <

p

p a 0 < (cb� pa)

2

+ b

2

< 2p. Ov¹em èíslo

(cb� pa)

2

+ b

2

je dìlitelné p (volba c), a tak (cb� pa)

2

+ b

2

= p. }

3



Jak pro dané iracionální � 2 R aproximace zaruèené v 2 vìty 19 nalézt?

Zkusme následující nápad. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e � 2 (0; 1) (pokud ne,

nahradíme � èíslem f�g). Fixujeme n 2 N a vezmeme v¹echny zlomky z

intervalu [0; 1], které jsou v základním tvaru a mají jmenovatele � n. Uspo-

øádáme je podle velikosti, f

0

= 0 < f

1

< � � � < f

m

= 1, a � sevøeme mezi

dva sousední èleny seznamu: f

i

< � < f

i+1

. Je pøekvapující, ¾e tento na

první pohled naivní postup vede k cíli | pro ka¾dé n je f

i

nebo f

i+1

dobrou

aproximací � ve smyslu vìty 19. Nahlédneme to v poznámce za vìtou 21.

Popsaná posloupnost zlomkù F

n

se nazývá Fareyovými zlomky øádu n.

Napøíklad F

5

obsahuje zlomky

0 =

0

1

<

1

5

<

1

4

<

1

3

<

2

5

<

1

2

<

3

5

<

2

3

<

3

4

<

4

5

<

1

1

= 1 :

Pov¹imnìme si mediánové vlastnosti Fareyových zlomkù: V trojici po sobì

jdoucích èlenù F

n

se prostøední zlomek rovná podílu souètù èitatelù a jme-

novatelù svých sousedù. Napøíklad

0 + 1

1 + 4

=

1

5

;

2 + 3

5 + 5

=

1

2

a

3 + 3

5 + 4

=

2

3

:

I tato vlastnost plyne z následující vìty.

Vìta 21 (Cauchy, 1816). Zlomky a=b < c=d buïte sousední polo¾ky se-

znamu F

n

. Pak bc�ad = 1. Jinak øeèeno, rozdíl dvou sousedních Fareyových

zlomkù øádu n je nejmen¹í mo¾ný (je roven pøevrácené hodnotì souèinu jme-

novatelù).

Dùkaz. Proto¾e a ? b, podle tvrzení 4 z 1. kapitoly má rovnice

bx� ay = 1 (1)

øe¹ení x; y 2 Z. Je-li x

0

; y

0

øe¹ením, je øe¹ením i x

0

+ ra; y

0

+ rb, kde r 2 Z

je libovolné èíslo, a proto existuje øe¹ení x

1

; y

1

takové, ¾e

0 � n� b < y

1

� n : (2)

Zøejmì x

1

=y

1

2 F

n

. Z (1) máme

x

1

y

1

=

a

b

+

1

by

1

>

a

b

: (3)

4



Tudí¾ x

1

=y

1

� c=d.

Uká¾eme, ¾e ostrá nerovnost x

1

=y

1

> c=d vede ke sporu. Seètením nerov-

ností

x

1

y

1

�

c

d

�

1

y

1

d

a

c

d

�

a

b

�

1

bd

získáme

x

1

y

1

�

a

b

�

b+ y

1

bdy

1

:

Ov¹em, s pomocí (3) a (2),

1

by

1

�

b + y

1

bdy

1

>

n

bdy

1

:

Tedy d > n, co¾ je spor.

Proto platí x

1

= c; y

1

= d, a c; d je také øe¹ením (1). To je ov¹em, co

chceme dokázat. }

Teï ji¾ umíme dokázat mediánovou vlastnost a vlastnost dobré aproxi-

mace. Pro tøi po sobì jdoucí zlomky

a

b

<

c

d

<

e

f

z F

n

máme podle pøedchozí vìty bc � ad = 1 a ed� cf = 1. Odtud plynou

vhodnými celoèíselnými lineárními kombinacemi rovnosti c(eb� af) = e+ a

a d(eb� af) = b + f . Tak¾e

c

d

=

a+ e

d+ f

:

Nyní vlastnost dobré aproximace. Nech»

a

b

< � <

c

d

;

kde � 2 R je iracionální a a=b < c=d jsou dva sousední zlomky z F

n

. Nech»

napøíklad b � d. Pak, podle vìty 21,

�

�

�

�

��

a

b

�

�

�

�

<

c

d

�

a

b

=

1

bd

�

1

b

2

a a=b je dobrým pøiblí¾ením �. Pro b > d je dobrým pøiblí¾ením c=d. Snadno

se vidí, ¾e pro n ! 1 dostáváme nekoneènì mnoho rùzných dobrých apro-

ximací. Jiným zpùsobem jsme tak dokázali 2 vìty 19.

5



Tvrzení 22 (o Fareyových zlomcích). Zlomky a=b < c=d buïte sousední

polo¾ky seznamu F

n

. Nech» a=b < � < c=d, kde � 2 R je iracionální. Pak

alespoò jeden ze tøí zlomkù a=b; c=d; e=f = (a+ c)=(b+ d) splòuje nerovnost

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

<

1

p

5q

2

:

Dùkaz. Lze pøedpokládat, ¾e � > (a+ c)=(b+ d) = e=f (platí-li opaèná ne-

rovnost, celý následující postup se zøejmým zpùsobem upraví). Nech» neplatí

ani jedna ze tøí nerovností, potom

��

a

b

�

1

p

5b

2

; (4)

��

e

f

�

1

p

5f

2

(5)

a

c

d

� � �

1

p

5d

2

: (6)

Odvodíme spor.

Seètením (4) a (6) máme, díky vìtì 21,

c

d

�

a

b

=

1

bd

�

1

p

5

�

1

b

2

+

1

d

2

�

:

Seètením (5) a (6) máme, vzhledem k de�nici e a f a vìtì 21,

c

d

�

e

f

=

1

df

�

1

p

5

 

1

d

2

+

1

f

2

!

:

Tedy bd

p

5 � b

2

+ d

2

a df

p

5 � d

2

+ f

2

. Seètením získáváme d

p

5(b + f) �

b

2

+2d

2

+ f

2

. Podle de�nice f to znamená, ¾e d

p

5(2b+d) � 2b

2

+3d

2

+2bd.

Ekvivalentnì,

1

2

((

p

5� 1)d� 2b)

2

� 0 :

Musí nastat rovnost, tudí¾

p

5 = 1 + 2b=d 2 Q. To je spor. }

Uká¾eme, ¾e konstanta

p

5 ve jmenovateli je nejvìt¹í mo¾ná.

6



Vìta 23 (Hurwitz, 1891). Nech» èíslo � 2 R je iracionální. Nerovnost

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

<

1

p

5q

2

má nekoneènì mnoho øe¹ení p=q 2 Q. Tvrzení neplatí, je-li

p

5 nahrazena

libovolnou vìt¹í konstantou A.

Dùkaz. První èást vìty plyne z tvrzení 22. Pro dùkaz druhé èásti polo¾íme

� = � � 1 = (

p

5 � 1)=2. Uká¾eme, ¾e toto èíslo | vpodstatì zlatý øez! |

se ¹patnì aproximuje zlomky. (Nejhùøe ze v¹ech iracionálních èísel, zlatý øez

je v tomto smyslu

"

nejiracionálnìj¹í\ èíslo.) Mìjme racionální aproximaci �

s konstantou A >

p

5:

� =

p

q

+

�

q

2

; (7)

kde p=q 2 Q a j�j < 1=A < 1=

p

5. Tato rovnost a de�nice � dávají

�

q

� q

p

5

2

= q�� p� q

p

5

2

=

�q

2

� p :

Umocnìním na druhou a odeètením 5q

2

=4 pøejdeme k

�

2

q

2

� �

p

5 = (q=2 + p)

2

� 5q

2

=4 = p

2

� pq + q

2

:

Kdyby bylo mo¾né rovnici (7) splnit nekoneènì mnoha zlomky p=q, vede

poslední rovnost ke sporu. Její levá strana je toti¾ pro dostateènì velké q v

absolutní hodnotì men¹í ne¾ 1. Pro velké q tedy máme p

2

� pq + q

2

= 0, èili

(2p+ q)

2

= 5q

2

. To je opìt spor s iracionalitou

p

5. }

Èást 2 vìty 19 a vìta 23 se dají kompaktnì zformulovat pomocí znaèení

k � � � k (vzdálenost k nejbli¾¹ímu celému èíslu). První vìta øíká, ¾e pro iracio-

nální � má nerovnost qkq�k < 1 nekoneènì mnoho øe¹ení q 2 N. Druhá øíká,

¾e je¹tì i qkq�k < 5

�1=2

má nekoneènì mnoho øe¹ení, ale 5

�1=2

se u¾ nedá

obecnì zmen¹it. Viz úlohy 5 a 6.

2.2 Øetìzové zlomky

Zkusíme jinou ideu, jak pro dané iracionální èíslo � 2 R nalézt jeho dobré

aproximace zlomky. Aproximace celým èíslem zdola je jasná, je to a

0

= b�c 2

7



Z. Rozdíl �

0

= ��a

0

= f�g 2 [0; 1) aproximujeme podobnì | pokud �

0

6= 0,

vyjádøíme 1=�

0

jako

1=�

0

= a

1

+ �

1

; a

1

= b1=�

0

c 2 N; �

1

= f1=�

0

g 2 [0; 1) :

Pokud �

1

6= 0, vyjádøíme opìt

1=�

1

= a

2

+ �

2

; a

2

= b1=�

1

c 2 N; �

2

= f1=�

1

g 2 [0; 1) :

Obdobnì de�nujeme dal¹í a

i

2 N a �

i

2 [0; 1). Dostáváme rovnosti

� = a

0

+ �

0

= a

0

+

1

a

1

+ �

1

= a

0

+

1

a

1

+

1

a

2

+ �

2

= � � �

= a

0

+

1

a

1

+

1

a

2

+

1

a

n�1

+

.

.

.

1

a

n

+ �

n

= � � � : (8)

Èíslo � urèuje èísla a

i

a �

i

jednoznaènì. Idea je postupnì pro i = 0; 1; : : :

nahrazovat �

i

nulou. Skuteènì se tak dostanou dobré aproximace ve smyslu

2 vìty 19. Doká¾eme to v tvrzení 26.

Posloupnost èísel a

i

| pøipomínáme, ¾e a

0

2 Z a a

i

2 N pro i > 0 |

znaèíme ==a

0

; a

1

; : : : ; a

n

==, popø. ==a

0

; a

1

; : : : == (je-li nekoneèná), a nazýváme

øetìzovým rozvojem (zlomkem) èísla �. Jeho n-tým sblí¾eným zlomkem rozu-

míme racionální èíslo, které vznikne z výrazu (8) zámìnou �

n

za 0. Èíslùm

a

i

se øíká èleny rozvoje. Uvádíme tøi pøíklady øetìzových rozvojù.

Pøíklad 1. Rozvineme zlomek �119=27:

�119

27

= �5 +

16

27

= �5 +

1

1 +

11

16

= �5 +

1

1 +

1

1 +

5

11

= �5 +

1

1 +

1

1 +

1

2 +

1

5

= ==� 5; 1; 1; 2; 5== :
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Sblí¾ené zlomky èísla �119=27 jsou �5=1;�4=1;�9=2;�22=5 a �119=27.

Pøíklad 2. Nalezneme øetìzový rozvoj èísla � =

p

7. Proto¾e

p

7 = 2 + (

p

7� 2)

a

p

7� 2 2 [0; 1), máme a

0

= 2; �

0

=

p

7� 2. Proto¾e

1=�

0

= 1=(

p

7� 2) = (

p

7 + 2)=3 = 1 + (

p

7� 1)=3

a (

p

7� 1)=3 2 [0; 1), máme a

1

= 1; �

1

= (

p

7� 1)=3. Proto¾e

1=�

1

= 3=(

p

7� 1) = (

p

7 + 1)=2 = 1 + (

p

7� 1)=2 ;

máme a

2

= 1; �

2

= (

p

7� 1)=2. Proto¾e

1=�

2

= 2=(

p

7� 1) = (

p

7 + 1)=3 = 1 + (

p

7� 2)=3 ;

máme a

3

= 1; �

3

= (

p

7� 2)=3. Proto¾e

1=�

3

= 3=(

p

7� 2) =

p

7 + 2 = 4 + (

p

7� 2) ;

máme a

4

= 4; �

4

=

p

7�2 a jsme ve stejné situaci, jako kdy¾ jsme mìli poèítat

a

1

. Sekvence 1; 1; 1; 4 èlenù rozvoje se stále opakuje. Dostáváme øetìzový

rozvoj

p

7 = ==2; 1; 1; 1; 4; 1; 1; 1; 4; 1; 1; 1; 4; : : :== :

V jakém smyslu se èíslo

p

7 rovná svému øetìzovému rozvoji objas-

níme v tvrzení 26. Posloupnost sblí¾ených zlomkù èísla

p

7 zaèíná

2=1; 3=1; 5=2; 8=3; 13=5; 45=17; 82=31; : : :

Pøíklad 3. Do tøetice se podíváme na zlatý øez. Proto¾e

(1 +

p

5)=2 = 1 + (

p

5� 1)=2

a (

p

5� 1)=2 2 [0; 1), máme a

0

= 1; �

0

= (

p

5� 1)=2. Dále

1=�

0

= 2=(

p

5� 1) = (1 +

p

5)=2

a jsme zase na zaèátku. Vidíme, ¾e zlatý øez má velmi jednoduchý øetìzový

rozvoj

� =

1 +

p

5

2

= ==1; 1; 1; 1; : : : == :

9



Z hlediska øetìzových rozvojù je � nejjednodu¹¹ím iracionálním èíslem.

Posloupnost jeho sblí¾ených zlomkù zaèíná zlomky 1=1; 2=1; 3=2; 5=3; : : : .

Snadno se vidí, ¾e n-tý sblí¾ený zlomek je F

n+1

=F

n

, kde F

n

; n � 0; je

posloupnost Fibonacciových èísel 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; : : : splòující rekurenci

F

n+1

= F

n

+ F

n�1

.

Zavedeme abstraktnìj¹í pojetí øetìzových zlomkù. Nech» x

0

; x

1

; : : : ; x

n

; : : :

jsou rùzné promìnné. Øetìzovým zlomkem rozumíme té¾ racionální funkci

==x

0

; x

1

; : : : ; x

n

== = x

0

+

1

x

1

+

1

x

2

+

1

x

n�1

+

.

.

.

1

x

n

:

Sblí¾eným zlomkem p

n

=q

n

rozumíme vyjádøení ==x

0

; x

1

; : : : ; x

n

== jako podílu

dvou polynomù p

n

(x

0

; x

1

; : : : ; x

n

) a q

n

(x

0

; x

1

; : : : ; x

n

), které vznikne úpravou

slo¾eného zlomku na kanonický tvar.

Vztah mezi n-tým sblí¾eným zlomkem r 2 Q èísla � 2 R a n-tým sblí-

¾eným zlomkem p

n

=q

n

chápaným jako racionální funkce v x

i

je jednoduchý:

r = p

n

(a

0

; a

1

; : : : ; a

n

)=q

n

(a

0

; a

1

; : : : ; a

n

), kde jsme za promìnné x

i

dosadili

pøíslu¹né èleny øetìzového rozvoje. V následujících dvou lemmatech pracu-

jeme se sblí¾enými zlomky ve smyslu druhé de�nice, v¹e ale samozøejmì platí

i pro èísla, staèí psát a

i

místo x

i

.

Lemma 24. Èitatele a jmenovatele sblí¾ených zlomkù p

n

=q

n

splòují reku-

rence

p

0

= x

0

; p

1

= x

0

x

1

+ 1 ; p

n

= x

n

p

n�1

+ p

n�2

q

0

= 1 ; q

1

= x

1

; q

n

= x

n

q

n�1

+ q

n�2

:

Dùkaz. Indukcí podle n. Pro n = 0; 1 lemma platí. Pøedpokládejme platnost

rekurence pro n-tý sblí¾ený zlomek. Pro (n+ 1)-tý pak máme

p

n+1

q

n+1

= ==x

0

; x

1

; : : : ; x

n+1

== = ==x

0

; x

1

; : : : ; x

n�1

; x

n

+ 1=x

n+1

==

=

(x

n

+ 1=x

n+1

)p

n�1

+ p

n�2

(x

n

+ 1=x

n+1

)q

n�1

+ q

n�2

10



=

x

n+1

(x

n

p

n�1

+ p

n�2

) + p

n�1

x

n+1

(x

n

q

n�1

+ q

n�2

) + q

n�1

=

x

n+1

p

n

+ p

n�1

x

n+1

q

n

+ q

n�1

:

Pøi pøechodu na druhý a ètvrtý øádek jsme pou¾ili indukèní pøedpoklad. }

Lemma 25. Sblí¾ené zlomky splòují vztahy

p

n

q

n

�

p

n�1

q

n�1

=

(�1)

n�1

q

n�1

q

n

a

p

n

q

n

�

p

n�2

q

n�2

=

(�1)

n

x

n

q

n�2

q

n

:

Dùkaz. Opakovaným pou¾itím pøedchozího lemmatu postupnì dostáváme

p

n

q

n�1

� q

n

p

n�1

= (x

n

p

n�1

+ p

n�2

)q

n�1

� (x

n

q

n�1

+ q

n�2

)p

n�1

= �(p

n�1

q

n�2

� q

n�1

q

n�2

)

.

.

.

= (�1)

n�1

(p

1

q

0

� q

1

p

0

)

= (�1)

n�1

:

Pomocí pøedchozího lemmatu a právì odvozeného vztahu máme

p

n

q

n�2

� q

n

p

n�2

= (x

n

p

n�1

+ p

n�2

)q

n�2

� (x

n

q

n�1

+ q

n�2

)p

n�2

= x

n

(p

n�1

q

n�2

� q

n�1

p

n�2

)

= (�1)

n

x

n

:

}

Tvrzení 26 (shrnutí). Zlomek p

n

=q

n

2 Q buï n-tý sblí¾ený zlomek øetìzo-

vého rozvoje èísla � 2 R, èísla a

i

buïte èleny øetìzového rozvoje �.

1. p

n

=q

n

je v základním tvaru. (To jest, èísla p

n

a q

n

vypoètená z a

i

pomocí

rekurencí jsou nesoudìlná.)

2. p

2n

=q

2n

� � � p

2n+1

=q

2n+1

.

3. Rozvoj ==a

0

; a

1

; : : : == je koneèný, právì kdy¾ � je racionální.
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4. Racionální � se rovná svému øetìzovému rozvoji.

5. Pro iracionální � posloupnosti sblí¾ených zlomkù

p

0

=q

0

< p

2

=q

2

< p

4

=q

4

< � � � < �

a

� < � � � < p

5

=q

5

< p

3

=q

3

< p

1

=q

1

konvergují k �.

6. Ka¾dý sblí¾ený zlomek � je jeho dobrým pøiblí¾ením ve smyslu 2 vìty 19.

Dùkaz. Èást 1 plyne z pøede¹lého lemmatu, proto¾e p

n

q

n�1

� q

n

p

n�1

= �1.

Èást 2 vyplývá z rovnosti (8): Nahradíme-li v ní �

n

nulou, výraz se zmen¹í

pro sudé n a zvìt¹í pro n liché. V 3 je zøejmé, ¾e iracionální � má nekoneèný

øetìzový rozvoj. Nech» nyní � = p=q 2 Q. Zøejmì p=q = bp=qc+ r

0

=q, kde r

0

je zbytek pøi dìlení p èíslem q. Dále 1=�

0

= bq=r

0

c + r

1

=r

0

, kde r

1

je zbytek

pøi dìlení q èíslem r

0

. A tak dále. Vytváøení øetìzového rozvoje zlomku p=q

je tedy jen jiným popisem Euklidova algoritmu pro hledání (p; q) (viz oddíl

1.1). Odtud je koneènost zøejmá. Rovnost 4 je oèividná | jakmile �

n

= 0,

� = p=q se rovná svému øetìzovému rozvoji. Èást 5 plyne z 2 a z obou

vztahù pøedchozího lemmatu. Èást 6 plyne z první rovnosti tohoto lemmatu

a z monotonie q

n�1

� q

n

. Dostáváme tak ji¾ tøetí dùkaz 2 vìty 19. }

Lemma 27. Sblí¾ené zlomky p

n

=q

n

2 Q èísla � 2 R splòují nerovnosti

j�q

0

� p

0

j > j�q

1

� p

1

j > j�q

2

� p

2

j > � � � :

Dùkaz. Nech» � = ==a

0

; a

1

; : : : == (øetìzový rozvoj � mù¾e být i ko-

neèný). De�nujeme reálná èísla �

n

a �

n

jako �

n

= ==a

0

; a

1

; : : : ; a

n

== a

�

n

= ==a

n

; a

n+1

; : : : ==. Podle lemmat 24 a 25 máme

q

n

�

n+1

� p

n

= q

n

p

n+1

q

n+1

� p

n

=

p

n+1

q

n

� q

n+1

p

n

q

n+1

=

(�1)

n

a

n+1

q

n

+ q

n�1

:

To platí i tehdy, chápeme-li a

i

jako promìnné. Za a

n+1

v �

n+1

dosadíme �

n+1

a máme (�

n+1

� 1)

j�q

n

� p

n

j =

1

�

n+1

q

n

+ q

n�1

�

1

q

n

+ q

n�1

:
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Z druhé strany (�

n

< a

n

+ 1), s pou¾itím lemmatu 24 v závìreèné rovnosti,

j�q

n�1

� p

n�1

j =

1

�

n

q

n�1

+ q

n�2

>

1

(a

n

+ 1)q

n�1

+ q

n�2

=

1

q

n

+ q

n�1

:

Tím je lemma dokázáno. }

Je-li � reálné a èísla p 2 Z a q 2 N jsou taková, ¾e kq�k = jq�� pj < kr�k

pro v¹echna pøirozená èísla r men¹í ne¾ q, nazývá se zlomek p=q nejlep¹í

aproximací èísla �.

Vìta 28 (Lagrange, 1770). Nejlep¹í aproximace � 2 R jsou právì jeho

sblí¾ené zlomky.

Dùkaz. Nech» � = ==a

0

; a

1

; : : : == má sblí¾ené zlomky p

n

=q

n

2 Q. Uká¾eme

nejprve, ¾e nejlep¹í aproximace a=b 2 Q; a ? b; se rovná nìkterému z nich.

Nerovnost a=b < p

0

=q

0

= a

0

= b�c je nemo¾ná, plyne z ní toti¾

j�� a

0

j = �� a

0

< �� a=b � bj�� a=bj = jb�� aj ;

co¾ je ve sporu s de�nicí nejlep¹í aproximace. Podobnì je nemo¾ná i nerovnost

a=b > p

1

=q

1

, proto¾e implikuje

ja=b� �j = a=b� � > a=b� p

1

=q

1

� 1=bq

1

;

co¾ dává opìt spor jb� � aj > 1=q

1

= 1=a

1

� j� � a

0

j. Tak¾e p

0

=q

0

� � �

p

1

=q

1

. Kdyby a=b nebyl roven ¾ádnému sblí¾enému zlomku, le¾el by ostøe

mezi p

n�1

=q

n�1

a p

n+1

=q

n+1

pro nìjaké n 2 N. Podle lemmatu 25

1

bq

n�1

�

�

�

�

�

�

a

b

�

p

n�1

q

n�1

�

�

�

�

�

<

�

�

�

�

�

p

n

q

n

�

p

n�1

q

n�1

�

�

�

�

�

=

1

q

n

q

n�1

:

Tedy q

n

< b. Na druhé stranì, podle èásti 5 tvrzení 26,

1

bq

n+1

�

�

�

�

�

�

p

n+1

q

n+1

�

a

b

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

a

b

�

�

�

�

:

Odtud máme jq

n

� � p

n

j < 1=q

n+1

� jb� � aj. Zlomek a=b není nejlep¹í

aproximací �, co¾ je spor. Dokázali jsme první polovinu vìty.

Zbývá dokázat, ¾e ka¾dý sblí¾ený zlomek je nejlep¹í aproximací. Postu-

pujeme indukcí podle n. Pro n = 0 je p

0

=q

0

nejlep¹í aproximací, proto¾e
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neexistuje q 2 N, 1 � q < q

0

= 1. Nech» ji¾ bylo dokázáno, ¾e p

n

=q

n

je

nejlep¹í aproximace. Jako q oznaèíme první celé èíslo vìt¹í ne¾ q

n

, pro nì¾

platí kq�k < kq

n

�k. Èíslo p 2 Z je urèeno z kq�k = jq�� pj. Podle indukè-

ního pøedpokladu a de�nice nejlep¹í aproximace je jasné, ¾e p=q je nejlep¹í

aproximace �. Podle první èásti a pøedchozího lemmatu je jasné, ¾e q = q

n+1

a p = p

n+1

. }

Následující výsledek dokázal A. M. Legendre.

Tvrzení 29 (blízko se dostanou jen øetìzové zlomky). Pokud � 2 R,

p=q 2 Q a j�� p=qj < 1=2q

2

, je p=q sblí¾eným zlomkem èísla �.

Dùkaz. Podle pøede¹lé vìty staèí ukázat, ¾e p=q je nejlep¹í aproximací �.

Abychom to ovìøili, uvá¾íme libovolný zlomek a=b rùzný od p=q, pro nìj¾

platí

jb�� aj � jq�� pj < 1=2q :

Tudí¾

1

bq

�

�

�

�

�

�

a

b

�

p

q

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

a

b

�

�

�

�

+

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

<

1

2bq

+

1

2q

2

=

b + q

2bq

2

:

Odtud plyne q < b. Èíslo p=q je opravdu nejlep¹í aproximace a tedy sblí¾ený

zlomek èísla �. }

Vìta 30 (Lagrange, 1770). Èíslo � 2 R buï iracionální. Jeho øetìzový

rozvoj � = ==a

0

; a

1

; : : : == je od urèitého místa periodický, právì kdy¾ � je

kvadratickou iracionalitou.

Dùkaz. Nech»

� = ==a

0

; a

1

; : : : ==

je periodický rozvoj s pøedperiodou délky l a periodou délky k. Polo¾íme-li

�

l

= ==a

l

; a

l+1

; : : : ==, máme

�

l

= ==a

l

; a

l+1

; : : : ; a

l+k�1

; �

l

== :

Odtud

�

l

=

p�

l

+ p

0

q�

l

+ q

0

; (9)
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kde p=q a p

0

=q

0

jsou poslední a pøedposlední sblí¾ený zlomek èísla

==a

l

; : : : ; a

l+k�1

==. Pro èíslo � platí

� =

�

l

p

l�1

+ p

l�2

�

l

q

l�1

+ q

l�2

(10)

(p

l

=q

l

je jeho l-tý sblí¾ený zlomek). Eliminací �

l

z (9) a (10) dostáváme pro

� kvadratickou rovnici s celoèíselnými koe�cienty.

Opaèná implikace je zajímavìj¹í. Nech» iracionální � 2 R splòuje rovnici

a�

2

+ b�+ c = 0; kde a; b; c 2 Z a a 6= 0. Doká¾eme periodiènost øetìzového

rozvoje � = ==a

0

; a

1

; : : : ==: Opìt vezmeme èísla

�

n

= ==a

n

; a

n+1

; : : : == :

Platí

� =

�

n

p

n�1

+ p

n�2

�

n

q

n�1

+ q

n�2

;

kde p

n

=q

n

je n-tý sblí¾ený zlomek �. Dosadíme to do rovnice pro � a po

úpravách dostaneme

A

n

�

2

n

+B

n

�

n

+ C

n

= 0 ;

kde

A

n

= ap

2

n�1

+ bp

n�1

q

n�1

+ cq

2

n�1

;

B

n

= 2ap

n�1

p

n�2

+ b(p

n�1

q

n�2

+ q

n�1

p

n�2

) + 2cq

n�1

q

n�2

a

C

n

= ap

2

n�2

+ bp

n�2

q

n�2

+ cq

2

n�2

:

Odtud okam¾itì plyne, ¾e C

n

= A

n�1

. S pomocí lemmatu 25 dostáváme, ¾e

B

2

n

� 4A

n

C

n

= b

2

� 4ac :

Èíslo � se pomocí sblí¾eného zlomku vyjádøí jako � = �=q

2

n�1

+ p

n�1

=q

n�1

,

kde j�j < 1. Tedy

A

n

= a(�q

n�1

+ �=q

n�1

)

2

+ b(�q

n�1

+ �=q

n�1

)q

n�1

+ cq

2

n�1

= q

2

n�1

(a�

2

+ b� + c) + 2a�� + a

 

�

q

n�1

!

2

+ b�

= 2a�� + a

 

�

q

n�1

!

2

+ b� :
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jA

n

j proto lze omezit konstantou nezávislou na n. Díky C

n

= A

n�1

a relaci

svazující A

n

; B

n

a C

n

toté¾ platí i pro B

n

a C

n

. Pro hodnoty velièinA

n

; B

n

; C

n

tedy máme s n probíhajícím pøirozená èísla jen koneènì mnoho mo¾ností.

Proto existují (holubníkový princip) tøi celá èísla A;B a C a takové tøi indexy

n

1

< n

2

< n

3

, ¾e A

n

i

= A;B

n

i

= B a C

n

i

= C, i = 1; 2; 3. Dostáváme, ¾e èísla

�

n

i

jsou øe¹ením jediné kvadratické rovnice Ax

2

+Bx+C = 0. Nìkterá dvì

se proto nutnì rovnají, napøíklad �

n

1

= �

n

3

. Rozvoj � je tudí¾ od urèitého

místa periodický. }

O øetìzových rozvojích algebraických iracionalit stupnì > 2 není témìø nic

známo. Napøíklad není známo, zda èleny øetìzového rozvoje

3

p

2 jsou omezené.

2.3 Øetìzový rozvoj èísla e

Ikdy¾ (jak doká¾eme v 2.5) je Eulerovo èíslo e transcendentní a jeho øetìzový

zlomek proto není periodický, øídí se jednoduchým pravidlem.

Vìta 31 (Euler, 1737). Èíslo e = 2:71828 : : : má øetìzový rozvoj slo¾ený z

poèáteèního úseku 2; 1 a z úsekù 2n; 1; 1, kde n probíhá N, to jest

e = ==2; 1; 2; 1; 1; 4; 1; 1; 6; 1; 1; 8; 1; 1; 10; 1; 1; 12; 1; 1; 14; : : :== :

Dùkaz. Nech» c 2 R, kde c 6= 0;�1;�2; : : : . Budeme pracovat s funkcí

F (c; x) =

1

X

n=0

x

n

c(c+ 1) � � � (c+ n� 1) � n!

:

Sèítanec s n = 0 se de�nuje jako 1. Pro ka¾dé pevné c z uvedeného oboru

øada de�nující F (c; x) konverguje pro v¹echny argumenty x 2 R.

Porovnáním koe�cientù u x

n

se ujistíme o platnosti identity

F (c; x) = F (c+ 1; x) +

x

c(c+ 1)

F (c+ 2; x) :

Úpravou z ní odvodíme vztah

F (c+ 1; x)

F (c; x)

=

1

1 +

x

c(c+ 1)

�

F (c+ 2; x)

F (c+ 1; x)

:
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Polo¾íme x = z

2

a upravujeme dále:

z

c

�

F (c+ 1; z

2

)

F (c; z

2

)

=

1

c

z

+

z

c+ 1

F (c+ 2; z

2

)

F (c+ 1; z

2

)

:

Opakováním této transformace získáme øetìzový rozvoj

z

c

�

F (c+ 1; z

2

)

F (c; z

2

)

= ==0;

c

z

;

c+1

z

; : : :

: : : ;

c+n

z

;

c+n+1

z

�

F (c+n+1;z

2

)

F (c+n+2;z

2

)

== :

V dal¹ím bude c = 1=2 a z = 1=2y, kde y 2 N. Pak (c + n)=z 2 N pro

v¹echna n 2 N

0

. Proto¾e F (c+ n+ 1; z

2

)=F (c+ n + 2; z

2

) > 1, je

c+ n+ 1

z

�

F (c+ n+ 1; z

2

)

F (c+ n+ 2; z

2

)

> 1

a mù¾eme rozvíjet donekoneèna:

z

c

�

F (c+ 1; z

2

)

F (c; z

2

)

= ==0;

c

z

;

c+1

z

;

c+2

z

; : : : == : (12)

Z mocninného rozvoje exponenciální funkce

e

w

=

1

X

n=0

w

n

n!

a z de�nice F (c; x) plynou identity

e

w

� e

�w

= 2w

1

X

n=0

(w

2

)

n

(2n + 1)!

= 2wF (3=2; w

2

=4) a

e

w

+ e

�w

= 2

1

X

n=0

(w

2

)

n

(2n)!

= 2F (1=2; w

2

=4) :

Polo¾íme w = 1=y; y 2 N; a utvoøíme podíl obou rovností. S pou¾itím (12)

dostáváme podivuhodnou identitu

e

1=y

� e

�1=y

e

1=y

+ e

�1=y

= ==0; y; 3y; 5y; 7y; : : :== :
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Volba y = 2 vede k rovnosti

e� 1

e + 1

= ==0; 2; 6; 10; 14; : : : == :

Hledaný rozvoj e odtud odvodíme hrubou silou. Polo¾íme

� =

e + 1

e� 1

:

Je to reciproká hodnota právì uva¾ovaného èísla, a tak

� = ==2; 6; 10; 14; 18; : : : == :

Nech» r

n

=s

n

je n-tý sblí¾ený zlomek �. Uká¾eme, ¾e reálné èíslo

� = ==2; 1; 2; 1; 1; 4; 1; 1; 6; 1; 1; 8; 1; 1; 10; : : :==

se rovná èíslu

e =

� + 1

�� 1

:

Nech» p

n

=q

n

je n-tý sblí¾ený zlomek �.

Pro ka¾dé celé n � 0 doká¾eme platnost rovností

p

3n+1

= r

n

+ s

n

a q

3n+1

= r

n

� s

n

: (13)

Pro n = 0; 1 tyto rovnosti platí, pøímý výpoèet rekurentními vztahy toti¾

ukazuje, ¾e p

1

= 3; q

1

= 1; r

0

= 2; s

0

= 1 a p

4

= 19; q

4

= 7; r

1

= 13; s

1

= 6.

Pro n > 1 u¾ijeme indukci. Nech» (13) platí pro n � 1. Lemma 24 dává pro

r

n

a s

n

vztahy

r

n

= (2 + 4n)r

n�1

+ r

n�2

a s

n

= (2 + 4n)s

n�1

+ s

n�2

: (14)

Pro p

n

, jako¾ i pro q

n

, máme rekurence

p

3n�3

= p

3n�4

+ p

3n�5

1

p

3n�2

= p

3n�3

+ p

3n�4

�1

p

3n�1

= 2np

3n�2

+ p

3n�3

2

p

3n

= p

3n�1

+ p

3n�2

1

p

3n+1

= p

3n

+ p

3n�1

1

Lineární kombinací u¾ívající koe�cientù uvedených vpravo dostáváme

p

3n+1

= (4n+ 2)p

3n�2

+ p

3n�5

a q

3n+1

= (4n+ 2)q

3n�2

+ q

3n�5

:
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S pomocí rovnic (14) plynou rovnice (13) indukcí.

Vztah (13) je dokázán, platí tedy

p

3n+1

q

3n+1

=

r

n

+ s

n

r

n

� s

n

=

r

n

=s

n

+ 1

r

n

=s

n

� 1

:

Limitním pøechodem, n!1, plyne ký¾ená rovnost

� =

� + 1

�� 1

= e :

}

2.4 Iracionalita èísla �(3)

Vìta 32 (Apéry, 1979). Èíslo

�(3) =

1

X

n=1

1

n

3

=

1

1

+

1

8

+

1

27

+ � � � = 1:20205 : : :

je iracionální.

Zda jsou i jiné hodnoty �(2k + 1) funkce �(s) v lichých èíslech iracionální

není známo. Hodnoty �(2k) jsou racionální násobky mocnin èísla � a jsou

tedy transcendentní (úloha 12.)

Zaèneme serií lemmat. Dùkaz pou¾ívá reálnou analýzu, v závìru budeme

potøebovat prvoèíselnou vìtu z kapitoly 5. Zaèíná analytická magie.

Pro èísla r; s 2 N

0

a � 2 R; � � 0; máme identity

Z

1

0

Z

1

0

x

r+�

y

s+�

1� xy

dx dy =

1

X

k=0

1

(k + r + � + 1)(k + s+ � + 1)

=

1

X

k=0

1

r � s

�

1

k + s + � + 1

�

1

k + r + � + 1

�

=

1

r � s

�

1

s+ 1 + �

+

1

s+ 2 + �

+ � � �+

1

r + �

�

:

První øádek plyne rozvinutím 1=(1�xy) do geometrické øady a zámìnou po-

øadí integrace a sumace. Druhý øádek pøedstavuje elementární úpravu plat-

nou pro r 6= s. Na tøetím øádku pøedpokládáme navíc, ¾e r > s.

Nech» V (r) = [1; 2; : : : ; r] je nejmen¹í spoleèný násobek èísel 1; 2; : : : ; r.
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Lemma 33. Pro r; s 2 N

0

, r > s, máme

Z

1

0

Z

1

0

log(xy)

1� xy

x

r

y

s

dx dy =

a

b

2 Q ;

kde a ? b a jmenovatel b dìlí V (r)

3

.

Dùkaz. Hoøej¹í identitu

Z

1

0

Z

1

0

x

r+�

y

s+�

1� xy

dx dy =

1

r � s

�

1

s+ 1 + �

+

1

s+ 2 + �

+ � � �+

1

r + �

�

derivujeme nejprve podle � (zámìna poøadí derivování a integrace) a pak

polo¾íme � = 0. Dostaneme

Z

1

0

Z

1

0

log(xy)

1� xy

x

r

y

s

dx dy =

�1

r � s

 

1

(s+ 1)

2

+

1

(s+ 2)

2

+ � � �+

1

r

2

!

a v¹e je jasné. }

Lemma 34. Pro r 2 N

0

máme

Z

1

0

Z

1

0

log(xy)

1� xy

(xy)

r

dx dy = �2

�

�(3)�

1

1

3

�

1

2

3

� � � � �

1

r

3

�

:

Dùkaz. Hoøej¹í identitu

Z

1

0

Z

1

0

x

r+�

y

s+�

1� xy

dx dy =

1

X

k=0

1

r � s

�

1

k + s+ � + 1

�

1

k + r + � + 1

�

nejprve derivujeme podle � (zámìna poøadí derivování a integrace, derivování

a sumace) a pak polo¾íme r = s a � = 0. Dostaneme

Z

1

0

Z

1

0

log(xy)

1� xy

(xy)

r

dx dy =

1

X

k=0

�2

(k + r + 1)

3

a v¹e je jasné. }

Zavedeme celoèíselný polynom

P

n

(x) =

1

n!

 

d

dx

!

n

(x

n

(1� x)

n

) =

n

X

k=0

(�1)

k

 

n

k

! 

n+ k

n

!

x

k

:
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Lemma 35. Pro ka¾dé èíslo n 2 N máme vztah

Z

1

0

Z

1

0

� log(xy)

1� xy

P

n

(x)P

n

(y) dx dy =

a

n

�(3) + b

n

V (n)

3

;

kde a

n

; b

n

2 Z.

Dùkaz. Plyne z obou pøedchozích lemmat. }

Lemma 36 Platí

Z

1

0

Z

1

0

� log(xy)

1� xy

P

n

(x)P

n

(y) dx dy =

=

Z

1

0

Z

1

0

Z

1

0

(x(1� x)y(1� y)w(1� w))

n

(1� (1� xy)w)

n+1

dx dy dw > 0 :

Dùkaz. Pomocí

� log(xy)

1� xy

=

Z

1

0

dz

1� (1� xy)z

nahradíme dvojitý integrál na levé stranì trojitým integrálem

Z

1

0

Z

1

0

Z

1

0

P

n

(x)P

n

(y)

1� (1� xy)z

dx dy dz :

Ten pomocí de�nice P

n

(x) promìníme n-násobnou integrací per partes podle

x v integrál

Z

1

0

Z

1

0

Z

1

0

(xyz)

n

(1� x)

n

P

n

(y)

(1� (1� xy)z)

n+1

dx dy dz :

U¾ijeme substituci

w = w(z) =

1� z

1� (1� xy)z

; dz =

1� (1� xy)z

w(1� xy)� 1

dw :

Ve výsledném integrálu (nepøehlédnìme, ¾e w probíhá [0; 1] v opaèném

smyslu, ne¾ z)

Z

1

0

Z

1

0

Z

1

0

(1� x)

n

(1� w)

n

P

n

(y)

1� (1� xy)w

dx dy dw

integrujeme n krát per partes podle y. Dostaneme

Z

1

0

Z

1

0

Z

1

0

x

n

(1� x)

n

y

n

(1� y)

n

w

n

(1� w)

n

(1� (1� xy)w)

n+1

dx dy dw :
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Tento integrál je navíc bezpochyby kladný, proto¾e jeho integrand je v daném

oboru kladný. }

Lemma 37. Jako I oznaèíme otevøený jednotkový interval (0; 1). Pak

max

x;y;w2I

x(1� x)y(1� y)w(1� w)

1� (1� xy)w

= (

p

2� 1)

4

:

Dùkaz. Nejprve pro pevné x; y 2 I najdeme maximum

M(�) = max

w2I

w(1� w)

1� �w

;

kde � = 1 � xy. Standardním postupem (

"

derivaci polo¾ rovnu nule\) se

zjistí, ¾e

M(�) =

 

1�

p

1� �

�

!

2

a nabývá se v w = (1�

p

1� �)=�. Nyní zmaximalizujeme výraz

x(1� x)y(1� y)M(�) =

x(1� x)y(1� y)

(1 +

p

xy)

2

;

pøièem¾ xy = �

2

bude konstanta a x; y le¾í v I. Hledáme tedy maximum

výrazu

�

2

(1 + �

2

� (x + �

2

=x))

(1 + �)

2

pro x 2 I. To znamená minimalizovat x + �

2

=x. Hned se vidí, ¾e minimum

2� se nabývá pro x = �. Dostáváme maximum

 

�(1� �)

1 + �

!

2

:

Funkce �(1��)=(1+�) nabývá na I maxima (

p

2�1)

2

a to pro � =

p

2�1.

Celkové maximum je tedy (

p

2 � 1)

4

a nabývá se v x = y = � =

p

2 � 1 a

w = 1=(1 + �) =

p

2=2. }
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Dùkaz vìty 32. Podle lemmat 35, 36, 37 a 34 pro ka¾dé èíslo n 2 N existují

celá èísla a

n

; b

n

2 Z taková, ¾e

0 < ja

n

�(3) + b

n

j � V (n)

3

(

p

2� 1)

4n

Z

1

0

Z

1

0

Z

1

0

dx dy dw

1� (1� xy)w

= V (n)

3

(

p

2� 1)

4n

Z

1

0

Z

1

0

� log(xy)

1� xy

dx dy

= 2�(3)V (n)

3

(

p

2� 1)

4n

:

Pro velká n platí odhad

V (n) � n

�(n)

< 3

n

;

nebo» V (n) je souèinem �(n) mocnin prvoèísel, z nich¾ ¾ádná nepøesahuje

n, a �(n) � n= logn podle prvoèíselné vìty (vìta ?? z páté kapitoly). Pro

v¹echna n > n

0

tak platí odhad

0 < ja

n

�(3) + b

n

j < 2�(3) � 27

n

� (

p

2� 1)

4n

< (4=5)

n

:

Pokud �(3) = c=d 2 Q, jsou tyto nerovnosti sporné. Podle první z nich je

ja

n

�(3) + b

n

j � 1=d pro v¹echna n 2 N, zatímco podle poslední má pro

n!1 daná velièina jít k nule.

2.5 Transcendence èísel e a �

Uvádíme dva klasické výsledky z teorie transcendentních èísel. Dùsledkem

druhého z nich je nemo¾nost kvadratury kruhu: Pomocí pravítka a kru¾ítka

nelze k danému kruhu sestrojit rovnoplochý ètverec.

Vìta 38 (Hermite, 1873). Èíslo e = 2:71828 : : : je transcendentní.

Dùkaz. (Hilbert, 1893.) Integrací per partes se pro ka¾dé k 2 N snadno

spoète, ¾e

Z

1

0

x

k

e

�x

dx = k! :

Pro ka¾dý celoèíselný polynom p(x) 2 Z[x] je proto následující integrál rovný

celému èíslu a navíc

Z

1

0

x

k

p(x)e

�x

dx � p(0)k! mod (k + 1)! : (15)
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Nech» je èíslo e algebraické stupnì n a splòuje rovnici

a

0

+ a

1

e + � � �+ a

n

e

n

= 0 ; (16)

kde a

i

2 Z a a

0

6= 0. (Nenulovost konstantního èlenu se dá v¾dy dosáhnout

zkrácením mocniny x.) Tuto rovnost pøivedeme ke sporu.

Pro r 2 N a reálná èísla b � c � 1 de�nujeme zkratku

Z

c

b

=

Z

c

b

x

r

((x� 1)(x� 2) � � � (x� n))

r+1

e

�x

dx :

Rovnici (16) vynásobíme

R

1

0

a vzniklý souèet n + 1 integrálù rozlo¾íme na

P

1

+ P

2

= 0 ;

kde

P

1

= a

0

Z

1

0

+a

1

e

Z

1

1

+ � � �+ a

n

e

n

Z

1

n

a

P

2

= a

1

e

Z

1

0

+a

2

e

2

Z

2

0

+ � � �+ a

n

e

n

Z

n

0

:

Pomocí substituce y = x� k vypoèteme

a

k

e

k

Z

1

k

= a

k

Z

1

k

x

r

((x� 1) � � � (x� n))

r+1

e

�(x�k)

dx

= a

k

Z

1

0

(y + k)

r

((y + k � 1) � � � (y + k � n))

r+1

e

�y

dy

=

8

>

<

>

:

a

0

R

1

0

y

r

p

0

(y)e

�y

dy pro k = 0 a

a

k

R

1

0

y

r+1

p

k

(y)e

�y

dy pro 0 < k � n ,

kde p

i

(y) 2 Z[y] je jistý polynom. Podle (15) dostáváme

P

1

� a

0

p

0

(0)r! � a

0

(�1)

n(r+1)

(n!)

r+1

r! mod (r + 1)! :

Pro (r + 1) ? a

0

n! je P

1

nenulové celé èíslo dìlitelné r! (teï potøebujeme, ¾e

a

0

6= 0). Nech» M a N jsou maxima funkcí jx(x � 1) � � � (x � n)j a jx(x �

1) � � � (x� n)e

�x

j na intervalu [0; n]. Pro 1 � k � n máme

�

�

�

�

�

a

k

Z

k

0

�

�

�

�

�

� ja

k

j

Z

k

0

M

r

Ndx = kja

k

jM

r

N ;
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a proto

jP

2

j � (ja

1

je + 2ja

2

je

2

+ � � �+ nja

n

je

n

)M

r

N :

Pro r ! 1 je tedy P

2

= o(r!). Proto¾e máme nekoneènì hodnot r 2 N,

pro nì¾ je P

1

nenulový násobek r!, a pøitom v¾dy platí rovnost P

1

+ P

2

= 0,

dostáváme spor. }

Vìta 39 (Lindemann, 1882). Èíslo � = 3:14159 : : : je transcendentní.

Dùkaz. (Hilbert, 1893.) Nech» je èíslo � algebraické. Pak, podle tvrzení 14

z 1. kapitoly, je algebraické i èíslo i�, kde i =

p

�1. Nech» �

1

= i�; �

2

; : : : ; �

n

jsou v¹echny koøeny celoèíselného polynomu, který se anuluje na i�. Potom

(1 + e

�

1

)(1 + e

�

2

) � � � (1 + e

�

n

) = 1 + e

�

1

+ � � �+ e

�

m

= 0 ;

proto¾e 1 + e

i�

= 0. Èísla �

1

; : : : ; �

m

, jich¾ je m = 2

n

� 1, jsou rovnì¾

algebraická, jsou to toti¾ v¹echny mo¾né souèty vytvoøené z èísel �

i

. Tvrzení

14 nám dává je¹tì více | stejnì jako v jeho dùkazu se dostane, ¾e �

j

jsou

koøeny celoèíselného polynomu h(x) stupnì m.

Lze pøedpokládat, ¾e nulová �

j

jsou èísla �

m

= �

m�1

= � � � = �

m�a+1

= 0.

Tak¾e

(1 + a) + e

�

1

+ � � �+ e

�

m�a

= 0 ; (17)

kde a 2 N

0

a �

1

; : : : ; �

m�a

2 C

alg

jsou nenulová èísla. Tuto rovnost pøive-

deme ke sporu.

Èísla �

1

; : : : ; �

m�a

jsou koøeny celoèíselného polynomu

f(x) = h(x)=x

a

= bx

l

+ b

1

x

l�1

+ � � �+ b

l

;

kde l = m� a a celá èísla b; b

l

nejsou nulová.

Rovnost (17) vynásobíme integrálem

Z

1

0

=

Z

1

0

x

r

(b

l

f(x))

r+1

e

�x

dx ;

kde r 2 N je parametr, který vhodnì zvolíme pozdìji. Opìt máme rozklad

P

1

+ P

2

= 0 ;
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kde

P

1

= (a + 1)

Z

1

0

+ e

�

1

Z

1

�

1

+ � � �+ e

�

l

Z

1

�

l

a

P

2

= e

�

1

Z

�

1

0

+ e

�

2

Z

�

2

0

+ � � �+ e

�

l

Z

�

l

0

:

Integrály v P

1

jsou pøes polopøímku rovnobì¾nou s reálnou osou a bì¾ící z

�

j

do 1. Integrály v P

2

jsou pøes pøíslu¹nou úseèku.

Po rozvinutí Taylorovou øadou vidíme, ¾e (y + �

j

)

r

(b

l

f(y + �

j

))

r+1

jako

polynom v y má nejni¾¹í mocninu y

r+1

, proto¾e f(�

j

) = 0. Po jejím vytknutí

zbývá polynom v y stupnì l(r+1)�1, jeho¾ koe�cienty (polynomy ze Z[�

j

])

mají koe�cienty dìlitelné b

l(r+1)

. Proto s pomocí substituce y = x � �

j

a

kongruence (15) dostáváme

e

�

j

Z

1

�

j

=

Z

1

0

(y + �

j

)

r

(b

l

f(y + �

j

))

r+1

e

�y

dy

= (r + 1)!G(b�

j

) ;

kde G(x) 2 Z[x] je jistý polynom.

Jak víme, b�

1

; : : : ; b�

l

2 C

calg

, nebo» jde o koøeny monického polynomu

g(y) 2 Z[y], kde y = bx a g(y) = b

l�1

f(x). Tudí¾

G(b�

1

) + � � �+G(b�

l

) 2 Z ;

proto¾e podle vìty 13 a Vi�etových vztahù je tato suma rovna hodnotì jistého

celoèíselného polynomu na koe�cientech g(y).

V P

1

tak posledních l sèítancù dává dohromady celoèíselný násobek (r+

1)!: Co se týèe prvního sèítance, podle kongruence (15) máme

Z

1

0

� r!b

rl+l

b

r+1

l

mod (r + 1)! :

Tak¾e P

1

2 Z a

P

1

� r!(a + 1)b

rl+l

b

r+1

l

mod (r + 1)! :

Èlen P

2

se odhadne jako v pøedchozí vìtì. Vyjde odhad

jP

2

j �M

r

;

kde M je vhodná konstanta. Rovnost P

1

+ P

2

= 0 je tak opìt nemo¾ná |

pro nekoneènì mnoho r 2 N je P

1

nenulový násobek r! (proto¾e bb

l

6= 0,

staèí vzít r tak, ¾e (r + 1) ? (a+ 1)bb

l

) a souèasnì P

2

= o(r!). }
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2.6 Liouvilleova nerovnost

Oba pøedchozí dùkazy jsou docela ra�nované. Mnohem jednodu¹¹í dùkazy

transcendence øady èísel poskytuje Liouvilleova vìta.

Vìta 40 (Liouville, 1844). Je-li � 2 R algebraické èíslo stupnì n � 2,

existuje konstanta c > 0 závisející jen na � taková, ¾e

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

�

c

q

n

(18)

pro v¹echny zlomky p=q 2 Q.

Dùkaz. Nech» P (x) 2 Z[x] je celoèíselný polynom stupnì n s koøenem �.

Jako I oznaèíme interval [�� 1; � + 1]. Konstantu d zavedeme vztahem

d = max

x2I

jP

0

(x)j :

Uká¾eme, ¾e (18) platí s konstantou c = min(1; 1=d). Pro zlomek p=q 62 I

platí (18) triviálnì. Pokud p=q 2 I, pou¾ijeme Lagrangeovu vìtu o støední

hodnotì:

P (p=q)

p=q � �

=

P (p=q)� P (�)

p=q � �

= P

0

(y) ; (19)

kde y 2 R le¾í mezi � a p=q. Jistì P (p=q) 6= 0, jinak by P (x)=(x� p=q) byl

(racionální) polynom s koøenem � a stupnìm men¹ím ne¾ má P (x). Navíc je

P (p=q) zlomek se jmenovatelem nepøesahujícím q

n

. Proto

jP (p=q)j �

1

q

n

: (20)

Z (19) a (20) ihned máme

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

P (p=q)

P

0

(y)

�

�

�

�

�

�

1

dq

n

�

c

q

n

:

}

(Alternativní dùkaz je naznaèen v úloze 19.) Vìta má následující praktický

korolár.
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Tvrzení 41 (pøíznak transcendence). Ka¾dé reálné iracionální èíslo �,

pro nì¾ má pro ka¾dé n 2 N nerovnost

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

<

1

q

n

øe¹ení p=q 2 Q s q > 1, je transcendentní.

Proto je napøíklad èíslo

� =

1

X

n=1

1

10

n!

= 0:1100010000000000000000010 : : :

transcendentní (úloha 20). Reálná iracionální èísla splòující podmínku tvr-

zení 41 se nazývají Liouvilleova.

Z 2 vìty 19 plyne, ¾e pro algebraické èíslo � 2 R stupnì 2 je exponent

n = 2 v (18) nejlep¹í (tj. nejmen¹í) mo¾ný. Víme dokonce (vìta 23), ¾e pak

c < 1=

p

5.

2.7 Thueho vìta

Pro èísla � 2 R \C

alg

stupnì n � 3 se dá exponent n v Liouvilleovì nerov-

nosti sní¾it. Toto sní¾ení má dalekosáhlé dùsledky pro øe¹ení diofantických

rovnic a je hlubokým výsledkem o algebraických èíslech.

Vìta 42 (Thue, 1909). Nech» � 2 R je algebraické èíslo stupnì n � 2 a

èíslo " > 0 je pevné. Nerovnost

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

<

1

q

n=2+1+"

(21)

má jen koneènì mnoho øe¹ení p=q 2 Q.

V¹imnìme si, ¾e pro n = 2 jde o tvrzení slab¹í ne¾ Liouvilleova vìta.

Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e p ? q. Dal¹í zjednodu-

¹ení je, ¾e Thueho vìtu staèí dokázat pro celá algebraická èísla. Skuteènì,

pro � 2 C

alg

existuje b 2 Z, ¾e � = b� 2 C

calg

a (21) implikuje nerovnost

�

�

�

�

�

� �

bp

q

�

�

�

�

�

<

b

q

n=2+1+"

=

b

q

"=2

�

1

q

n=2+1+"=2

:
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Nekoneèný poèet øe¹ení (21) by tedy znamenal i nekoneèný poèet øe¹ení ne-

rovnosti

�

�

�

�

�

� �

p

q

�

�

�

�

�

<

1

q

n=2+1+"=2

:

V dal¹ím je proto � reálné celé algebraické èíslo stupnì � 3.

Nejprve doká¾eme pomocné tvrzení a ètyøi lemmata.

Tvrzení 43 (Siegelovo lemma). Buï dána soustava m homogeních line-

árních rovnic s n neznámými, pøièem¾ celoèíselné koe�cienty a

ij

2 Z splòují

nerovnost ja

ij

j � A. Dále se pøedpokládá, ¾e n > m. Potom má soustava

celoèíselné øe¹ení z

1

; z

2

; : : : ; z

n

2 Z takové, ¾e nìkteré z

i

je nenulové a ka¾dé

z

i

splòuje nerovnost

jz

i

j � b(nA)

m=(n�m)

c :

Dùkaz. Pravou stranu poslední nerovnice oznaèíme jako Z. Podle de�nice

je Z + 1 > (nA)

m=(n�m)

. Odtud plyne, ¾e

(nAZ + 1)

m

< (Z + 1)

n

: (22)

Lineární formy soustavy oznaèíme jako L

j

, j = 1; : : : ; m. A

j

buï souèet

kladných koe�cientù L

j

a �B

j

souèet záporných koe�cientù. Pro z

i

2 Z; i =

1 : : : n; splòující 0 � z

i

� Z platí odhad

�B

j

Z � L

j

(z

1

; : : : ; z

n

) � A

j

Z :

Dále A

j

+B

j

� nA. Èíslo L

j

(z

1

; : : : ; z

n

) 2 Z padne do intervalu [�B

j

Z;A

j

Z]

délky nejvý¹e nAZ a mù¾e tedy nabývat nejvý¹e nAZ + 1 hodnot. Pro hod-

noty m lineárních forem máme nejvý¹e

(nAZ + 1)

m

mo¾ností, co¾ je podle (22) ménì, ne¾ kolik je mo¾ných argumentù z

1

; : : : ; z

n

.

Pro dva rùzné argumenty v

1

; : : : ; v

n

a w

1

; : : : ; w

n

proto (holubníkový princip)

platí L

j

(v

1

; : : : ; v

n

) = L

j

(w

1

; : : : ; w

n

) pro v¹echna j = 1 : : :m. Pak z

i

= v

i

�w

i

pøedstavují hledané øe¹ení. }

Následující výsledek plyne z tvrzení 12 v 1. kapitole.

Lemma 44. Nech» polynom P (x) 2 Z[x] má r-násobný racionální koøen

p=q, p ? q. Potom P (x) = (qx� p)

r

R(x), kde R(x) 2 Z[x].
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Vahou v(P ) celoèíselného polynomu P 2 Z[x

1

; : : : ; x

r

] rozumíme nej-

vìt¹í absolutní hodnotu koe�cientu. Pøipomínáme, ¾e èíslo � 2 R je celé

algebraické stupnì n � 3 a " > 0 je pevné reálné èíslo. Èísla h 2 N a

� 2 R; 0 < � < 1; jsou parametry, jejich¾ hodnotu vhodnì zvolíme v závìru

dùkazu. Kladné konstanty c

1

; c

2

; : : :, které postupnì de�nujeme, závisejí jen

na � (a na èísle �, ale to se nemìní). Polo¾íme

m = b(n� 2)(1 + �)h=2c : (23)

Lemma 45. Existují celoèíselné polynomy P (x); Q(x) 2 Z[x], oba nenu-

lové, které mají následující tøi vlastnosti. (i) deg(P ); deg(Q) � m + h, (ii)

v(P ); v(Q) < c

h

2

a (iii) platí identita

P (x)� �Q(x) = (x� �)

h

(R

0

(x) + �R

1

(x) + � � �+ �

n�1

R

n�1

(x)) ;

kde R

i

(x) 2 Z[x] a deg(R

i

) � m.

Dùkaz. Polynomy P a Q de�nujeme pomocí relace (iii). Polynomy R

i

mají

celkem N = n(m + 1) neznámých koe�cientù. Redukcí mocnin � (nyní po-

u¾ijeme, ¾e � je celé algebraické, podrobnìji dále) vyjádøíme pravou stranu

rovnice v (iii) ve tvaru

S

0

(x) + �S

1

(x) + � � �+ �

n�1

S

n�1

(x) ;

kde koe�cienty polynomù S

i

(x) jsou celoèíselnými lineárními kombinacemi

koe�cientù polynomù R

i

(x). Zøejmì deg(S

i

) � m + h. Splnit (iii) a de�-

novat tak P = S

0

a Q = �S

1

znamená zajistit, aby S

2

(x); : : : ; S

n�1

(x)

byly identicky nulové. Pro koe�cienty polynomù R

i

tak dostáváme M =

(n� 2)(h+m+ 1) lineárních homogeních rovnic s celoèíselnými koe�cienty.

Tvrzení 43 zaruèující existenci nevelkého netriviálního (tj. v¹echny R

i

nejsou

identicky nulové) øe¹ení lze pou¾ít, pokud

N = n(m + 1) > M = (n� 2)(h+m+ 1) :

To je ekvivalentní nerovnosti m >

1

2

h(n�2)�1, kterou hodnota (23) splòuje

pro ka¾dé � > 0.

Ze Siegelova lemmatu tedy dostaneme polynomy R

i

. Získané polynomy P

a Q nejsou souèasnì nulové, proto¾e na pravé stranì (iii) je souèin nenulových

polynomù. ®e jsou dokonce oba nenulové plyne z argumentu, který je pou¾it

obecnìji v následujícím lemmatu. Splnili jsme (i) a (iii).
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Zbývá dokázat odhad (ii). Víme, ¾e � splòuje rovnici �

n

= k

0

+ k

1

� +

� � �+k

n�1

�

n�1

, kde k

i

2 Z. Nech» k je nejvìt¹í hodnota jk

i

j. Pro l � n máme

rovnici �

l

= �

l�n

�

n

= k

0

�

l�n

+ k

1

�

l�n+1

+ � � � + k

n�1

�

l�1

. Indukcí podle l

dostáváme, ¾e �

l

= k

0

0

+ k

0

1

�+ � � �+ k

0

n�1

�

n�1

, kde jk

0

i

j � (nk)

l�n+1

. S u¾itím

tìchto vyjádøení upravíme pravou stranu (iii) na

n�1

X

i=0

R

i

(x)

h

X

j=0

(�1)

j

 

h

j

!

�

j+i

x

h�j

=

n�1

X

i=0

R

i

(x)T

i

(�; x) =

n�1

X

i=0

�

i

S

i

(x) ;

kde polynom T

i

(�; x) 2 Z[�; x] má v � stupeò nejvý¹e n� 1 a v x nejvý¹e h

a jeho váha nepøesahuje

 

h

bh=2c

!

(nk)

i+h�n+1

:

Podíváme se na koe�cienty polynomù S

i

(x). Fixujeme celá èísla a; 0 �

a � h +m a b; 0 � b � n� 1. Nech» p

i

(x) 2 Z[x], deg(p

i

) � h, je koe�cient

�

b

v T

i

(�; x). Koe�cient x

a

v S

b

(x) je roven koe�cientu x

a

v polynomu

n�1

X

i=0

p

i

(x)R

i

(x) : (24)

Homogení lineární soustava S

2

(x) � 0; : : : ; S

n�1

(x) � 0 pro neznámé ko-

e�cienty polynomù R

i

(x) má tedy celoèíselné koe�cienty, které v absolutní

hodnotì nepøesahují

 

h

bh=2c

!

(nk)

h

< c

h

1

;

kde c

1

je konstanta závislá jen na �.

Z (23) a de�nice M a N plyne, ¾e

M

N �M

=

(n� 2)(h+m+ 1)

2(m+ 1)� (n� 2)h

�

(n� 2)(h+m+ 1)

(n� 2)h�

�

n

�

:

Siegelovo lemma tedy poskytne R

i

(x) 2 Z[x] s vahou nepøesahující

�

n(m + 1)c

h

1

�

n=�

:

Polynomy S

i

(x) 2 Z[x] pak podle (24) mají váhu nejvý¹e

n � (h+ 1) � c

h

1

�

�

n(m + 1)c

h

1

�

n=�

< c

h

2

;
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kde konstanta c

2

závisí jen na � a �. Proto¾e P = S

0

a Q = �S

1

, je odhad

(ii) dokázán. }

Lemma 46. Polynomy P (x) a Q(x) buïte jako vý¹e. Potom polynom

W (x) = P (x)Q

0

(x) � P

0

(x)Q(x) není identicky nulový. Speciálnì, P (x) i

Q(x) jsou nenulové.

Dùkaz. Jak víme, jeden z obou polynomù je nenulový, nech» to je tøeba P .

Kdyby W byl nulový, byla by nulová i racionální funkce (Q=P )

0

a Q=P by

byla konstanta r 2 Q. Levá strana (iii) pøedchozího lemmatu by se rovnala

P � (1 � r�). Èíslo � by bylo alespoò h-násobným koøenem P . Pak by ale

P musel být dìlitelný h-tou mocninou minimálního polynomu � a mìl by

stupeò alespoò nh. To ale není mo¾né, podle (i) má P stupeò nejvý¹e h+m �

h(n� 1). }

Lemma 47. Polynomy P (x); Q(x) a W (x) buïte jako vý¹e. Jak víme, W (x)

je nenulový. Nech» p=q 2 Q je libovolný zlomek. Èíslo k 2 N

0

buï násobnost

p=q jako koøene W (x). Potom (i) q

k

< c

h

3

a (ii) existují èísla i; j 2 N

0

,

0 � i < j � k + 1, taková, ¾e pro derivace P (x) a Q(x) platí

P

(i)

(p=q)Q

(j)

(p=q) 6= P

(j)

(p=q)Q

(i)

(p=q) :

Dùkaz. Podle lemmatu 44 (qx�p)

k

dìlíW (x) v Z[x]. Z (i) a (ii) lemmatu 45

a de�nice polynomu W vyplývá, ¾e v(W ) < c

h

3

, kde c

3

závisí jen na � a �.

Tedy i q

k

< c

h

3

.

Pro dùkaz èásti (ii) zderivujme k krát W (x). Podle Leibnizovy formule

pro derivaci souèinu dostaneme

W

(k)

(x) =

X

0�i<j�k+1

P

(i)

(x)Q

(j)

(x)� P

(j)

(x)Q

(i)

(x) :

Proto¾e W

(k)

(p=q) 6= 0, je nìkterý ze sèítancù v p=q nenulový a èást (ii) je

dokázána. }

Dùkaz vìty 42. Nech» p=q 2 Q a r=s 2 Q jsou dvì øe¹ení nerovnosti

(21), pøièem¾ q < s. Uvidíme, ¾e pro dostateènì velké pevné q a s!1 (co¾

lze zaruèit, je-li øe¹ení nekoneènì mnoho) dostaneme spor. Díky zámìnì �

èíslem k�k mù¾eme pøedpokládat, ¾e j�j < 1=2 a jp=qj; jr=sj � 1.
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Polynomy P (x); Q(x) aW (x) buïte jako vý¹e. Nech» k 2 N

0

je násobnost

p=q jako koøene W (x). Uva¾me èísla i a j z (ii) posledního lemmatu. Alespoò

pro jedno z nich, oznaème ho j, platí

sP

(j)

(p=q)� rQ

(j)

(p=q) 6= 0 : (25)

Víme, ¾e 0 � j � k + 1 � 2(m+ h) < 2nh. (Proto¾e j nepøesahuje stupnì P

a Q, platí dokonce j � m + h.) Polo¾íme

u =

P

(j)

(p=q) � q

m+h�j

j!

a v =

Q

(j)

(p=q) � q

m+h�j

j!

:

Patrnì u; v 2 Z. Rovnost (iii) lemmatu 45 nám øíká,¾e

P (x)� �Q(x) = (x� �)

h

R(�; x) ;

kde R(�; x) 2 Z[�; x] má váhu nejvý¹e c

h

2

. Po j-násobném derivování podle

x a vydìlení j! dostaneme

P

(j)

(x)

j!

�

�Q

(j)

(x)

j!

= (x� �)

h�j

R

�

(�; x) ;

kde R

�

(�; x) 2 Z[�; x]. Po provedení úpravy vidíme, ¾e

v(R

�

) < j

2

�

 

2hn

hn

!

3

� v(R) < c

h

4

:

Dosadíme x = p=q a vynásobíme q

m+h�j

. Proto¾e (j�j; jp=qj � 1)

jR

�

(�; p=q)j < v(R

�

) � (m + 1)n < c

h

5

;

dostaneme odhad

ju� �vj < c

h

5

q

m+h�j

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

h�j

: (26)

Z de�nice v plyne, ¾e

jvj < q

m+h�j

� v(Q) � (m+ h + 1) �

 

h+m

j

!

< q

m+h�j

c

h

6

: (27)
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Z (25) plyne, ¾e us � vr 6= 0. Av¹ak us � vr 2 Z. Po rozepsání us � vr =

us� v�s+ v�s� vr nám nerovnosti (21) (zlomky p=q a r=s splòují Thueho

nerovnost), (26) a (27), oznaèíme-li exponent n=2 + 1+ " v (21) jako �, dají

1 � jus� vrj � s � ju� �vj+ jvj � s � j�� r=sj

< c

h

7

(sq

m+h�j��(h�j)

+ q

m+h�j

s

1��

) :

Vzhledem k q

�j

� 1 a q

j(��1)

� q

k(��1)

q

��1

< c

h

8

q

��1

(pou¾íváme odhad (i)

posledního lemmatu) máme

1 < c

h

9

(sq

m+h��h+��1

+ q

m+h

s

1��

)

= c

h

9

(sq

m�(��1)(h�1)

+ q

m+h

s

1��

) : (28)

Nyní zvolíme parametry h a � v závislosti na n; "; p=q a r=s:

h = blog s= log qc+ 2 a � =

"

n� 2

:

Tak¾e c

9

závisí jen na � a " a

c

h

9

� c

2

9

� s

log c

9

= log q

: (29)

Podíváme se na exponenty v nerovnosti (28). Èíslo m� (�� 1)(h� 1) je

nejvý¹e

�

n

2

� 1

�

(1 + �)

 

2 +

log s

log q

!

�

�

n

2

+ "

�

log s

log q

=

�

�

�

n

2

� 1

�

� "� 1

�

log s

log q

+ (n� 2)(1 + �) :

Tak¾e

sq

m�(��1)(h�1)

< s

�(n=2�1)�"

q

(n�2)(1+�)

< s

�"=2

q

2n

: (30)

Èíslo m + h je nejvý¹e

1

2

(n� 2)(1 + �)h+ h =

��

n

2

� 1

�

+

�

n

2

� 1

�

� + 1

�

h

�

�

�

�

n

2

� 1

�

+

n

2

�

 

log s

log q

+ 2

!

:
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Proto¾e 1� � = �

n

2

� ", máme

q

m+h

s

1��

< s

�(n=2�1)�"

q

�(n�2)+n

< s

�"=2

q

2n

: (31)

Z (28), (29), (30) a (31) dostáváme odhad

1 < 2c

2

9

� s

log c

9

= log q�"=2

� q

2n

: (32)

Pøedpokládejme, ¾e øe¹ení Thueho nerovnosti (21) je nekoneènì mnoho.

Nejprve z nich vybereme øe¹ení p=q takové, ¾e q > c

4="

9

, èím¾ s získá v (32)

záporný exponent < �"=4. Pak vybereme druhé øe¹ení r=s takové, ¾e s >

(2c

2

9

� q

2n

)

4="

. Tím se pravá strana nerovnosti (32) stala men¹í ne¾ 1 a získali

jsme ký¾ený spor. Proto má nerovnost (21) pouze koneènì mnoho øe¹ení.

Závìreèný argument dùkazu Thueho vìty | volba s závisí na volbì q |

odkrývá jeho principiální neefektivnost. Pro dané � a " je dokázána pouze

koneènost poètu øe¹ení nerovnosti (21). Ani v principu nelze z dùkazu získat

konkrétní horní odhad pro velikost jmenovatelù øe¹ení.

2.8 Poznámky

2.1 Dirichletova vìta a Fareyovy zlomky. Literatura: Hardy a Wright

[16] a Schmidt [34]. Holubníkový princip pou¾itý v dùkazu Dirichletovy vìty

se èasto nazývá Dirichletùv. Dùkaz vìty 20 pochází od Hermita. Tato vìta

byla známa ji¾ pøed Eulerem, napøíklad Fermatovi, ale poprvé ji dokázal

Euler. S jeho pùvodním dùkazem se lze seznámit v Edwardsovì knize [11].

Èlánek [8] se zabývá historií Fareyových zlomkù. Podrobné informace o zpøes-

nìních Hurwitzovy vìty (úlohy 5 a 6) pøiná¹ejí Schmidt [34] a Cassels [9].

2.2 Øetìzové zlomky. Literatura: Hardy a Wright [16] a Schmidt [34].

Prvních 50 èlenù øetìzového rozvoje algebraické iracionality

3

p

2 je

3

p

2 = ==1; 3; 1; 5; 1; 1; 4; 1; 1; 8; 1; 14; 1; 10; 2; 1; 4; 12; 2; 3; 2; 1; 3; 4; 1; 1; 2; 14;

3; 12; 1; 15; 3; 1; 4; 534; 1; 1; 5; 1; 1; 121; 1; 2; 2; 4; 10; 3; 2; 2; : : :== :

Del¹í výlet do øetìzového rozvoje èísla

3

p

2 za pomoci programu MAPLE

prozrazuje, ¾e z prvních 1000 èlenù je jich vìt¹ích ne¾ 100 celkem dvanáct:

a

35

= 534; a

41

= 121; a

91

= 186; a

114

= 372; a

375

= 186; a

420

= 220;

a

510

= 255; a

571

= 7451; a

586

= 113; a

617

= 151; a

619

= 4941; a

936

= 108:
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Jsou èleny rozvoje omezené nebo neomezené? Na co si vsadíte?

Øetìzovými zlomky se zabývá Perronova monogra�e [30]. Dají se do nich

rozvíjet nejen èísla, ale i funkce, jak jsme vidìli v 2.3, a mají øadu zajímavých

kombinatorických aspektù: viz èlánek [13] a kniha Gouldena a Jacksona [15].

Jako ukázku tìchto kombinatorických souvislostí uvádíme úlohu 7. Øetìzo-

vými zlomky se dá dokázat i Hurwitzova vìta, viz [34].

2.3 Øetìzový rozvoj èísla e. Literatura: Lang [19]. Narozdíl od e se

øetìzový rozvoj èísla � neøídí ¾ádným známým jednoduchým pravidlem. Uvá-

díme prvních 50 èlenù:

� = ==3; 7; 15; 1; 292; 1; 1; 1; 2; 1; 3; 1; 14; 2; 1; 1; 2; 2; 2; 2; 1; 84; 2; 1; 1; 15;

3; 13; 1; 4; 2; 6; 6; 99; 1; 2; 2; 6; 3; 5; 1; 1; 6; 8; 1; 7; 1; 2; 3; 7; : : :== :

Jsou v¹ak známa hezká vyjádøení pomocí zobecnìných øetìzových zlomkù s

obecnými èitateli, napøíklad

4

�

= 1 +

1

2

2 +

3

2

2 +

5

2

2 +

7

2

.

.

.

a

�

4

=

1

1 +

1

2

3 +

2

2

5 +

3

2

.

.

.

:

Oba výsledky jsou klasické, první byl známý ji¾ v 17. století. Následující

Langeho vyjádøení [20] je prý nové:

� = 3 +

1

2

6 +

3

2

6 +

5

2

6 +

7

2

.

.

.

:

Funkce F (c; x), která sehrála klíèovou roli v odvození øetìzového rozvoje

e, je zadána tzv. hypergeometrickou øadou. Øada

P

n

a

n

je hypergeometrická,

pokud podíl a

n+1

=a

n

je racionální funkce v n (podíl dvou polynomù v n).

Obvykle se hypergeometrické øady znaèí takto:

m

F

n

"

a

1

a

2

: : : a

m

b

1

b

2

: : : b

n

x

#

=

X

k�0

(a

1

)

k

(a

2

)

k

� � � (a

m

)

k

(b

1

)

k

(b

2

)

k

� � � (b

n

)

k

�

x

k

k!

;
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kde (a)

k

= a(a+1) � � � (a+ k� 1) pro k 2 N a (a)

0

= 1. Na¹e F (c; x) je tedy

0

F

1

s jediným parametrem c.

Hypergeometrické øady splòují zajímavé identity. Tøeba Gaussovu

2

F

1

identitu

2

F

1

"

a b

c

1

#

=

(c� a� b� 1)!(c� 1)!

(c� a� 1)!(c� b� 1)!

:

Zde a; b; c 2 C a musí platit, ¾e b � 0 je celé èíslo nebo Re(c � a � b) > 0.

Pro x 2 C chápeme x! jako �(x+ 1), kde �(x) je Eulerova gamma funkce.

Nebo Dixonovu

3

F

2

identitu

3

F

2

"

a b c

d e

1

#

=

(a=2)!(a� b)!(a� c)!(a=2� b� c)!

a!(a=2� b)!(a=2� c)!(a� b� c)!

;

kde d = a� b + 1, e = c � b + 1 a Re(1 + a=2� b � c) > 0. Její úpravou se

dostane Dixonova binomická identita

X

k

(�1)

k

 

a + b

a+ k

! 

a + c

c+ k

! 

b+ c

b + k

!

=

(a+ b + c)!

a!b!c!

:

Tyto a mnohé jiné identity se dnes umìjí dokázat èistì mechanickým

postupem, který lze naprogramovat. Nová metoda poèítaèových dùkazù bi-

nomických a jiných identit, kterou pøedlo¾ili Wilf a Zeilberger v èlánku [38],

vrhla na tuto nepøehlednou oblast kombinatoriky jasné svìtlo a uèinila rázem

práci starých mistrù identit v mnoha ohledech zastaralou. Pouèení lze nalézt

ve Wilfovì textu [37] a knize Petkov¹eka, Wilfa a Zeilbergera [31].

2.4 Iracionalita èísla �(3). Literatura: Hlawka, Schoi�engaier a

Taschner [18]. Apéry publikoval svùj dùkaz v [1]. Viz té¾ [32] nebo [23].

Námi uvedený dùkaz nále¾í Beukersovi [6].

Euler kromì �(2) nalezl i dal¹í hodnoty �(s) v sudých èíslech:

�(4) =

�

4

90

; �(6) =

�

6

945

; �(8) =

�

8

9450

; �(10) =

�

10

93555

; �(12) =

691�

12

638512875

; : : :

Nalezl i obecný vzorec pro �(2k) (úloha 12). Apéryho vìta je jediný známý

výsledek o aritmetickém statutu èísel �(2k + 1), která jsou jinak obestøena

tajemstvím. O Eulerových pracích o funkci �(s) a jeho marném úsilí najít

formuli pro �(2k + 1) pí¹e Ayoub [2].

2.5 Transcendence èísel e a �. Literatura: Hilbert [17] a LeVeque

[21]. Iracionalita e plyne hned z nekoneènosti øetìzového rozvoje. Známý

jednoduchý dùkaz zalo¾ený na vyjádøení e = 1=0!+1=1!+1=2!+ � � � uveøejnil
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r. 1815 Fourier. Iracionalitu � dokázal Lambert v r. 1766, mezeru v jeho

postupu zaplnil pozdìji Lagrange.

V sedmém z tøiadvaceti problémù pøedlo¾ených Hilbertem v r. 1900 na

kongresu matematikù v Paøí¾i se vy¾adovalo dokázat, ¾e pokud �; � 2 C

jsou dvì algebraická èísla, pøièem¾ � 6= 0; 1 a � není racionální, je èíslo

�

�

= exp(� log�) transcendentní. To opravdu dokázali a sedmý Hilbertùv

problém tak v roce 1934 nezávisle na sobì vyøe¹ili Gelfond a Schneider. Tudí¾

je èíslo e

�

transcendentní (úloha 16). Zda je �

e

transcendentní nebo alespoò

iracionální není známo. Monogra�e o transcendentních èíslech a diofantických

aproximacích jsou Baker [3], ©idlovskij [33] a Feldman a Nìstìrenko [12].

O historii èísla � se pí¹e populárnì v Beckmannovi [4]. V èeském pøekladu

chybí pár slov o autorovi této úspì¹né, èasto vydávané, citované a pøekládané

knihy. Petr Beckmann (1924{1993) se narodil v Praze. Do r. 1963 pracoval

v Èeskoslovenské akademii vìd. Pak byl pozván jako hostující profesor na

coloradskou univerzitu v USA, kde zùstal natrvalo. Publikoval pøes 50 èlánkù

o teorii pravdìpodobnosti a ¹íøení elektromagnetických vln. Od 70-tých let a¾

do smrti publikoval protechnologicky orientovaný bulletin propagující mimo

jiné výrobu energie v atomových elektrárnách. (Pokraèuje stále na internetu

jako

"

Fort Freedom\ [14].)

Øadu klasických i nejnovìj¹ích výsledkù o èísle � a mnoho odkazù na

literaturu pøiná¹í, a to v èe¹tinì, èlánek [29]. Viz té¾ knihu Berggrena a

bratøí Borweinù [5].

Své knihy mají u¾ i èísla e a i =

p

�1: Maor [24] a Nahin [28]. Knihy

vìnované zlatému øezu � jsou Beutelspacher a Petri [7] a Walser [36].

2.6 Liouvilleova nerovnost. Literatura: Schmidt [34]. Jak víme, � je

transcendentní èíslo. Není ale Liouvilleovo. V r. 1953 Mahler (Kurt, nikoli

Gustav a u¾ vùbec ne Zdenìk) toti¾ dokázal [22], ¾e j� � p=qj > q

�42

pro

ka¾dý zlomek p=q 2 Q, kde q � 2.

Dobøe známý je klasický Cantorùv dùkaz existence transcendentních èísel.

Proto¾e jRj > @

0

(diagonální metoda), ale jC

alg

j = @

0

(snadno se sestrojí bi-

jekce mezi mno¾inamiC

alg

aN), dostáváme, ¾e jRnC

alg

j > @

0

. (Viz úlohy 17

a 18).

2.7 Thueho vìta. Literatura: Sprind¾uk [35]. Prvním zesílením Liou-

villeovy nerovnosti byl Thueho prùlom v r. 1909. Siegel (Carl-Ludwig, nikoli

Horst) v r. 1921 sní¾il exponent dále z n=2+1+" na (zhruba) 2

p

n+". Dyson

a Gelfond nezávisle na sobì v r. 1947 dosáhli dal¹ího zlep¹ení

p

2n+ ". V r.
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1955 Roth sní¾il exponent a¾ na 2 + ": Nerovnost

j�� p=qj < q

�2�"

má pro ka¾dé iracionální algebraické èíslo � 2 R a " > 0 jen koneènì mnoho

øe¹ení p=q 2 Q.

And, only recently, the proof of a conjecture on approximations

to algebraic numbers, long sought for by many of the world's most

eminent mathematicians, was found by one whose Cambridge

examination record was not so briliant that such an outstanding

performance could have been expected from him.

napsal o tom Mordell [27]. V r. 1958 byla Rothovi za tento hluboký výsledek

udìlena

"

Nobelova cena za matematiku\, Fieldsova medaile. Dùkaz Rothovy

vìty lze nalézt ve Schmidtovì knize [34] nebo v Casselsovi [9].

Fieldsovy medaile se udìlují ka¾dé ètyøi roky na Mezinárodním kongresu

matematikù poèínajíc rokem 1936. O historii ceny a jejích laureátech do r.

1994 pojednává Monastyrskij [26].

Jiný Rothùv úspìch, který pøispìl k jeho vyznamenání, byl tento vý-

znamný výsledek z aditivní teorie èísel: Pro jakkoli malé " > 0 se v¾dy najde

n

0

= n

0

(") 2 N takové, ¾e ka¾dá podmno¾ina mno¾iny f1; 2; : : : ; ng, kde

n > n

0

, s alespoò "n prvky obsahuje aritmetickou posloupnost délky 3. Za

zobecnìní Rothovy analytické metody na aritmetické posloupnosti obecné

pevné délky (a za dal¹í výsledky) byl vyznamenán Fieldsovou medilí v r.

1998 Gowers.

Zajímavou postavou historie Thueho a Rothovy vìty je Freeman Dyson

(1918). Kromì ryze matematických prací (vedle zmínìného zlep¹ení Thu-

eho vìty publikoval napøíklad øadu prací o èíselných rozkladech) se proslavil

hlavnì výsledky v teoretické fyzice. V r. 1949 dokázal vzájemnou ekvivalenci

tøí rùzných teorií kvantové elektrodynamiky (QED): Feynmanovy, Schwin-

gerovy a Tomonagovy (tøi nositelé Nobelovy ceny za fyziku za rok 1965).

Podrobnosti a odkazy lze najít napøíklad v Mehrovì knize [25]. Viz té¾ Dy-

sonovy spisy [10].

2.9 Úlohy

1. (2) Harmonické èíslo je zlomek

H

n

=

1

1

+

1

2

+

1

3

+ � � �+

1

n

:
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Doka¾te, ¾e pro ¾ádné n > 1 není H

n

pøirozené èíslo.

2. (0) Uka¾te, ¾e èást 2 vìty 19 pro racionální � neplatí.

3. (2) Doka¾te, ¾e pro ka¾dé iracionální èíslo � 2 R je posloupnost zlom-

kových èástí (fn�g : n = 1; 2; : : :) hustá v intervalu [0; 1]. (Pro ka¾dé

x 2 [0; 1] a " > 0 existuje n 2 N tak, ¾e jx� fn�gj < ".)

4. (1) Nech» � 2 R je iracionální. Uka¾te, ¾e alespoò jeden ze sousedních

Fareyových zlomkù a=b < c=d øádu n, pøièem¾ a=b < � < c=d, splòuje

nerovnost

�

�

�

�

�

��

p

q

�

�

�

�

�

<

1

2q

2

:

5. (1) Dvì iracionální èísla �; � 2 R se nazývají ekvivalentní, existují-li

èísla a; b; c; d 2 Z taková, ¾e ad� bc = �1 a

� =

a� + b

c� + d

:

Doka¾te, ¾e jde opravdu o relaci ekvivalence. Doka¾te dále, ¾e � a �

jsou ekvivalentní, právì kdy¾ jsou jejich øetìzové rozvoje a¾ na koneènì

mnoho èlenù shodné.

6. (3) Nech» � 2 R je iracionální a není ekvivalentní zlatému øezu �.

Potom má nerovnost qkq�k < 1=

p

8 nekoneènì mnoho øe¹ení q 2 N.

7. (3) Nech» b

n

je n-té Bellovo èíslo, které udává poèet v¹ech rozkladù

mno¾iny f1; 2; : : : ; ng na neprázdné a disjunktní podmno¾iny (b

1

=

1; b

2

= 2; b

3

= 5; : : :). Doka¾te identitu

1

X

n=0

b

n

x

n

=

1

1� x�

x

2

1� 2x�

2x

2

1� 3x�

3x

2

.

.

.

:

8. (3) Podejte rigorózní dùkaz, ¾e �(2) = �

2

=6.

40



9. (2) Násobnou zeta funkci �(a

1

; a

2

; : : : ; a

l

) de�nujeme jako

�(a

1

; a

2

; : : : ; a

l

) =

X

n

1

<n

2

<���<n

l

1

n

a

1

1

n

a

2

2

: : : n

a

l

l

:

Doka¾te identitu

�(1; 2) = �(3) :

10. (4) Pøedchozí výsledek je zvlá¹tním pøípadem obecné identity, kterou

nyní popí¹eme. K vektoru a = (a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) 2 N

n

, kde a

n

> 1,

de�nujeme duální vektor b = (b

1

; b

2

; : : : ; b

m

) 2 N

m

následovnì. Místo

a napí¹eme posloupnost nul a jednièek 10

a

1

�1

10

a

2

�1

: : : 10

a

n

�1

, kde 0

k

znamená k nul. V¹imnìme si, ¾e posloupnost má délku a

1

+ a

2

+ � � �+

a

n

a konèí nulou. Otoèíme ji a nuly nahradíme jednièkami a naopak.

Dostaneme posloupnost tvaru 10

b

1

�1

10

b

2

�1

: : : 10

b

m

�1

(patrnì b

m

> 1),

která urèuje duální vektor b. Vektor duální k b je zjevnì a. Doka¾te, ¾e

pro duální vektory a a b platí identita

�(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) = �(b

1

; b

2

; : : : ; b

m

) :

Napøíklad, �(1; 2) = �(3) nebo �(2; 3; 4) = �(1; 1; 2; 1; 2; 2).

11. (4) Nech» K

n

= (V;E) je úplný graf na vrcholech V = f1; 2; : : : ; ng (E

je mno¾ina v¹ech dvouprvkových podmno¾in V ) a w : E ! R je ohod-

nocení jeho hran. Kostrou K

n

rozumíme ka¾dou maximální mno¾inu

T; T � E; která neobsahuje cyklus (je to strom s n � 1 hranami). Její

váha w(T ) se de�nuje jako

P

e2T

w(e). Minimální kostra T

min

je kostra

s nejmen¹í vahou.

Nech» je ohodnocení w dáno nezávislými náhodnými velièinami X

e

; e 2

E; které mají rovnomìrné rozdìlení v intervalu [0; 1]. Doka¾te, ¾e pro

takové w oèekávaná váha minimální kostry splòuje

lim

n!1

E(w(T

min

)) = �(3) :

12. (4) Doka¾te, ¾e

�(2k) =

1

X

n=1

1

n

2k

=

2

2k�1

�

2k

(�1)

k�1

B

2k

(2k)!

;

kde B

2k

2 Q jsou Bernoulliova èísla (viz úloha 22 v kapitole 1).
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13. (3) Spoèítejte, ¾e èíslo � má reprezentaci ve tvaru souètu 4 skorogeo-

metrických øad

� =

1

X

n=0

1

16

n

�

4

8n+ 1

�

2

8n + 4

�

1

8n+ 5

�

1

8n+ 6

�

:

Uka¾te, jak tento vzorec umo¾òuje spoèítat k-tou èíslici hexadecimál-

ního (¹estnáctkového) rozvoje � bez poèítání èíslic jí pøedcházejících.

14. (2) Doka¾te jednodu¹e, ¾e èíslo e není kvadratickou iracionalitou.

15. (1) Uka¾te, ¾e existují kladná iracionální èísla �; � 2 R taková, ¾e

�

�

2 Q.

16. (1) Jak plyne z Gelfond{Schneiderovy vìty, ¾e e

�

je transcendentní?

17. (1) Pøipomeòte si podrobnosti Cantorova dùkazu existence transcen-

dentních èísel.

18. (2) Cantorùv dùkaz se nìkdy nesprávnì oznaèuje jako nekonstruk-

tivní. Uka¾te, ¾e tomu tak není | na jeho podkladì naèrtnìte algorit-

mus (tj. poèítaèový program), který generuje cifry desetinného rozvoje

transcendentního èísla.

19. (2) Nech» � 2 R je algebraické èíslo stupnì n � 2, b 2 N je vùdèí koe�-

cient polynomu p(x) 2 Z[x] stupnì n s koøenem �, �

1

= �; �

2

; : : : ; �

n

jsou koøeny p(x) a p=q 2 Q. Z horních a dolních odhadù velièiny

jb

n

n

Y

i=1

(q�

i

� p)j

odvoïte Liouvilleovu nerovnost.

20. (1) Doka¾te pomocí tvrzení 41, ¾e èíslo � = 10

�1!

+ 10

�2!

+ 10

�3!

+ � � �

je transcendentní.

21. (3) Doka¾te, ¾e ka¾dé reálné èíslo je souètem dvou Liouvilleových èísel.
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