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Vim, ze Cisla jsou krasna. A jestlize krasna nejsou, pak neni krasné nic.

(Paul Erdés, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky prozival pan S. &slice.

,Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhda ¢isla. Maji tvar ...

1 — to je ostré ¢islo, nezavisle na jeho grafickém vyjadreni,

je to néco ukonceného, tvrdého.

2 — to je plossi, ¢tverhranné, bélavé, byva trochu nasedlé ...

3 — to je zaostreny tlomek a toci se.

4 — to je opét ctvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnéjsi, tlusté ...
5 — plné zakonceni v podobé kuzele, véze, masivni.

6 — to nasleduje prvni za ,5“, je bélavé.

8 — to je nevinné, modravé mlécné, podobné vapnu.“

(A. R. Lurija, Mald knizka o velké paméti.)



Toto je predbézny text 2. kapitoly (diofantické aproximace) skript k mé
prednasce Uvod do teorie ¢isel, kterou jsem konal na MFF UK v Praze v
zimnich semestrech Skolnich rokt 1996/97, 1998/99 a 1999/00. Zatim v pre-
printové fadé KAM-DIMATIA Series vysla kapitola 1 (zdkladni pojmy a
obraty) a budou v ni postupné vydany zbylé kapitoly: kapitola 3 (diofantické
rovnice), kapitola 4 (kongruence), kapitola 5 (prvocisla), kapitola 6 (geomet-
rie ¢isel), kapitola 7 (¢iselné rozklady), kapitola 8 (medailony matematiki) a
kapitola 9 (navody k feSenim tloh). Obtiznost tloh je bodovana 0 (nejlehéi)

YV

az b (nejtézsi).

biezen 2000 Martin Klazar
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Kapitola 2

Realna c¢isla versus zlomky

Jednim z prvnich velkych tspéchti Leonarda Eulera bylo secteni rady

1 1 1

Reseni, které popsal v r. 1734 Danielu Bernoullimu v dopise, ktery se nedo-
choval, mohlo znit nasledovné.

Piesvédéim Vas, Ze hledand suma je rovna 72/6. Snadno se vidi,
ze soucet prevracenych hodnot kofenti mnohoclenu se rovné za-
porné vzatému podilu koeficientii linearniho a absolutniho ¢lenu.
Pro nekoneény mnohoclen 1 — x/3! 4+ z?/5! — 2® /7! + - - - dosta-
vame —(—1/6)/1 = 1/6. Kofeny tohoto mnohoélenu jsou zjevné

kvadraty kofentd 1 — z?/3!+ 2% /5! — 28/7! 4 - - - = S22 4 tyto jsou
+m, +27, +37 a tak dal. Proto
S S SR
1272 222 3272 6

Tudiz suma reciprokych hodnot ¢tvercii prirozenych cisel je rovna
72/6, quod erat demonstrandum.

Radu se tietimi mocninami se viak Eulerovi ani pfes velké usili se¢ist nepo-
dafilo a uspokojivé to neumime dodnes. Diky Rogeru Apérymu ale vime, ze
soucet je iracionalni ¢islo.

Druhé kapitola pojednava o diofantickych aproximacich, to jest o priblizo-
vani realnych ¢isel zlomky. Uvodni Dirichletova véta k4, Ze kazdé iracionalni
¢islo a € R se da priblizit nekoneéné mnoha zlomky p/q s presnosti lepsi nez



1/¢%. Zéavéreéna véta oddilu 2.1, Hurwitzova, zlepsuje 1/¢% na 1/v/5¢* a uka-
zuje, Ze obecné se konstanta /5 jiz neda zvétsit. Racionalni aproximace za-
rucené Dirichletovou vétou se daji nalézt pomoci Fareyovych zlomki, jejichz
definici a zakladni vlastnosti uvadime rovnéz v 2.1.

Jinou techniku pro hledani racionalnich aproximaci predstavuji retézové
zlomky, které zavedeme v oddilu 2.2. Kromé zakladnich vlastnosti dokdzeme
i Lagrangeovu vétu charakterizujici periodické fetézové zlomky. V nasleduji-
cim oddilu 2.3 odvodime fetézovy rozvoj ¢isla e. Oddil 2.4 je vénovan zmi-
nénému piekvapujicimu vysledku z konce 70. let 20. stoleti, Apéryho dikazu
iracionality ¢isla 172 +273 4373 + ...,

V oddilech 2.5-2.7 se zabyvame algebraickymi ¢isly. V 2.5 dokdzeme, zZe
mezi né nepatii ani e ani 7. Liouvilleova ¢isla zavedend v 2.6 jsou iracionalni
¢isla s velmi dobrymi racionalnimi aproximacemi. Dokézeme jednoduchy kla-
sicky vysledek: Liouvilleova ¢isla jsou nutné transcendentni. Jinak feceno,
iracionalni algebraicka ¢isla se nedaji prilis dobfe aproximovat zlomky. V 2.7
to dale zesilime v Thueho vété: K algebraickému c¢islu stupné n > 2 se jen
kone¢né mnoho zlomki p/q priblizuje blize nez na q "1

Diikazy jsou elementarni a pouzivaji nejvyse redlnou analyzu, s vyjimkou
dikazu transcendence m, kde se pouziva jednoducha komplexni integrace.
Pozoruhodnd je aplikace prvociselné véty v oddilu 2.4. Oddily 2.4 a 2.7 jsou

vvvvvv

fantickych rovnic, a proto se s nimi znovu setkame v pristi kapitole.

2.1 Dirichletova véta a Fareyovy zlomky

Véta 19 (Dirichlet, 1842). 1. Budte ddna cisla « € R a Q € N,Q > 2.
Pro vhodnad p,q € Z pak plati 1 < g < Q a

a—=| <

<3

1
q@Q

2. Necht o € R je iracionalni. Nerovnost

ma nekonecné mnoho teseni p/q € Q, kde (p,q) = 1.



DUKAzZ. 1. PouZijeme holubnikovy princip. Holubniky predstavuje ) inter-

vali [0,1/Q),[1/Q,2/Q),...,[(Q —1)/Q,1). Holuby ptedstavuje @ + 1 ¢isel
0,1,{a},{2a},...,{(Q —1)a}. Dva holubi museji byt ve stejném holubniku:

[(aqr — p1) — (age — p2)| < 1/Q

pro vhodna p;,q; € Z,kde 0 < ¢u < ¢; < Q. Staci tedy polozit ¢ = ¢1 —qo,p =
P1 — P2, & Nerovnost
lag —p| < 1/Q
vydélit q.
2. Vsimnéme si, ze nezélezi na tom, zda se zlomek p/q pozaduje v za-
kladnim tvaru nebo ne. Mé&jme jiz feseni p, /q1, p2/qz, - - -, 0r/qr- Cislo Q € N
zvolime tak veliké, ze

YQ <A = min o= pi/al

(Neméame-li dosud ani jedno feSeni, volime @) libovolné. Vzhledem k iracio-
nalité « je A > 0.) Podle ¢asti 1 pfiblizime a zlomkem p/q tak, ze 1 < ¢ < Q
a

o —p/al <1/4Q <1/¢” .

Protoze vSak téz 1/qQ < 1/Q < A, plati p/q # pi/¢i,i = 1...r, a p/q je
nové teseni. Takto vytvarime nekonec¢né mnoho reSeni. &

Cést 1 véty 19 ma dalsi pekné pouziti.

Véta 20 (Euler, 1747). KaZdé prvocislo p tvaru 4n + 1 je soucet dvou
ctvercii, p = a® + b*,a,b € N.

DUKAz. Potfebujeme jednoduchy fakt, ktery dokdzeme ve ¢tvrté kapitole.
Pro takové prvocislo p totiz existuje ¢islo ¢ € N takové, ze

=—-1 modp.

Polozime a = ¢/p a @ = [\/p |. Podle 1 véty 19 mame, pro vhodna celd a, b,
el <b< . /pa

c a 1

< —.
p b by/p
Odtud plyne, ze 0 < |cb — pa| < \/p a 0 < (cb — pa)® + b* < 2p. OvSem dislo
(cb — pa)* + b? je délitelné p (volba c), a tak (cb — pa)? + b* = p. %
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Jak pro dané iracionalni o € R aproximace zarucené v 2 véty 19 nalézt?
Zkusme nésledujici napad. Mizeme predpokladat, ze a € (0,1) (pokud ne,
nahradime « ¢islem {a}). Fixujeme n € N a vezmeme vSechny zlomky z
intervalu [0, 1], které jsou v zdkladnim tvaru a maji jmenovatele < n. Uspo-
radame je podle velikosti, fo =0 < fi < -+ < f, = 1, a a sevieme mezi
dva sousedni ¢leny seznamu: f; < a < f;11. Je prekvapujici, Ze tento na
prvni pohled naivni postup vede k cili — pro kazdé n je f; nebo f;,; dobrou
aproximaci « ve smyslu véty 19. Nahlédneme to v poznamece za vétou 21.

Popsana posloupnost zlomkia F, se nazyva Fareyovymi zlomky tadu n.
Napftiklad F5 obsahuje zlomky

0_O<1<1<1<2<1<3<2<3<4<1—1
1 5 74 375 2 5 3 4 5 1
Povsimnéme si medidnové vlastnosti Fareyovych zlomki: V trojici po sobé
jdoucich ¢lenit F,, se prostiedni zlomek rovna podilu souctt citatelt a jme-
novatell svych sousedii. Napriklad

0+1 1 243 1 3+3 2

—=—, —— == a =_.
1+4 5 545 2 544 3
I tato vlastnost plyne z néasledujici véty.

Véta 21 (Cauchy, 1816). Zlomky a/b < c/d budte sousedni polozky se-
znamu F,. Pak bc —ad = 1. Jinak Teceno, rozdil dvou sousednich Fareyovych
zlomki Tadu n je nejmenst mozny (je roven prevracené hodnoté soucinu jme-
novateli,).

DUKAZ. Protoze a L b, podle tvrzeni 4 z 1. kapitoly méa rovnice
br —ay =1 (1)

reseni x,y € Z. Je-li zg,yo FeSenim, je feSenim i xg + ra,yo + rb, kde r € Z
je libovolné ¢islo, a proto existuje feseni xy,y; takové, ze

0<n—-b<y;<n. (2)

Ziejmé x,/y, € F,,. Z (1) mame



Tudiz x,/y; > ¢/d.
Ukézeme, 7Ze ostra nerovnost x1/y; > ¢/d vede ke sporu. Sectenim nerov-

nosti
1

nid

X1

c >1
yd o

a
> hd
- b — bd

a

ISU Y

ziskame
T a S b+ 1y,

yi b T bdy,

OvSem, s pomoci (3) a (2),

1 >b+y1 n

> — .
byr = bdy; bdy,

Tedy d > n, coz je spor.
Proto plati 1 = ¢,y; = d, a ¢, d je také feSenim (1). To je ovSem, co
chceme dokazat. &

Ted jiz umime dokdzat medidanovou vlastnost a vlastnost dobré aproxi-
mace. Pro tfi po sobé jdouci zlomky
a ¢ e
b Sd T
z F, mame podle predchozi véty bc —ad =1 a ed — ¢f = 1. Odtud plynou
vhodnymi celo¢iselnymi linedrnimi kombinacemi rovnosti c(eb — af) =e+a

ad(eb—af) =0+ f. Takze

c a-—+e

d d+f

Nyni vlastnost dobré aproximace. Necht

¢ _ o<
—_ a —
b d’
kde o € R je iraciondlni a a/b < ¢/d jsou dva sousedni zlomky z F,,. Necht
napiiklad b < d. Pak, podle véty 21,

c a 1 1

=< =
d b bd b
a a/b je dobrym pfiblizenim «. Pro b > d je dobrym pfibliZzenim ¢/d. Snadno
se vidi, ze pro n — oo dostavame nekonecné mnoho riznych dobrych apro-
ximaci. Jinym zptisobem jsme tak dokazali 2 véty 19.

a— | <

b

‘ a




Tvrzeni 22 (o Fareyovych zlomcich). Zlomky a/b < ¢/d budte sousedni
poloZky seznamu F,. Necht a/b < a < ¢/d, kde o € R je iraciondlni. Pak
alespon jeden ze tii zlomki a/b,c/d,e/f = (a+ ¢)/(b+ d) spliuje nerovnost

1
V52

DUKAz. Lze pfedpokladat, ze a > (a+¢)/(b+d) = e/ f (plati-li opa¢nd ne-
rovnost, cely néasledujici postup se zfejmym zpisobem upravi). Necht neplati
ani jedna ze tii nerovnosti, potom

a—z—j‘<
q

1
=32 (4)

1
S E T ®)

& c 1
ﬁ_a_ﬁ' (6)

Odvodime spor.
Sectenim (4) a (6) mame, diky vété 21,
c a 1 S 1 <1 n 1>
d b bd = 5E\B2 d?)

Se¢tenim (5) a (6) mame, vzhledem k definici e a f a vété 21,

coe_ 11 (1 1

d f df = Vs \a* f?)°
Tedy bdv/5 > b? + d? a df /5 > d? + f2. Seétenim ziskdvame dv/5(b + f) >
b? 4+ 2d? 4 2. Podle definice f to znamena, ze dv/5(2b+d) > 2b% + 3d* + 2bd.

Ekvivalentné,
L(VB—1)d—2b)?<0.

Musi nastat rovnost, tudiz v/5 = 1 + 2b/d € Q. To je spor. O

Ukézeme, Ze konstanta v/5 ve jmenovateli je nejvétsi mozna.



Véta 23 (Hurwitz, 1891). Necht ¢islo a € R je iraciondlni. Nerovnost
- 1
V5¢?

md nekonecné mnoho veseni p/q € Q. Turzeni neplati, je-li \/5 nahrazena
libovolnou vétsi konstantou A.

D
a__

q

DUKAZ. Prvni ¢ast véty plyne z tvrzeni 22. Pro dikaz druhé ¢asti polozime
a=¢—1=(v/5—1)/2. Ukdzeme, Ze toto &islo — vpodstaté zlaty fez! —
se Spatné aproximuje zlomky. (Nejhtte ze vSech iracionélnich ¢isel, zlaty fez
je v tomto smyslu ,nejiraciondlnéjsi“ ¢islo.) Mé&jme raciondlni aproximaci o
s konstantou A > v/5:
)
a=t4 (7)
qa g
kde p/q € Q a |§] < 1/A < 1/+/5. Tato rovnost a definice o ddvaji
5 b Vi =g

PR R A R B

Umocnénim na druhou a odec¢tenim 5¢%/4 piejdeme k
52
i 0V5 = (a/2+p)* = 5¢/4=p* —pa+q*.

Kdyby bylo mozné rovnici (7) splnit nekoneéné mnoha zlomky p/q, vede
posledni rovnost ke sporu. Jeji leva strana je totiz pro dostatecné velké ¢ v
absolutni hodnoté mensi nez 1. Pro velké g tedy mame p? — pq + ¢* = 0, ¢ili
(2p + q)? = 5¢%. To je opét spor s iracionalitou v/5. O

Cést 2 véty 19 a véta 23 se daji kompaktné zformulovat pomoci znaceni
|- - (vzdalenost k nejblizs§imu celému ¢islu). Prvni véta fika, ze pro iracio-
nalni & mé nerovnost ¢||ga|| < 1 nekone¢né mnoho feseni ¢ € N. Druha ika,
7e jesté i g||qal| < 572 ma nekoneéné mnoho fegeni, ale 57/2 se uz ned4
obecné zmensit. Viz ulohy 5 a 6.

2.2 Retézové zlomky

Zkusime jinou ideu, jak pro dané iracionalni ¢islo a € R nalézt jeho dobré
aproximace zlomky. Aproximace celym ¢islem zdola je jasné, je to ay = |a] €

7



Z. Rozdil (, = a—ay = {a} € [0, 1) aproximujeme podobné — pokud ¢, # 0,
vyjadiime 1/¢ jako

1/¢o=a1+ G, a1 =[1/¢] €N, ¢ ={1/G} €[0,1).
Pokud ¢; # 0, vyjadiime opét
/¢ =as+ G, ag=[1/G] €N, G ={1/G} €[0,1).

Obdobné definujeme dalsi a; € N a ¢; € [0,1). Dostavame rovnosti

1
a = ag+G=a+ —ap+ ———— =
0 CO 0 a1+<1 0 o 1
! az + G
1
= g+ 1 — 8)
CL1+ 1
a2+ ]
.
Gy
Yt G

Cislo a urcuje ¢&isla a; a ¢; jednozna¢éné. Idea je postupné pro i = 0,1,...
nahrazovat (; nulou. Skutecné se tak dostanou dobré aproximace ve smyslu
2 véty 19. Dokdzeme to v tvrzeni 26.

Posloupnost ¢isel a; — pripominame, ze ag € Z a a; € N pro i > 0 —
znacime //ag, ay,...,a,//, popt. //ag,a1,...// (je-li nekoneénd), a nazyvame
fetézovym rozvojem (zlomkem) Cisla «. Jeho n-tym sbliZenym zlomkem rozu-
mime racionaln{ &fslo, které vznikne z vyrazu (8) zaménou ¢, za 0. Cislim
a; se tika cleny rozvoje. Uvadime tii priklady retézovych rozvoju.

Piiklad 1. Rozvineme zlomek —119/27:

—119 16 1 1
7 = —5+2—7:—5+1+E:—5+71+ 1
16 5
1+ﬁ
- 11 — /) —5,1,1,2,5/]
1+ 1
1—|——1
2+g



Sblizené zlomky ¢isla —119/27 jsou —5/1,—4/1,-9/2, —22/5 a —119/27.
Priklad 2. Nalezneme fetézovy rozvoj Cisla o = V7. Protoze

VT=2+(V7-2)

a/7—2¢€(0,1), mame ag = 2,(, = /7 — 2. Protoze
1/6=1/(VT-2)=(VT7+2)/3=1+(7-1)/3

a (V7—1)/3€[0,1), mame a; = 1,{; = (v/7 — 1)/3. Protoze
1/G=3/(VT-1)=(VT+1)/2=1+(VT-1)/2,

mame ay = 1, = (/7 — 1)/2. Protoze
1/6=2/(VT-1)=(V7T+1)/3=1+(V7-2)/3,

mame az = 1, (3 = (/7 — 2)/3. Protoze

1/¢=3/(VT—2)=VT+2=4+(V7-2),
mame ay = 4, (4 = V/7—2 a jsme ve stejné situaci, jako kdyz jsme méli pocitat

ai. Sekvence 1,1,1,4 cleni rozvoje se stale opakuje. Dostavame retézovy
rozvoj

V= //2,1,1,1,41,1,1,4,1,1,1,4,...// .

V jakém smyslu se &islo /7 rovnad svému fFetézovému rozvoji objas-
nime v tvrzeni 26. Posloupnost sblizenych zlomki ¢isla V7 zading
2/1,3/1,5/2,8/3,13/5,45/17,82/31, . ..

Priklad 3. Do tietice se podivame na zlaty rez. Protoze

(1+V5)/2=1+(V5—-1)/2
a (v5—1)/2€[0,1), madme ag = 1, = (v/5 — 1)/2. Déle
/G =2/(V5-1)=(1+V5)/2
a jsme zase na zacatku. Vidime, ze zlaty fez ma velmi jednoduchy fetézovy

rozvoj
1++5

0=

= //1,1,1,1,...// .



Z hlediska ftetézovych rozvoji je ¢ nejjednodussim iraciondlnim cislem.
Posloupnost jeho sblizenych zlomkt zac¢ind zlomky 1/1,2/1,3/2,5/3,... .
Snadno se vidi, Ze n-ty sblizeny zlomek je F,.i/F,, kde F,,n > 0, je

posloupnost Fibonacciovych cisel 1,1,2,3,5,8,13,21,... splijici rekurenci
Fn—l—l =F,+ Fo_1.
Zavedeme abstraktnéjsi pojeti fetézovych zlomk. Necht xg, x1, ..., 2, . ..

jsou rizné proménné. Retézovym zlomkem rozumime téz racionalni funkci

1

/w0, 1, . T )] = x0 +

.’171+

Tp—1 + —
Tn
Sblizenym zlomkem p,, /g, rozumime vyjadieni //xzg, x1,...,2,// jako podilu
dvou polynomt p,(zy, 21, ..., %,) & ¢, (X0, 1, ..., T,), které vznikne tpravou
slozeného zlomku na kanonicky tvar.

Vztah mezi n-tym sblizenym zlomkem r € Q ¢isla @ € R a n-tym sbli-
zenym zlomkem p,, /¢, chdpanym jako racionalni funkce v z; je jednoduchy:
r = pulag,a,...,a,)/q(a, a1,...,a,), kde jsme za proménné z; dosadili
prislusné c¢leny retézového rozvoje. V nasledujicich dvou lemmatech pracu-
jeme se sblizenymi zlomky ve smyslu druhé definice, vSe ale samoziejmé plati
i pro cisla, staci psat a; misto z;.

Lemma 24. Citatele a jmenovatele sblizenych zlomki p,/q, spliuji reku-
rence

Po = Xo, pr = ToTi1+1l, pp = TuPp_i+ Pn
o =1, ¢ = 1, Gn = TpQn-1+ qn-2 -

DUKAZ. Indukei podle n. Pro n = 0, 1 lemma plati. Pfedpoklddejme platnost
rekurence pro n-ty sblizeny zlomek. Pro (n + 1)-ty pak mame

p
qn+1 = //xOJxla"'an-l-l//://xOJ’Z‘lJ“‘an—len+1/xn+1//
n+1

(xn + l/xn-l—l)pn—l +pn—2
(ZL‘n + l/xn-l—l)Qn—l + qn—2

10



Tn+1 (xnpn—l + pn—?) + Pn—1

Tn+1 (ann—l + Qn—2) + dn-1
Tn+1Pn + Pn-1

Tn+14n + gn—-1 ‘

Pri prechodu na druhy a ¢tvrty fadek jsme pouzili indukéni predpoklad. <

Lemma 25. Sblizené zlomky splnugi vztahy

p_n Pn—1 (_l)n_l a Zﬁ . Pn—2 (_l)nxn

qn gn—1 Gn—19n dn qn—2 qn—29n

DUKAZ. Opakovanym pouzitim piedchoziho lemmatu postupné dostavame
Pnln—1 — qnPn-1 = (xnpn—l + pn—?)Qn—l - (ann—l + Qn—Z)pn—l
= _(pnflqn72 - Qn71an2)
(=1)" (p1go — q1po)
(_l)n—l ]

Pomoci predchoziho lemmatu a pravé odvozeného vztahu mame

Pndn—2 — qnPn-2 = (xnpn—l + pn—?)Qn—Z - (ann—l + Qn—Z)pn—Q
- xn(pnfl(Ian - anlpn72)
= (—1)"x, .

&

Tvrzeni 26 (shrnuti). Zlomek p,/q, € Q bud n-ty sblizeny zlomek retézo-
vého rozvoje cisla a € R, ¢isla a; budte cleny Tetézového rozvoje a.

1. pn/qn je v zakladnim tvaru. (To jest, ¢isla p, a q, vypoctend z a; pomoci
rekurenci jsou nesoudeélnd.)

2. pon/@on < @ < Dopi1/Gont1-

3. Rozvoj //ag,a1,... /] je konecny, pravé kdyZ a je raciondlni.
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4. Raciondlni o se rovnd svému retézovému rozvoji.

5. Pro iraciondlni o posloupnosti sblizenych zlomki

Po/ao < p2/q2 <pPafas <<«

a< - <ps/qs < p3/qz < pi/Qa

konverguji k c.
6. Kazdy sblizeny zlomek « je jeho dobrym pribliZenim ve smyslu 2 véty 19.

DUKAzZ. Cast 1 plyne z predeslého lemmatu, protoze ppgn—1 — gnpn_1 = £1.
Cast 2 vyplyva z rovnosti (8): Nahradime-li v ni ¢, nulou, vyraz se zmensi
pro sudé n a zvétsi pro n liché. V 3 je ziejmé, ze iraciondlni @ mé nekonecny
fetézovy rozvoj. Necht nyni o = p/q € Q. Ziejmé p/q = |p/q| +10/q, kde 1y
je zbytek pii déleni p ¢islem ¢. Dale 1/(y = |q/ro] + r1/70, kde 71 je zbytek
pti déleni ¢ ¢islem 7. A tak déle. Vytvareni fetézového rozvoje zlomku p/q
je tedy jen jinym popisem Euklidova algoritmu pro hledani (p, q) (viz oddil
1.1). Odtud je konecnost ziejméa. Rovnost 4 je o¢ividnd — jakmile ¢, = 0,
a = p/q se rovna svému fetézovému rozvoji. Cast 5 plyne z 2 a z obou
vztahti pFedchoziho lemmatu. Cést 6 plyne z prvni rovnosti tohoto lemmatu
a z monotonie ¢, 1 < ¢q,. Dostavame tak jiz tfeti dikaz 2 véty 19. &

Lemma 27. Sblizené zlomky p,/q, € Q ¢isla o € R spliiuji nerovnosti
lago — po| > lag — pi| > |age —pa| > -+ .

DUkAz. Necht a = //ag,ay,...// (fetézovy rozvoj « mize byt i ko-
ne¢ny). Definujeme redlnd ¢isla 3, a «, jako £, = //ag,a1,...,a,// a
ay = [/an, pi1, ... //. Podle lemmat 24 a 25 mame

Pn+1 N o Pn+19n — Qn+1Pn (_l)n

Qnﬂn+1 —Pn =(qn Pn = - .
Gn+1 Qn+1 Op+1Gn + Gn-1

To plati i tehdy, chapeme-li a; jako proménné. Za a, 1 v 3,1 dosadime ;11
a mame (a,41 > 1)

1 1
< .
Qn41Qn + Gn—1 An + Gn—1

|aqn - pn| -

12



Z druhé strany (a, < a, + 1), s pouzitim lemmatu 24 v zavérecné rovnosti,

1 1 1
AQn-1— Pn-1| = > = :
| e " 1| Andn—1 + Gn—2 (a'n + 1)(]n—l + dn—2 An + dn-1
Tim je lemma dokzano. &
Je-li o redlné a Cisla p € Z a ¢ € N jsou takova, ze ||qo|| = |ga — p| < |||

pro vSechna pfirozend Cisla r mensi nez ¢, nazyva se zlomek p/q nejlepsi
aprorimact Cisla a.

Véta 28 (Lagrange, 1770). Nejlepsi aprozimace o € R jsou prdvé jeho
sblizene zlomky.

DUkAz. Necht o = //ag, ay,...// mé sblizené zlomky p, /g, € Q. Ukazeme
nejprve, ze nejlepsi aproximace a/b € Q,a L b, se rovna nékterému z nich.
Nerovnost a/b < py/qo = ap = | ] je nemoznd, plyne z ni totiz

o —ap| =a—ay < a—a/b < bla—a/bl = |ba — al ,

coz je ve sporu s definici nejlepsi aproximace. Podobné je nemozna i nerovnost
a/b > p1/q1, protoze implikuje

la/b—a|=a/b—a>a/b—pi/q > 1/bq ,

coz dava opét spor |ba —a|l > 1/q; = 1/a; > |a — agl|. Takze py/qo < a <
p1/qi. Kdyby a/b nebyl roven zadnému sblizenému zlomku, lezel by ostie
mezi P, 1/qn-1 & Pnt1/qns1 pro néjaké n € N. Podle lemmatu 25

1
anfl o

1
Gndn—1 ‘

a Pn—1

b B qn—1

Pn Pn—1

qn gn—1

Tedy ¢, < b. Na druhé strané, podle ¢asti 5 tvrzeni 26,

< ‘ a
a _ —
=147

1 S Pnt1 . 9
an+1 In+1 b

Odtud mame |g,o — p,| < 1/gni1 < |ba — al. Zlomek a/b neni nejlepsi
aproximaci «, coz je spor. Dokézali jsme prvni polovinu véty.

Zbyva dokazat, ze kazdy sblizeny zlomek je nejlepsi aproximaci. Postu-
pujeme indukeci podle n. Pro n = 0 je py/qo nejlepsi aproximaci, protoze
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neexistuje ¢ € N, 1 < ¢ < ¢y = 1. Necht jiz bylo dokazano, ze p,/q, je
nejlepsi aproximace. Jako ¢ oznacime prvni celé cislo vétsi nez ¢,, pro néz
plati [[ga|| < ||guc||. Cislo p € Z je uréeno z ||ga|| = |ga — p|. Podle induké-
niho predpokladu a definice nejlepsi aproximace je jasné, Ze p/q je nejlepsi
aproximace «. Podle prvni ¢asti a predchoziho lemmatu je jasné, ze ¢ = ¢,11
&P = Pnt1- %

Nésledujici vysledek dokazal A. M. Legendre.

Tvrzeni 29 (blizko se dostanou jen fetézové zlomky). Pokud o € R,
p/q € Q ala—p/q| < 1/2¢%, je p/q sblizengm zlomkem ¢isla .

DUKAZ. Podle predeslé véty staci ukdzat, ze p/q je nejlepsi aproximaci c.
Abychom to ovéfili, uvazime libovolny zlomek a/b rizny od p/q, pro néjz
plati

lbae — a| < |gae —p| < 1/2¢ .

Tudiz

2bg ' 242 2bg?

1 1 1 b+
L g\a__\+‘a_8‘< “
bq q

Odtud plyne ¢ < b. Cislo p/q je opravdu nejlepsi aproximace a tedy sblizeny
zlomek ¢isla o. &

Véta 30 (Lagrange, 1770). Cislo o € R bud iraciondlni. Jeho Fetézovy
rozvoj o = [lag,aq,... [/ je od urcitého mista periodicky, pravé kdyz « je
kvadratickou iracionalitou.

DUKAZ. Necht

a = [lag,ai,...[/
je periodicky rozvoj s predperiodou délky [ a periodou délky k. Polozime-li
a = [lay, apy1, - .. //, mame

ap = //al,az+1; .- -,az+k—1,az// .

Odtud
o — pag+p

T+ q

14



kde p/q a p'/q jsou posledni a predposledni sblizeny zlomek C¢isla
/a, ... a1, 1//. Pro &islo a plati

o= ap1+ P2
Qg1+ q 2

(10)

(pi/qi je jeho [-ty sblizeny zlomek). Eliminaci oy z (9) a (10) dostavame pro
« kvadratickou rovnici s celoc¢iselnymi koeficienty.

Opacna implikace je zajimavéjsi. Necht iracionalni o € R spliuje rovnici
ac? +ba+c =0, kde a,b,c € Z a a # 0. DokdZeme periodi¢nost Fetézového
rozvoje a = //ag, a1, ... //. Opét vezmeme Cisla

= [/, i, ... /] -
Plati
o OnPn—1 +pn—2
B Ondn—1 + qn—2 ’
kde p,/q, je n-ty sblizeny zlomek a. Dosadime to do rovnice pro a a po
upravach dostaneme

Ao + Bua, +C, =0,
kde

An - apifl + bpn—lQn—l + CQ72171 )
Bn - 2apn71pnf2 + b(pn71an2 + anlpn72) + QCanl(Ian a
Cn = api_Q + bpn—QQn—Z + qu,_Q .

Odtud okamzité plyne, ze C,, = A,_;. S pomoci lemmatu 25 dostavame, ze
B? — 4A,C,, = b* — 4ac .

Cislo a se pomoci sblizeného zlomku vyjadif jako o = 6/¢2_, + Pp_1/qn_1,
kde [0] < 1. Tedy

An - a(aqnfl + 5/%71)2 + b(aqnfl + 5/(]7171)(]7171 + Cgi—l

5 \2
= ¢ (ac® +ba+c) +2aa5+a< ) + b
qn—1

2
) +bd .

15
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|A,,| proto lze omezit konstantou nezavislou na n. Diky C, = A, a relaci
svazujici A,,, B, a C,, totéz platii pro B,, a C,,. Pro hodnoty veli¢in A,,, B,,, C,,
tedy mame s n probihajicim prirozend ¢isla jen kone¢né mnoho moznosti.
Proto existuji (holubnikovy princip) tii celd ¢isla A, B a C' a takové tii indexy
ny <mng <ng,ze A,, =A,B,, =BaC, =C,i=1,2,3. Dostavame, ze ¢isla
.. jsou FeSenim jediné kvadratické rovnice Az? + Bz + C = 0. Nékterd dvé
se proto nutné rovnaji, naptiklad o, = a,,. Rozvoj «a je tudiz od urcitého
mista periodicky. &

O fetézovych rozvojich algebraickych iracionalit stupné > 2 neni témér nic
znamo. Napiiklad neni znadmo, zda ¢leny fetézového rozvoje v/2 jsou omezené.

2.3 Retézovy rozvoj ¢isla e

Ikdyz (jak dokdzeme v 2.5) je Eulerovo ¢islo e transcendentni a jeho fetézovy
zlomek proto neni periodicky, ridi se jednoduchym pravidlem.

Véta 31 (Euler, 1737). Cislo e = 2.71828 ... md fetézovyj rozvoj sloeny z
pocdtecniho useku 2,1 a z useku 2n, 1,1, kde n probiha N, to jest

e=//2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,...// .
DUKAZ. Necht ¢ € R, kde ¢ #0,—1,—2,... . Budeme pracovat s funkci

xTL

F(Cam):le::()c(c+1)...(c+n—l)-n!'

Sc¢itanec s n = 0 se definuje jako 1. Pro kazdé pevné ¢ z uvedeného oboru
fada definujici F'(c, z) konverguje pro v8echny argumenty = € R.
Porovnanim koeficientii u 2" se ujistime o platnosti identity

F(c,z) =F(c+1,x2) +ﬁF(c+2,x) :
Upravou z ni odvodime vztah
Flc+1,z) 1
F(c,x) _1+ v Fle+2,2) "

clc+1) Flc+1,x)
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Polozime x = 2% a upravujeme dale:

F(c+1,2%) 1
F(e,z?) ¢ z F(c+2,2%) "

z c+1F(c+1,2?)

V4
C

Opakovanim této transformace ziskame fetézovy rozvoj

P Fetl?) e
c  F(c2?) A

ctn ctn+l | c+n+1z //
Yoz 2 z F(ct+n+2,22)

V dalsim bude ¢ = 1/2 a z = 1/2y, kde y € N. Pak (¢ +n)/z € N pro
vSechna n € Ny. Protoze F(c+n+1,2%)/F(c+n+2,2%) > 1, je

ctn+1 F(c+n+1,27%)

>1
2 F(c+n+2,2?)

a muzeme rozvijet donekonecna:

EM_ c ctl c+2
¢ F(c 22 HO0, S50 55 ] (12)

Z mocninného rozvoje exponencidlni funkce
=y
= n!

a z definice F'(c,x) plynou identity

W _eTW = n = 2

e’ —e Eﬁ 2n+1 2wF (3/2,w?/4) a
B 00 (wZ)n

w wo= 2 = 2F(1/2,w?/4) .

ev + e n§:0 2n) (1/2,w"/4)

Polozime w = 1/y,y € N, a utvofime podil obou rovnosti. S pouzitim (12)
dostavame podivuhodnou identitu

el/y _ e_l/y

oy Loy //0,v,3y,5y, 7y, ... /] .
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Volba y = 2 vede k rovnosti

e—1
=//0,2,6,10,14,...// .
e + 1 // ) ? ) ) ) //
Hledany rozvoj e odtud odvodime hrubou silou. Polozime
e+1
a= .
e—1

Je to reciprokd hodnota pravé uvazovaného cisla, a tak
a=//2,6,10,14,18,...// .
Necht 7, /s, je n-ty sblizeny zlomek a. UkdZeme, Ze redlné ¢islo
¢€=//2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,...//
se rovna ¢islu

a+1
a—1"

e =

Necht p,/q, je n-ty sblizeny zlomek &.
Pro kazdé celé n > 0 dokézeme platnost rovnosti

P3nt1 =Tn+Sn & Q3py1 =7Tn — Sp -

(13)

Pro n = 0,1 tyto rovnosti plati, pfimy vypocet rekurentnimi vztahy totiz
ukazuje, ze p; = 3,1 = 1,19 = 2,5 =1l apy =19,q4 = 7,7, = 13,57 = 6.
Pro n > 1 uzijeme indukci. Necht (13) plati pro n — 1. Lemma 24 dava pro

r, a s, vztahy

= 24+4n)r, 1 +rn 2 a S, =(2+4n)s, 1+ Sp 2 -

Pro p,, jakoz i pro ¢,, mame rekurence

P3n-3 = DP3n—a+ DP3n-5 1
D3n—2 = P3n-3 1 D3n—1 -1
P3n-1 = 2np3p-2+ DP3n-3 2
D3n = Psn—1 T P3n—2 1
DP3nt1 = DP3n + P3p-1 1

Linedrni kombinaci uzivajici koeficientii uvedenych vpravo dostavame

Pant1 = (4n 4+ 2)p3p—2 + Pan-s5 a @ant1 = (40 + 2)@3n—2 + @3n—5 -

18
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S pomoci rovnic (14) plynou rovnice (13) indukei.
Vztah (13) je dokazéan, plati tedy

P3n+1 . 7“n"_sn . rn/sn + 1

q3n+1 T'n — Sn 7dn/sn —1

Limitnim pfechodem, n — oo, plyne kyzena rovnost

1
52&—1— =e.

a—1

2.4 Iracionalita cisla ((3)

Véta 32 (Apéry, 1979). Cislo

> 1 1 1 1
T L . =1.20205 ...
¢(3) nzz:ln?’ 1+8+27jL

je iractonalni.

Zda jsou i jiné hodnoty ((2k + 1) funkce ((s) v lichych ¢islech iracionélni
neni znamo. Hodnoty ((2k) jsou racionalni nasobky mocnin ¢isla 7 a jsou
tedy transcendentni (tiloha 12.)

Zacneme serii lemmat. Diikaz pouziva redlnou analyzu, v zavéru budeme
potifebovat prvociselnou vétu z kapitoly 5. Zac¢ina analytickd magie.

Pro cislar,s € Ny a 0 € R,0 > 0, mame identity

r-l—a s+o 00 1
———dxdy =
// l—xy v Z(/c+r+a+1)(k+s+a+1)

B i < 1 1 >
 Er—s\k+s+o+1l k+r+o+1

1 1 1
= ( + + - >
r—s\s+14+o0 s+4+2+4+0 r+o

Prvni fadek plyne rozvinutim 1/(1 — zy) do geometrické fady a zdménou po-
radi integrace a sumace. Druhy radek predstavuje elementarni tpravu plat-
nou pro r # s. Na tfetim fadku predpokladdme navic, ze r > s.

Necht V(r) =[1,2,...,7] je nejmensi spoleény nasobek ¢isel 1,2,...,r.

19



Lemma 33. Pror,s € Ny, r > s, mame

1loga:y oy a
[ [T aa=gea.

kde a L b a jmenovatel b déli V (r)3.

DUKAZ. Horejsi identitu

Lol grtoyste 1 1 1 1
[ gy - L N -
o Jo 1—uay r—s\s+1l4+oc s+2+0 r+o

derivujeme nejprve podle o (zaména potadi derivovani a integrace) a pak
polozime o0 = 0. Dostaneme

Llog(zy) Sy -1 1 1 1
// L—ay dxdy_r—s((s+1)2+(s+2)2+”'+ﬁ>

a vse je jasné. &

Lemma 34. Pror € Ny mdme

1loga:y 1 1 1
[ iy =s - - 5 )

DUKAzZ. Hofejsi identitu

r—l—a S+O’ 00 1 1 1
I A e i Y - )
l—xy i —s\k+s+to+1 k+r+o+1

nejprve derivujeme podle o (zdména poradi derivovéani a integrace, derivovani
a sumace) a pak polozime r = s a 0 = 0. Dostaneme

1logxy > —2
Vdedy =) ————=
// 1 —ay = ,;)(k+r+1)3

a vse je jasné. &

Zavedeme celociselny polynom

P = 4 () wa—am = Se(F) (")

k=0
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Lemma 35. Pro kazdé c¢islo n € N mame vztah

logwy an((3) +
[ ] B )P @) drdy = 2

kde ay,b, € 2.

DUKAzZ. Plyne z obou piredchozich lemmat. &

Lemma 36 Plati

[ [ B b 0y ey =

1—3:

/// 2l = 2)yl = y)w (1_w))nd:rdydw>0.

(1—(1—zy)w)+!

DUKAZ. Pomoci
—log(xy) /1 dz
l—zy  Jo 1—(1-my)z

nahradime dvojity integral na levé strané trojitym integralem

1ol Po(r\P
/ / / w (@) n () dedydz .
0 Jo Jo 1—(1—ay)z
Ten pomoci definice P,(x) proménime n-nasobnou integraci per partes podle

x v integral
(xyz)"(1 — z)"P,(y)
dz dyd
/// (1—-(1—uay)z)"t! raes

Uzijeme substituci

1—=z 1—(1—uay)z
e —— = —"
1—(1—2zy)z’ w(l —zy)—1

Ve vysledném integralu (nepiehlédnéme, ze w probihd [0,1] v opaéném
smyslu, nez z)

/// (1—2)"(1—- )%dxdydw

integrujeme n krat per partes podle y. Dostaneme

/// Mooty =y n(l_w)ndxdydw.

(1— (1 —zy)w)nt!

w=w(z)= dw
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Tento integral je navic bezpochyby kladny, protoze jeho integrand je v daném
oboru kladny. $

Lemma 37. Jako I oznacime otevieny jednotkovy interval (0,1). Pak

a(l—2)y(l—ywld-—w) o
ryaer 1—(1—2y)w = vV2-1t

DUKAZ. Nejprve pro pevné z,y € I najdeme maximum

M (o) = max wil - w)

wel 1 —aw

kde @« = 1 — zy. Standardnim postupem (,derivaci poloZ rovnu nule*) se

zjisti, ze
1— Iz a>2

(07

M) = (
a nabyva se vw = (1 — /1 — a)/a. Nyni zmaximalizujeme vyraz

z(1 —2)y(l —y)
(1+ /xy)?

pficemz xy = 3? bude konstanta a z,y lezi v I. Hleddme tedy maximum
vyrazu

(1 —2)y(l —y)M(a) =

B2+ 5% — (z + p*/x))
(1+3)?
pro z € I. To znamend minimalizovat z + 3?/x. Hned se vidi, Ze minimum
23 se nabyva pro x = 3. Dostavame maximum

(ﬁ(l - ﬁ)>2
1+ '
Funkce 3(1—)/(1+ 3) nabyva na I maxima (v/2—1)% a to pro 8 = v2—1.

Celkové maximum je tedy (v/2 —1)* anabjvaseve =y ==+v2—-1a
w=1/(1+3) =2/2. &
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DUKAZ VETY 32. Podle lemmat 35, 36, 37 a 34 pro kazdé ¢islo n € N existuji
cela cisla a,, b, € Z takova, ze

dxdydw
0 < |anC(3) +ba| < V(n)*(V2 - 1) ///
<JaCB) +bal < V() e

= V(n) 4n/ / _ll(lg;yy dx dy
= 2(3)V(n)’ (ﬂ - 1)

Pro velka n plati odhad
V(n) <n™™ < 37,

nebot V'(n) je souc¢inem 7(n) mocnin prvoéisel, z nichz zadna nepresahuje
n, a m(n) ~ n/logn podle prvociselné véty (véta ?7 z paté kapitoly). Pro
vSechna n > ny tak plati odhad

0 < |anC(3) + ba| < 2¢(3)- 27" - (V2 = 1)* < (4/5)".

Pokud ((3) = ¢/d € Q, jsou tyto nerovnosti sporné. Podle prvni z nich je
lan((3) + b,| > 1/d pro vSechna n € N, zatimco podle posledni ma pro
n — oo dand velic¢ina jit k nule.

2.5 Transcendence Cisel e a 7

Uvadime dva klasické vysledky z teorie transcendentnich ¢isel. Disledkem
druhého z nich je nemoznost kvadratury kruhu: Pomoci pravitka a kruzitka
nelze k danému kruhu sestrojit rovnoplochy ¢tverec.

Véta 38 (Hermite, 1873). Cislo e = 2.71828. .. je transcendentni.
DUkAz. (Hilbert, 1893.) Integraci per partes se pro kazdé k£ € N snadno

spocCte, ze
o k —x
/ e dx = k! .
0

Pro kazdy celoéiselny polynom p(x) € Z[x] je proto nésledujici integral rovny
celému cislu a navic

/Ooo 2*p(x)e "dr = p(0)k! mod (k+1)! . (15)
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Necht je ¢islo e algebraické stupné n a spliiuje rovnici
ap+ae+---+ae” =0, (16)

kde a; € Z a ag # 0. (Nenulovost konstantniho ¢lenu se da vzdy dosdhnout
zkrdcenim mocniny x.) Tuto rovnost pfivedeme ke sporu.
Pro r € N a redlna ¢isla b < ¢ < oo definujeme zkratku

/ - / 2 (= 1)z —2)-(x —n)) e "dz .

b b

Rovnici (16) vynasobime [; a vznikly soucet n + 1 integrali rozlozime na
Pi+P=0,

kde

P = ao/ +a1e/ +---+ane”/ a
0 1 n

1 2 n
P, = ale/ +a2e2/ +---+ane"/ )
0 0 0

Pomoci substituce y = x — k vypocCteme

age® /koo = a /koo 2" (x—=1) - (z—n)) e @y
= [ AR (k1) g+ k=) ey
ao o~ Y po(y)eVdy prok =0a
ar ooy pr(y)e™¥dy  pro0 <k <mn,
kde p;(y) € Z[y] je jisty polynom. Podle (15) dostavame
Py = agpo(0)r! = ap(—1)"U TV () mod (r +1)! .
Pro (r +1) L ayn! je P, nenulové celé ¢islo délitelné r! (ted potfebujeme, ze

ap # 0). Necht M a N jsou maxima funkei |z(z — 1) ---(x — n)| a |z(x —
1)+ (x —n)e™®| na intervalu [0,n]. Pro 1 <k < n mame

k
0

k
< |ak|/ M Ndz = k|ag| MN
0

24



a proto
1P| < (lai]e + 2]az]e® + - - - + nlagle”) M"N .

Pro r — oo je tedy P, = o(r!). Protoze mame nekone¢né hodnot r € N,
pro néz je P; nenulovy nasobek r!, a pritom vzdy plati rovnost P, + P, = 0,
dostavame spor. &

Véta 39 (Lindemann, 1882). Cislo m = 3.14159. .. je transcendentni.

DukAz. (Hilbert, 1893.) Necht je ¢islo 7 algebraické. Pak, podle tvrzeni 14
z 1. kapitoly, je algebraické i ¢islo im, kde i = «/—1. Necht oy = im, g, ...,
jsou vSechny koteny celociselného polynomu, ktery se anuluje na ¢7w. Potom

(1) (14 ) (L) = L 4o g o =0,

protoze 1 + ™ = 0. Cisla Bi,..., Bn, jichz je m = 2" — 1, jsou rovnéz
algebraické, jsou to totiz vSechny mozné soucty vytvorené z cisel a;. Tvrzeni
14 nam dava jesté vice — stejné jako v jeho diikazu se dostane, Ze (3; jsou
koreny celoéiselného polynomu h(z) stupné m.

Lze pfedpoklddat, Ze nulova §; jsou ¢isla 3,, = B1 = = Bm—a41 = 0.
Takze
(1_|_al)+eﬂl_l’_...+eﬂmfa:07 (17)
kde a € Ny a f1,..., Bn-a € C?8 jsou nenulova ¢sla. Tuto rovnost piive-
deme ke sporu.
Cisla B4, ..., Bm_a jsou kofeny celo¢iselného polynomu

f@) =h(x)/2" = ba' + bzt L+ -+ by,

kde [ = m — a a celd cisla b, b, nejsou nulova.
Rovnost (17) vynasobime integralem

o0 o
/ — / xr(blf(x))r+1efa:d:r 7
0 0
kde r € N je parametr, ktery vhodné zvolime pozdéji. Opét mame rozklad

Pi+P=0,
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kde
po= (a+1)/ +e51/ +...+em/ a
0 B1 B
B1 B2 B
P, = ¥ +eﬂ2/ +---+e/”/.
0 0 0

Integraly v P; jsou pres polopiimku rovnobéznou s realnou osou a bézici z
B; do oo. Integraly v P, jsou pres piisluSnou tsecku.

Po rozvinuti Taylorovou fadou vidime, ze (y + ;)" (b'f(y + 5;))"*" jako
polynom v y mé nejnizsi mocninu y" !, protoze f(3;) = 0. Po jejim vytknuti
zbyva polynom v y stupné [(r+1) — 1, jehoz koeficienty (polynomy ze Z[f;])
maji koeficienty délitelné b'"*1. Proto s pomoci substituce y = z — B a
kongruence (15) dostavame

[T = [T B0 8 vy
= (r+D!G(bg;)) ,

kde G(z) € Z[z] je jisty polynom.
Jak vime, by, ...,b0 € C8 nebot jde o kofeny monického polynomu
9(y) € Z[y), kde y = bz a g(y) = b'~" f(z). Tudiz

Gb) +-+GbA) €2,

protoze podle véty 13 a Vietovych vztahi je tato suma rovna hodnoté jistého
celociselného polynomu na koeficientech g(y).

V P; tak poslednich [ sé¢itancti dava dohromady celo¢iselny nésobek (r +
1)!. Co se tyce prvniho séitance, podle kongruence (15) mame

/OOO = P mod (1 4+ 1)1
Takze P, € Z a
P =rl(a+ 10" mod (r 4 1)! .
Clen P, se odhadne jako v piedchozi vété. Vyjde odhad
[P < M",

kde M je vhodna konstanta. Rovnost P, + P, = 0 je tak opét nemoznd —
pro nekoneéné mnoho r € N je P, nenulovy nasobek r! (protoze bb, # 0,
staci vzit r tak, ze (r +1) L (a + 1)bb;) a soucasné P, = o(r!). &

26



2.6 Liouvilleova nerovnost

Oba predchozi dikazy jsou docela rafinované. Mnohem jednodussi dikazy
transcendence rady cisel poskytuje Liouvilleova véta.

Véta 40 (Liouville, 1844). Je-li o € R algebraické éislo stupné n > 2,
existuje konstanta ¢ > 0 zdvisejici jen na « takovd, Ze

c
o — > — 18
> (18)

3

pro vSechny zlomky p/q € Q.

DUkAz. Necht P(x) € Z[x] je celodiselny polynom stupné n s kofenem o.
Jako I oznac¢ime interval [ — 1, + 1]. Konstantu d zavedeme vztahem
o ’
d= I?SIX|P (z)] .
Ukézeme, ze (18) plati s konstantou ¢ = min(1,1/d). Pro zlomek p/q ¢ I
plati (18) trividlné. Pokud p/q € I, pouZijeme Lagrangeovu vétu o stiedni
hodnoté:
P(p/g) _ Plp/d) — Ple) _
= = P'(y), (19)
p/e—«a plq—«
kde y € R lezi mezi « a p/q. Jisté P(p/q) # 0, jinak by P(z)/(x — p/q) byl
(racionalni) polynom s kofenem « a stupném mensim nez ma P(x). Navic je
P(p/q) zlomek se jmenovatelem nepiesahujicim ¢". Proto

1

[P(p/a)| = o (20)
Z (19) a (20) ihned méame
a_zz‘ _ ‘P(f’/q) L)
q P'(y) |~ dg¢» — ¢*

&

(Alternativni dikaz je naznacen v uloze 19.) Véta ma nésledujici prakticky
korolar.
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Tvrzeni 41 (pFiznak transcendence). KaZdé redlné iraciondlni cislo «,
pro néz ma pro kazdé n € N nerovnost

feseni p/q € Q s q¢ > 1, je transcendentni.

Proto je naptiklad cislo

>

n=1

1

o = 0.1100010000000000000000010. ..

transcendentni (tiloha 20). Reédlna iracionalni ¢isla spliujici podminku tvr-
zeni 41 se nazyvaji Liouvilleova.

Z 2 véty 19 plyne, ze pro algebraické ¢islo a € R stupné 2 je exponent
n = 2 v (18) nejlepsi (tj. nejmensi) mozny. Vime dokonce (véta 23), ze pak

c < 1/+/5.

2.7 Thueho véta

Pro éisla @ € RN C 8 stupné n > 3 se d4 exponent n v Liouvilleové nerov-
nosti snizit. Toto snizeni ma dalekosdhlé disledky pro teSeni diofantickych
rovnic a je hlubokym vysledkem o algebraickych ¢islech.

Véta 42 (Thue, 1909). Necht o € R je algebraické cislo stupné n > 2 a
cislo € > 0 je pevné. Nerovnost

(21)

ma jen konecné mnoho teseni p/q € Q.

Vsimnéme si, ze pro n = 2 jde o tvrzeni slabsi nez Liouvilleova véta.

Bez 1jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze p 1 ¢q. Dalsi zjednodu-
Seni je, ze Thueho vétu stac¢i dokdzat pro celd algebraickd ¢isla. Skutecné,
pro a € C 8 existuje b € Z, 7e § = ba € C 8 a (21) implikuje nerovnost

bp b b 1
8]« e
q

qn/2tite T gel2 ’ q/2tite/2
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Nekone¢ny pocet feSeni (21) by tedy znamenal i nekoneény pocet feSeni ne-

rovnosti
1

p
‘ﬁ - 5‘ < qn/2—|—1+8/2 ’

V dalSim je proto a redlné celé algebraické ¢islo stupné > 3.
Nejprve dokdzeme pomocné tvrzeni a ¢tyfi lemmata.

Tvrzeni 43 (Siegelovo lemma). Bud ddna soustava m homogenich line-
drnich rovnic s n nezndmymi, pricemz celociselné koeficienty a;; € Z splrugi
nerovnost |a;j| < A. Dadle se predpokladd, Ze n > m. Potom ma soustava
celociselné reseni 21, 2o, . .., 2, € 4 takové, Ze nektere z; je nenulovée a kazZdé
z; splnuje nerovnost

] < [(nA)™ =™

DUKAZ. Pravou stranu posledni nerovnice ozna¢ime jako Z. Podle definice
je Z 41> (nA)™=m)_ Odtud plyne, ze

(mAZ+1)™ < (Z+1)". (22)
Linearni formy soustavy oznacime jako L;, 7 = 1,...,m. A; bud soucet
kladnych koeficienti L; a —B; soucet zadpornych koeficientti. Pro z; € Z,1 =
1...n, spliujici 0 < z; < Z plati odhad
—B]Z S Lj(Zl, Ceey Zn) S A]Z .
Déle Aj+ B; < nA. Cislo Lj(#,...,2,) € Z padne do intervalu [-B;Z, A, 7]

délky nejvyse nAZ a muze tedy nabyvat nejvyse nAZ + 1 hodnot. Pro hod-
noty m linearnich forem mame nejvyse

(nAZ +1)™
moznosti, coz je podle (22) méné, nez kolik je moznych argumenti 2, . .., z,.
Pro dva rtizné argumenty vy, ..., v, a wy, ..., w, proto (holubnikovy princip)
plati L;(v1, ..., v,) = Lj(wn, ..., w,) provsechna j = 1...m. Pak z; = v,—w;
predstavuji hledané feseni. &

Néasledujici vysledek plyne z tvrzeni 12 v 1. kapitole.

Lemma 44. Necht polynom P(z) € Z[x] mad r-ndsobny raciondlni koren
p/q, p L q. Potom P(z) = (qv — p)"R(x), kde R(z) € Z[z].
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Vahou v(P) celo¢iselného polynomu P € Z|xy,...,z,] rozumime nej-
vétsi absolutni hodnotu koeficientu. Pripominame, ze ¢islo o € R je celé
algebraické stupné n > 3 a ¢ > 0 je pevné realné ¢islo. Cisla h € N a
0 € R,0 <6 <1, jsou parametry, jejichz hodnotu vhodné zvolime v zavéru
dikazu. Kladné konstanty ¢y, cs, ..., které postupné definujeme, zaviseji jen
na ¢ (a na ¢isle a, ale to se neméni). Polozime

m = |(n—2)1+06)h/2] . (23)

Lemma 45. Ezistuji celociselné polynomy P(z),Q(z) € Z[x], oba nenu-
lové, které maji ndsledugici tii vlastnosti. (i) deg(P),deg(Q) < m + h, (ii)
v(P),v(Q) < i a (i) plati identita

P(z) — aQ(z) = (z — o)"(Ry(z) + aRy(z) + - -+ + "' Ry_y () |
kde R;(z) € Z[x] a deg(R;) < m.

DUKAZ. Polynomy P a ) definujeme pomoci relace (iii). Polynomy R; maji
celkem N = n(m + 1) nezndmych koeficienti. Redukei mocnin « (nyni po-
uzijeme, Ze « je celé algebraické, podrobnéji dale) vyjadiime pravou stranu
rovnice v (iii) ve tvaru

So([l)) —+ aSl(x) + -t Oén_lsn_l(l') y

kde koeficienty polynomi S;(x) jsou celo¢iselnymi linedrnimi kombinacemi
koeficienti polynomit R;(z). Zfejmé deg(S;) < m + h. Splnit (iii) a defi-
novat tak P = Sy a Q = —S; znamend zajistit, aby Sy(z),...,S, 1(x)
byly identicky nulové. Pro koeficienty polynomi R; tak dostavame M =
(n —2)(h +m + 1) linedrnich homogenich rovnic s celo¢iselnymi koeficienty.
Tvrzeni 43 zarucujici existenci nevelkého netrividlniho (tj. vSechny R; nejsou
identicky nulové) feSeni lze pouzit, pokud

N=nm+1)>M=(n-2)(h+m+1).

To je ekvivalentni nerovnosti m > $h(n—2) — 1, kterou hodnota (23) spliwje
pro kazdé 6 > 0.

Ze Siegelova lemmatu tedy dostaneme polynomy R;. Ziskané polynomy P
a () nejsou soucasné nulové, protoZze na pravé strané (iii) je souc¢in nenulovych
polynomi. Ze jsou dokonce oba nenulové plyne z argumentu, ktery je pouZit
obecnéji v nasledujicim lemmatu. Splnili jsme (i) a (iii).
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Zbyvéa dokéazat odhad (ii). Vime, Ze « spliiuje rovnici o = kg + kjo +
4k, 1™ kde k; € Z. Necht k je nejvétsi hodnota |k;|. Pro [ > n mdme
rovnici o = o/ "a" = koo™ + kot + -+ k10! Indukel podle [
dostavame, ze o! = ki + ko +- -+ ko™t kde |kl < (nk)! "L S uzitim
téchto vyjadieni upravime pravou stranu (iii) na

2 R;(x) ;(—1)1' (?) itigh—i _ 2 Ri(2)Ti(a, z) = "z_% 0'5,(z) |

kde polynom T;(«, z) € Z]a, ] ma v « stupeii nejvyse n — 1 a v x nejvyse h

a jeho vaha nepresahuje
h i+h—n
(g

Podivame se na koeficienty polynomu S;(z). Fixujeme celd ¢isla a,0 <
a<h+mab0<b<n-—1.Necht p;(z) € Z[z], deg(p;) < h, je koeficient
o’ v T;(a, z). Koeficient 2% v Sy(z) je roven koeficientu z® v polynomu

2 pi(x)R;(z) . (24)

Homogeni linearni soustava Sy(z) = 0,...,S,_1(x) = 0 pro neznadmé ko-
eficienty polynomt R;(x) ma tedy celociselné koeficienty, které v absolutni

hodnoté neptesahuji
h h _ h
(1) <t

kde ¢, je konstanta zavisla jen na a.
Z (23) a definice M a N plyne, ze
M (n=2)(h+m+1) < (n—=2)(h+m+1)
N—M 2m+1)—(n—2)h (n —2)hé

n
< —.
)

Siegelovo lemma tedy poskytne R;(z) € Z[z] s vahou nepfesahujici
(n(m + l)c}f)n/(s

Polynomy S;(x) € Z[z] pak podle (24) maji vihu nejvyse

n-(h+1)-c- (n(m + 1)c'f)n/6 <d,
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kde konstanta c, zavisi jen na « a 0. Protoze P = Sy a Q = —S51, je odhad
(ii) dokazan. &

Lemma 46. Polynomy P(z) a Q(x) budte jako wvySe. Potom polynom
W(z) = P(x)Q'(x) — P'(x)Q(x) neni identicky nulovy. Specidlné, P(x) i
Q(z) jsou nenulové.

DUKAz. Jak vime, jeden z obou polynomu je nenulovy, necht to je tfeba P.
Kdyby W byl nulovy, byla by nulova i racionalni funkce (Q/P)" a Q/P by
byla konstanta r € Q. Leva strana (iii) pfedchoziho lemmatu by se rovnala
P - (1 —ra). Cislo a by bylo alespoii h-nasobnym kofenem P. Pak by ale
P musel byt délitelny h-tou mocninou minimalniho polynomu « a mél by
stupeni alespon nh. To ale neni mozné, podle (i) ma P stupen nejvyse h+m <

h(n —1). &

Lemma 47. Polynomy P(x),Q(z) a W (z) budte jako vyse. Jak vime, W (x)
je nenulovy. Necht p/q € Q je libovolnyj zlomek. Cislo k € Ny bud ndsobnost
p/q jako kotene W (x). Potom (i) ¢ < c& a (ii) existuji ¢isla i,j € Ny,
0<i<j<k+1, takovd, Ze pro derivace P(x) a Q(x) plati

POp/)QP(p/q) # PV (p/9)Q™ (p/q) -

DUKAZ. Podle lemmatu 44 (qz —p)* déli W (z) v Z[z]. Z (i) a (ii) lemmatu 45
a definice polynomu W vyplyva, ze v(W) < ¢, kde c3 zavisi jen na « a d.
Tedy i ¢* < cb.

Pro dikaz ¢asti (ii) zderivujme k krat W (z). Podle Leibnizovy formule
pro derivaci sou¢inu dostaneme

W@ = 3 PO@RUE) - PO@Q ) .

0<i<j<k+1

Protoze W) (p/q) # 0, je néktery ze s¢itancii v p/q nenulovy a st (ii) je
dokazana. &

DUKAZ VETY 42. Necht p/q € Q a r/s € Q jsou dvé FeSeni nerovnosti
(21), pricemz g < s. Uvidime, Ze pro dostatecné velké pevné q a s — oo (coz
lze zarudit, je-li feSeni nekoneéné mnoho) dostaneme spor. Diky zdméné o
C¢islem ||o|| mazeme predpokladat, ze |a] < 1/2 a |p/q|, |r/s| < 1.
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Polynomy P(x), Q(z) a W (z) budte jako vySe. Necht k € Ny je ndsobnost
p/q jako kotene W (z). Uvazme ¢isla i a j z (ii) posledniho lemmatu. Alespon
pro jedno z nich, ozna¢me ho 7, plati

sPY(p/q) —rQY(p/q) £ 0 . (25)

Vime, 7 0 < j < k+1 < 2(m+ h) < 2nh. (Protoze j nepfesahuje stupné P
a @, plati dokonce j < m + h.) Polozime

PO (p/q) - gn+h—i D (p/q) - gm+h—i
L= Pw/a)q Wy @@/ g ‘

g!

J!
Patrné u,v € Z. Rovnost (iii) lemmatu 45 nam tika,ze
P(z) — aQ(z) = (z — a)"R(a, z) ,

kde R(a, ) € Z[a, x] méa vahu nejvyse cl. Po j-ndsobném derivovani podle
x a vydéleni j! dostaneme
PO@) QW) (x)
J! J!

= (z — )" IR (o, 1) ,

kde R*(«, z) € Z]«, z]. Po provedeni tpravy vidime, Ze

2hn°
v(R*) < j%- (hn) -v(R) < .

Dosadime x = p/q a vynasobime ¢™*"~J. Protoze (||, |p/q| < 1)
|R*(a, p/q)| < v(R*) - (m+1)n < cl |

dostaneme odhad

lu — av| < clg™ ™" o — P (26)
q
Z definice v plyne, ze
. h+m
|U| < qm+h]_v(Q).(m+h_|_1).< ] >
< qmthmich (27)
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Z (25) plyne, ze us — vr # 0. AvSak us — vr € Z. Po rozepsani us — vr =
us — vas + vas — vr nam nerovnosti (21) (zlomky p/q a r/s splhuji Thueho
nerovnost), (26) a (27), oznac¢ime-li exponent n/2 +1+¢ v (21) jako A, daji

1 < |lus—or|<s-|lu—av|+|v| s |a—r1/s]
< C?(Squrhfjf/\(hfj) + qm+hfj817)\) )
Vzhledem k ¢77 < 1 a ¢/ < gFO-Dgr=1 < chg? =1 (pouzivame odhad (i)
posledniho lemmatu) mame
1 < CS(Sqm+h7/\h+)\fl + qm+h817)\)

_ CS(Squ()\fl)(hfl) +qm+h817/\) ) (28)

Nyni zvolime parametry h a § v zavislosti na n,e,p/q a r/s:

€
h=11 1 2 0= .
llogs/loga) +2 a § = ——
Takze cg zavisi jen na v a € a
cg <ck- glogeo/loga (29)

Podivame se na exponenty v nerovnosti (28). Cislo m — (A —1)(h — 1) je

nejvyse
n log s n log s
——1)(1+9)(2+ —— —(— )—
<2 >( * )< +logq) 2jLE log q
n log s
= ——1)—e-1 —2)(1 .
<6(2 ) c >logq+(n )1 +9)
Takze

Sqm—(/\—l)(h—l) < 86(n/2—1)—5q(n—2)(1+6) < 8—5/2q2n ) (30)

(G- (G-1)oen)s
(G145 (o)
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s(n—2)(1+6)h+h
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Protoze 1 — A = —5 — ¢, mame

m+h 1—X
q

s < 86(n/271)75q5(n72)+n < 875/2q2n ) (31)

Z (28), (29), (30) a (31) dostavame odhad
1< 263 . SlOgCg/lqu—E/2 . q2n ) (32)

Predpokladejme, Ze feSeni Thueho nerovnosti (21) je nekoneéné mnoho.
Nejprve z nich vybereme feSeni p/q takové, ze g > 03/5, ¢imz s ziskd v (32)
zaporny exponent < —e/4. Pak vybereme druhé feSeni r/s takové, ze s >
(2¢2 - ¢°™)*/¢. Tim se prava strana nerovnosti (32) stala mensi nez 1 a ziskali
jsme kyZzeny spor. Proto mé nerovnost (21) pouze kone¢né mnoho feseni.

Zavérecny argument dikazu Thueho véty — volba s zavisi na volbé ¢ —
odkryva jeho principidlni neefektivnost. Pro dané « a ¢ je dokazéna pouze
kone¢nost poc¢tu fesSeni nerovnosti (21). Ani v principu nelze z dikazu ziskat
konkrétni horni odhad pro velikost jmenovateli reSeni.

2.8 Poznamky

2.1 Dirichletova véta a Fareyovy zlomky. Literatura: Hardy a Wright
[16] a Schmidt [34]. Holubnikovy princip pouzity v diikazu Dirichletovy véty
se casto nazyva Dirichletiv. Dikaz véty 20 pochéazi od Hermita. Tato véta
byla zndma jiz pred Eulerem, napriklad Fermatovi, ale poprvé ji dokézal
Euler. S jeho ptivodnim dikazem se lze seznamit v Edwardsové knize [11].
Clanek [8] se zabyva historif Fareyovych zlomkii. Podrobné informace o zpies-
nénich Hurwitzovy véty (tlohy 5 a 6) prinaseji Schmidt [34] a Cassels [9].

2.2 Ret&zové zlomky. Literatura: Hardy a Wright [16] a Schmidt [34].
Prvnich 50 ¢lenti fetézového rozvoje algebraické iracionality /2 je

V2 = //1,3,1,5,1,1,4,1,1,8,1,14,1,10,2,1,4,12,2,3,2,1,3,4,1,1,2, 14,
3,12,1,15,3,1,4,534,1,1,5,1,1,121,1,2,2,4,10,3,2,2, ... // .

Delsi vylet do Fetézového rozvoje ¢isla /2 za pomoci programu MAPLE
prozrazuje, zZe z prvnich 1000 ¢lent je jich vétsich nez 100 celkem dvanact:

ags = 534, g1 = ]_2]_, agy = 186, a114 = 372, asrs = ]_86, Ag20 = 220,

as190 = 255, as71 = 7451, 586 = 1].3, QAg17 = 151, QAg19 = 4941, QAg36 — 108.
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Jsou ¢leny rozvoje omezené nebo neomezené? Na co si vsadite?

Retézovymi zlomky se zabyva Perronova monografie [30]. Dajf se do nich
rozvijet nejen ¢isla, ale i funkce, jak jsme vidéli v 2.3, a maji fadu zajimavych
kombinatorickych aspektii: viz ¢lanek [13] a kniha Gouldena a Jacksona [15].
Jako uk4zku téchto kombinatorickych souvislosti uvddime tilohu 7. Retézo-
vymi zlomky se da dokazat i Hurwitzova véta, viz [34].

2.3 Ret&zovy rozvoj ¢&isla e. Literatura: Lang [19]. Narozdil od e se
retézovy rozvoj ¢isla 7 netridi zadnym zndmym jednoduchym pravidlem. Uva-
dime prvnich 50 ¢lenii:

T o= //3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,2,1,1, 15,
3,13,1,4,2,6,6,99,1,2,2,6,3,5,1,1,6,8,1,7,1,2,3,7,...// .

Jsou vSak zndma hezka vyjadieni pomoci zobecnénych retézovych zlomki s
obecnymi citateli, napriklad

T 1

=1+ 22 az e
2—1-752 1—1-722
2+772 3+732

2+ — 5+ —

4 12
m

Oba vysledky jsou klasické, prvni byl znamy jiz v 17. stoleti. Nasledujici
Langeho vyjadieni [20] je pry nové:

12
32

52
6"‘772

6+ —

T=3+

6+

Funkce F(c, x), ktera sehréla kli¢ovou roli v odvozeni Fetézového rozvoje
e, je zadana tzv. hypergeometrickou fadou. Rada Y, a, je hypergeometrick4,
pokud podil a,1/a, je raciondlni funkce v n (podil dvou polynomi v n).
Obvykle se hypergeometrické fady znaci takto:

a Qaz ...

by by ... by

an




kde (a)y =a(a+1)---(a+k—1) prok € N a (a)y = 1. Nase F(c, x) je tedy
oF} s jedinym parametrem c.
Hypergeometrické rady spliuji zajimavé identity. Treba Gaussovu oF}
identitu
a b . (c—a—=b—1)(c—1)!
c ‘ ]_(c—a—l)!(c—b—l)!'
Zde a,b,c € C a musi platit, ze b < 0 je celé ¢islo nebo Re(c¢ —a — b) > 0.
Pro z € C chapeme z! jako I'(xz + 1), kde I'(x) je Eulerova gamma funkce.
Nebo Dixonovu 3 F5 identitu

a (a/2)!(a —b)!(a —c)l(a/2 —b—c)!
o220

al(a/2-b)!(a/2 —c)(a—b—c) ’
kded=a—-b+1,e=c—b+1aRe(l+a/2—b—c)> 0. Jeji apravou se
dostane Dixonova binomicka identita

S (o) G i) -

k

2F1l

b ¢
e

Tyto a mnohé jiné identity se dnes uméji dokdzat cisté mechanickym
postupem, ktery lze naprogramovat. Nova metoda pocitacovych dikazi bi-
nomickych a jinych identit, kterou piedlozili Wilf a Zeilberger v ¢lanku [38],
vrhla na tuto neprehlednou oblast kombinatoriky jasné svétlo a ucinila razem
praci starych mistri identit v mnoha ohledech zastaralou. Pouceni lze nalézt
ve Wilfové textu [37] a knize PetkovSeka, Wilfa a Zeilbergera [31].

2.4 Iracionalita ¢&isla ((3). Literatura: Hlawka, Schoifiengaier a
Taschner [18]. Apéry publikoval sviij dikaz v [1]. Viz téz [32] nebo [23].
Nami uvedeny dikaz nalezi Beukersovi [6].

Euler kromé ((2) nalezl i dalsi hodnoty ((s) v sudych ¢islech:

8 sy

C(4) = 90> ¢(6) = 915" ¢(8) = 950" ¢(10) = 93555 ¢(12) = 636895117;182757 s

Nalezl i obecny vzorec pro ((2k) (tloha 12). Apéryho véta je jediny znamy
vysledek o aritmetickém statutu ¢isel ((2k + 1), kterd jsou jinak obestiena
tajemstvim. O Eulerovych pracich o funkei ((s) a jeho marném sili najit
formuli pro ((2k + 1) piSe Ayoub [2].

2.5 Transcendence ¢€isel e a 7. Literatura: Hilbert [17] a LeVeque
[21]. Iracionalita e plyne hned z nekonecnosti Fetézového rozvoje. Znamy
jednoduchy dikaz zalozeny na vyjadieni e = 1/0!4+1/114+1/2!+- - - uvetejnil
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r. 1815 Fourier. Iracionalitu 7 dokézal Lambert v r. 1766, mezeru v jeho
postupu zaplnil pozdéji Lagrange.

V sedmém z triadvaceti problémi ptredlozenych Hilbertem v r. 1900 na
kongresu matematiki v Pafizi se vyzadovalo dokazat, ze pokud «a,3 € C
jsou dvé algebraickd ¢isla, pficemz a # 0,1 a [ neni racionalni, je ¢islo
of = exp(Bloga) transcendentni. To opravdu dokazali a sedmy Hilberttiv
problém tak v roce 1934 nezavisle na sobé vytesili Gelfond a Schneider. Tudiz
je Cislo e™ transcendentni (tiloha 16). Zda je 7 transcendentni nebo alespon
iracionalni neni znamo. Monografie o transcendentnich ¢islech a diofantickych
aproximacich jsou Baker [3], Sidlovskij [33] a Feldman a Néstérenko [12].

O historii ¢isla 7 se piSe popularné v Beckmannovi [4]. V ¢eském prekladu
chybi par slov o autorovi této tspésné, casto vydavané, citované a prekladané
knihy. Petr Beckmann (1924-1993) se narodil v Praze. Do r. 1963 pracoval
v Ceskoslovenské akademii véd. Pak byl pozvan jako hostujici profesor na
coloradskou univerzitu v USA, kde ziistal natrvalo. Publikoval pres 50 ¢lankt
o teorii pravdépodobnosti a Siteni elektromagnetickych vin. Od 70-tych let az
do smrti publikoval protechnologicky orientovany bulletin propagujici mimo
jiné vyrobu energie v atomovych elektrarnach. (Pokracuje stale na internetu
jako , Fort Freedom* [14].)

Radu klasickych i nejnovéjsich vysledkii o ¢sle 7 a mnoho odkazti na
literaturu piindsi, a to v Cesting, ¢lanek [29]. Viz téz knihu Berggrena a
bratii Borweint [5].

Své knihy maji uz i ésla e a ¢ = /—1: Maor [24] a Nahin [28]. Knihy
vénované zlatému fezu ¢ jsou Beutelspacher a Petri [7] a Walser [36].

2.6 Liouvilleova nerovnost. Literatura: Schmidt [34]. Jak vime, 7 je
transcendentni ¢islo. Neni ale Liouvilleovo. V r. 1953 Mahler (Kurt, nikoli
Gustav a uz viibec ne Zdendk) totiz dokazal [22], ze |m — p/q| > ¢~** pro
kazdy zlomek p/q € Q, kde ¢ > 2.

Dobfe znamy je klasicky Cantortiv ditkaz existence transcendentnich ¢isel.
Protoze |R| > Ry (diagonalni metoda), ale |C 28| = X, (snadno se sestroji bi-
jekce mezi mnozinami C 8 a N), dostavame, Ze |[R\C 28| > Ry. (Viz tlohy 17
a 18).

2.7 Thueho véta. Literatura: Sprindzuk [35]. Prvnim zesilenim Liou-
villeovy nerovnosti byl Thueho priillom v r. 1909. Siegel (Carl-Ludwig, nikoli
Horst) v r. 1921 snizil exponent dale z n/2+1+¢ na (zhruba) 2y/n+e¢. Dyson
a Gelfond nezévisle na sobé v r. 1947 dosahli dalsiho zlepeni v/2n +¢. V 1.
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1955 Roth snizil exponent az na 2 + e: Nerovnost

o = p/al < g7
mé pro kazdé iracionalni algebraické ¢islo a € R a € > 0 jen konecné mnoho
feSeni p/q € Q.
And, only recently, the proof of a conjecture on approximations
to algebraic numbers, long sought for by many of the world’s most
eminent mathematicians, was found by one whose Cambridge

examination record was not so briliant that such an outstanding
performance could have been expected from him.

napsal o tom Mordell [27]. V r. 1958 byla Rothovi za tento hluboky vysledek
udélena ,,Nobelova cena za matematiku®, Fieldsova medaile. Diikkaz Rothovy
véty lze nalézt ve Schmidtové knize [34] nebo v Casselsovi [9].

Fieldsovy medaile se udéluji kazdé ¢tyti roky na Mezinarodnim kongresu
matematikii poc¢inajic rokem 1936. O historii ceny a jejich laureatech do r.
1994 pojednava Monastyrskij [26].

Jiny Rothiv uspéch, ktery prispél k jeho vyznamenani, byl tento vy-
znamny vysledek z aditivni teorie ¢isel: Pro jakkoli malé € > 0 se vzdy najde
ny = ng(e) € N takové, Ze kazdd podmnozina mnoziny {1,2,...,n}, kde
n > ng, s alespon en prvky obsahuje aritmetickou posloupnost délky 3. Za
zobecnéni Rothovy analytické metody na aritmetické posloupnosti obecné
pevné délky (a za dalsi vysledky) byl vyznamenan Fieldsovou medili v r.
1998 Gowers.

Zajimavou postavou historie Thueho a Rothovy véty je Freeman Dyson
(1918). Kromé ryze matematickych praci (vedle zminéného zlepSeni Thu-
eho véty publikoval napiiklad Fadu praci o ¢iselnych rozkladech) se proslavil
hlavné vysledky v teoretické fyzice. V r. 1949 dokazal vzajemnou ekvivalenci
tii riznych teorii kvantové elektrodynamiky (QED): Feynmanovy, Schwin-
gerovy a Tomonagovy (tfi nositelé Nobelovy ceny za fyziku za rok 1965).
Podrobnosti a odkazy 1ze najit napfiklad v Mehrové knize [25]. Viz téZ Dy-
sonovy spisy [10].

2.9 Ulohy

1. (2) Harmonické cislo je zlomek
1 1 1

1
H =>4+ =-4+=+4--+-—.
1+2+3+ +n
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Dokazte, ze pro zadné n > 1 neni H,, prirozené ¢islo.
. (0) Ukazte, ze ¢ast 2 véty 19 pro raciondlni o neplati.

. (2) Dokazte, ze pro kazdé iraciondlni ¢islo v € R je posloupnost zlom-
kovych ¢asti ({na}: n=1,2,...) husta v intervalu [0, 1]. (Pro kazdé
xz €[0,1] ae > 0 existuje n € N tak, ze |[r — {na}| <e.)

. (1) Necht « € R je iracionalni. Ukazte, ze alespon jeden ze sousednich
Fareyovych zlomki a/b < ¢/d tadu n, pficemz a/b < o < ¢/d, splije
nerovnost

. (1) Dvé iraciondlni ¢isla a, 3 € R se nazyvaji ekvivalentni, existuji-li
¢isla a, b, c,d € Z takova, ze ad — bc = £+1 a

ac + b
cao+d -

8=

Dokazte, ze jde opravdu o relaci ekvivalence. Dokazte déle, ze o a (3
jsou ekvivalentni, pravé kdyz jsou jejich retézové rozvoje az na konecné
mnoho ¢lent shodné.

. (3) Necht @ € R je iraciondlni a neni ekvivalentni zlatému Fezu ¢.
Potom m4 nerovnost ¢||qa|| < 1/4/8 nekoneéné mnoho feseni ¢ € N.

. (3) Necht b, je n-té Bellovo cislo, které udava pocet vSech rozkladi
mnoziny {1,2,...,n} na neprazdné a disjunktni podmnoziny (b; =
1,by =2,b3 =5,...). Dokazte identitu

(e.@)
Z b = 2
n=0

1l—oz—

222
1—2x — 5
3z

13z — "

. (8) Podejte rigordzni dikaz, ze ((2) = 72/6.
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9.

10.

11.

12.

(2) Nasobnou zeta funkci ((ay,as,...,q;) definujeme jako

1
C(alaa'%"-;a'l): Z a1 _as  _a

ag
ni<ng<ny N1 9% .1y

Dokazte identitu
€(1,2) =((3) .

(4) Predchozi vysledek je zvlastnim piipadem obecné identity, kterou
nyni popiseme. K vektoru a = (ai,as,...,a,) € N kde a, > 1,
definujeme dudlni vektor b = (by, ba, ..., b,) € N™ nasledovné. Misto
a napiSeme posloupnost nul a jednicek 10-110%~1 . 10% !, kde 0F
znamend k nul. VSimnéme si, ze posloupnost ma délku ay +as + -+ +
a, a konc¢i nulou. Otoc¢ime ji a nuly nahradime jednickami a naopak.
Dostaneme posloupnost tvaru 10°:7110%2~1 ... 10~ (patrné b,, > 1),
kterd urcuje dualni vektor b. Vektor dudlni k b je zjevné a. Dokazte, ze
pro dudlni vektory a a b plati identita

C(ay,as, ..., a,) = (b, bo, ..., 0y) .
Napiiklad, ¢(1,2) = ¢(3) nebo ¢(2,3,4) = ¢(1,1,2,1,2,2).

(4) Necht K,, = (V, E) je uplny graf na vrcholech V= {1,2,... n} (E
je mnozina vSech dvouprvkovych podmnozin V) a w : E — R je ohod-
noceni jeho hran. Kostrou K, rozumime kazdou maximalni mnozinu
T,T C E, kterd neobsahuje cyklus (je to strom s n — 1 hranami). Jeji
vaha w(7T) se definuje jako Y ,cp w(e). Minimalni kostra T, je kostra
s nejmensi vahou.

Necht je ohodnoceni w dano nezavislymi nahodnymi veli¢inami X, e €
E, které maji rovnomérné rozdéleni v intervalu [0, 1]. Dokazte, Ze pro
takové w ocekavand vaha minimalni kostry spliuje

lim E(w(Twin)) = C(3) .

n—0o0
(4) Dokazte, ze
> 1 - 22k717r2k(_1)k7132k

C(Qk) = Z W - (21{1)' )

n=1

kde By € Q jsou Bernoulliova ¢isla (viz Gloha 22 v kapitole 1).
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13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

(3) Spocitejte, ze ¢islo 7 ma reprezentaci ve tvaru souctu 4 skorogeo-
metrickych rad

w—ii<4—2—1—1>
N 16" \8n+1 8n+4 8n+5 8n+6/"

n=0
Ukazte, jak tento vzorec umoznuje spocitat k-tou cislici hexadecimal-
niho (Sestnactkového) rozvoje 7 bez pocitani ¢islic ji predchazejicich.

(2) Dokazte jednoduse, Ze ¢islo e neni kvadratickou iracionalitou.

(1) Ukazte, ze existuji kladna iraciondlni ¢isla «, 5 € R takova, ze
B
o € Q.

(1) Jak plyne z Gelfond—Schneiderovy véty, Ze e™ je transcendentni?

(1) Pfipomente si podrobnosti Cantorova dilkazu existence transcen-
dentnich ¢isel.

(2) Cantortiv dikaz se nékdy nespravné oznacuje jako nekonstruk-
tivni. Ukazte, ze tomu tak neni — na jeho podkladé nacrtnéte algorit-
mus (tj. po¢itacovy program), ktery generuje cifry desetinného rozvoje
transcendentniho ¢isla.

(2) Necht @ € R je algebraické ¢islo stupné n > 2, b € N je vudéi koefi-
cient polynomu p(z) € Z[x| stupné n s kofenem «, oy = a, ag, ..., oy,
jsou koteny p(x) a p/q € Q. Z hornich a dolnich odhadi veli¢iny

" [ (qci — p)|
1=1

odvodte Liouvilleovu nerovnost.

(1) Dokazte pomoci tvrzeni 41, Ze ¢islo 8= 107" +10"% + 103 + - -.
je transcendentni.

(3) Dokazte, 7e kazdé redlné ¢islo je souctem dvou Liouvilleovych ¢isel.
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