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Vím, ¾e èísla jsou krásná. A jestli¾e krásná nejsou, pak není krásné nic.

(Paul Erd}os, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky pro¾íval pan ©. èíslice.

"

Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhá èísla. Mají tvar : : :

1 | to je ostré èíslo, nezávisle na jeho gra�ckém vyjádøení,

je to nìco ukonèeného, tvrdého.

2 | to je plo¹¹í, ètverhranné, bìlavé, bývá trochu na¹edlé : : :

3 | to je zaostøený úlomek a toèí se.

4 | to je opìt ètvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnìj¹í, tlusté : : :

5 | plné zakonèení v podobì ku¾ele, vì¾e, masívní.

6 | to následuje první za

"

5\, je bìlavé.

8 | to je nevinné, modravì mléèné, podobné vápnu.\

(A. R. Lurija, Malá kní¾ka o velké pamìti.)



Toto je pøedbì¾ný text 1. kapitoly skript k mé pøedná¹ce Úvod do teorie

èísel , kterou jsem konal na MFF UK v Praze v zimních semestrech ¹kolních

rokù 1996/97, 1998/99 a 1999/00. V KAM Seriích budou postupnì vydány

dal¹í kapitoly: kapitola 2 (diofantické aproximace), kapitola 3 (diofantické

rovnice), kapitola 4 (kongruence), kapitola 5 (prvoèísla), kapitola 6 (geomet-

rie èísel), kapitola 7 (èíselné rozklady), kapitola 8 (medailony matematikù) a

kapitola 9 (návody k øe¹ením úloh). Obtí¾nost úloh je bodována 0 (nejlehèí)

a¾ 5 (nejtì¾¹í).

leden 2000 Martin Klazar
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Kapitola 1

Základní pojmy a obraty

Do první pøípravné kapitoly jsme zaøadili výsledky, které se budou hodit

pozdìji. Mnohé z nich jsou zajímavé a dùle¾ité i samy o sobì.

V oddílu 1.1 pøipomeneme znaèení a pojmy týkající se základních èísel-

ných oborù N;Z;Q;R a C (pøirozená èísla, celá èísla, zlomky, reálná èísla

a komplexní èísla). V 1.2 doká¾eme základní vìtu aritmetiky, èínskou vìtu o

zbytku, Möbiovu inverzní formuli a dal¹í aritmetické výsledky. V 1.3 odvo-

díme, ¾e celá algebraická èísla tvoøí podokruh a algebraická èísla podtìleso

tìlesa C. Oddíl 1.4 je vìnován jednoduchým analytickým technikám odhadù

sum. Mimo jiné doká¾eme Eulerovu{MacLaurinovu sumaèní formuli pro dru-

hou derivaci.

Dvì zahøívací úlohy. Má tìleso reálných èísel neidentický automor-

�smus? To jest, existuje bijekce f : R ! R rùzná od identity a taková,

¾e pro ka¾dá dvì èísla x; y 2 R platí vztahy f(x + y) = f(x) + f(y) a

f(xy) = f(x)f(y)?

V tìlese komplexních èísel je takový automor�smus nasnadì: komplexní

konjugace. Má v¹ak tìleso C je¹tì jiný automor�smus kromì identity a kon-

jugace? (Úlohy 4, 5 a 6.)

1.1 Èíselné obory

Pøirozenými èísly rozumíme mno¾inu N = f1; 2; 3; : : :g. Pomocí sym-

bolu N

0

znaèíme mno¾inu N [ f0g. Pomocí Z oznaèujeme celá èísla

f: : : ;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; : : :g. Pro relaci dìlitelnosti na Z� Z vyhrazujeme

binární relaèní symbol n | anb právì kdy¾ b = ac pro nìjaké c 2 Z. Èíslo
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a je pak dìlitelem b a b je násobkem a. V dal¹ím se vìt¹inou omezujeme jen

na dìlitele le¾ící v N. Kongruence a a b modulo c, symbolicky a � b mod c,

znamená, ¾e cn(a � b). Nejvìt¹í spoleèný dìlitel a a b, symbolicky (a; b), je

nejvìt¹í pøirozené èíslo dìlící a a b. Napøíklad (�5; 8) = 1, (�16;�12) = 4 a

(0; 0) není de�nován. Pokud (a; b) = 1, øekneme, ¾e a a b jsou nesoudìlná, a

pí¹eme té¾ a ? b. Nesoudìlnost tedy znamená, ¾e a a b dìlí souèasnì pouze 1

a �1. Nejmen¹í spoleèný násobek èísel a; b 2 Z znaèíme [a; b] a je to nejmen¹í

c 2 N, které je dìlitelné a i b. Obdobnì se de�nuje nejvìt¹í spoleèný dìlitel

(a

1

; : : : ; a

k

) a nejmen¹í spoleèný násobek [a

1

; : : : ; a

k

] pro více èísel.

Zlomky neboli racionálními èísly rozumíme mno¾inu Q = fa=b : a 2

Z & b 2 Ng. Symbol a=b chápeme zde jako uspoøádanou dvojici, èasto

ov¹em bude znamenat podíl èísel a a b. Jak známo, zlomky a=b a c=d jsou

stejné, pokud ad = bc. Relace stejnosti je ekvivalence. Ka¾dá tøída stejných

zlomkù obsahuje právì jeden zlomek a=b takový, ¾e a ? b. Zlomek a=b pak

je v základním tvaru.

Dùle¾itá jsou reálná èísla R. Pøedstavujeme si je jako pøímku:

R

: : : : : :

Doufáme, ¾e si ètenáøka alespoò mlhavì vzpomíná na nìkterou z klasických

metod budování reálných èísel ze zlomkù, na Dedekindovu metodu øezù nebo

na Cantorovy fundamentální (cauchyovské) posloupnosti, a ¾e zná základní

vlastnosti R. Klíèovou roli hraje úplnost R vzhledem k metrice dané abso-

lutní hodnotou. To jest, ka¾dá cauchyovská posloupnost reálných èísel má

limitu. Uvìdomme si podstatný rozdíl mezi pøirozenými, celými a racionál-

ními èísly na stranì jedné a reálnými èísly na stranì druhé. Jednotlivé prvky

oborù N;Z a Q jsou koneèné objekty, ale

"

typické\ reálné èíslo sestává z ne-

koneèného mno¾ství nepopsatelnì chaotické informace. Jako koneèné bytosti

nás tak od skoro v¹ech reálných èísel oddìluje nepøekonatelná propast. Ani

pan ©. se zázraènou pamìtí, hrdina Lurijovy knihy zmínìné v mottu, by si

za celý ¾ivot nedokázal zapamatovat jedno jediné typické reálné èíslo.

Èíslo � 2 R se nazývá iracionální, pokud není racionální. (Úlohy na

iracionalitu: 1, 2 a 3.) Pythagorejcùm vdìèíme za pøíklad iracionálního èísla

p

2 = 1:4142135623730950488016887 : : :
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Jedním z nejmlad¹ích pøíkladù je èíslo

�(3) =

1

X

n=1

1

n

3

= 1:2020569031595942853997381 : : : ;

jeho¾ iracionalita byla dokázána v r. 1978 (viz oddíl 2.4). Jde o hodnotu

Eulerovy{Riemannovy funkce �, která je pro reálné s > 1 dána souètem

�(s) =

P

1

n=1

n

�s

.

Kvadratické iracionality jsou komplexní èísla � splòující vztah

a�

2

+ b� + c = 0;

kde a; b; c 2 Z nejsou v¹echna nulová. Nejslavnìj¹í kvadratická iracionalita je

jistì zlatý øez

� = 1:6180339887498948482045868 : : : ;

koøen rovnice x

2

� x � 1 = 0. Obecnìj¹í tøídu komplexních èísel tvoøí alge-

braická èísla, koøeny algebraických rovnic

a

n

x

n

+ a

n�1

x

n�1

+ � � �+ a

1

x + a

0

= 0;

kde a

i

2 Z a a

n

6= 0. Nealgebraická komplexní èísla se nazývají transcen-

dentní. Nejznámìj¹í transcendentní èísla jsou Ludolfovo èíslo

� = 3:1415926535897932384626433 : : :

a základ pøirozených logaritmù (Eulerovo èíslo)

e = 2:7182818284590452353602874 : : :

(viz oddíl 2.5). Setkáme se i s Eulerovou{Mascheroniovou konstantou


 = lim

n!1

 

n

X

m=1

1

m

� logn

!

= 0:5772156649015328606065120 : : :

O té ov¹em není ani známo, zda je iracionální.

Horní celá èást d�e 2 Z èísla � 2 R se de�nuje vztahem

d�e � 1 < � � d�e

a (dolní) celá èást b�c 2 Z vztahem

b�c � � < b�c+ 1:
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Zlomková èást f�g 2 [0; 1) se rovná rozdílu

f�g = �� b�c:

Pou¾ívá se i symbol k�k oznaèující vzdálenost � od nejbli¾¹ího celého èísla.

Tedy k�k = min(f�g; 1� f�g).

Komplexní èísla C získáme z tìlesaR adjunkcí koøene i rovnice x

2

+1 = 0,

tak¾eC = fa+bi : a; b 2 Rg. Nìkdy budeme místo i psát

p

�1. Reálnou èást

a èísla z = a + bi znaèíme Re(z) a imaginární èást b Im(z). Èíslo komplexnì

sdru¾ené (konjugované) k z = a + bi je èíslo z = a� bi. Podle základní vìty

algebry má v C ka¾dá algebraická rovnice s komplexními koe�cienty koøen.

C je vzhledem k metrice odvozené z normy jzj =

p

zz úplným metrickým

prostorem. (Rozdíly mezi R a C se zabývají úlohy 4, 5, 6, 7 a 8).

1.2 Trocha aritmetiky

Ka¾dá neprázdná podmno¾ina X � N má nejmen¹í prvek. Ekvivalentní for-

mulací je známý princip indukce: Má-li 1 vlastnost V a platí-li pro ka¾dé

èíslo n 2 N implikace

"

ka¾dé m 2 N; m � n; má vlastnost V ) n + 1 má

vlastnost V\, pak ka¾dé èíslo n 2 N má vlastnost V. Princip indukce platí

samozøejmì i pro N

0

.

Tvrzení 1 (dìlení se zbytkem). Pro ka¾dá dvì èísla m 2 Z a n 2 N

existují èísla a; b 2 Z taková, ¾e

m = an + b & 0 � b < n:

Dùkaz. Nech» X = fm � c : c 2 Z & nnc & c � mg. X je neprázdná

podmno¾ina N

0

. Její nejmen¹í prvek buï b. Zøejmì 0 � b < n a m = c+ b =

an+ b. }

Èíslo n 2 N je prvoèíslo, pokud je vìt¹í ne¾ 1 a jeho (pøirození) dìlitelé jsou

pouze 1 a n. Øada prvoèísel zaèíná

2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; 53; : : :

Prvoèíselná funkce �(x), kde x 2 R, udává poèet prvoèísel nepøesahujících

èíslo x. Napøíklad �(17) = �(18:6) = 7. Prvoèísly a funkcí � se podrobnì

zabýváme v páté kapitole. Jejich fundamentální význam pro teorii èísel po-

pisuje následující vìta.
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Vìta 2 (základní vìta aritmetiky). Ka¾dé pøirozené èíslo n má rozklad

na souèin (ne nutnì rùzných) prvoèísel n = p

1

p

2

: : : p

r

. Rozklad je jedno-

znaèný, kromì poøadí èinitelù.

Dùkaz. Nejprve indukcí doká¾eme, ¾e ka¾dé pøirozené èíslo n je souèinem

prvoèísel. Pro n = 1 to je pravda (prázdný souèin). Pro n > 1 je mno¾ina

dìlitelù n vìt¹ích ne¾ 1 neprázdná, nejmen¹í z nich buï m. Èíslo m je zøejmì

prvoèíslo. Podle indukèního pøedpokladu je n=m souèinem prvoèísel, tedy i

n = m � (n=m) je souèinem prvoèísel.

Nyní jednoznaènost. Nejprve doká¾eme implikaci

pnab ) pna nebo pnb;

v ní¾ a a b jsou celá èísla a p je prvoèíslo. Postupujeme indukcí podle p.

Pro p = 2 implikace platí, proto¾e souèin dvou lichých èísel je opìt liché

èíslo. Pøedpokládáme, ¾e p > 2 a pro prvoèísla q men¹í ne¾ p implikace

platí. Nech» ab = pc. Podle pøede¹lého tvrzení mù¾eme a a b vyjádøit jako

a = pa

1

+ a

0

a b = pb

1

+ b

0

, kde a

i

; b

i

2 Z a 0 � a

0

; b

0

< p. Tak¾e p dìlí

a

0

b

0

, a

0

b

0

= pc

0

. Pokud a

0

> 0 a b

0

> 0, odvodíme spor. Napí¹eme si a

0

a

b

0

jako souèiny prvoèísel, a

0

= p

1

: : : p

r

a b

0

= q

1

: : : q

s

, a uvá¾íme rovnost

p

1

: : : p

r

q

1

: : : q

s

= pc

0

. Proto¾e p

i

� a

0

< p a q

i

� b

0

< p, podle indukèního

pøedpokladu pro ka¾dé p

i

a q

i

ji¾ dokazovaná implikace platí. ®ádné z tìchto

prvoèísel ale nedìlí p. Ka¾dé z nich tedy mù¾eme zkrátit proti c

0

(èi pøesnìji

proti èíslu, které z c

0

zbývá) a nakonec dostaneme nemo¾nou rovnost 1 = pd,

kde d 2 N. Tak¾e a

0

= 0 nebo b

0

= 0 a implikace platí i pro p.

Z implikace plyne hned, ¾e rovné souèiny prvoèísel p

1

p

2

: : : p

a

= q

1

q

2

: : : q

b

mají stejnou délku a = b a li¹í se jen poøadím èinitelù. }

V prvoèíselném rozkladu n shrneme stejná prvoèísla do jedné mocniny a

pí¹eme n = p

a

1

1

p

a

2

2

: : : p

a

s

s

, kde p

i

jsou rùzná prvoèísla a a

i

2 N. Prvoèíslùm

dìlícím n se øíká prvoèinitelé n. Slo¾itost rozkladu mìøíme funkcemi poèet

prvoèinitelù !(n) = s a poèet prvoèinitelù s násobnostmi 
(n) = a

1

+� � �+a

s

.

Èíslo n 2 Z buï celé a nenulové. Exponent prvoèísla p, s ním¾ vystupuje

v rozkladu èísla jnj 2 N, oznaèíme jako ord

p

(n); kdy¾ p není prvoèinitel jnj,

ord

p

(n) = 0. Polo¾íme ord

p

(0) =1 pro ka¾dé p. Nech» a; b 2 Z jsou dvì celá

èísla. Z vìty 2 plyne, ¾e ord

p

(ab) = ord

p

(a) + ord

p

(b) pro ka¾dé p. Dále,

(a; b) =

Y

p

p

min(ord

p

(a);ord

p

(b))

a [a; b] =

Y

p

p

max(ord

p

(a);ord

p

(b))

:
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(Analogicky pro nejvìt¹í spoleèný dìlitel a nejmen¹í spoleèný násobek více

èísel.) Vidíme, ¾e (a; b)[a; b] = ab. Je rovnì¾ jasné, ¾e z dna & dnb plyne

dn(a; b) a ¾e [a; b] dìlí ka¾dý spoleèný násobek a a b. Podobnì pro spoleèné

dìlitele a násobky více èísel.

Ètenáø jistì ví, ¾e pro nalezení nejvìt¹ího spoleèného dìlitele pøirozených

èísel a < b není tøeba znát jejich prvoèíselné rozklady. Získá se pomocí Eu-

klidova algoritmu | nejprve dìlíme b èíslem a se zbytkem r

0

, pak dìlíme a

èíslem r

0

se zbytkem r

1

a tak dále a¾ dostaneme nulový zbytek r

i

= 0. Pak

(a; b) = r

i�1

.

Pøirozené èíslo n je ètvercuprosté , pokud m

2

nn pouze pro m

2

= 1. Jinak

øeèeno, ord

p

(n) = 1 pro ka¾dý prvoèinitel n. Ka¾dé n 2 N má jednoznaèný

rozklad n = k

2

l, kde l je ètvercuprosté: Za k

2

vezmeme nejvìt¹í ètverec dìlící

n. Z jiné strany: l je souèin tìch prvoèinitelù n, které mají lichý exponent.

Tvrzení 3 (vynucení ètverce). Nech» a; b; c 2 N jsou tøi èísla, pøièem¾

ab = c

2

a a ? b. Pak a i b jsou ètverce.

Dùkaz. Proto¾e 2�ord

p

(c) = ord

p

(c

2

) = ord

p

(a)+ord

p

(b) pro ka¾dé prvoèíslo

p (podle vìty 2), pøièem¾ vpravo je v¾dy alespoò jeden ze sèítancù nulový,

jsou sèítance ord

p

(a) a ord

p

(b) v¾dy sudé. Proto (podle vìty 2) jsou a i b

ètverce. }

Podobnì se doká¾ou i rùzné varianty tvrzení 3, které mají místo ètvercù jinou

mocninu a místo 1 jinou hodnotu èísla (a; b). V algebraických strukturách,

v nich¾ neplatí vìta 2 (úlohy 9 a 10), selhává i tvrzení 3. Nìkolikrát ho

vyu¾ijeme v oddílu 3.1.

Tvrzení 4 (o ideálech). Nech» celá èísla a

1

; : : : ; a

k

nejsou souèasnì nulová

a c = (a

1

; : : : ; a

k

). Pak

L := fa

1

x

1

+ � � �+ a

k

x

k

: x

i

2 Zg = fcx : x 2 Zg =: P:

Dùkaz. Je jasné, ¾e L � P . Je rovnì¾ jasné, ¾e mno¾ina L je uzavøená na

souèty a rozdíly a s ka¾dým svým prvkem obsahuje i jeho libovolný celo-

èíselný násobek. Nech» d je nejmen¹í kladný prvek L a e 2 L je libovolný

prvek. Po vydìlení e èíslem d vyjde nulový zbytek, jinak bychom mìli spor s

de�nicí d. Ka¾dý prvek L je celoèíselný násobek d. Tudí¾ L sestává ze v¹ech

celoèíselných násobkù d. Nerovnost d < c je nemo¾ná, proto¾e L � P . Ov¹em

dna

i

pro ka¾dé i, tak¾e dnc a d � c. Nutnì d = c a L = P . }
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Algebraicky øeèeno, v okruhu Z je ideál generovaný èísly a

1

; : : : ; a

k

rovný

(hlavnímu) ideálu generovanému jejich nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem.

Tvrzení 5 (èínská vìta o zbytku). Èísla m

1

; : : : ; m

k

2 N buïte po dvou

nesoudìlná a m = m

1

m

2

� � �m

k

. Pro ka¾dou k-tici celých èísel b

1

; : : : ; b

k

má

systém kongruencí

x � b

1

mod m

1

; : : : ; x � b

k

mod m

k

øe¹ení a ka¾dá dvì øe¹ení se li¹í o násobek m.

Dùkaz. Polo¾íme n

i

= m=m

i

. Snadno se vidí, ¾e (m

i

; n

i

) = 1. Podle pøed-

chozího tvrzení existují èísla r

i

; s

i

2 Z taková, ¾e r

i

m

i

+ s

i

n

i

= 1. Polo¾íme

x

0

=

k

X

i=1

b

i

s

i

n

i

:

Proto¾e s

i

n

i

� 1 mod m

i

a s

i

n

i

� 0 mod m

j

; j 6= i; je x

0

øe¹ením systému.

Je-li x

1

jiné øe¹ení, je x

1

� x

0

dìlitelné ka¾dým m

i

a tedy i jejich nejmen¹ím

spoleèným násobkem, co¾ je m. }

Pøedchozí tvrzení se dá pøeformulovat následujícím zpùsobem. Uva¾me

zobrazení F : f1; 2; : : : ; mg ! f1; 2; : : : ; m

1

g � f1; 2; : : : ; m

2

g � � � � �

f1; 2; : : : ; m

k

g, které èíslu x pøiøazuje k-tici (x

1

; x

2

; : : : ; x

k

) urèenou kongru-

encemi x

i

� x mod m

i

. Podle èínské vìty o zbytku jde o bijekci.

Aritmetickou funkcí rozumíme funkci f : N ! C. Je multiplikativní,

pokud f(1) = 1 a f(mn) = f(m)f(n) jakmile m ? n. Platí-li f(mn) =

f(m)f(n) pro ka¾dá dvì pøirozená èísla m a n, je f úplnì multiplikativní.

Dùle¾itým pøíkladem úplnì multiplikativní funkce je Möbiova funkce � :

N! f�1; 0; 1g,

�(n) = �(p

1

p

2

: : : p

r

) = (�1)

r

pro ètvercuprosté n a �(n) = 0 jinak.

Pro n = 1 máme �(1) = 1 podle de�nice, v souladu s konvencí o prázdném

souèinu.

Tvrzení 6 (identita pro �). Nech» n 2 N. Pak

X

dnn

�(d) =

(

0 pro n > 1

1 pro n = 1.
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Dùkaz. Èást tvrzení pro n = 1 je jasná. Pro n > 1 se souèet nezmìní,

nahradíme-li n souèinem v¹ech jeho prvoèinitelù m, m = p

1

p

2

: : : p

r

; r > 0.

Podle binomické vìty,

X

dnn

�(d) =

X

dnm

�(d) =

r

X

i=0

 

r

i

!

(�1)

i

= (1� 1)

r

= 0:

}

Tvrzení 7 (Möbiova inverzní formule). Nech» f; g jsou dvì aritmetické

funkce. Platí ekvivalence

f(n) =

X

dnn

g(d) pro ka¾dé n () g(n) =

X

dnn

f(d)�(n=d) pro ka¾dé n:

Dùkaz. Doká¾eme jen implikaci), opaèná implikace se dokazuje podobnì.

X

dnn

f(d)�(n=d) =

X

dnn

(

X

end

g(e))�(n=d) (pøedpoklad)

=

X

enn

g(e)

X

endnn

�(n=d)

=

X

enn

g(e)

X

hn(n=e)

�(h)

= g(n) (podle tvrzení 6):

}

(Viz té¾ úlohu 11.)

Dal¹í pøíklady multiplikativních funkcí pøedstavují funkce d; � : N! N,

které poèítají poèet a souèet dìlitelù argumentu:

d(n) =

X

dnn

1 a �(n) =

X

dnn

d:

Nejsou úplnì multiplikativní. Multiplikativita plyne ze snadno dokazatelných

formulí (úloha 12), n = p

a

1

1

p

a

2

2

� � � p

a

r

r

,

d(n) = (a

1

+1)(a

2

+1) � � � (a

r

+1) a �(n) =

(p

a

1

1

� 1)(p

a

2

2

� 1) � � � (p

a

r

r

� 1)

(p

1

� 1)(p

2

� 1) � � � (p

r

� 1)

:
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Dá se ukázat, ¾e i funkce

r

2

(n) = jf(x; y) 2 Z

2

: x

2

+ y

2

= ngj

poèítající vyjádøení n souètem dvou celoèíselných ètvercù je multiplikativní.

Není úplnì multiplikativní.

Funkce !(n) je multiplikativní a není úplnì multiplikativní. Funkce 
(n)

je úplnì multiplikativní.

Jako poslední pøíklad multiplikativní (ale ne úplnì multiplikativní) funkce

uvádíme Eulerovu funkci ' : N ! N, je¾ poèítá pøirozená èísla m � n

nesoudìlná s n:

'(n) = #fm 2 N : m � n & m ? ng:

Její multiplikativita vyplývá z tvrzení 5. Pro nesoudìlná èísla m

1

; m

2

2 N

vezmeme zobrazení F popsané za èínskou vìtou o zbytku. Proto¾e x; 1 �

x � m

1

m

2

; je nesoudìlné s m

1

m

2

, právì kdy¾ x

i

, kde F (x) = (x

1

; x

2

), je

nesoudìlné s m

i

(a F je bijekce), máme '(m

1

m

2

) = '(m

1

)'(m

2

).

Hodnota Eulerovy funkce na mocninì prvoèísla je '(p

n

) = p

n

� p

n

=p =

p

n�1

(p� 1). S pou¾itím multiplikativity dostáváme

Tvrzení 8 (vzorec pro '). Je-li n = p

a

1

1

p

a

2

2

� � � p

a

k

k

prvoèíselný rozklad n,

platí formule

'(n) = p

a

1

�1

1

p

a

2

�1

2

� � � p

a

k

�1

k

(p

1

� 1)(p

2

� 1) � � � (p

k

� 1)

= n(1�

1

p

1

)(1�

1

p

2

) � � � (1�

1

p

k

):

Tvrzení 9 (identita pro '). Pro ka¾dé èíslo n 2 N platí identita

X

mnn

'(m) = n:

Dùkaz. Ka¾dé èíslo p; 1 � p � n; má jednoznaèný rozklad p = mk, kde

m je dìlitel n a k ? n=m. Vidíme, ¾e fp 2 N : 1 � p � ng je v bijekci s

f(m; k) 2 N

2

: mnn & k ? n=m & k � n=mg. Pro pevné m máme '(n=m)

dvojic. Identita je oèividná. }

(Pro jiný pohled na funkce � a ' viz úlohy 13, 14, 15 a 16.)

Malá Fermatova vìta je kongruence

a

p�1

� 1 mod p;
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kde p je prvoèíslo a a 2 Z není dìlitelné p. Pøepí¹eme ji do ekvivalentní

podoby a

p

� a mod p, ji¾ doká¾eme indukcí podle a 2 N

0

. Pro a = 0 je

platná. Z binomické vìty a indukèního pøedpokladu máme pro a > 0

a

p

= (1+ (a� 1))

p

=

p

X

i=0

 

p

i

!

(a� 1)

i

� 1+ (a� 1)

p

� 1+ (a� 1) � a mod p:

Tvrzení 10 (Eulerovo zobecnìní malé Fermatovy vìty). Pokud

m;n 2 N a (m;n) = 1, platí kongruence

m

'(n)

� 1 mod n:

Dùkaz. Vzhledem k tvrzení 5 a multiplikativitì ' staèí kongruenci dokázat

jen pro pøípad n = p

k

, k 2 N. Je-li toti¾ n = p

a

1

1

� � � p

a

k

k

prvoèíselný rozklad

n a máme-li m

'(p

a

i

i

)

� 1 mod p

a

i

i

pro ka¾dé i, máme i

m

'(n)

=

�

m

'(p

a

i

i

)

�

'(n=p

a

i

i

)

� 1 mod p

a

i

i

;

a m

'(n)

� 1 mod n podle tvrzení 5.

Pro modul n = p

k

doká¾eme kongruenci indukcí podle k. Pro k = 1 platí.

Pro k > 1 máme m

'(p

k�1

)

= 1+ rp

k�1

podle indukce a binomická vìta znovu

dává

m

'(p

k

)

= (1 + rp

k�1

)

p

=

p

X

i=0

 

p

i

!

(rp

k�1

)

i

� 1 mod p

k

:

}

Elegantnìj¹í algebraický argument dokazuje poslední tvrzení následovnì.

Zbytky modulo n nesoudìlné s n tvoøí multiplikativní grupu øádu '(n). Teorie

grup nám øíká, ¾e ka¾dý prvek grupy umocnìný na její øád dává jednotkový

prvek.

1.3 Algebraická èísla

Okruh polynomù v promìnných x

1

; : : : ; x

k

s komplexními koe�cienty znaèíme

C[x

1

; : : : ; x

k

]; obdobnì pro jiné obory koe�cientù. Pro polynom f pomocí

deg(f) znaèíme jeho stupeò. Polynom f 2 C[x] je monický , má-li u nejvy¹¹í

mocniny x koe�cient 1.

10



Pøipomínáme, ¾e komplexní èíslo � 2 C je algebraické, je-li koøenem

polynomu f 2 Z[x]. Ekvivalentnì øeèeno, g(�) = 0 pro monický polynom g 2

Q[x]. Mno¾inu algebraických èísel oznaèíme jako C

alg

. Minimální polynom

� je monický racionální polynom nejmen¹ího stupnì s koøenem �. Je urèen

jednoznaènì a dìlí ka¾dý racionální polynom, který se na � anuluje. Jeho

stupni se øíká také stupeò èísla �. Není tì¾ké ukázat, ¾e minimální polynom

ka¾dého � je ireducibilní (v Q[x]) a má pouze jednoduché koøeny.

Následující výsledek zobecòuje implikaci z dùkazu vìty 2.

Tvrzení 11 (Gaussovo lemma). Pokud prvoèíslo p dìlí v¹echny koe�ci-

enty souèinu celoèíselných polynomù gh, dìlí p v¹echny koe�cienty g nebo

v¹echny koe�cienty h.

Dùkaz. Nech» g(x) = a

0

+ a

1

x + � � �+ a

n

x

n

2 Z[x], h(x) = b

0

+ b

1

x+ � � �+

b

m

x

m

2 Z[x] a p nedìlí ani v¹echna a

k

ani v¹echna b

k

. Èísla i a j buïte

minimální taková, ¾e p nedìlí ani a

i

ani b

j

. Koe�cient c u x

i+j

v gh je souèet

souèinù a

k

b

l

, pøièem¾ k+ l = i+ j. Kromì jediného sèítance a

i

b

j

jsou ostatní

dìlitelné p, proto¾e v nich je k < i nebo l < j. Tedy p nedìlí c. }

Tvrzení 12 (o faktorizaci celoèíselných polynomù). Nech» f = gh,

kde f 2 Z[x] je celoèíselný a g; h 2 Q[x] racionální polynomy. Pak existují

zlomky a; b 2 Q a celoèíselné polynomy g

1

; h

1

2 Z[x] takové, ¾e f = g

1

h

1

,

g

1

= ag a h

1

= bh (tudí¾ ab = 1).

Dùkaz. Nech» c 2 N je nìjaký spoleèný násobek jmenovatelù koe�ci-

entù polynomu g a èíslo d 2 N je stejnì de�nováno pro polynom h. Pak

cdf = (cg) � (dh) a cdf; cg; dh 2 Z[x]. Podle Gaussova lemmatu zkrátíme

ka¾dý prvoèinitel èísla cd proti v¹em koe�cientùm polynomu cg nebo v¹em

koe�cientùm polynomu dh. Dostaneme tak faktorizaci f v Z[x], pøièem¾ fak-

tory g

1

a h

1

jsou skalární racionální násobky polynomù g a h. }

Speciálnì, polynom je ireducibilní v Z[x], právì kdy¾ je ireducibilní v Q[x].

(Pro tøídu ireducibilních polynomù viz úlohy 17 a 18.)

Podtøídu algebraických èísel tvoøí celá algebraická èísla, co¾ jsou koøeny

celoèíselných monických polynomù. Jejich mno¾inu oznaèíme jako C

calg

. Na-

pøíklad zlatý øez (1+

p

5)=2 je celé algebraické èíslo, ale

p

2=2 nikoli. Uká¾eme,

¾e ka¾dé celé algebraické èíslo � má celoèíselný minimální polynom. Nech»

f 2 Z[x] je monický polynom nejmen¹ího stupnì, který se anuluje na �. Je
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jasné, ¾e f je ireducibilní v Z[x]. Kdyby se minimální polynom � li¹il od f ,

musel by dìlit f a f by se rozkládal v Q[x], co¾ je spor.

U¾iteèné pozorování. Je-li � koøenem polynomu b

n

x

n

+ b

n�1

x

n�1

+ � � �+

b

0

2 Z[x], je b

n

� celé algebraické èíslo. Vynásobením b

n�1

n

toti¾ obdr¾íme

(b

n

�)

n

+ b

n�1

(b

n

�)

n�1

+ � � �+ b

0

b

n�1

n

= 0.

Polynom f 2 Z[x

1

; : : : ; x

k

] je symetrický , kdy¾ se nemìní pøi ¾ádné per-

mutaci promìnných x

i

. Napøíklad, pro k = 2, 7x

2

1

x

2

+ 7x

1

x

2

2

� x

1

x

2

+ 5 je

symetrický. Polynom x

1

x

2

2

� 1 symetrický není. Symetrické polynomy v k

promìnných x

1

; : : : ; x

k

e

1

=

X

i

x

i

; e

2

=

X

i<j

x

i

x

j

; e

3

=

X

i<j<l

x

i

x

j

x

l

; : : : ; e

k

= x

1

x

2

� � �x

k

se nazývají elementární symetrické polynomy . S algebraickými èísly souvisejí

prostøednictvím identity (x a �

i

jsou promìnné)

(x� �

1

)(x� �

2

) � � � (x� �

k

) = x

k

+

k

X

i=1

(�1)

i

e

i

(�

1

; : : : ; �

k

)x

k�i

:

Pro ka¾dý monický polynom x

k

+ a

k�1

x

k�1

+ � � �+ a

1

x+ a

0

tak platí Vi�etovy

vztahy a

k�i

= (�1)

i

e

i

(�

1

; : : : ; �

k

), kde �

1

; : : : ; �

k

jsou koøeny polynomu.

Rozkladem p èísla n 2 N (nezamìòovat s prvoèíselným rozkladem) ro-

zumíme vyjádøení n = n

1

+ n

2

+ � � � + n

k

, kde n

i

2 N. Li¹í-li se dva

rozklady n pouze poøadím sèítancù, nepova¾ujeme je za rùzné. V zápisu

p = (n

1

; n

2

; : : : ; n

k

) tak mù¾eme a budeme pøedpokládat, ¾e 1 � n

1

� n

2

�

� � � � n

k

. Fakt, ¾e neklesající seznam pøirozených èísel p je rozkladem n se

zapisuje symbolicky jako p ` n. Opakování èlenu p se vyznaèuje exponentem.

Napøíklad, (1

3

; 2; 3; 6

2

) ` 20, proto¾e 20 = 1+1+1+2+3+6+6. Vý¹kou v(p)

rozkladu p rozumíme nejvìt¹í èlen p (tj. n

k

) a ¹íøkou s(p) délku koncového

konstantního úseku (tj. maximální i takové, ¾e n

k

= n

k�1

= � � � = n

k�i+1

).

Typem monomu ax

n

1

1

x

n

2

2

: : : x

n

k

k

stupnì n je rozklad n = n

1

+n

2

+ � � �+n

k

.

Jednoduchým symetrickým polynomem rozumíme nekonstantní symetrický

polynom f , jeho¾ v¹echny monomy mají stejný typ a koe�cient a = 1. Typ

f je pak tento jediný typ monomu f . Napøíklad typ e

i

je (1

i

) (i jednièek) a

typ x

2

z + z

2

x 2 Z[x; z] je (1; 2). Vý¹ka v(f) a ¹íøka s(f) polynomu f jsou

pak de�novány zøejmým zpùsobem. Tak¾e v(e

i

) = 1 a s(e

i

) = i.

Tvrzení 13 (základní vìta o symetrických polynomech). Ka¾dý sy-

metrický polynom f 2 Z[x

1

; : : : ; x

k

] se dá vyjádøit jako

f = F (e

1

; e

2

; : : : ; e

k

);

12



kde F 2 Z[x

1

; : : : ; x

k

]. Má-li f stupeò d v ka¾dé z promìnných x

i

, má F

celkový stupeò d. Má-li f celkový stupeò d, platí pro ka¾dý (nenulový) monom

ax

i

1

1

: : : x

i

k

k

polynomu F rovnost i

1

+ 2i

2

+ � � �+ ki

k

= d.

Dùkaz. Ka¾dý symetrický polynom je celoèíselnou lineární kombinací jedno-

duchých symetrických polynomù a konstanty 1. Tvrzení staèí proto dokázat

pouze pro nì. Pøípad f = 1 je jasný. Nech» f 2 Z[x

1

; : : : ; x

k

] je jednoduchý

symetrický polynom. Postupujeme indukcí podle v(f), pro danou vý¹ku pak

indukcí podle s(f). Pokud v(f) = 1, f = e

i

pro nìjaké i a F = x

i

. Pro

v(f) > 1 a p typ f buï q rozklad, který vznikne z p odeètením 1 od ka¾dého

z posledních s(p) èlenù p. Nech» g 2 Z[x

1

; : : : ; x

k

] je jednoduchý symetrický

polynom typu q. Patrnì v(g) = v(f)� 1. Polynom

h = f � e

s(f)

� g

je symetrický (obecnì ne jednoduchý) a pro ka¾dý typ r jeho monomu platí

v(r) < v(f) nebo v(r) = v(f) & s(r) < s(f). Podle indukèního pøedpokladu

mají g i h hledané vyjádøení. Má je tedy i f = h+e

s(f)

�g. Dodatek o stupních

je zøejmý. }

Rozklady èísel se podrobnì zabýváme v sedmé kapitole.

Tvrzení 14 (podtìleso a podokruh). Mno¾ina C

alg

je uzavøená na sou-

èet, souèin a podíl. Mno¾ina C

calg

je uzavøená na souèet a souèin. Alge-

braicky øeèeno, C

alg

je podtìleso a C

calg

podokruh tìlesa C.

Dùkaz. Doká¾eme, ¾e �; � 2 C

alg

implikuje �+� 2 C

alg

. Vezmeme monický

polynom f 2 Q[x] stupnì n (napøíklad souèin minimálních polynomù èísel

� a �) takový, ¾e f(�) = f(�) = 0. S = (


1

; : : : ; 


n

) buï seznam v¹ech

koøenù f s pøíslu¹nými násobnostmi. Uvá¾íme seznam m = n

2

souètù T =

(t

1

; : : : ; t

m

) = (


i

+


j

: 


i

; 


j

2 S). Staèí dokázat, ¾e ka¾dý e

i

2 Z[x

1

; : : : ; x

m

]

má na T racionální hodnotu. Èíslo � + � se toti¾ vyskytuje mezi koøeny

monického polynomu

P (x) =

Y

t2T

(x� t);

jeho¾ koe�cienty jsou racionální podle Vi�etových vztahù, a tak �+� 2 C

alg

.

Chápejme na chvíli 


1

; : : : ; 


n

jako promìnné. Jakákoli permutace S pouze

permutuje seznam T , tak¾e polynom r

i

2 Z[


1

; : : : ; 


n

] de�novaný jako
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r

i

= e

i

(t

1

; : : : ; t

m

), kde e

i

2 Z[x

1

; : : : ; x

m

], je symetrický. Podle pøedcho-

zího tvrzení máme reprezentaci r

i

= F (e

1

; : : : ; e

n

), kde F 2 Z[x

1

; : : : ; x

n

]

a e

j

2 Z[


1

; : : : ; 


n

]. Nyní se vrátíme k èíslùm 


1

; : : : ; 


n

2 C

alg

. Èíslo

e

i

(t

1

; : : : ; t

m

) = r

i

(


1

; : : : ; 


n

) je vyjádøeno z racionálních èísel e

j

(


1

; : : : ; 


n

)

(to jsou, a¾ na znaménko, koe�cienty f) celoèíselným polynomem F a je tedy

rovnì¾ racionální.

Pokud �; � 2 C

calg

, mù¾eme v pøedchozí úvaze vzít f ze Z[x] a máme

e

j

(


1

; : : : ; 


n

) 2 Z. Hodnoty elementárních symetrických polynomù na T

jsou nyní celoèíselné a hoøej¹í monický polynom P (x) je celoèíselný. Tak¾e

� + � 2 C

calg

.

Pro souèin �� se postupuje zcela obdobnì, celistvá algebraiènost se za-

chovává ze stejného dùvodu. Algebraiènost podílu plyne pomocí souèinu a re-

ciproké hodnoty. Je-li � 2 C

alg

nenulové èíslo, máme a

k

�

k

+� � �+a

1

�+a

0

= 0

pro nìjaká èísla a

i

2 Z; a

k

6= 0. Pak a

k

+ a

k�1

(1=�) + � � � + a

0

(1=�)

k

= 0 a

algebraické je i 1=�. Tak¾e z �; � 2 C

alg

; � 6= 0 plyne hned �=� 2 C

alg

.

Nyní se ov¹em celistvá algebraiènost nezachovává. }

(C

alg

je je¹tì

"

uzavøenìj¹í\ | viz úlohy 19 a 20.)

1.4 Asymptotika a sumy

Nejprve pøipomeneme asymptotické znaèení, které se hojnì u¾ívá v teorii

èísel, diskrétní matematice i jinde. Nech» f a g jsou aritmetické funkce. Fakt,

¾e nerovnost jf(n)j � cjg(n)j platí pro vhodnou konstantu c > 0 pro v¹echna

n 2 N (pøípadnì kromì koneènì mnoha n) se zkrácenì zapisuje jako

f(n) = O(g(n)) nebo f(n)� g(n):

Indexy jako O

k

(f) nebo �

�;m

znamenají, ¾e implicitní konstanta není abso-

lutní, nicménì závisí jen na zmínìných parametrech. Pokud f(n)=g(n) ! 0

pro n!1, pí¹eme

f(n) = o(g(n)):

Symbolika

f(n) � g(n)

znamená, ¾e f(n)=g(n) ! 1 pro n ! 1. Obdobnì se symboly O;�; o a �

u¾ívají i pro jiné de�nièní obory ne¾ N a jiné limitní body ne¾ 1.
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Mohutnost mno¾iny X, v koneèném pøípadì tedy poèet jejích prvkù, zna-

èíme jXj nebo #X. Napøíklad #f2; �; 0g = 3, jQj = @

0

a jRj � @

1

.

Manipulaci se sumami zpøehledòuje charakteristická funkce výroku h� � �i.

Je-li �(x; y; : : :) výrok, jeho¾ parametry x; y; : : : probíhají N, polo¾íme

h�(x; y; : : :)i =

(

1 pokud �(x; y; : : :) platí a

0 pokud �(x; y; : : :) neplatí.

Místo, napøíklad,

X

d�x;dn(a;b)

h(d)

tak mù¾eme psát

X

d

hd � x & dn(a; b)i � h(d) nebo

X

d�x

hdn(a; b)i � h(d):

Oborem parametrù je N, není-li uvedeno jinak.

Odhadneme dvì sumy a pak uvedeme dvì u¾iteèné promìny sum v inte-

grály.

Tvrzení 15 (harmonická èísla). Pro n 2 N platí asymptotika

n

X

m=1

1

m

= logn + 
 +O(n

�1

);

kde 
 = 0:57221 : : : je Eulerova-Mascheroniova konstanta.

Dùkaz. Rutiním výpoètem se zjistí, ¾e

Z

m+1

m

dx

x

= log(1 +m

�1

) =

1

m

+ z(m);

kde z(m) = O(m

�2

). Proto

n

X

m=1

1

m

=

Z

n+1

1

dx

x

�

n

X

m=1

z(m)

= log(n+ 1)�

1

X

m=1

z(m) +

1

X

m=n+1

z(m):

První èlen v poslední rovnosti lze psát jako logn+O(n

�1

) (Taylorùv rozvoj).

Druhý èlen je souètem konvergentní øady, oznaèíme jej 
. Koneènì tøetí èlen

je zbytkem této øady. Proto¾e z(m) = O(m

�2

), dostaneme jednoduchým

integrálním odhadem, ¾e tøetí èlen je O(n

�1

). }
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Tvrzení 16 (logaritmus faktoriálu). Pro n 2 N platí asymptotika

n

X

m=1

logm = n logn� n+

1

2

logn + c+O(n

�1

);

kde c 2 R je absolutní konstanta.

Dùkaz. Pro m � 2 platí

logm =

Z

m+1=2

m�1=2

logx � dx+O(m

�2

):

Opravdu, s pou¾itím Taylorova rozvoje pro logaritmus dostáváme

(x logx� x)j

m+1=2

m�1=2

= m log

m + 1=2

m� 1=2

+

log(m

2

� 1=4)

2

� 1

= m log

 

1 +

1

m� 1=2

!

+

log(1� 1=(4m

2

))

2

+ logm� 1

=

m

m� 1=2

�

m

2(m� 1=2)

2

� 1 +O(m

�2

) + logm

=

�1

4(m� 1=2)

2

+O(m

�2

) + logm

= logm +O(m

�2

):

Proto, opìt s pou¾itím Taylorova rozvoje pro logaritmus,

n

X

m=2

logm =

n

X

m=2

 

Z

m+1=2

m�1=2

log x � dx +O(m

�2

)

!

= c

1

+O(n

�1

) +

Z

n+1=2

3=2

log x � dx

= (n + 1=2) log(n+ 1=2)� (n+ 1=2) + c

2

+O(n

�1

)

= n logn� n+

1

2

logn+ c+O(n

�1

):

}

V kapitole 5, kde tento výsledek potøebujeme, by staèila ji¾ asymptotika

n

X

m=1

logm = n logn� n+O(logn):
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Není v¹ak o mnoho tì¾¹í odvodit její silnìj¹í verzi, co¾ jsme uèinili. Po odlo-

garitmování popisuje rychlost rùstu faktoriálu n! = 1 � 2 � : : : � n:

n! = (1 +O(n

�1

))e

c

p

n

�

n

e

�

n

:

Lze ukázat (úloha 21), ¾e e

c

=

p

2�. Tak¾e, pro n 2 N,

n! = (1 +O(n

�1

))

p

2�n

�

n

e

�

n

:

Tato asymptotika je známa jako Stirlingova formule. S pomocí vynaléza-

vìj¹ích sumaèních postupù, jejich¾ pøedstavitelem je následující identita, se

Stirlingova formule dá dále zjemòovat (úloha 24).

Tvrzení 17 (speciální pøípad Eulerovy{MacLaurinovy formule).

Nech» má reálná funkce f na intervalu (a; b) spojitou druhou derivaci, re-

álná èísla a; b nejsou celá a funkce �(x) a �(x) jsou de�novány vztahy

�(x) = 1=2� fxg a �(x) =

Z

x

0

�(u)du:

Potom platí identita

X

a<i<b

f(i) =

Z

b

a

f(x)dx + �(x)f(x)j

b

a

� �(x)f

0

(x)j

b

a

+

Z

b

a

�(x)f

00

(x)dx:

Dùkaz. Interval (a; b) rozdìlíme celými èísly na intervaly (a; dae), (dae; dae+

1); : : : ; (bbc; b). Poslední integrál vpravo rozlo¾íme na souèet integrálù pøes

tyto intervaly:

Z

b

a

�(x)f

00

(x)dx =

Z

dae

a

+

bbc�1

X

n=dae

Z

n+1

n

+

Z

b

bbc

:

Na ka¾dém z intervalù jsou �(x) a �(x) spojitì diferencovatelné a �

0

(x) =

�(x). Pro m 2 Z máme rovnost �(m) = 0 a jednostranné limity �(m

�

) =

�1=2 a �(m

+

) = 1=2 (�(x) je v celých èíslech nespojitá; �(x) je v¹ude spo-

jitá). Dvakrát integrujeme per partes:

Z

n+1

n

�(x)f

00

(x)dx = �(x)f

0

(x)j

n+1

n

�

Z

n+1

n

�(x)f

0

(x)dx

= 0� �(x)f(x)j

(n+1)

�

n

+

+

Z

n+1

n

�

0

(x)f(x)dx

=

1

2

(f(n) + f(n+ 1))�

Z

n+1

n

f(x)dx:

17



Podobnì dostaneme

Z

dae

a

�(x)f

00

(x)dx = ��(a)f

0

(a) + �(a)f(a) +

1

2

f(dae)�

Z

dae

a

f(x)dx

Z

b

bbc

�(x)f

00

(x)dx = �(b)f

0

(b)� �(b)f(b) +

1

2

f(bbc)�

Z

b

bbc

f(x)dx:

Po dosazení do hoøej¹í rovnosti získáme dokazovanou identitu. }

(Obecná Eulerova{MacLaurinova sumaèní formule je popsána v úlohách 22

a 23).

Podobným obratem je i parciální (té¾ Abelova) sumace.

Tvrzení 18 (Abelova sumace). Reálná funkce f(x) mìj pro x � 1 spo-

jitou derivaci, (h

n

)

n2N

buï posloupnost reálných èísel a h(x) buï pro reálné

x � 1 de�nována jako

h(x) =

X

i�x

h

i

:

Pak platí identita

X

i�x

h

i

f(i) = h(x)f(x)�

Z

x

1

h(t)f

0

(t)dt:

Dùkaz. Pi¹me m = bxc. Poèítejme:

m

X

i=1

h

i

f(i) =

m

X

i=1

(h(i)� h(i� 1))f(i)

=

m�1

X

i=1

h(i)(f(i)� f(i+ 1)) + h(m)(f(m)� f(x)) + h(m)f(x)

= �

m�1

X

i=1

h(i)

Z

i+1

i

f

0

(t)dt� h(m)

Z

x

m

f

0

(t)dt+ h(m)f(x)

= �

Z

x

1

h(t)f

0

(t)dt+ h(x)f(x):

}
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1.5 Poznámky

Sovìtský psychiatr A. R. Lurija (1912{1971) byl zakladatelem a prùkopníkem

neuropsychiatrie. V knize [10] popsal, jaký osud pøipravila zázraèná pamì»

bez hranic v objemu i v trvání svému nositeli. O P. Erd}osovi se pí¹e v osmé

kapitole.

1.1 Èíselné obory. Knihou o rozmanitých druzích èísel je Ebbinghaus

[3]. Fascinujícím èíselným svìtem jsou p-adická èísla, o nich¾ se zmiòujeme

alespoò nyní. Viz napøíklad Ebbinghaus [3], Gouvêa [4], Koblitz [6].

1.2 Trocha aritmetiky. Euklidovým algoritmem zaèíná Knuthùv

gesamtkunstwerk [5], zajímavý i z hlediska teorie èísel. Koncepty a pojmy

tohoto oddílu (rozklad na prvoèísla, dìlení se zbytkem, èínská vìta o zbytku

aj.) se zkoumají v dalekosáhlých zobecnìních v komutativní algebøe (Atiyah

a Macdonald [1], Lang [8]) a algebraické teorii èísel (Boreviè a ©afareviè [2],

Lang [7]). Möbiova funkce byla kombinatoricky zobecnìna (G.-C. Rota) na

èásteènì uspoøádané mno¾iny, viz Lovász [9] nebo Stanley [11].

1.3 Algebraická èísla. Dotkli jsme se teorie symetrických funkcí. R. P.

Stanley v úvodu k [12] pí¹e: \Although the theory of symmetric functions and

its connections with combinatorics is in my opinion one of the most beautiful

topics in all of mathematics, it is a di�cult subject for beginners to learn.\

Nyní se u¾ mù¾eme na¹tìstí zaèíst do kapitoly 7 jeho knihy.

1.4 Asymptotika a sumy. Pro pøímé náhrady sum integrály je místo

Riemannova integrálu vhodnìj¹í integrál Stieltjesùv (který

"

má dF (x) místo

dx\), viz !doplnit!.

1.6 Úlohy

1. (0) Doka¾te, ¾e èísla log

10

3 a � (zlatý øez) jsou iracionální.

2. (1) Doka¾te, ¾e èíslo e je iracionální.

3. (2) Doka¾te, ¾e pro ka¾dá dvì èísla m;n 2 N; m + n > 2; je èíslo

2

1=m

+ 3

1=n

iracionální.

4. (1) Doka¾te, ¾e tìleso R má jen triviální automor�smus f(x) = x.

5. (0) Jak vypadají automor�smy tìlesa C, které zobrazují reálná èísla

zase na reálná èísla?
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6. (3) Doka¾te, ¾e tìleso C má alespoò @

2

automor�smù.

7. (0) Doka¾te, ¾e na C se nedá de�novat unární relace x � 0 (

"

klad-

nost\), která by mìla tyto vlastnosti: (i) pro ka¾dé x 2 C nastává

právì jedna z mo¾ností x � 0; x = 0;�x � 0 a (ii) z x; y � 0 plyne

v¾dy x+ y � 0 a xy � 0.

8. (1) Doka¾te, ¾e topologické prostory R a C (topologie jsou dány stan-

dardními metrikami) nejsou homeomorfní. Jinými slovy: Neexistuje v

obou smìrech spojitá bijekce mezi R a C.

9. (1) Uva¾te okruh Z[x; x

1=2

; x

1=4

; x

1=8

; : : :]. Doka¾te, ¾e jde o obor inte-

grity s jednotkami �1, v nìm¾ x není souèinem koneènì mnoha iredu-

cibilních prvkù.

10. (1) Uva¾te okruh Z[

p

�3]. Doka¾te, ¾e v nìm ka¾dý prvek je souèinem

ireducibilních prvkù, ale neplatí jednoznaènost rozkladu.

11. (1) Doka¾te druhou Möbiovu inverzní formuli: Jsou-li f a g reálné

funkce de�nované na [1;1), platí ekvivalence

f(x) =

X

n�x

g(x=n) pro v¹echna x � 1 ()

g(x) =

X

n�x

f(x=n)�(n) pro v¹echna x � 1.

12. (1) Doka¾te explicitní vzorce pro funkce d(n) a �(n) z oddílu 1.2.

13. (1) Nech» fa g jsou dvì aritmetické funkce a f � g je nová aritmetická

funkce: (f �g)(n) =

P

dnn

f(d)g(n=d). Operace � se nazývá Dirichletova

konvoluce. Uka¾te, ¾e vzhledem k + (sèítání po slo¾kách) a � tvoøí

aritmetické funkce komutativní okruh s jednièkou, který nemá dìlitele

nuly (kdy¾ f; g 6� 0, tak i f � g 6� 0), a jeho¾ jednotkami (tj. prvky

invertibilními vzhledem k �) jsou právì ty f , ¾e f(1) 6= 0. Tento okruh

oznaèíme A.

14. (1) Jak se dají de�novat Möbiova funkce � a Eulerova funkce ' pomocí

operace �?

15. (2) Jsou-li f a g multiplikativní, jsou multiplikativní i f �g a �-inverz f .

To jest, multiplikativní funkce tvoøí podgrupu grupy jednotek okruhu

A.
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16. (4) Doka¾te, ¾e A je okruh s jednoznaèným rozkladem. (Platí v nìm

obdoba základní vìty aritmetiky.)

17. (1) Doka¾te Eisensteinovo kritérium ireducibility: Pokud a

n

x

n

+ � � �+

a

1

x + a

0

je celoèíselný polynom takový, ¾e a

n

6� 0 mod p a pøitom

a

n�1

� a

n�2

� � � � � a

0

� 0 mod p, ale a

0

6� 0 mod p

2

pro nìjaké

prvoèíslo p, je tento polynom ireducibilní (v Q[x]).

18. (1) Odvoïte, ¾e pro ka¾dé prvoèíslo p je polynom x

p�1

+x

p�2

+� � �+x+1

ireducibilní.

19. (2) Doka¾te, ¾e tìleso C

alg

je algebraicky uzavøené. (Koøeny polynomu

s algebraickými koe�cienty jsou opìt algebraická èísla.)

20. (1) Nech» z 2 C

alg

. Pak i jzj 2 C

alg

.

21. (2) Víme, ¾e n! �

p

cn(

n

e

)

n

, kde c > 0 je neznámá konstanta. Podle

následujícího návodu spoèítejte, ¾e c = 2�.

(a) Nech» w

n

=

R

�=2

0

(cos t)

n

dt. (To je tzv.Wallisùv integrál .) Integrací

per partes odvoïte rekurenci nw

n

= (n� 1)w

n�2

(n � 2).

(b) Pomocí této rekurence a pøedpokladu o n! odvoïte, ¾e w

2n

�

�=

p

2cn a w

2n+1

�

q

c=8n.

(c) Doka¾te, ¾e w

n

� w

n�1

a dopoètìte odtud c.

22. (2) Bernoulliovy polynomy B

n

(x) 2 Q[x] a Bernoulliova èísla B

n

2 Q

jsou de�novány rozvoji:

ze

xz

e

z

� 1

=

1

X

n=0

B

n

(x)z

n

n!

a

z

e

z

� 1

=

1

X

n=0

B

n

z

n

n!

:

Tak¾e B

n

(0) = B

n

.

(a) Spoètìte, ¾e B

2n+1

= 0, kromì B

1

= �1=2, a

B

0

= 1; B

2

=

1

6

; B

4

= �

1

30

; B

6

=

1

42

; B

8

= �

1

30

; B

10

=

5

66

;

B

12

= �

691

2730

; B

14

=

7

6

; B

16

= �

3617

510

; B

18

=

43867

798

; : : :
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(b) Odvoïte, ¾e B

n

(x) splòují rekurenci

B

0

(x) = 1; B

n

(x) = n �

Z

B

n�1

(x)dx:

Ta vzhledem k B

n

(0) = B

n

urèuje B

n

(x) jednoznaènì. Tak¾e

B

1

(x) = x�

1

2

; B

2

(x) = x

2

� x +

1

6

; B

3

(x) = x

3

�

3

2

x

2

+

1

2

x; : : :

(c) Jako B

n

(x) oznaèíme zperiodiènìní B

n

(x) = B

n

(x�bxc). Doka¾te

nerovnost jB

2n

(x)j � B

2n

.

23. (2) Doka¾te obecnou Eulerovu{MacLaurinovu sumaèní formuli : Pro

funkci f s n spojitými derivacemi na intervalu [a; b] platí identita

b

X

k=a

f(k) = f(b) +

Z

b

a

f(x)dx

+

n

X

i=1

B

i

i!

f

(i�1)

(x)j

b

a

+

(�1)

n�1

n!

Z

b

a

B

n

(x)f

(n)

(x)dx:

Poslední integrál se odhadne lehce díky nerovnosti v úloze 22 c.

24. (2) Jaké zpøesnìní Stirlingovy formule dostaneme, pou¾ijeme-li pøed-

chozí výsledek pro n = 4?
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