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Vim, ze Cisla jsou krasna. A jestlize krasna nejsou, pak neni krasné nic.

(Paul Erdés, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky prozival pan S. &slice.

,Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhda ¢isla. Maji tvar ...

1 — to je ostré ¢islo, nezavisle na jeho grafickém vyjadreni,

je to néco ukonceného, tvrdého.

2 — to je plossi, ¢tverhranné, bélavé, byva trochu nasedlé ...

3 — to je zaostreny tlomek a toci se.

4 — to je opét ctvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnéjsi, tlusté ...
5 — plné zakonceni v podobé kuzele, véze, masivni.

6 — to nasleduje prvni za ,5“, je bélavé.

8 — to je nevinné, modravé mlécné, podobné vapnu.“

(A. R. Lurija, Mald knizka o velké paméti.)



Toto je predbézny text 1. kapitoly skript k mé prednasce Uvod do teorie
cisel, kterou jsem konal na MFF UK v Praze v zimnich semestrech skolnich
rokd 1996/97, 1998/99 a 1999/00. V. KAM Seriich budou postupné vydany
dalsi kapitoly: kapitola 2 (diofantické aproximace), kapitola 3 (diofantické
rovnice), kapitola 4 (kongruence), kapitola 5 (prvocisla), kapitola 6 (geomet-
rie ¢isel), kapitola 7 (¢iselné rozklady), kapitola 8 (medailony matematiki) a
kapitola 9 (ndvody k FeSenim tloh). Obtiznost Gloh je bodovana 0 (nejlehéi)
az b (nejtézsi).

leden 2000 Martin Klazar
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Kapitola 1

Zakladni pojmy a obraty

Do prvni ptipravné kapitoly jsme zaradili vysledky, které se budou hodit
pozdéji. Mnohé z nich jsou zajimavé a dilezité i samy o sobé.

V oddilu 1.1 pripomeneme znaceni a pojmy tykajici se zakladnich cisel-
nych obori N,Z, Q,R a C (pfirozena ¢isla, celd ¢isla, zlomky, realna ¢isla
a komplexni ¢isla). V 1.2 dokdZzeme zékladni vétu aritmetiky, ¢inskou vétu o
zbytku, Mobiovu inverzni formuli a dalsi aritmetické vysledky. V 1.3 odvo-
dime, Ze cela algebraicka ¢isla tvoii podokruh a algebraicka c¢isla podtéleso
télesa C. Oddil 1.4 je vénovan jednoduchym analytickym technikam odhadt
sum. Mimo jiné dokdzeme Eulerovu—MacLaurinovu sumacni formuli pro dru-
hou derivaci.

DVE zaHRIVACT ULoHY. M4 téleso redlnych ¢isel neidenticky automor-
fismus? To jest, existuje bijekce f : R — R rizna od identity a takova,
ze pro kazda dvé ¢isla z,y € R plati vztahy f(z +y) = f(z) + f(y) a
flzy) = f2)f(y)?

V télese komplexnich ¢isel je takovy automorfismus nasnadé: komplexni
konjugace. Ma vsak téleso C jesté jiny automorfismus kromé identity a kon-
jugace? (Ulohy 4, 5 a 6.)

1.1 Ciselné obory

Prirozenymi ¢isly rozumime mnozinu N = {1,2,3,...}. Pomoci sym-
bolu Ny zna¢ime mnozinu N U {0}. Pomoci Z oznacujeme celd cisla
{-..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Pro relaci délitelnosti na Z x Z vyhrazujeme
bindrni rela¢ni symbol \ — a\b pravé kdyz b = ac pro néjaké ¢ € Z. Cislo



a je pak delitelem b a b je ndsobkem a. V dalSim se vétSinou omezujeme jen
na délitele lezici v N. Kongruence a a b modulo ¢, symbolicky a = b mod c,
znamend, ze c\(a — b). Nejuétsi spolecny délitel a a b, symbolicky (a,b), je
nejvétsi prirozené ¢islo délici a a b. Napriklad (—=5,8) =1, (=16, —-12) =4 a
(0,0) neni definovan. Pokud (a,b) = 1, fekneme, Ze a a b jsou nesoudélnd, a
piseme téz a L b. Nesoudélnost tedy znamena, ze a a b déli soucasné pouze 1
a —1. Nejmensi spolecny nasobek ¢isel a,b € Z znaéime [a, b] a je to nejmensi
c € N, které je délitelné a i b. Obdobné se definuje nejvétsi spolecny délitel
(a1, ...,ax) a nejmensi spoleény nasobek [ay,. .., ax| pro vice ¢isel.

Zlomky neboli raciondlnimi ¢isly rozumime mnozinu Q = {a/b : a €
Z & b € N}. Symbol a/b chipeme zde jako uspofdadanou dvojici, asto
ovSem bude znamenat podil ¢isel a a b. Jak znamo, zlomky a/b a ¢/d jsou
stejné, pokud ad = be. Relace stejnosti je ekvivalence. Kazda tfida stejnych
zlomkt obsahuje pravé jeden zlomek a/b takovy, ze a L b. Zlomek a/b pak
je v zdkladnim tvaru.

Dilezita jsou redlna cisla R. Predstavujeme si je jako primku:

R

Doufame, ze si ¢tendrka alesponi mlhavé vzpomina na nékterou z klasickych
metod budovani redlnych cisel ze zlomkii, na Dedekindovu metodu fezii nebo
na Cantorovy fundamentalni (cauchyovské) posloupnosti, a ze zna zékladni
vlastnosti R. Klicovou roli hraje tplnost R vzhledem k metrice dané abso-
lutni hodnotou. To jest, kazda cauchyovska posloupnost redlnych cisel ma
limitu. Uvédomme si podstatny rozdil mezi pfirozenymi, celymi a racional-
nimi ¢isly na strané jedné a redlnymi ¢isly na strané druhé. Jednotlivé prvky
obortt N, Z a Q jsou konecné objekty, ale ,,typické* realné c¢islo sestava z ne-
kone¢ného mnozstvi nepopsatelné chaotické informace. Jako kone¢né bytosti
nas tak od skoro vSech redlnych ¢isel oddéluje nepiekonatelnd propast. Ani
pan S. se zazra¢nou paméti, hrdina Lurijovy knihy zminéné v mottu, by si
za cely zivot nedokazal zapamatovat jedno jediné typické realné cislo.

Cislo a € R se nazyva iraciondlni, pokud neni racionalni. (Ulohy na
iracionalitu: 1, 2 a 3.) Pythagorejciim vdééime za piiklad iracionélniho ¢isla

V2 = 1.4142135623730950488016887 . . .



Jednim z nejmladsich prikladi je ¢islo

> 01
((3) = Y — = 1.2020569031595942853997381 .. .,
n

n=1

jehoz iracionalita byla dokdzana v r. 1978 (viz oddil 2.4). Jde o hodnotu
FEulerovy—Riemannovy funkce ¢, ktera je pro redlné s > 1 dana souctem

C(s) = 2oz, n™"

Kuvadraticke iracionality jsou komplexni ¢isla « spliujici vztah
ac® +ba 4+ ¢ =0,
kde a, b, c € Z nejsou vSechna nulova. Nejslavnéjsi kvadraticka iracionalita je
jisté zlaty rez
¢ = 1.6180339887498948482045868 . . .,

vvvvvv

braickd cisla, kotfeny algebraickych rovnic
"™ + ap_12" 4 a4+ ag =0,

kde a; € Z a a,, # 0. Nealgebraickd komplexni ¢isla se nazyvaji transcen-
dentni. Nejznaméjsi transcendentni ¢isla jsou Ludolfovo ¢islo

m = 3.1415926535897932384626433 . . .
a zaklad ptirozenych logaritmt (Eulerovo ¢islo)
e = 2.7182818284590452353602874 . . .

(viz oddil 2.5). Setkdme se i s Eulerovou—Mascheroniovou konstantou

n—00
m=1

o1
= lim — —logn ) = 0.5772156649015328606065120 . . .
v g
m

O té ovSem neni ani znamo, zda je iraciondalni.
Horni celd ¢dst [a] € Z ¢isla a € R se definuje vztahem

[a] —1<a< [al
a (dolni) cela ¢ast | € Z vztahem

la] <a< o]+ 1.
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Zlomkovd ¢ast {a} € [0,1) se rovna rozdilu

{a} =a—|a].

Pouziva se i symbol ||a|| oznacujici vzdalenost a od nejblizsiho celého Eisla.
Tedy [laf| = min({a}, 1 - {a}).

Komplexni ¢isla C ziskdme z télesa R adjunkei kofene ¢ rovnice z2+1 = 0,
takze C = {a+bi : a,b € R}. Nékdy budeme misto i psat /—1. Redlnou ¢ast
a ¢sla z = a + bi zna¢ime Re(z) a imaginarn{ ¢ast b Im(z). Cislo komplezné
sdruzené (konjugované) k z = a + bi je ¢islo z = a — bi. Podle zékladni véty
algebry ma v C kazda algebraickd rovnice s komplexnimi koeficienty koten.
C je vzhledem k metrice odvozené z normy |z| = \/2Z Gplnym metrickym
prostorem. (Rozdily mezi R a C se zabyvaji tlohy 4, 5, 6, 7 a 8).

1.2 Trocha aritmetiky

Kazdé neprazdna podmnozina X C N ma nejmensi prvek. Ekvivalentni for-
mulaci je znamy princip indukce: Ma-li 1 vlastnost V a plati-li pro kazdé
¢islo n € N implikace ,kazdé m € N, m < n, ma vlastnost V = n + 1 ma
vlastnost V¥, pak kazdé ¢islo n € N ma vlastnost V. Princip indukce plati
samoziejmé i pro Ny.

Tvrzeni 1 (déleni se zbytkem). Pro kaZdd dvé cisla m € Z an € N
existugi cisla a,b € Z takova, Ze

m=an+b& 0<b<n.

DUkAZ. Necht X = {m —c: ¢ € Z & n\c & ¢ < m}. X je neprazdna
podmnozina Ny. Jeji nejmensi prvek bud b. Ziejmé 0 < b<nam=c+b =
an + b. %

Cislo n € N je prvocislo, pokud je vétsi nez 1 a jeho (pfirozeni) délitelé jsou
pouze 1 a n. Rada prvocisel zac¢ind

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43, 47,53, . ..

Prvociselnd funkce m(x), kde © € R, udava pocet prvocisel nepfesahujicich
¢islo z. Napfiklad 7(17) = 7(18.6) = 7. Prvocisly a funkei 7 se podrobné
zabyvame v paté kapitole. Jejich fundamentalni vyznam pro teorii ¢isel po-
pisuje nasledujici véta.



Véta 2 (zakladni véta aritmetiky). KaZdé pFirozené cislo n md rozklad
na soucin (ne nutné riznych) prvocisel n = pipy...p.. Rozklad je jedno-
znacny, kromé poradi ciniteld.

DUKAzZ. Nejprve indukci dokazeme, ze kazdé prirozené Cislo n je soucinem
prvoéisel. Pro n = 1 to je pravda (prazdny soucin). Pro n > 1 je mnozina
délitelit n vétsich nez 1 neprazdnd, nejmensi z nich bud m. Cislo m je ziejmé
prvocislo. Podle indukéniho predpokladu je n/m sou¢inem prvocisel, tedy i
n=m-(n/m) je soufinem prvocisel.

Nyni jednoznacnost. Nejprve dokazeme implikaci

p\ab = p\a nebo p\b,

v niz a a b jsou cela ¢isla a p je prvocislo. Postupujeme indukci podle p.
Pro p = 2 implikace plati, protoze soucin dvou lichych cisel je opét liché
¢islo. Predpoklddame, ze p > 2 a pro prvocisla ¢ mensi nez p implikace
plati. Necht ab = pc. Podle predeslého tvrzeni mizeme a a b vyjadrit jako
a = pa; + ay a b = pby + by, kde a;,0;, € Z a 0 < ay,by < p. Takze p déli
apbg, agby = pc’. Pokud ag > 0 a by > 0, odvodime spor. NapiSeme si ag a
by jako souciny prvocisel, ap = p1...p a by = q1...¢qs, a uvazime rovnost
PiL...Prqr...qs = pc’. Protoze p; < ag < p a q; < by < p, podle induké¢éniho
piedpokladu pro kazdé p; a ¢; jiz dokazovana implikace plati. Zadné z téchto
prvocisel ale nedéli p. Kazdé z nich tedy mizeme zkratit proti ¢ (¢i pFesnéji
proti ¢islu, které z ¢’ zbyva) a nakonec dostaneme nemoznou rovnost 1 = pd,
kde d € N. Takze ap = 0 nebo by = 0 a implikace plati i pro p.

Z implikace plyne hned, ze rovné souciny prvocisel pips...po = 1q2 ... q
maji stejnou délku a = b a lisi se jen poradim ¢initelt. &

V prvociselném rozkladu n shrneme stejnd prvocisla do jedné mocniny a
piseme n = pi*p5*...p%, kde p; jsou riznad prvocisla a a; € N. Prvocislim
délicim n se tika prvocinitelé n. Slozitost rozkladu mérime funkcemi pocet
prvociniteli w(n) = s a pocet prvociniteli s nasobnostmi Q(n) = a;+- - -+as.

Cislo n € Z bud celé a nenulové. Exponent prvoéisla p, s nimz vystupuje
v rozkladu ¢isla |n| € N, oznac¢ime jako ord,(n); kdyz p neni prvocinitel |n/,
ord,(n) = 0. Polozime ord,(0) = oo pro kazdé p. Necht a,b € Z jsou dvé celd
Cisla. Z véty 2 plyne, ze ord,(ab) = ord,(a) + ord,(b) pro kazdé p. Déle,

(CL, b) — Hpmin(ordp(a),ordp(b)) a [CL, b] — Hpmax(ordp(a),ordp(b))‘

p p



(Analogicky pro nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény néasobek vice
¢isel.) Vidime, ze (a,b)[a,b] = ab. Je rovnéz jasné, ze z d\a & d\b plyne
d\(a,b) a ze [a,b] déli kazdy spoleny nasobek a a b. Podobné pro spoleéné
délitele a nasobky vice ¢isel.

Ctenaf jisté vi, Ze pro nalezeni nejvétiiho spoleéného délitele pfirozenych
¢isel @ < b neni tfeba znat jejich prvociselné rozklady. Ziskd se pomoci Eu-
klidova algoritmu — nejprve délime b Cislem a se zbytkem 7y, pak délime a
Cislem 7y se zbytkem r; a tak dale az dostaneme nulovy zbytek r; = 0. Pak
(CL, b) =Ti—1.

Pfirozené ¢islo n je ctvercuprosté, pokud m?\n pouze pro m? = 1. Jinak
feceno, ord,(n) = 1 pro kazdy prvocinitel n. Kazdé n € N ma jednoznacny
rozklad n = k21, kde [ je ¢tvercuprosté: Za k? vezmeme nejvétsi étverec délic
n. Z jiné strany: [ je soucin téch prvocinitel n, které maji lichy exponent.

Tvrzeni 3 (vynuceni ¢tverce). Nechl a,b,c € N jsou tri ¢isla, pricemz
ab=¢c?> aa Lb. Paka ib jsou ctverce.

DUKAZ. Protoze 2-ord,(c) = ord,(c?) = ord,(a)+ord,(b) pro kazdé prvocislo
p (podle véty 2), pficemz vpravo je vzdy alespon jeden ze s¢itanci nulovy,
jsou sé¢itance ord,(a) a ord,(b) vzdy sudé. Proto (podle véty 2) jsou a i b
¢tverce. &

Podobné se dokdzou i rlizné varianty tvrzeni 3, které maji misto ctverct jinou
mocninu a misto 1 jinou hodnotu &isla (a,b). V algebraickych strukturach,
v nichz neplati véta 2 (alohy 9 a 10), selhdva i tvrzeni 3. Nékolikrat ho
vyuzijeme v oddilu 3.1.

Tvrzeni 4 (o idedlech). Necht celd c¢isla aq, . . ., ax nejsou soucasné nulovd
ac=(ay,...,a;). Pak

L:={ayxi+ +azp: v, €Ly ={cx: x€Z}=P.

DUKAzZ. Je jasné, ze L C P. Je rovnéz jasné, ze mnozina L je uzaviend na
soucty a rozdily a s kazdym svym prvkem obsahuje i jeho libovolny celo-
¢iselny nasobek. Necht d je nejmensi kladny prvek L a e € L je libovolny
prvek. Po vydéleni e ¢islem d vyjde nulovy zbytek, jinak bychom méli spor s
definici d. Kazdy prvek L je celociselny nasobek d. Tudiz L sestava ze vSech
celociselnych nasobkt d. Nerovnost d < ¢ je nemoznd, protoze L C P. OvSem
d\a; pro kazdé i, takze d\ca d < c. Nutné d =ca L = P. &
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Algebraicky feceno, v okruhu Z je ideal generovany ¢isly aq,...,a, rovny
(hlavnimu) idedlu generovanému jejich nejvétsim spoleénym délitelem.

Tvrzeni 5 (€inskd véta o zbytku). Cisla my,...,m; € N budte po dvou
nesoudelnd a m = myms - --my. Pro kaZdou k-tici celych cisel by,...,by ma
systém kongruenci

x = by mod my,...,xr = by mod my
resent a kazZdd dvée reseni se list o ndsobek m.

DUkAz. Polozime n; = m/m;. Snadno se vidi, ze (m;,n;) = 1. Podle pfed-
choziho tvrzeni existuji ¢isla r;, s; € Z takova, ze r;m; + s;n; = 1. Polozime

k
Ty = Z blSl’I’Ll
=1

Protoze s;n; = 1 mod m; a s;n; = 0 mod my, j # 1, je xp FeSenim systému.
Je-li x; jiné feSeni, je 1 — xy délitelné kazdym m; a tedy i jejich nejmensim
spole¢nym nasobkem, coz je m. &

Predchozi tvrzeni se da preformulovat nasledujicim zptsobem. Uvazme
zobrazeni F' : {1,2,....m} — {1,2,....my} x {1,2,...,ma} X -+ X
{1,2,...,my}, které ¢islu = ptifazuje k-tici (w1, 2o, ..., zx) urcenou kongru-
encemi x; = x mod m;. Podle ¢inské véty o zbytku jde o bijekci.

Aritmetickou funkci rozumime funkci f : N — C. Je multiplikationi,
pokud f(1) = 1 a f(mn) = f(m)f(n) jakmile m L n. Plati-li f(mn) =
f(m)f(n) pro kazda dvé prirozena ¢isla m a n, je f dplné multiplikationi.
Dilezitym prikladem uplné multiplikativni funkce je Mobiova funkce p :
N — {-1,0,1},

p(n) = p(pips - ..pr) = (=1)" pro ¢tvercuprosté n a pu(n) = 0 jinak.

Pro n = 1 mame p(1) = 1 podle definice, v souladu s konvenci o prazdném
soucinu.

Tvrzeni 6 (identita pro p). Necht n € N. Pak

Zu(d):{o pron > 1

o 1 pron=1.



DUKAz. Cést tvrzeni pro n = 1 je jasnd. Pro n > 1 se soucet nezméni,
nahradime-li n souc¢inem vSech jeho prvociniteld m, m = pipy...p,.,r > 0.
Podle binomické véty,

r

S ula) = Xt =3 (7)1 = =17 =o.

d\n d\m 1=0

¢

Tvrzeni 7 (Mobiova inverzni formule). Necht f, g jsou dvé aritmetické
funkce. Plati ekvivalence

=Y g(d) prokaidén <= g(n)=>_ f(d)u(n/d) pro kazdé n.
d\n d\n

DUKAZ. Dokazeme jen implikaci =, opa¢nda implikace se dokazuje podobné.

S fdp(n/d) = > (O gle))u(n/d) (predpoklad)

d\n d\n e\d

= >_g(e) X puln/d)

e\n e\d\n
= 2 9(e) > p(h)
e\n h\(n/e)
= g¢g(n) (podle tvrzeni 6).

&

(Viz téz tlohu 11.)
Dalsi ptiklady multiplikativnich funkci predstavuji funkce d,o : N — N,
které pocitaji pocet a soucet déliteld argumentu:

=Y 1 a on)=>_d.

d\n d\n

Nejsou tuplné multiplikativni. Multiplikativita plyne ze snadno dokazatelnych
formuli (loha 12), n = p{*py?* - - - por,

(pi' = 1)(py> — 1) -+ (ppr — 1)
(P —Dp2a—1)--(p, —1)

din) = (a1 +1)(ag+1)---(a, +1) a o(n) =



D4 se ukazat, ze i funkce
ro(n) = {(2,y) € Z°: 2° +y* = n}|

pocitajici vyjadieni n souc¢tem dvou celoc¢iselnych ¢tverci je multiplikativni.
Neni tplné multiplikativni.

Funkce w(n) je multiplikativni a neni uplné multiplikativni. Funkce Q(n)
je uplné multiplikativni.

Jako posledni ptiklad multiplikativni (ale ne uplné multiplikativni) funkce
uvadime Fulerovu funkci @ : N — N, jez pocita prirozena cisla m < n
nesoudélna s n:

en)=#{meN: m<n&m L n}.

Jeji multiplikativita vyplyva z tvrzeni 5. Pro nesoudélna cisla mq,my € N
vezmeme zobrazeni F' popsané za c¢inskou vétou o zbytku. Protoze x,1 <
x < mymg, je nesoudélné s myms, pravé kdyz x;, kde F(z) = (x1,23), je
nesoudélné s m; (a F' je bijekce), mame ¢(mims) = @(my)p(ms).

Hodnota Eulerovy funkce na mocniné prvodcisla je ¢(p") = p" — p"/p =
p"!(p —1). S pouzitim multiplikativity dostavame

Tvrzeni 8 (vzorec pro ¢). Je-li n = pi'p5* - pi* prvociselny rozklad n,
plati formule
p(n) = pi gt T o = D2 = 1) (e — 1)
= w1 D= L) ),

Tvrzeni 9 (identita pro ¢). Pro kaZdé cislo n € N plati identita

> (m) =n.

m\n
DUKAzZ. Kazdé ¢islo p,1 < p < n, ma jednoznacny rozklad p = mk, kde
m je délitel n a k L n/m. Vidime, 7ze {p € N : 1 < p < n} je v bijekci s
{(m,k) e N>: m\n & k L n/m & k < n/m}. Pro pevné m mame p(n/m)
dvojic. Identita je ocividna. &

(Pro jiny pohled na funkce p a ¢ viz tlohy 13, 14, 15 a 16.)
Malda Fermatova véta je kongruence

a” ! =1 mod p,



kde p je prvocislo a a € Z neni délitelné p. PrepiSeme ji do ekvivalentni
podoby a? = a mod p, jiz dokdzeme indukci podle a € Ny. Pro a = 0 je
platna. Z binomické véty a induk¢niho predpokladu méame pro a > 0

ap:(1+(a—1))p:é(?)(a—l)iz1+(a—1)p51+(a—1)zamodp.

Tvrzeni 10 (Eulerovo zobecnéni malé Fermatovy véty). Pokud
m,n € N a (m,n) =1, plati kongruence

m?™ =1 mod n.

DUKAZ. Vzhledem k tvrzeni 5 a multiplikativité ¢ staci kongruenci dokazat
jen pro ptipad n = pF, k € N. Je-li totiz n = p{* - - - pi* prvociselny rozklad
n a mame-li m*®:") = 1 mod p{* pro kazdé i, mame i

men) — (mw(p?i))@(n/pi : = 1 mod p;",

a m?™ =1 mod n podle tvrzeni 5.

Pro modul n = p* dokéZeme kongruenci indukci podle k. Pro k = 1 plati.
Pro k > 1 mame m#®" ™" =1+ rp*~! podle indukce a binomicka véta znovu
dava )

m) = (14l = 3 (p> (rp* )" = 1 mod p.
=0

&

Elegantnéjsi algebraicky argument dokazuje posledni tvrzeni nésledovné.
Zbytky modulo n nesoudélné s n tvori multiplikativni grupu fadu ¢(n). Teorie
grup nam ftika, ze kazdy prvek grupy umocnény na jeji rad dava jednotkovy
prvek.

1.3 Algebraicka cisla

Okruh polynomu v proménnych z1, ..., x; s komplexnimi koeficienty znac¢ime
Cl[z1,...,x]; obdobné pro jiné obory koeficienti. Pro polynom f pomoci
deg(f) zna¢ime jeho stupen. Polynom f € C[z] je monicky, ma-li u nejvyssi
mocniny z koeficient 1.
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Pripominame, ze komplexni ¢islo @ € C je algebraické, je-li kofenem
polynomu f € Z[z]. Ekvivalentné feceno, g(a) = 0 pro monicky polynom g €
Q[z]. Mnozinu algebraickych ¢isel oznacime jako C 2. Minimdlni polynom
« je monicky racionalni polynom nejmensiho stupné s kofenem «. Je urcen
jednoznacné a déli kazdy raciondlni polynom, ktery se na « anuluje. Jeho
stupni se tika také stupen cisla a. Neni tézké ukazat, ze minimalni polynom
kazdého « je ireducibilni (v Q[z]) a ma pouze jednoduché koreny.

Néasledujici vysledek zobecnuje implikaci z dikazu véty 2.

Tvrzeni 11 (Gaussovo lemma). Pokud prvocislo p déli vsechny koefici-
enty soucinu celociselngych polynomu gh, deli p vSechny koeficienty g nebo
vsechny koeficienty h.

DUkAzZ. Necht ¢g(z) = ap + a1z + - - - + ap,a™ € Zlz], h(x) = by + byx + - - - +
bprt™ € Z[x] a p nedéli ani viechna a; ani vSechna by. Cisla i a j budte
minimélni takova, Ze p nedé&li ani a; ani b;. Koeficient ¢ u 27 v gh je soulet
soucint ayby, piicemz k +1 = 7+ 7. Kromé jediného s¢itance a;b; jsou ostatni
délitelné p, protoze v nich je k < ¢ nebo [ < j. Tedy p nedéli c. &

Tvrzeni 12 (o faktorizaci celoéiselnych polynomu). Necht f = gh,
kde f € Z[x] je celociselny a g, h € Q|x] raciondlni polynomy. Pak existuji
zlomky a,b € Q a celociselné polynomy g1, hy € Z[x] takové, Ze f = gi1h,
g1 =ag a hy = bh (tudiz ab=1).

DUKAZ. Necht ¢ € N je néjaky spoleény nasobek jmenovateli koefici-
ent polynomu ¢ a ¢islo d € N je stejné definovano pro polynom h. Pak
cdf = (cg) - (dh) a cdf,cg,dh € Zlz]. Podle Gaussova lemmatu zkratime
kazdy prvocinitel ¢isla ed proti vSem koeficientim polynomu cg nebo vSem
koeficientim polynomu dh. Dostaneme tak faktorizaci f v Z[z], pfi¢emz fak-
tory g; a hy jsou skalarni racionalni nasobky polynomt g a h. &

Specidlné, polynom je ireducibilni v Z[z], pravé kdyz je ireducibilni v Q|x].
(Pro tfidu ireducibilnich polynomi viz tlohy 17 a 18.)

Podtridu algebraickych cisel tvori celd algebraickd cisla, coz jsou koreny
celoé¢iselnych monickijch polynomi. Jejich mnozinu ozna¢ime jako C 8. Na-
priklad zlaty fez (14++/5)/2 je celé algebraické ¢islo, ale v/2/2 nikoli. Uk4Zeme,
ze kazdé celé algebraické ¢islo @ ma celociselny minimalni polynom. Necht
[ € Z[x] je monicky polynom nejmensiho stupné, ktery se anuluje na a. Je
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jasné, ze f je ireducibilni v Z[z]. Kdyby se minimélni polynom « ligil od f,
musel by délit f a f by se rozkladal v Q[z], coZ je spor.

UZiteéné pozorovani. Je-li a kofenem polynomu b,z™ + b,_jz™ !t + -+ +
by € Z[z], je by celé algebraické ¢islo. Vyndsobenim "' totiz obdrzime
(bp)™ + by (b))t 4+ -+ bpb? 1 =0,

Polynom f € Z[zy, ..., x| je symetricky, kdyz se neméni pii zadné per-
mutaci proménnych z;. Napiiklad, pro k = 2, 7oz, + To122 — 2120 + 5 je
symetricky. Polynom z;23 — 1 symetricky neni. Symetrické polynomy v k
proménnych x,...,xg

€1 — ZZL‘i, €y — inl‘j; €3 — Z TiliTyy, «.., € = T1T2 " Tk
i i<j i<j<l

se nazyvaji elementarni symetrické polynomy. S algebraickymi ¢isly souviseji
prostFednictvim identity (x a «; jsou proménné)

k
(z—ar)(x—a) - (z— o) = 2"+ (-1)'e;(u, . .., a)a™ "
i=1
Pro kazdy monicky polynom z* +aj, 12%~! +- -+ a2 + ag tak plati Vietovy
vatahy ax; = (—1)%;(ay, ..., ax), kde ay, ..., a jsou kofeny polynomu.
Rozkladem p ¢isla n € N (nezaménovat s prvociselnym rozkladem) ro-
zumime vyjadieni n = n; + ng + -+ + ng, kde n; € N. Lisi-li se dva
rozklady n pouze poradim scitancl, nepovazujeme je za ruzné. V zapisu
p = (n1,ng,...,n;) tak mizeme a budeme predpokladat, 7e 1 < n; < ny <
--- < my. Fakt, ze neklesajici seznam prirozenych cisel p je rozkladem n se
zapisuje symbolicky jako p - n. Opakovani ¢lenu p se vyznacuje exponentem.
Napftiklad, (13,2, 3,62%) 20, protoze 20 = 1+1+1+2+3+6+6. Viiskou v(p)
rozkladu p rozumime nejvétsi ¢len p (tj. ng) a $irkou s(p) délku koncového

konstantniho tseku (tj. maximalni ¢ takové, ze ny =ng 1 =+ = ng_j11)-
Typem monomu az('z5? ... z.* stupné n je rozklad n = ny +ng+- - - +ny.

Jednoduchym symetrickym polynomem rozumime nekonstantni symetricky
polynom f, jehoz vSechny monomy maji stejny typ a koeficient a = 1. Typ
f je pak tento jediny typ monomu f. Napiiklad typ e; je (1°) (i jednicek) a
typ 2%z + 2%z € Z[z, 2] je (1,2). Vyska v(f) a $ifka s(f) polynomu f jsou
pak definovany zfejmym zptsobem. Takze v(e;) =1 a s(e;) = 1.

Tvrzeni 13 (zékladni véta o symetrickych polynomech). KaZdy sy-
metricky polynom f € Zlxy, ..., x| se dd vyjadiit jako

f:F(617627 "'7619)7
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kde F € Zxy,...,zg]. Md-li f stupen d v kaZdé z proménnijch x;, md F
celkovy stupen d. Md-li f celkovy stupen d, plati pro kazZdy (nenulovy) monom
azt' ...z polynomu F rovnost iy + 2ip + - - - + ki, = d.

DUKAzZ. Kazdy symetricky polynom je celo¢iselnou linearni kombinaci jedno-
duchych symetrickych polynomi a konstanty 1. Tvrzeni staci proto dokazat
pouze pro né. Pripad f = 1 je jasny. Necht f € Z[xy,...,zx] je jednoduchy
symetricky polynom. Postupujeme indukei podle v(f), pro danou vysku pak
indukei podle s(f). Pokud v(f) = 1, f = e; pro néjaké i a F' = x;. Pro
v(f) > 1 aptyp f bud g rozklad, ktery vznikne z p ode¢tenim 1 od kazdého
z poslednich s(p) ¢lent p. Necht g € Z[xy, ..., zx] je jednoduchy symetricky
polynom typu ¢. Patrné v(g) = v(f) — 1. Polynom

h=f—exp-9

je symetricky (obecné ne jednoduchy) a pro kazdy typ r jeho monomu plati
v(r) < v(f) nebo v(r) =v(f) & s(r) < s(f). Podle indukéniho predpokladu
maji g i h hledané vyjadieni. M4 je tedy i f = h+e4(s)-g. Dodatek o stupnich
je ziejmy. &

Rozklady ¢isel se podrobné zabyvame v sedmé kapitole.

Tvrzeni 14 (podtéleso a podokruh). MnozZina C 28 je uzaviend na sou-
cet, soucin a podil. MnoZina C 8 je uzaviend na soucet a soucin. Alge-
braicky Teceno, C & je podtéleso a C & podokruh télesa C.

DUKAZ. Dokazeme, Ze o, 3 € C ¥ implikuje a+3 € C . Vezmeme monicky
polynom f € Q[z] stupné n (napiiklad sou¢in minimalnich polynomt ¢isel
a a f3) takovy, ze f(a) = f(B) = 0. S = (n,...,7) bud seznam vsech
kofenti f s prislu$nymi nasobnostmi. Uvadzime seznam m = n? souctd T =
(t1, .y tm) = (it 0 i,y € S). Stadi dokdzat, ze kazdy e; € Z[xy, ..., Ty)
mé na 7' racionalni hodnotu. Cislo a + 3 se totiz vyskytuje mezi kofeny
monického polynomu

teT

jehoz koeficienty jsou racionalni podle Vietovych vztahdi, a tak a+ 3 € C 8.
Chapejme na chvili vy, ..., v, jako proménné. Jakakoli permutace .S pouze
permutuje seznam T, takze polynom r; € Z[y,...,7,] definovany jako
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ri = ei(ty,...,tm), kde e; € Z[xy,...,z,], je symetricky. Podle ptedcho-

ziho tvrzeni mame reprezentaci r; = F(ey,...,e,), kde F' € Z[xy,...,z,]
a e; € Z[y,..., 7). Nyni se vratime k ¢islim v,...,v, € C28. Cislo
ei(ti,. .., tm) = 1i(71,...,7n) je vyjadfeno z raciondlnich ¢isel e (v, ..., 7n)

(to jsou, az na znaménko, koeficienty f) celo¢iselnym polynomem F a je tedy
rovnéz racionalni.

Pokud «, 3 € C& miizeme v predchozi tvaze vzit f ze Z[r] a mame
e;j(71,...,7) € Z. Hodnoty elementarnich symetrickych polynomt na T
jsou nyni celoéiselné a hofej$i monicky polynom P(x) je celoc¢iselny. Takze
a+ 3 e Cls,

Pro souc¢in af se postupuje zcela obdobné, celistva algebrai¢nost se za-
chovava ze stejného diivodu. Algebrai¢nost podilu plyne pomoci soucinu a re-
ciproké hodnoty. Je-li 3 € C 8 nenulové ¢islo, mame a3+ - -4a,84+ay = 0
pro néjaké ¢isla a; € Z,a # 0. Pak ap + ap_1(1/8) + -+ ag(1/8)* =0 a
algebraické je i 1/3. TakZe z o, 3 € C¥8 3 # 0 plyne hned /3 € C?e,

Nyni se ovSem celistva algebrai¢nost nezachovava. &
(C 28 je jesté ,uzaviendjsi“ — viz tlohy 19 a 20.)

1.4 Asymptotika a sumy

Nejprve pripomeneme asymptotické znaceni, které se hojné uziva v teorii
C¢isel, diskrétni matematice i jinde. Necht f a ¢ jsou aritmetické funkce. Fakt,
ze nerovnost |f(n)| < ¢|g(n)| plati pro vhodnou konstantu ¢ > 0 pro vSechna
n € N (pfipadné kromé koneéné mnoha n) se zkracené zapisuje jako

f(n) = O(g(n)) nebo f(n) < g(n).

Indexy jako Og(f) nebo <, znamenaji, ze implicitni konstanta neni abso-
lutni, nicméné zavisi jen na zminénych parametrech. Pokud f(n)/g(n) — 0
pro n — 0o, piseme

Symbolika,

f(n) ~ g(n)
znamena, ze f(n)/g(n) — 1 pro n — oco. Obdobné se symboly O, <, 0 a ~
uzivaji i pro jiné defini¢ni obory nez N a jiné limitni body nez oo.
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Mohutnost mnoziny X, v kone¢ném ptipadé tedy pocet jejich prvki, zna-
¢ime |X| nebo #X. Napiiklad #{2,*,0} =3, |Q| =R a |R| > ¥;.

Manipulaci se sumami zpiehlediwje charakteristickd funkce vgroku (---).
Je-li ¢(z,vy,...) vyrok, jehoz parametry x,y, ... probihaji N, polozime

| 1 pokud ¢(z,y,...) plati a
(O(z,y,...)) = { 0 pokud ¢(z,y,...) neplati.

Misto, naptiklad,

> hid)

d<z,d\(a,b)
tak mizeme psat

S(d < 2 & d\(a,b)) - h(d) nebo 3" (d\(a,b)) - h(d).

d d<z

Oborem parametrt je N, neni-li uvedeno jinak.

Odhadneme dvé sumy a pak uvedeme dvé uzitecné promény sum v inte-
graly.
Tvrzeni 15 (harmonicka ¢&isla). Pro n € N plati asymptotika

n

1
Z —— logn +v+O(n™1),

m=1
kde v = 0.57221 ... je Eulerova-Mascheroniova konstanta.
DUKAZ. Rutinim vypoctem se zjisti, ze

=log(l+m')=—
[ S = tog(l+m ) = — + 2(m),

kde z(m) = O(m™?). Proto

LB | /n+1 dz L
N — zlm
mz::I m n;I
= log(n+1) Z z Z
m=1 m=n-+1

Prvni ¢len v posledni rovnosti lze psat jako logn+O(n™') (Taylortv rozvoj).
Druhy c¢len je souctem konvergentni rady, oznac¢ime jej v. Konecné treti clen
je zbytkem této fady. Protoze z(m) = O(m™2), dostaneme jednoduchym
integralnim odhadem, ze tieti ¢len je O(n™1). &
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Tvrzeni 16 (logaritmus faktoridlu). Pro n € N plati asymptotika
> logm =mnlogn —n+ilogn+c+O(n™"),
m=1

kde c € R je absolutni konstanta.

DUKAZ. Pro m > 2 plati
m+1/2
logm = logz - dx + O(m™?).
m—1/2

Opravdu, s pouzitim Taylorova rozvoje pro logaritmus dostavame

m+1/2  log(m? —1/4)

m+1/2
(xlogx—x)|mf1§2 = mlogm_l/2 5 -1
1 log(1 — 1/(4m?))
- logm — 1
mlog<1+m_1/2>—|— 5 + logm
m m
_ _ —14+0(m %) +1
w12 2m_t1jp L HOm ) Flgm
-1

_ —2
= Im_1/2 +O0(m °) +logm
= logm + O(m ?).

Proto, opét s pouzitim Taylorova rozvoje pro logaritmus,

n n m+1/2
Z logm = Z (/ ! logm-daz+0(m2)>
m=2

m—2 m—1/2
n+1/2
= cl+O(n_1)+// logz - dz
3/2

= (n+1/2)log(n+1/2) — (n+1/2) + ¢ + O(n 1)
= nlogn —n+ logn+c+0(n™").

V kapitole 5, kde tento vysledek potrebujeme, by stacila jiz asymptotika

> logm =nlogn — n+ O(logn).

m=1
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Neni vSak o mnoho tézsi odvodit jeji silnéjsi verzi, coz jsme ucinili. Po odlo-
garitmovani popisuje rychlost ristu faktoridlun! =1-2-...-n:
n

= (1+0(n )"V (-)

e

Lze ukazat (loha 21), ze e = /2w. TakZe, pro n € N,
n!=(1+0(m"))V2rn <Q> :
e

Tato asymptotika je znama jako Stirlingova formule. S pomoci vynaléza-
véjsich sumacnich postupi, jejichz predstavitelem je nasledujici identita, se
Stirlingova formule da déle zjemiiovat (aloha 24).

Tvrzeni 17 (specidlni pfipad Eulerovy—MacLaurinovy formule).

Necht md redlnd funkce f na intervalu (a,b) spojitou druhou derivaci, re-
dlna ¢isla a,b nejsou cela a funkce p(x) a o(x) jsou definovany vztahy

o) =1/2—{z} @ o(a) = | plu)du.

Potom plati identita

b b

> f@) = [ f@yd+ p@)f @)k - o) f @)+ [ olw)f" (@)de.
a<i<b @ a

DUKAZ. Interval (a, b) rozdélime celymi ¢isly na intervaly (a, [a]), ([a], [a]+

1),..., (|b],b). Posledni integral vpravo rozlozime na soucet integrali pfes

tyto intervaly:

b]—1

/aba(x)f"(:r)d:r = /aW + ;] /nn+1 +/L:J :

Na kazdém z intervali jsou p(x) a o(x) spojité diferencovatelné a o'(x) =
p(x). Pro m € Z mame rovnost o(m) = 0 a jednostranné limity p(m~) =
—1/2 a p(m™) = 1/2 (p(x) je v celych ¢islech nespojitd; o(x) je vSude spo-
jitd). Dvakrat integrujeme per partes:

[ o@f@ir = o@r@ht - [ o) @)

= 0 @I+ [ @) s
= W+ o) - [ fa)de,

n
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Podobné dostaneme
[ o @i = o))+ pla)f(@) + () - [ F@)da
[ @ @de = a0 o) - p0) 1) + 31(b) - [ fa)de

b]

Po dosazeni do hotejsi rovnosti ziskame dokazovanou identitu. &

(Obecnéa Eulerova—MacLaurinova sumacni formule je popsana v tlohach 22
a 23).
Podobnym obratem je i parcidlni (téz Abelova) sumace.

Tvrzeni 18 (Abelova sumace). Redlnd funkce f(x) méj pro x > 1 spo-
jitou derivaci, (hy)nen bud posloupnost redlngch cisel a h(x) bud pro redlné

x > 1 definovdna jako
i<z

Pak plati identita

> hif (i) = h@)f(@) ~ [ hof Bt

i<z

DUKAz. Pisme m = |z]. Pocitejme:

ihif(i) = f}(h(z‘) — (i — 1)) f(3)
= SR - £ D)+ hon) 1 m) -~ 56)) + 1 2
= —m_l h(i) / " pydt — h(m) /m F(£)dt + h(m) f (x)
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1.5 Poznamky

Sovétsky psychiatr A. R. Lurija (1912-1971) byl zakladatelem a priikopnikem
neuropsychiatrie. V knize [10] popsal, jaky osud pfipravila zdzratna pamét
bez hranic v objemu i v trvani svému nositeli. O P. Erdésovi se piSe v osmé
kapitole.

1.1 Ciselné obory. Knihou o rozmanitych druzich ¢&isel je Ebbinghaus
[3]. Fascinujicim ¢iselnym svétem jsou p-adickd ¢isla, o nichZ se zmifiujeme
alespon nyni. Viz napfiklad Ebbinghaus [3], Gouvéa [4], Koblitz [6].

1.2 Trocha aritmetiky. Euklidovym algoritmem zac¢ind Knuthtv
gesamtkunstwerk [5], zajimavy i z hlediska teorie ¢isel. Koncepty a pojmy
tohoto oddilu (rozklad na prvodisla, déleni se zbytkem, ¢inskd véta o zbytku
aj.) se zkoumaji v dalekosahlych zobecnénich v komutativni algebie (Atiyah
a Macdonald [1], Lang [8]) a algebraické teorii ¢isel (Borevi¢ a Safarevié [2],
Lang [7]). Mobiova funkce byla kombinatoricky zobecnéna (G.-C. Rota) na
¢astecné uspofadané mnoziny, viz Lovasz [9] nebo Stanley [11].

1.3 Algebraicka ¢isla. Dotkli jsme se teorie symetrickych funkei. R. P.
Stanley v ivodu k [12] piSe: “Although the theory of symmetric functions and
its connections with combinatorics is in my opinion one of the most beautiful
topics in all of mathematics, it is a difficult subject for beginners to learn.
Nyni se uz mizeme nastésti zacist do kapitoly 7 jeho knihy.

1.4 Asymptotika a sumy. Pro pifimé ndhrady sum integraly je misto
Riemannova integralu vhodnéjsi integral Stieltjestiv (ktery ,méa dF(x) misto
dz*), viz !doplnit!.

1.6 Ulohy

1. (0) Dokazte, ze ¢isla log;, 3 a ¢ (zlaty fez) jsou iracionalni.
2. (1) Dokazte, ze ¢islo e je iraciondlni.

3. (2) Dokazte, ze pro kazda dvé ¢isla m,n € N,m +n > 2, je &islo
21/m 4 31/ jraciondlni.

4. (1) Dokazte, ze téleso R ma jen trividlni automorfismus f(z) = .

5. (0) Jak vypadaji automorfismy télesa C, které zobrazuji redlna ¢isla
zase na realnd cisla?
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

(3) Dokazte, ze téleso C ma alespon R, automorfismi.

(0) Dokazte, ze na C se neda definovat unarni relace = > 0 (,klad-
nost“), kterd by méla tyto vlastnosti: (i) pro kazdé = € C nastéva
pravé jedna z moznosti ¢ > 0,z = 0,—z > 0 a (ii) z z,y > 0 plyne
vzdy x +y > 0 a xy > 0.

(1) Dokazte, ze topologické prostory R a C (topologie jsou dany stan-
dardnimi metrikami) nejsou homeomorfni. Jinymi slovy: Neexistuje v
obou smérech spojita bijekce mezi R a C.

(1) Uvaizte okruh Z[x,z'/? 24 2'/8 .. ]. Dokazte, Ze jde o obor inte-
grity s jednotkami £1, v némz x neni souc¢inem konec¢né mnoha iredu-
cibilnich prvki.

(1) Uvazte okruh Z[v/—3]. Dokazte, ze v ném kazdy prvek je sou¢inem
ireducibilnich prvki, ale neplati jednoznacnost rozkladu.

(1) Dokazte druhou Mobiovu inverzni formuli: Jsou-li f a g redlné
funkce definované na [1, c0), plati ekvivalence

f(z) => g(x/n) pro viechna z > 1 <=

n<x

g(z) =Y f(z/n)u(n) pro viechna x > 1.

n<x
(1) Dokazte explicitni vzorce pro funkce d(n) a o(n) z oddilu 1.2.

(1) Necht fa g jsou dvé aritmetické funkce a f * g je nova aritmeticka
funkee: (f*g)(n) = X g, f(d)g(n/d). Operace  se nazyvéa Dirichletova
konvoluce. Ukazte, ze vzhledem k + (s¢itani po slozkdch) a x tvoii
aritmetické funkce komutativni okruh s jednickou, ktery nema délitele
nuly (kdyz f,g # 0, tak i f *x g #Z 0), a jehoz jednotkami (tj. prvky
invertibilnimi vzhledem k *) jsou pravé ty f, ze f(1) # 0. Tento okruh
oznacime A.

(1) Jak se daji definovat Mobiova funkce p a Eulerova funkce ¢ pomoci
operace *?

(2) Jsou-li f a g multiplikativni, jsou multiplikativnii f*g a x-inverz f.
To jest, multiplikativni funkce tvoii podgrupu grupy jednotek okruhu
A.
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16. (4) Dokazte, ze A je okruh s jednozna¢nym rozkladem. (Plati v ném
obdoba zakladni véty aritmetiky.)

17. (1) Dokazte Eisensteinovo kritérium ireducibility: Pokud a,z™ + - -- +
a1 + ap je celo¢iselny polynom takovy, ze a, # 0 mod p a pritom
Up_1 = Gp_o9 = -~ = ap = 0 mod p, ale ay Z 0 mod p? pro né&jaké
prvocislo p, je tento polynom ireducibilni (v Qz]).

18. (1) Odvodte, Ze pro kazdé prvoéislo p je polynom a?~'+2P=2+- - .+ 41

ireducibilni.

19. (2) Dokaite, ze téleso C 8 je algebraicky uzaviené. (Kofeny polynomu
s algebraickymi koeficienty jsou opét algebraicka ¢isla.)

20. (1) Necht z € C38. Pak i |z| € C .

21. (2) Vime, ze n! ~ \/cn(2)", kde ¢ > 0 je nezndmé konstanta. Podle
nasledujiciho navodu spocitejte, ze ¢ = 2.

(a) Necht w, = Oﬁ/2(cos t)*dt. (To je tzv. Wallistiv integral.) Integraci
per partes odvodte rekurenci nw, = (n — 1)w, o (n > 2).

(b) Pomoci této rekurence a predpokladu o n! odvodte, ze wy, ~
7/V2en a Wy, ~ \/c/8n.

(c) Dokazte, ze w, ~ w,_1 a dopo¢téte odtud c.

22. (2) Bernoulliovy polynomy B, () € Q[z] a Bernoulliova ¢isla B, € Q
jsou definovany rozvoji:

2eT? ) Bn n o0 Bn n
_y (x)z A 3 2
e —1 = nl e —1 = n!
Takze B, (0) = B,.
(a) Spoctéte, 7e By, =0, kromé B; = —1/2, a
1 1 1 1 )
By=1 By=-, Bj=——, Bs=—-—, Bsy=——, Bjpy= —
CT T e YT 30" T T4 TP 30 T T 66
L 691 B Z B._ _3617 43867
12 — 27307 14_67 16 — 5107 18 — 798 gt
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(b) Odvodte, ze B,(z) spliuji rekurenci
By(z) =1, By(z)=n- /Bn,l(x)d:v.
Ta vzhledem k B, (0) = B,, ur¢uje B, (z) jednozna¢né. Takze

Bi(x) =2 -3, Bo(z) =2 -z + 3, Bs(x) =2 — 32° + ia,...

(¢) Jako B, (z) oznac¢ime zperiodi¢néni B, (z) = B, (x—|z]). Dokazte
nerovnost | By, (z)| < Bay,.

23. (2) Dokazte obecnou Eulerovu—-MacLaurinovu sumacni formuli: Pro
funkei f s n spojitymi derivacemi na intervalu [a, b] plati identita

SR =f0) + [ f@)da

k=a a

-~ Bi i) _ "5 (n)
+ Xl [ Ba@)f O @)

Posledni integral se odhadne lehce diky nerovnosti v tloze 22 c.

24. (2) Jaké zpiesnéni Stirlingovy formule dostaneme, pouzijeme-li pred-
chozi vysledek pro n =47
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