Kombinatorické poèítání

Martin Klazar

Výbìrová pøednáźka

Tento text je rozźíøenou verzí poznámek k výbìrové pøednáźce, kterou jsem poprvé konal v letním semestru v r. 1996. Stihl jsem tehdy kapitoly 1{11, jejich písemná podoba zaznamenává dosti vìrnì, co bylo pøednáźeno. Zbývající kapitoly byly plánovány, ale z èasových dùvodù nebylo mo¿né je pøednést, jsou tedy doplnìny dodateènì. První èást pøednáźky je vìnována kombinatorické teorii èísel. Druhá èást ukazuje pou¿ití generujících funkcí v kombinatorické enumeraci a dùraz je kladen na pøíklady ilustrující tuto techniku. Na rozdíl od tradièního stylu vìta{dùkaz v první èásti jsem proto ve druhé zvolil styl výpoèet{výsledek, který je konkrétním pøíkladùm pøimìøenìjźí. Pro lepźí ètenáøùv pøehled je ve druhé èásti v¿dy hlavní výsledek umístìn v rámeèku.

Jde pouze o pøièísnuté poznámky k pøednáźce, proto urèitá lakoniènost a nesystematiènost, za nì¿ se ètenáøi omlouvám. Nahlí¿eno z pozitivní stránky: tím více pøíle¿itostí k vlastnímu domýźlení vìcí do konce. Podoba výbìrové pøednáźky není koneèná, pova¿uji tento text za odrazový mùstek. V budoucnu plánuji celou pøednáźku vìnovat technikám kombinatorické enumerace a pøepracovat ji.

Martin Klazar

i

5. Doka¿te Vìtu 32 z 10. kapitoly.

6. Vìta 40 z 13. kapitoly jistì neplatí, má-li uva¿ovaný polynom vźechny koøeny reálné, nicménì s rùznými znaménky. Kde jsme pøesnì v dùkazu pou¿ili stejnost znamének?

7. Naleznìte ve 14.1 bijektivní korespondenci mezi obìma druhy èíselných rozkladù.

8. Naleznìte poèet pìstovaných stromù na n vrcholech, v nich¿ ka¿dý vrchol má buï tøi syny nebo ¿ádného syna.

18 Literatura ke druhé èásti

Dùkaz Jacobiho formule pro poèet reprezentací n ve tvaru souètu ètyø ètvercù se nalézá napø. v [3]. S teorií stojící za identitami obsahujícími funkci σ_k(n) se lze seznámit v [4]. Výsledky 9.1, 9.2 a 9.3 jsou klasické, 9.1 jsem zpracoval podle knihy [8]. Rekurenci v 10.1 nalezl Klarner (1968), pøíklad je zpracován podle [6]. Pøíklad 10.2 je klasický, v jiné formulaci se jím zabýval ji¿ Schröder v r. 1870. P-rekurzivitou se zabývá pøehledový èlánek [7]. Pøíklad 11.1 jsem pøevzal z [6]. Asymptotická enumerace je zmínìna v [8], základní monogra˛í je [6]. Kapitola 13 je zpracována podle [8]. Pøíklad 14.1 je klasický, stejnì jako výsledky v kapitole 15. Pro dùkaz Lagrangeovy inversní formule odkazuji do [8] nebo do [1]. Dùkaz asymptotiky pro Bellova èísla lze nalézt v [5] nebo v [6]. Pøíklad 16.1 jsem pøevzal z [8].

1. I. Gessel, R. P. Stanley, Algebraic Enumeration, 21. kapitola v [2].

2. R. L. Graham, M. Grötschel a L. Lovász (editors), Handbook of Combinatorics, North-Holland, Amsterdam, 1995.

3. K. Ireland and M. Rosen, A Classical Introduction to Modern Number Theory, Springer, Berlin, 1982. Ruský pøeklad: K. Ajerlend, M. Rouzen, Klassièeskoe vvedenie v sovremennuju teoriju èisel, Mir, Moskva, 1987.

4. N. Koblitz, Introduction to elliptic curves and modular forms, Springer, New York etc., 1984.

5. L. Lovász, Combinatorial problems and exercises, Akadémiai Kiadó, Budapest 1979.

6. A. M. Odlyzko, Asymptotic Enumeration Methods, 22. kapitola v [2].

7. R. P. Stanley, Di¸erentiably ˛nite power series, Eur. J. Comb. 1 (1980), 175{188.

8. H. Wilf, Generatingfunctionology, Academic Press, Boston MA, 1994.

60 a vidíme, ¿e R(y)^{<−1>} = y(1 − y^2).

Podle Lagrangeovy inverzní formule v 15.4 dostáváme

[x^n]R(x) = 1 n [x^{n−1}] ( x R(x)^{<−1>} )n = 1 n [x^{n−1}](1 − x^2)^{−n} = { 1 n ( 3(n−1)/2 n−1 ) pro n liché 0 n sudé.

Celkovì dostáváme modulo 2

s(n) ≡ { 0 pro n liché 1 n+1 ( 3n/2 n ) pro n sudé.

17 Pøíklady ke druhé èásti

1. Pojem pìstovaného stromu je vysvìtlen v 9.2. Symetrickým pìstovaným stromem budeme rozumìt pìstovaný strom, jeho¿ znázornìní v rovinì se nemìní pøi zrcadlení podle svislé osy. Napø. strom vlevo je symetrický, strom vpravo nikoli:

Naleznìte, tøeba pomocí GF, formuli pro poèet symetrických pìstovaných stromù na n vrcholech.

2. Pro která n je Catalanovo èíslo c_n liché?

3. Narayanova èísla n(a, b) jsou de˛nována v 9.3. Naleznìte explicitní formuli pro OGF o dvou promìnných pro tato èísla a pokuste se odtud odvodit explicitní formuli pro èísla sama.

4. Doka¿te pøímo z kombinatorické de˛nice, bez pou¿ití explicitního vzorce, ¿e n(a, b) = n(a, a − b). 59

Obsah

Kombinatorická teorie èísel 1 Odhadování sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 2 Odhady poètu prvoèísel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 3 Brunovo síto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 4 Báze a podstatné komponenty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 5 Dva klasické výsledky o ètvercích . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 6 Pøíklady k první èásti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 7 Literatura k první èásti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 Generující funkce

8 Úvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 9 Explicitní formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 10 Nalezení rekurence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 11 Hledání prùmìrù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 12 Asymptotika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 13 Unimodalita posloupností . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 14 Dùkazy identit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 15 Kompozièní formule a Lagrangeova inverzní formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 16 GF dokazují kongruence .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 17 Pøíklady ke druhé èásti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 18 Literatura ke druhé èásti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Kombinatorická teorie èísel

1 Odhadování sum Zaèneme dvìma lemmaty, která vyjadøují souèty pomocí integrálù. Symboly N, Z, R a C oznaèují mno¿inu pøirozených èísel {1, 2, . . .}, mno¿inu celých èísel, mno¿inu reálných èísel a mno¿inu komplexních èísel. Pro x ∈ R je ⌊x⌋ ∈ Z nejvìtźí celé èíslo nepøesahující x (celá èást èísla x). Symbol {x} znaèí zlomkovou èást èísla x, tj. {x} = x − ⌊x⌋. Lemma 1 (Abelova transformace) Nechż f ∈ C[1, ∞) (tj. f je reálná funkce, hladká v uvedeném intervalu), h : N → C (tj. h je posloupnost komplexních èísel), x ∈ R je reálné èíslo a g(x) = ∑ h(n), kde sèítáme pøes èísla n = 1, 2, . . . , ⌊x⌋. Potom ∑ n≤x h(n)f(n) = g(x)f(x) − ∫ x 1 g(t)f^′(t)dt. Dùkaz. ∑ n≤x h(n)f(n) = g(x)f(⌊x⌋ + 1) + ∑ n≤x g(n)(f(n) − f(n + 1)) = ∘ −^∑_{n≤x} g(n) ∫ n+1 n f^′(t)dt = ∘ − ∫ ⌊x⌋+1 1 g(t)f^′(t)dt = ∘ − ∫ x 1 g(t)f^′(t) − ∫ ⌊x⌋+1 x g(t)f^′(t)dt = ∘ − ∫ x 1 g(t)f^′(t) − g(⌊x⌋) ∫ ⌊x⌋+1 x f^′(t)dt = ∘ − ∫ x 1 g(t)f^′(t)dt − ∘ + g(x)f(x) = g(x)f(x) − ∫ x 1 g(t)f^′(t)dt. 2 Lemma 2 (Eulerova sumaèní formule) Nechż a ∈ N, x ∈ R a f ∈ C[a, ∞). Pak ∑ a≤n≤x f(n) = ∫ x a f(t)dt + R, kde R = ∫ x a {t}f^′(t)dt + f(a) − {x}f(x). Dùkaz. Plyne z pøedchozího lemmatu. Polo¿íme h(m) = 0 pro m = 1, 2, . . . , a − 1 a h(m) = 1 pro m ≥ a. Dostaneme ∑ a≤n≤x f(n) = (⌊x⌋ − a + 1)f(x) − ∫ x a (⌊t⌋ − a + 1)f^′(t)dt = ⌊x⌋f(x) − (a − 1)f(a) − ∫ x a ⌊t⌋f^′(t)dt.

1, 2, . . . , k | se musely køí¿it s A. Proto pøi vhodném oèíslování a_1 < a_2 < · · · < a_k < b_k < · · · < b_2 < b_1. Rozliźíme dva pøípady.

Nechż k > 0. Závorky U^′ rùzné od A_i se rozpadají do k + 1 mno¿in S_i, i = 0, 1, . . . , k, kde v S_i se nacházejí závorky le¿ící uvnitø A_i a vnì A_{i+1}. Ka¿dá S_i je opìt źpatným uzávorkováním, lze je volit libovolnì a nezávisle na sobì. Oznaèíme-li |S_i| poèet závorek S_i, je poèet mo¿ných poloh A_{i+1} v S_i roven 2|S_i| + 1. Obdobnì pro poèet poloh èísla a v mezerách S_k. Tyto koe˛cienty získáme pomocí derivování. Pøíspìvek k poètu vźech źpatných uzávorkování s n závorkami tedy je

[x^n](x(2xS^′ + S))^{k+1}.

Nechż k = 0. U^′ je samo o sobì źpatným uzávorkováním. Je tøeba pouze rozvá¿it, kolik je mo¿ností pro umístìní a v jeho mezerách. Zakázány jsou ty polohy, kdy A nekøí¿í ¿ádnou závorku z U^′. Tehdy se U^′ rozpadá na èást nalevo od a a na èást napravo od a, obì jsou źpatnými uzávorkováními a lze je volit libovolnì a vzájemnì nezávisle. Obdr¿íme pøíspìvek [x^n](x(2xS^′ + S) − xS^2).

Celkem dostáváme pro S(x) rovnici S(x) = ∑ k≥0 (x(2xS(x)^′ + S(x)))^k − xS(x)^2.

Pomocí vztahu pro souèet geometrické øady a s trochou úprav to lze pøepsat jako

S(x) · (1 + xS(x)) · (1 − xS(x) − 2x^2S(x)^′) = 1.

Odtud lze pro èísla s(n) odvodit explicitní rekurentní formuli, tento smìr vźak nebudeme sledovat. Setkáváme se zde s novou situací. Není tì¿ké vidìt pøímo z de˛nice, ¿e èísla s(n) rostou superexponenciálnì, zhruba jako faktoriál. Proto OGF S(x) má nulový polomìr konvergence a neurèuje ¿ádnou analytickou funkci. Diferenciální rovnice, kterou jsme odvodili, je èistì formální a nemá smysl se ji sna¿it øeźit.

Zajímá-li nás vźak pouze parita s(n), mù¿eme pøedeźlou rovnici redukovat modulo 2 a dostaneme algebraickou rovnici

x^2T (x)^3 − T (x) + 1 = 0

(T (x) je redukce formální mocninné øady S(x) modulo 2). Tento vztah ji¿ urèuje analytickou funkci, bylo by vźak chybou se sna¿it aplikovat postupy pro øeźení kubických rovnic. Substituce R(x) = xT (x) vede na rovnici

R(x)^3 − R(x) + x = 0 58 c(k, n) ≡ ( ⌊n/2⌋ k − ⌈n/2⌉ ) .

Speciálnì pro k < ⌈n/2⌉ je binomický koe˛cient roven nule a Stirlingovo èíslo je tehdy sudé.

16.2 ľpatná uzávorkování. Uzávorkováním s n závorkami budeme rozumìt rozklad {1, 2, . . . , 2n} na n dvouprvkových mno¿in. Budeme nuceni pøecházet k poduzávorkováním a proto jako bázickou mno¿inu pøipouźtíme u uzávorkování i libovolnou podmno¿inu N se sudým poètem prvkù. Dvì závorky A = {a, b} a B = {c, d} se køí¿í, pokud a < c < b < d nebo c < a < d < b. Dobré uzávorkování je uzávorkování bez køí¿ení. Naopak źpatné uzávorkování je takové, v nìm¿ se ka¿dá závorka køí¿í s nìjakou jinou závorkou.

Není tì¿ké nalézt poèet dobrých uzávorkování s n závorkami. Uèinili jsme to vlastnì v 9.2. Tento poèet se toti¿ rovná poètu pìstovaných stromù s n−1 vrcholy a je tedy dán Catalanovým èíslem c_{n−1}. Pro poèet źpatných uzávorkování s nejvìtźí pravdìpodobností ¿ádný jednoduchý vzorec neexistuje, odvodíme vźak jednoduchý vztah pro jejich paritu.

Nechż s(n) je poèet źpatných uzávorkování s n závorkami a nechż

S = S(x) = ∑ n≥0 s(n)x^n = 1 + x^2 + 4x^3 + · · ·

je odpovídající OGF. Uva¿me nìjaké źpatné uzávorkování U a jeho první závorku A = {1, a}. Viz následující obrázek: A A_1

A_2

S_0

S_1

S_2

Po vyhození A dostaneme uzávorkování U^′, které nemusí být źpatné. Je jasné, ¿e vźechny závorky U^′, které nekøí¿í jinou závorku | buïte to A_i = {a_i, b_i}, a_i < b_i, i = 57

Pøiètením formule integrace per partes 0 = ∫ x a f(t)dt − xf(x) + af(a) + ∫ x a tf^′(t)dt získáváme Eulerovu sumaèní formuli. 2

Je-li f nezáporná a neklesající, popø. nerostoucí, pak zøejmì R = O(f(x)), popø. R = O(f(a)). Pou¿itím Eulerovy sumaèní formule snadno spoèítáme, ¿e N∑ n=1 1 n = log N + γ + O(1/N), kde èíslo

γ = 1 − ∫ ∞ 1 {t} t^2 dt = lim_{N→∞} ( N ∑ n=1 1 n − log N ) = 0.57721 . . .

se nazývá Eulerova-Mascheroniova konstanta.

S pomocí tohoto odhadu nalezneme prùmìrnou hodnotu poètu dìlitelù τ(n) pøirozeného èísla n. Máme 1 N N∑ n=1 τ(n) = 1 N ( 2^∑ n≤ √ N ∑ m≤N/n 1 −^⌊ √ N ⌋2) = 2 N ∑ n≤ √ N ⌊N n ⌋ − 1 N ⌊√ N ⌋2

= 2^∑ n≤ √ N 1 n − 2 N ∑ n≤ √ N {N n } − 1 + 2 √ N {√ N } − 1 N {√ N }2

= 2 log^⌊ √ N ⌋ + 2γ − 1 + O(N^{−1/2}).

Podle vìty o støední hodnotì mù¿eme log^⌊ √ N ⌋ nahradit log √ N za cenu chyby O(N^{−1/2}).

Dokázali jsme následující výsledek.

Vìta 3 (Dirichlet) 1 N N∑ n=1 τ(n) = log N + 2γ − 1 + O(1/ √ N). Není tì¿ké spoèítat, ¿e pro velièinu r(n) = #{(x, y) ∈ Z^2 : x^2 + y^2 = n} platí

Vìta 4 (Gauss) 1 N N∑ n=1 r(n) = π + O(1/ √ N).

Geometrická interpretace druhého tvrzení je oèividná:^∑ r(n) je prostì poèet møí¿ových bodù v kruhu o polomìru √ N. Tento výklad také vede ke snadnému dùkazu Gaussovy vìty. První suma^∑ τ(n) je poèet møí¿ových bodù v rovinné oblasti omezené kladnými poloosami os x a y a hyperbolou xy = N. Dalźí dvì zajímavé asymptotiky sum jsou ètenáøi pøedlo¿eny k dùkazu v Pøíkladech 6 a 7.

Problém zlepźení odhadu zbytku ve Vìtách 3 a 4 se nazývá Dirichletovým problémem dìlitelù a Gaussovým kruhovým problémem. Hledáme in˛mum θ_0 mno¿iny kladných reálných èísel θ, pro nì¿ O(N^θ/N) je platným odhadem zbytku ve Vìtì 3 a 4. Vidìli jsme, ¿e elementární úvahy dávají v obou pøípadech θ_0 ≤ 1/2. Následující meze jsou platné rovnì¿ pro obì úlohy. Hardy a Landau (1916) dokázali, ¿e θ_0 ≥ 1/4. Iwaniec a Mozzochi (1988) dokázali, ¿e θ_0 ≤ 7/22.

Byla nalezena zesílení Lemmatu 2. Uvedeme si bez dùkazu jedno z nich, pou¿ívá Bernoulliovy polynomy B_n(x) de˛nované rozvojem ze^{xz} e^z − 1 = ∞∑ n=0 B_n(x) z^n n! a Bernoulliova èísla B_n = B_n(0). Tedy z e^z − 1 = ∞∑ n=0 B_n z^n n! . Díky zámìnì z za −z vidíme, ¿e B_n = 0 pro vźechna lichá n > 1. Pár hodnot: B_0 = 1, B_1 = −1/2, B_2 = 1/6, B_4 = −1/30, B_6 = 1/42, B_8 = −1/30, B_{10} = 5/66, B_{12} = −691/2730, B_{14} = 7/6, . . .

Lemma 5 (obecná Eulerova sumaèní formule) Nechż a, b ∈ N a f ∈ C^{2m}[a, b] (tj. f je v uvedeném intervalu 2m krát spojitì diferencovatelná). Potom b∑ n=a f(n) = ∫ b a f(t)dt + f(a) + f(b) 2 + m∑ r=1 B_{2r} (2r)! ( f^{(2r−1)}(b) − f^{(2r−1)}(a) ) + R_m, kde

R_m = − ∫ b a f^{(2m)}(t) B_{2m}({t}) (2m)! dt. Je známo, ¿e |B_{2m}({t})| ≤ |B_{2m}|. Proto mù¿eme R_m odhadnout jako |R_m| ≤ |B_{2m}| (2m)! ∫ b a |f^{(2m)}(t)|dt. Pøipomínáme notaci f(x) ∼ g(x), která je zkratkou pro lim_{x→∞} f(x) g(x) = 1.

Uva¿me EGF Z(x) = ∑ n≥1 z(n)x^n n! a S-strukturu vźech oznaèených zakoøenìných stromù na {1, 2, . . . , n}. Nechż T je takový strom s koøenem i a sousedy koøene i_1, i_2, . . . , i_m. Vyhozením i se T rozpadá na m zakoøenìných oznaèených stromù s koøeny i_1, i_2, . . . , i_m. Jejich vrcholové mno¿iny tvoøí rozklad {1, 2, . . . , n}\{i} na m blokù. Obecnou S-strukturu obdr¿íme tedy tak, ¿e {1, 2, . . . , n} rozlo¿íme uspoøádanì na (A, B), mno¿inu A vybavíme strukturou \být jednoprvkovou mno¿inou" | pro ni je EGF patrnì rovna x | a B rozlo¿íme na mno- ¿inu neprázdných disjunktních blokù, z nich¿ ka¿dý vybavíme S-strukturou. Mno¿inu blokù vybavíme triviální strukturou \být mno¿inou", její EGF je e^x. Podle Souèinové a Kompozièní formule dostáváme rovnici Z(x) = xe^{Z(x)}. Vidíme, ¿e Z(y)^{<−1>} = y e^y . Podle Lagrangeovy inverzní formule z(n) n! = [x^n]Z(x) = 1 n [x^{n−1}] ( x Z(x)^{<−1>} )n = 1 n [x^{n−1}]e^{nx} = n^{n−1} n! . Cayleyova formule je dokázána.

16 GF dokazují kongruence

16.1 Stirlingova èísla prvního druhu. V 13.1 jsme ve Vìtì 39 nalezli GF pro èísla c(k, n), která poèítají poèty permutací {1, 2, . . . , n} s k cykly. Z explicitního vzorce ∑ k≥1 c(k, n)x^k = x(x + 1) · · · (x + n − 1) odvodíme vztah pro paritu c(k, n). Vźechny následující kongruence jsou modulo 2. ∑ k c(k, n)x^k ≡ x(x + 1)x(x + 1) · · · = x^{⌈n/2⌉}(1 + x)^{⌊n/2⌋}. Tedy c(k, n) ≡ [x^k]x^{⌈n/2⌉}(1 + x)^{⌊n/2⌋} = [ x^{k−⌈n/2⌉} ] (1 + x)^{⌊n/2⌋} = ( ⌊n/2⌋ k − ⌈n/2⌉ ) . Celkem

56

Metodami komplexní analýzy lze odtud odvodit asymptotiku pro b_n: b_n ∼ 1 √ n λ(n)^{n+1/2} e^{λ(n)−n−1}, kde λ(n) je øeźením rovnice λ(n) log λ(n) = n. V prvním pøiblí¿ení je λ(n) zhruba n/ log n. Pøi pou¿ití Kompozièní formule je tøeba mít v¿dy na mysli, ¿e formální slo¿enina mocninných øad F (G(x)) je dobøe de˛nována jen za podmínky G(0) = 0. Proto ta −1 v exponentu.

15.4 Lagrangeova inverzní formule. Obèas se stane, ¿e pro OGF èi EGF popisující náź problém | buï to funkce F (x) | odvodíme rovnici, z ní¿ neumíme vyjádøit explicitnì F (x) pomocí x, avźak umíme vyjádøit naopak x pomocí F (x). Jinými slovy: víme, jak vypadá inverzní funkce F (x)^{<−1>}. Potom lze pou¿ít následují výsledek, který popisuje koe˛cient u x^n v F (x) pomocí koe˛cientù inverzní mocninné øady. Pøipomínáme, ¿e [x^n]F (x) je symbolické oznaèení pro tento koe˛cient.

Vìta 42 (Lagrangeova inverzní formule) F (x) buï mocninná øada, pro ni¿ platí

[x^0]F (x) = 0 a [x^1]F (x) ≠ 0.

Potom [x^n]F (x)^{<−1>} = 1 n [x^{n−1}] ( x F (x) )n . V poslední kapitole uvedeme odkazy na literaturu, v ní¿ lze nalézt jak kombinatorické tak analytické dùkazy tohoto u¿iteèného tvrzení.

15.5 Cayleyova formule. Cayleyova formule patøí k perlám kombinatoriky. Tvrdí, ¿e pro poèet t(n) oznaèených stromù na mno¿inì vrcholù {1, 2, . . . , n} platí

t(n) = n^{n−2}.

Dùkaz, který teï uvedeme, kombinuje obraty 15.1, 15.2 a 15.4. Jako z(n) oznaèíme poèet zakoøenìných oznaèených stromù s vrcholovou mnoøinou {1, 2, . . . , n}. Cayleyova formule je zøejmým zpùsobem ekvivalentní s z(n) = n^{n−1}. 55

Napøíklad, 1 · 2 · 3 · · · n = n! ∼ C √ n ( n e )n , kde e = 2.71828 . . . je Eulerovo èíslo a C > 0 jistá konstanta (jemnìjźími metodami lze ukázat, ¿e C = √ 2π). Tento odhad plyne z Lemmatu 5 pøi volbì f(t) = log t, a = 1, b = n a m = 1.

Je pøekvapující, ¿e Bernoulliova èísla propojují technické lemma o náhradì sum integrály s hlubokým Kummerovým výsledkem o Fermatovì hypotéze. Ta tvrdí, ¿e rovnice x^n + y^n = z^n nemá pro exponent n > 2 ¿ádné celoèíselné øeźení s z ≠ 0.

Vìta 6 (Kummer, 1850) Fermatova hypotéza platí pro ka¿dý exponent n = p > 2, který je regulárním prvoèíslem (de˛nice regularity je komplikovaná a vy¿aduje aparát algebraické teorie èísel). Prvoèíslo p > 2 je regulární právì kdy¿ p nedìlí ¿ádného èitatele Bernoulliových èísel B_2, B_4, . . . , B_{p−3}.

Mezi lichými prvoèísly nepøesahujícími 100 pouze 3 nejsou regulární a pøedchozí vìta tudí¿ pro nì není pou¿itelná, jsou to 37, 59 a 67. V r. 1993 A. Wiles oznámil dùkaz Fermatovy hypotézy, který je v souèasnosti svìtovou matematickou komunitou vźeobecnì uznáván jako správné øeźení rébusu starého 300 let.

2 Odhady poètu prvoèísel

Hezkým pøíkladem kombinatorického poèítání jsou odhady funkce π(x), která je de˛nována jako π(x) = ∑ p≤x 1, tj. rovná se poètu prvoèísel nepøesahujících (reálné) èíslo x. V dalźím budeme èasto pou¿ívat písmena p a q pro oznaèení prvoèísel. Mangoldtova funkce ~(n) je de˛nována jako log p, je-li n mocninou prvoèísla p, a jako 0 jinak.

Lemma 7 ∑ n≤x ~(n) ⌊x n ⌋ = x log x − x + O(log x) ∑ n≤x ~(n) (⌊ x n ⌋ − 2 ⌊ x 2n ⌋) = x log 2 + O(log x).

Dùkaz. Nejprve doká¿eme první vztah. ∑ n≤x ~(n) ⌊ x n ⌋ =^∑_{n≤x} ~(n)^∑ m≤x, n|m 1 =^∑_{m≤x}^∑ n|m ~(n) =^∑_{m≤x} log m = x log x − x + O(log x).

V posledním kroku jsme pou¿ili Eulerovu sumaèní formuli. Druhý vztah snadno plyne z prvního. Oznaèíme-li první sumu jako M(x), máme ∑ n≤x ~(n) (⌊ x n ⌋ − 2 ⌊ x 2n ⌋) = M(x) − 2M(x/2) = x log 2 + O(log x). 2 Lemma u¿ijeme k dùkazu základního výsledku o míøe rùstu prvoèíselné funkce π(x).

Vìta 8 (Èebyźev, 1850) Existují absolutní konstanty 0 < c_1 < c_2, ¿e pro ka¿dé èíslo x ≥ 1 platí c_1x log x < π(x) < c_2x log x . Dùkaz. Snadno se vidí, ¿e pro ka¿dé reálné èíslo a platí ⌊a⌋ − 2⌊a/2⌋ ≤ 1. Proto z druhého vztahu Lemmatu 7 dostáváme

x log 2 + O(log x) ≤ ∑ n≤x ~(n) =^∑_{p≤x} ⌊ log x log p ⌋ log p ≤ log x^∑_{p≤x} 1 = π(x) log x.

Dokázali jsme dolní odhad.

Pro dùkaz horního odhadu pou¿ijeme, ¿e v¿dy ⌊a⌋ − 2⌊a/2⌋ ≥ 0 a ¿e tato velièina je 1 pro 1 ≤ a < 2. Pomocí druhé formule Lemmatu 7 máme

π(x) log x − π(x/2) log x/2 = ∑ x/2<p≤x log p + O(x) ≤ ∑ x/2<n≤x ~(n)(⌊x/n⌋ − 2⌊x/2n⌋) + O(x) ≤ ∑ n≤x ~(n)(⌊x/n⌋ − 2⌊x/2n⌋) + O(x) = O(x). Ukázali jsme tedy, ¿e π(x/2^k) log x/2^k − π(x/2^{k+1}) log x/2^{k+1} = O(x/2^k), kde konstanta v O nezávisí na k (a samozøejmì ani na x). Seèteme-li tyto odhady pro k = 0, 1, . . . , K, kde K je urèeno z 2^K ≤ x < 2^{K+1}, dostaneme ký¿ený horní odhad

Dùkaz je opìt lehký. Z jedné strany

h_n = ∞∑ k=1 f_k k! ∑ ... ( n m_1 m_2 . . . m_k ) g_{m1} g_{m2} . . . g_{mk} , kde sèítáme pøes vźechny uspoøádané k-tice pøirozených èísel m_1, m_2, . . . , m_k, pro nì¿ m_1 + m_2 + · · · + m_k = n. Multinomický koe˛cient vyjadøuje poèet vźech uspoøádaných rozkladù {1, 2, . . . , n} na k blokù s mohutnostmi m_1, m_2, . . . , m_k. Tento poèet musíme vydìlit k!, proto¿e v de˛nici H-struktury vystupují neuspoøádané rozklady. Èleny g_{m1} g_{m2} . . . g_{mk} a f_k vyjadøují poèty mo¿ných voleb G-struktur a F-struktur. Mírnì upraveno, h_n n! = ∞∑ k=1 f_k k! ∑ ... g_{m1} m_1! · g_{m2} m_2! · · · g_{mk} m_k! . Z druhé strany se lehce nahlédne, ¿e tento výraz je pøesnì koe˛cient u x^n ve slo¿eninì mocninných øad F (G(x)).

15.3 Bellova èísla. Kolik je vźech rozkladù mno¿iny {1, 2, . . . , n} na neprázdné bloky? Napø. pro n = 3 dostáváme 5 rozkladù: {{1, 2, 3}}, {{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}}, {{2, 3}, {1}}, {{1}, {2}, {3}}. Oznaème si obecný poèet jako b_n a uva¿me EGF B(x) = ∑ n≥1 b_nx^n n! . Známe-li Kompozièní formuli, je nalezení explicitního vzorce pro B(x) témìø trivialitou. G-strukturou je struktura \být neprázdnou mno¿inou", pro ni¿ g_n = 1 pro n ≥ 1 a g_0 = 0. Jako F-strukturu bychom mohli vzít tuté¿ strukturu, vezmìme vźak strukturu \být mno¿inou", pro ni¿ f_n = 1 pro n ≥ 0; vyjde hezèí vzoreèek. Tedy

F (x) = e^x a G(x) = e^x − 1

a podle Kompozièní formule

B(x) = F (G(x)) = e^{ex−1}.

54

H-struktury vypadají tak, ¿e v ka¿dém uspoøádaném rozkladu {1, 2, . . . , n} na dvì neprázdné mno¿iny (A, B) mno¿inu A strukturujeme F-strukturou a mno¿inu B strukturujeme G-strukturou. Obì volby jsou vzájemnì nezávislé. Nechż H(x) = ∑ n≥1 h_nx^n n! je EGF pro poèet h_n vźech H-struktur na {1, 2, . . . , n}. Platí

Souèinová formule: H(x) = F (x)G(x).

Dùkaz je lehký. Poèet uspoøádaných rozkladù (A, B) s |A| = k je dán pøísluźným binomickým koe˛cientem. Tedy

h_n = n−1∑ k=1 ( n k ) f_kg_{n−k}. Po úpravì h_n n! = n∑ k=1 f_k k! · g_{n−k} (n − k)! , co¿ je právì koe˛cient u x^n v souèinu F (x)G(x).

15.2 Kompozièní formule. Mìjme tuté¿ situaci a toté¿ oznaèení jako v 15.1. H-struktury budeme de˛novat pomocí jiné standardní konstrukce. Bázickou mno¿inu {1, 2, . . . , n} rozlo¿íme na mno¿inu neprázdných blokù, na ka¿dém z nich zvolíme vzájemnì nezávisle G-strukturu, a mno¿inu blokù strukturujeme F-strukturou (nezávisle na zvolených G-strukturách). EGF pro poèty H-struktur buï opìt H(x) = ∑ n≥1 h_nx^n n! . Platí

Kompozièní formule: H(x) = F (G(x)).

53 π(x) log x = O ( K ∑ k=0 x/2^k ) = O(x). 2 Jiným zajímavým tvrzením o prvoèíslech je Mertensova vìta, která podává asymptotiky tøí výrazù de˛novaných pomocí prvoèísel. Vìta 9 (Mertens, 1874) ∑ p≤x log p p = log x + O(1). ∑ p≤x 1 p = log log x + c + O(1/ log x). ∏ p≤x ( 1 − 1 p ) = c^′ log x

(1 + O(1/ log x)).

Dùkaz. Podle první formule Lemmatu 7 máme

x log x − x + O(log x) = ∑ n≤x ~(n) ⌊x n ⌋

=^∑_{p≤x} ⌊ x p ⌋ log p +^∑_{pv ≤x, v≥2} ⌊ x p^v ⌋ log p = x^∑_{p≤x} log p p + O(x) + + O ( x ( ∞ ∑ n=1 log n n^2 + ∞∑ n=1 log n n^3 + · · · ))

= x^∑_{p≤x} log p p + O(x). Dokázali jsme prvou Mertensovu formuli, v dùkazu jsme pou¿ili horní odhad z Èebyźevovy vìty (kde?).

Druhá Mertensova formule plyne z první pomocí Abelovy transformace. ∑ p≤x 1 p =^∑_{p≤x} log p p · 1 log p = 1 log x ∑ p≤x log p p + ∫ x 2 ∑ p≤t log p p · dt t log^2 t

= 1 + O(1/ log x) + ∫ x 2 dt t log t + ∫ x 2 ∑ p≤t log p p − log t dt t log^2 t

= log log x + 1 − log log 2 + ∫ ∞ 2 w(t)dt t log^2 t + O ( 1 log x + ∫ ∞ x |w(t)|dt t log^2 t ) .

Symbolem w(t) jsme oznaèili omezenou funkci^∑_{p≤t} log p/p − log t. První integrál konverguje, druhý je O(1/ log x), druhá formule je dokázána.

Formule pro souèin vyplývá následovnì.

log^∏_{p≤x}(1 − 1/p) =^∑_{p≤x} log(1 − 1/p) = −^∑_{p≤x} ∞∑ n=1 (1/p)^n n = −^∑_{p≤x} 1 p − ∑ n≥2 1 n ∑ p≤x 1 p^n = −^∑_{p≤x} 1 p − ∑ n≥2 1 n ∑ p 1 p^n + O ∑ n≥2 1 n ∑ p>x 1 p^n = −^∑_{p≤x} 1 p + c^{′′} + O ∑ n≥2 1 n ∑ m>x 1 m^n = −^∑_{p≤x} 1 p + c^{′′} + O ∑ n≥2 1 n · 1 (n − 1)x^{n−1} = − log log x − c + O(1/ log x) + c^{′′} + O(1/x).

V závìru jsme sumu^∑_{m>x} 1/m^n odhadli Eulerovou sumaèní formulí a u¿ili jsme druhou Mertensovu formuli. Odlogaritmováním dostaneme tøetí Mertensovu formuli. 2

Pøesnìjźím poèítáním ve tøetí formuli lze ukázat, ¿e c^′ = e^{−γ}. Slavným výsledkem o prvoèíslech je tzv. Prvoèíselná vìta. Tvrdí, ¿e π(x) log x/x → 1 pro x → ∞.

Vìta 10 (Hadamard, de la Vallé Poussin, 1896) π(x) ∼ x log x . Pro dùsledek viz Pøíklad 1. Pùvodní dùkaz i jeho pozdìjźí zjednoduźení vyu¿ívají metod komplexní analýzy. V letech 1947{48 nalezli Selberg a Erdös dùkaz, v kterém se pracuje pouze s elementárními poèítacími technikami a reálnou analýzou (ukázky tìchto metod jsme si ji¿ pøedvedli a jeźtì si pøedvedeme), dùkaz sám je ale pomìrnì komplikovaný.

Lépe ne¿ funkcí x/ log x je π(x) aproximována funkcí integrállogaritmus li(x) = ∫ x 0 dt log t

= lim_{ε→0} (∫ 1−ε 0 + ∫ x 1+ε ) dt log t kde pou¿íváme zkratku x_k = 1 + x + x^2 + · · · + x^k = (x^{k+1} − 1)/(x − 1).

Dostáváme tak kvadratickou rovnici xP^2_k − x_kP_k + x_k = 0, jejím¿ øeźením je P_k(x) = x_k − √ x^2_k − 4xx_k 2x . Odvození pro druhou OGF je velmi podobné, jediný rozdíl spoèívá v tom, ¿e v druhém pøípadì, kdy se v u vyskytuje 1 právì dvakrát, rozlo¿íme u jako u = 1v1w. Proto souèet obou délek bude l − 2. Nyní w ji¿ mù¿e být prázdná. Pro Q_k(x) tak dostaneme vztah Q_k(x) = 1 + xQ_k(x) + x^2(Q_k(x) − x_{k−1})Q_k(x).

Z nìj odvodíme kvadratickou rovnici x(xQ_k )^2 − (x^2x_{k−1} − x + 1)(xQ_k) + x = 0.

Koe˛cient u xQ_k lze pøepsat, podle de˛nice x_k, jako x_{k+1} − 2x. Místo k píźeme k − 1 a øeźíme rovnici: xQ_{k−1}(x) = x_k − 2x − √ (x_k − 2x)^2 − 4x^2 2x . Vidíme, ¿e opravdu platí xQ_{k−1}(x) = P_k(x) − 1. 2 15 Kompozièní formule a Lagrangeova inverzní formule Popíźeme dvì dùle¿ité techniky, které lze èasto pøi práci s GF pou¿ít. Ka¿dou z nich ilustrujeme jedním pøíkladem. Dosud jsme se setkali pouze s OGF, nyní budeme pracovat s EGF.

15.1 Souèinová formule. Mìjme dva typy struktur de˛nované na základní mno¿inì {1, 2, . . . , n}, øíkejme jim F-struktury a G-struktury. Symboly f_n a g_n oznaèují poèty F-struktur a G-struktur na {1, 2, . . . n}. Zavedeme si pro nì EGF: F (x) = ∑ n≥1 f_nx^n n! a G(x) =^∑_{n≥1} g_nx^n n! . 52

X = {1, 2, . . . , l}, jejich¿ sjednocením je celá mno¿ina X. K èíslu l budeme poukazovat jako k délce rozkladu. Øekneme, ¿e rozklad je abab-prostý, pokud neexistují ètyøi èísla 1 ≤ x < y < z < t ≤ l a dva rùzné bloky B_i, B_j, ¿e by platilo x, z ∈ B_i a y, t ∈ B_j. Øekneme, ¿e rozklad je k-pravidelný, pokud neexistuje blok B_i a dvì èísla x, y ∈ B_i, ¿e 0 < y − x < k. Je pohodlnìjźí místo mno¿inového zápisu pou¿ívat pro rozklady zápis ve tvaru posloupností, popø. normálních posloupností. Rozklad P délky l s n bloky se snadno zapíźe posloupností nìjakých symbolù u = a_1a_2 . . . a_l tak, ¿e i a j padnou do stejného bloku právì kdy¿ a_i = a_j . Øekneme, ¿e u urèuje P . Takových u je mnoho, po¿adujeme-li vźak, aby navíc {a_1, a_2, . . . , a_l} = {1, 2, . . . , n} a aby pro ka¿dé 1 ≤ i < j ≤ n pøedcházel v u první výskyt i první výskyt j, je u ji¿ urèena jednoznaènì. Takovým u budeme øíkat normální posloupnosti. Jako pøíklad si uvedeme vźechny 2-pravidelné abab-prosté rozklady délky 5 zapsané jako normální posloupnosti:

{12345, 12343, 12342, 12341, 12324, 12321, 12314, 12134, 12131}.

Rozklad nazveme chudým, má-li ka¿dý blok nejvýźe dva prvky. Uvedeme si vźechny chudé abab-prosté rozklady délky 4:

{1234, 1233, 1232, 1231, 1223, 1221, 1213, 1123, 1122}.

Není náhodné, ¿e nám poka¿dé vyźel stejný poèet rozkladù.

Vìta 41 Poèet k-pravidelných abab-prostých rozkladù délky l je roven poètu (k − 1)- pravidelných chudých abab-prostých rozkladù délky l − 1.

Dùkaz. Poèet rozkladù prvního typu oznaèíme jako p(l, k) a poèet rozkladù druhého typu jako q(l, k). Zavedeme pro obì struktury OGF

P_k(x) = ∑ l≥0 p(l, k)x^l a Q_k(x) = ∑ l≥0 q(l, k)x^l. Nalezneme explicitní vyjádøení pro obì OGF a uvidíme, ¿e jsou pøesnì v tom vztahu, v jakém mají podle identity být.

Uva¿me k-pravidelný abab-prostý rozklad délky l ≥ 1 zapsaný normální posloupností u. Pokud se èíslo 1 vyskytuje v u jen jednou, rozlo¿íme u jako u = 1v. Posloupnost v urèuje k-pravidelný abab-prostý rozklad o délce l − 1, který mù¿e být zcela libovolný.

Vyskytuje-li se 1 v u vícekrát, rozlo¿íme u podle druhého výskytu 1 jako u = 1vw, kde w zaèíná onou druhou jednièkou. őádné èíslo se nevyskytuje v obou posloupnostech souèasnì. Je zøejmé, ¿e v a w urèují nezávisle na sobì dva k-pravidelné abab-prosté rozklady. Jediné omezující podmínky jsou, ¿e první rozklad má délku alespoò k − 1, druhý alespoò 1 a souèet jejich délek je l − 1. První OGF proto splòuje

P_k(x) = 1 + xP_k(x) + x(P_k(x) − x_{k−1})(P_k(x) − 1), 51

(viz Pøíklad 2). Zbytek R(x) ve vyjádøení π(x) = li(x) + R(x) byl v pùvodním Hadamardovì a de la Vallé Poussinovì dùkazu odhadnut jako R(x) = O ( xe^{−δ(log x)1/2} ) pro jistou absolutní konstantu δ > 0. Korobov v r. 1958 zesílil tento odhad na R(x) = O ( xe^{−δ(log x)3/5(log log x)} �1/5 ) . Gauss se domníval, ¿e v¿dy platí π(x) < li(x). To bylo vyvráceno Littlewoodem, podíl (π(x) − li(x)) log x √ x log log x

má pro x → ∞ záporný limes inferior a kladný limes superior. Konkrétní protipøíklad ke Gaussovì domnìnce vźak není znám, Riele odhadl, ¿e nejmenźí z nich nepøesahuje 6.69 · 10^{370}.

3 Brunovo síto

Poté, co byla Wilesem dokázána Fermatova domnìnka, kandidují na pozici nejznámìjźích nerozhodnutých matematických problémù dvì následující hypotézy.

Hypotéza prvoèíselných dvojèat je tvrzení, ¿e existuje nekoneènì mnoho prvoèísel p, ¿e i p + 2 je prvoèíslo.

Goldbachova hypotéza z r. 1742 tvrdí, ¿e ka¿dé sudé èíslo n > 2 lze zapsat ve tvaru souètu dvou prvoèísel.

Matematik V. Brun atakoval v období 1915{24 oba problémy metodou zalo¿enou na principu inkluze a exkluze, která byla po nìm nazvána Brunovým sítem. Pozdìji byla vynalezena dalźí síta: Selbergovo, Linnikovo, Rényiho, . . . Pro technickou komplikovanost musíme pominout dùkazy výsledkù dosa¿ených tìmito metodami a pøedvedeme si pouze dùkaz pou¿ívající slabou formu Brunova síta.

Vìta 11 (Brun) Nechż N = N(x, z) je poèet pøirozených èísel n nepøesahujících x − 2 a takových, ¿e n ani n + 2 nemají prvoèinitele nepøesahujícího z. Pøedpokládejme, ¿e z ≤ x^{1/(20 log log x)} a x, z → ∞. Pak N ∼ e^{−2γ}α x log^2 z

, kde α = 2 ∏ p>2 (1 − (p − 1)^{−2}) = 1.3202 . . .

Pøipomínáme, ¿e γ je Eulerova-Mascheroniova konstanta. Oznaème si jako D = {3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 29, 31, 41, 43, . . .} mno¿inu vźech prvoèíselných dvojèat.

Dùsledek 12 (Brun) Poèet prvoèíselných dvojèat ≤ x je O(x(log log x)^2/ log^2 x). Tudí¿ suma reciprokých hodnot dvojèat ∑ p∈D 1 p konverguje (nebo je koneèná).

Dùkaz. Dùsledek plyne z Vìty 11 snadno Abelovou transformací. Oznaèíme-li poèet dvojèat nepøesahujících x jako D(x), máme ∑ p∈D, p≤x 1 p = D(x) x + ∫ x 2 D(t) t^2 dt a zbytek je rutinní a snadné odhadování. 2 Dùkaz. (Vìty 11) Uva¿me koneèné mno¿iny A_1, A_2, . . . , A_n obsa¿ené v jiné koneèné mno¿inì A. Princip inkluze a exkluze øíká, ¿e

| A_1 ∩ A_2 ∩ . . . ∩ A_n | = n∑ i=0 (−1)^iP_i, kde

A_i je doplnìk A_i v A, P_0 = |A| a P_i = ∑ |I|=i | ⋂ j∈I A_j|. Jenoduché lemma, známe jako \Bonferoniho nerovnosti", øíká, ¿e suma^{∑m}_{i=0}(−1)^iP_i podhodnocuje kardinalitu prùniku na levé stranì pro liché m a nadhodnocuje ji pro m sudé. Polo¿íme A = {n(n + 2) : n ∈ N, n ≤ x − 2}, P = {prvoèísla ≤ z}, A(d) = {a ∈ A : d|a} a ω(d) = |{n : 0 ≤ n < d, n(n + 2) ≡ 0 (mod d)}|. Jako ν(n) oznaèíme poèet prvoèinitelù èísla n. Pro ètvercuprosté d platí | ||A(d)| − ω(d) x d | | ≤ ω(d) ≤ 2^{ν(d)}, nìkolika pøirozených sèítancù. Dva rozklady liźící se pouze poøadím sèítancù nepova- ¿ujeme za rùzné. Sèítance se mohou opakovat. Uveïme si vźechny rùzné rozklady èísla 6. 6 = 6 1 + 2 + 3

1 + 5 2 + 2 + 2 2 + 4 1 + 1 + 1 + 3 3 + 3 1 + 1 + 2 + 2 1 + 1 + 4 1 + 1 + 1 + 1 + 2 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

Z jedenácti rozkladù mají ètyøi vźechny sèítance rùzné a rovnì¿ pøesnì ètyøi rozklady obsahují pouze liché sèítance. Doká¿eme si pomocí GF, ¿e se tyto dva poèty rovnají bez ohledu na to, jaké èíslo rozkládáme.

Euler: Poèet rozkladù èísla n na rùzné sèítance se rovná poètu rozkladù na liché sèítance.

První poèet si oznaèíme jako r(n) a druhý jako l(n). Není obtí¿né najít explicitní vyjádøení pro OGF posloupností {r(n)}_{n≥0} a {l(n)}_{n≥0}: ∑ n≥0 r(n)x^n = (1 + x)(1 + x^2)(1 + x^3)(1 + x^4) · · ·

a_∑ n≥0 l(n)x^n = 1 (1 − x)(1 − x^3)(1 − x^5)(1 − x^7) · · · . Uká¿eme, ¿e výrazy na pravé stranì urèují tuté¿ mocninnou øadu. Uvìdomíme-li si, ¿e

1 + x =

1 − x^2 1 − x , 1 + x^2 =

1 − x^4 1 − x^2

, 1 + x^3 =

1 − x^6 1 + x^3 , . . . mù¿eme první pravou stranu pøepsat ve tvaru

(1 − x^2)(1 − x^4)(1 − x^6)(1 − x^8)(1 − x^{10}) · · · (1 − x)(1 − x^2)(1 − x^3)(1 − x^4)(1 − x^5) · · · . Èleny se sudými exponenty ve jmenovateli se zkrátí oproti vźem èlenùm v èitateli a co zùstane, je pøesnì druhá pravá strana.

14.2 Dva druhy mno¿inových rozkladù. Zde budeme slovem rozklad rozumìt soubor neprázdných a disjunktních podmno¿in (zvaných bloky) {B_1, . . . , B_n} mno¿iny 50

Podle právì vysvìtleného tvrzení má tento kvadratický polynom jen reálné koøeny (dokonce se stejným znaménkem) a proto jeho diskriminant je nezáporný: c^2_{n−m−1} − c_{n−m−2}(m + 2) n − m − 1 · c_{n−m}(n − m) m + 1 ≥ 0. Odtud se hned vidí, ¿e c^2_{n−m−1} > c_{n−m−2}c_{n−m}. Unimodalita je dokázána. 2

Proto¿e koøeny polynomu_{n∑} k=1 c(k, n)t^{k−1} jsou podle Vìty 39 èísla −1, −2, . . . , −n + 1, dostáváme výsledek

Posloupnost Stirlingových èísel prvního druhu {c(k, n)}^n_{k=1} je unimodální.

Stirlingova èísla druhého druhu d(k, n) jsou de˛nována jako poèet rozkladù n-prvkové mno¿iny na k neprázdných disjunktních podmno¿in. Jejich unimodalitu lze dokázat obdobným zpùsobem.

14 Dùkazy identit

Identitou se v kombinatorice rozumí pøekvapivá rovnost mezi dvìma zdánlivì zcela odliźnými výrazy. Výrazy bývají èasto ve tvaru sum èlenù zahrnujících binomické koe˛cienty. Èasto se ale také identitou rozumí rovnost poètù kombinatorických struktur dvou zdánlivì odliźných druhù. Identity se dokazují dvìma základními zpùsoby. V bijektivním dùkazu se nalezne bijekce mezi obìma druhy struktur. Je tøeba prohlédnout onu zdánlivost a ukázat, jakým zpùsobem promìnit jednu strukturu v druhou. V dùkazu pomocí GF se urèí OGF èi EGF pro poèty obou struktur a uká¿e se, ¿e jde o jednu a tuté¿ funkci. V této kapitole si pøedvedeme dva pøíklady ilustrující druhý pøístup.

14.1 Rozklady èísel na liché sèítance a na rùzné sèítance. Tato pìkná identita pochází od Eulera. Rozkladem pøirozeného èísla n rozumíme jeho vyjádøení jako souètu

49 proto¿e funkce ω(d) je podle Èínské vìty o zbytku multiplikativní a ω(p) = 2. Dále polo¿íme P (z) = ∏ p∈P p a N = |{a ∈ A : ¿ádné p ∈ P nedìlí a}|. Pøipomeòme nyní Möbiovu funkci μ(n) de˛novanou jako 1 pro n = 1, jako 0 pro n dìlitelné ètvercem vìtźím ne¿ 1, a jako (−1)^k pro n rovno souèinu k rùzných prvoèísel. Podle principu inkluze a exkluze a Bonferoniho nerovností platí | parametr t urèíme pozdìji | N = ∑ d|P (z) ν(d) ≤ 2t μ(d) |A(d)| + O ( ∑ d|P (z) ν(d) = 2t |A(d)| )

= x^∑ d|P (z) μ(d) ω(d) d + O ( x ∑ d|P (z) ν(d) ≥ 2t ω(d) d ) + O ( x ∑ d|P (z) ν(d) ≤ 2t 2^{ν(d)} )

= x^∑ d|P (z) μ(d) ω(d) d + O(E_1) + O(E_2).

Suma se rovná ∑ d|P (z) μ(d) ω(d) d =^∏_{p≤z} ( 1 − ω(p) p ) ∼ e^{−2γ} α/ log^2 z.

Pøi úpravì jsme vyu¿ili tøetí formuli Mertensovy vìty, rovností ω(2) = 1 a ω(p) = 2, a multiplikativity ω.

Nyní odhadneme zbytek E_1.

E_1 ≤ x ∑ l≥2t 2^{l ∑} d|P (z) ν(d) = l 1 d ≤ x ∑ l≥2t 2^l l! ( ∑ p≤z 1 p )l ≤ x ∑ l≥2t 1 l! (2 log log z + 2c)^l.

To lze majorizovat prvním èlenem, volíme toti¿ t = ⌊5 log log z⌋. Tedy

E_1 = O ( x (2t)!

(2 log log z + 2c)^{2t} ) = O^(x(e/5)^{10 log log z)} = O(x/ log^6 z).

Nyní odhadneme zbytek E_2.

E_2 ≤ 2^{2t} ∑ d|P (z) ν(d) ≤ 2t 1 ≤ 2^{2t}π(z)^{2t}.

Proto E_2 ≤ z^{2t} = O(x^{1/2}). Celkovì N ∼ xe^{−2γ} α log^{−2} z + O(x log^{−6} z). 2 Nechż pro n ∈ N s prvoèíselným rozkladem n = p^{α1}_1 p^{α2}_2 . . . p^{αk}_k oznaèuje s(n) jeho slo¿itost, tj. s(n) = α_1 + . . . + α_k. Brun se v pøedchozí vìtì dokázal zbavit faktoru log log x.

Vìta 13 (Brun, 1919) Existuje nekoneènì mnoho èísel n, pro nì¿ s(n), s(n + 2) ≤ 7 (Brun ukázal, ¿e poèet takových n ≤ x se chová zhruba jako x/ log^2 x). Obdobný výsledek obdr¿el Brun pro Goldbachùv problém.

Metodami síta byla dokázána následující vìta. Její dùkaz je komplikovaný a proto ho neuvádíme, vìtu samu vźak v budoucnu nìkolikrát pou¿ijeme. Vìta 14 Nechż a_i, b_i ∈ N_0 je k dvojic nesoudìlných èísel, která splòují E = ∏ a_i ∏ (a_rb_s − a_sb_r) ≠ 0.

Nechż 0 < ε < 1 a x, y jsou reálná èísla. Polo¿me A = { ∏ (a_in + b_i) : n ∈ N, x − y < n ≤ x} a ω(p) = |{0 ≤ n < p : ∏ (a_in + b_i) ≡ 0 (mod p)}|.

Nechż dále z = y^ε. Potom

|{n ∈ A : n nemá prvoèinitele ≤ z}| ≤ c · ∏ p|E, p≤y (1 − 1/p)^{ω(p)−k} · y log^k y , kde konstanta c závisí jen na k a ε.

Dùsledek 15

∃ c > 0, ¿e |{q : q a q + 2 jsou prvoèísla, q ≤ x − 2}| ≤ cx log^2 x ∃ c > 0, ¿e |{p : p a n − p jsou prvoèísla}| ≤ c ∏ p|n (1 − 1/p)^{−1} · n log^2 n ∃ c > 0, ¿e π(x) − π(x − y) ≤ cy/ log y.

Nyní ji¿ jsme schopni dokázat unimodalitu èísel c(k, n). Doká¿eme dokonce, ¿e se vyznaèují jistou silnìjźí vlastností. Posloupnost (c_1, c_2, . . . , c_n) reálných èísel se nazývá log-konkávní, platí-li pro ka¿dé j = 1, 2, . . . , n − 1 nerovnost c_{j−1}c_{j+1} ≤ c^2_j . Nastává-li ostrá nerovnost, mluvíme o ostré log-konkavitì . Povźimnìme si, ¿e v pøípadì kladných èísel log-konkavita implikuje unimodalitu.

Vìta 40 p(x) = c_0 + c_1x + c_2x^2 + · · · + c_nx^n buï polynom, jeho¿ vźechny koøeny jsou záporná reálná èísla (nebo jsou vźechny kladná reálná èísla). Pak {c_k}^n_{k=0} je ostøe logkonkávní.

Dùkaz. Nejprve si uvìdomíme, ¿e i vźechny derivace polynomu p mají vźechny koøeny záporné (nebo vźechny kladné). Skuteènì, má-li p celkem m rùzných záporných koøenù, pøispìjí poètem n − m k poètu koøenù derivace p^′ (proto¿e zderivováním se násobnost koøene sni¿uje o 1). V ka¿dé z m − 1 mezer mezi koøeny vźak podle Rolleovy vìty musí vzniknout dalźí koøen p^′. Máme ji¿, poèítáno s násobnostmi, alespoò n−m+m−1 = n−1 záporných reálných èísel, která jsou koøeny p^′. Vyèerpali jsme nevyhnutelnì vźechny koøeny.

Odtud vyplývá, ¿e homogení polynom ve dvou promìnných

f(x, y) = c_0x^n + c_1x^{n−1}y + c_2x^{n−2}y^2 · · · + c_ny^n

má po libovolné kombinaci derivování podle x a podle y vźechny koøeny záporné (nebo vźechny kladné).

Toto tvrzení je asi nutné blí¿e vysvìtlit. Polynom f(x, y) píźeme jako f(x, y) = x^np(y/x) = y^nq(x/y) a jeho koøeny rozumíme koøeny polynomù jedné promìnné p(z) a q(z). Pøipomínáme, ¿e p má vźechny koøeny záporné (nebo vźechny kladné) a tudí¿ má vźechny koe˛cienty nenulové. Zøejmì q(z) = p(1/z) a proto i q má vźechny koøeny záporné (nebo vźechny kladné). Parciálním zderivováním f podle y dostaneme opìt homogení polynom (stupnì n − 1) a navíc ∂f ∂y = x^{n−1}p^′(y/x). Podobnì pro ∂f/∂x. Proto dostáváme po zderivování v¿dy vźechny koøeny reálné a s tým¿ znaménkem.

Po m-násobném zderivování podle x a n − m − 2-násobném zderivování podle y a vydìlení koe˛cientem (m + 1)!(n − m − 1)! 2 dostaneme c_{n−m−2}(m + 2) n − m − 1 x^2 + 2c_{n−m−1}xy + c_{n−m}(n − m) m + 1 y^2. 48

Nechż s = a_1a_2 . . . a_n ∈ S_n je permutace zapsaná ve tvaru posloupnosti. Øekneme, ¿e i je jejím levopravým minimem, pokud a_j > a_i pro vźechna j < i. Napø. levopravými minimy permutace 35214 jsou 1, 3 a 4.

Lemma 37 c(k, n) je rovno poètu permutací v S_n s k levopravými miminimy.

Dùkaz. Danou π ∈ S_n s k cykly zapíźeme v posloupnostním tvaru následujícím kanonickým zpùsobem. Ka¿dý cyklus napíźeme jako posloupnost, pøièem¿ zaèneme jeho nejmenźím prvkem. Tyto posloupnosti seøadíme klesavì podle nejmenźích prvkù a shrneme je takto do jediné posloupnosti. Ta pøedstavuje hledaný posloupnostní tvar π. Napø._( 1 2 3 4 5 6 4 2 5 1 6 3 )

se zakóduje jako 356214.

Dostaneme posloupnost s k levopravými minimy, úseky urèené minimy odpovídají pøesnì cyklùm. Nyní je jistì jasné, jak naopak z posloupnosti èísel 1, 2, . . . , n s k levopravými minimy vyrobit permutaci s k cykly. Tato bijekce dokazuje tvrzení lemmatu. 2

Pro permutaci s = a_1a_2 . . . a_n ∈ S_n budeme tabulkou inverzí rozumìt posloupnost b_1b_2 . . . b_n, kde b_j = |{i : i < j, a_i > a_j}|. Napø. 35214 má tabulku inverzí 00231.

Lemma 38 Existuje bijekce mezi S_n a mno¿inou tabulek inverzí T_n = {0} × {0, 1} × · · · × {0, 1, . . . , n − 1}. Dùkaz. Zøejmý. 2

Je jasné, ¿e pro permutaci s = a_1a_2 . . . a_n ∈ S_n s tabulkou inverzí b_1b_2 . . . b_n je j levopravým minimem právì kdy¿ b_j = j − 1. V T_n, v j-té souøadnici, pøidìlme èíslu j − 1 váhu t a ostatním váhu 1. Generující polynom pro permutace π ∈ S_n podle poètù levopravých minim pak je

t(t + 1)(t + 1 + 1) · · · (t + 1 + 1 + · · · + 1) = t(t + 1)(t + 2) · · · (t + n − 1).

Tato úvaha a obì pøedchozí lemmata dohromady dávají následující tvrzení.

Vìta 39_n ∑ k=1 c(k, n)t^k = t(t + 1)(t + 2) · · · (t + n − 1).

47

Dùkaz. Pro první dvì tvrzení polo¿íme v pøedchozí vìtì k = 2, a_1 = 1, b_1 = 0, x = y, ε = 1/2. Pro první tvrzení polo¿íme dále a_2 = 1, b_2 = 2, pro druhé a_2 = −1, b_2 = n. Tøetí odhad dostaneme z volby k = 1, a_1 = 1, b_1 = 0, ε = 1/2. 2

Vìta 16 (Chen, cca 1970) Existuje nekoneènì mnoho dvojic n, n+2, v nich¿ je jeden èlen prvoèíslem a druhý je souèinem nejvýźe dvou prvoèísel.

Chen dokázal analogický výsledek v Goldbachovì problému pro dostateènì velké sudá èísla.

Piźme d_n = p_n − p_{n−1} pro mezeru mezi po sobì jdoucími prvoèísly. Z prvoèíselné vìty plyne, ¿e lim inf n→∞ d_n log n ≤ 1. Vìta 17 (Erdös, 1940) lim inf n→∞ d_n log n ≤ c < 1. Dùkaz. Plyne z Vìty 14 a jednoho elementárního odhadu. Nechż ε > 0 je pevné. Pøedpokládejme, ¿e lim inf_{n→∞} d_n/ log n > 1 − ε/2. Tudí¿ pro x ≥ x_0 nerovnost n > π(x/ log x) implikuje d_n > (1 − ε) log x.

Polo¿íme L rovno π(x) − π(x/ log x) a de˛nujeme δ = δ(x, ε) > 0 pomocí δL = |{n : π(x/ log x) < n ≤ π(x), (1 − ε) log x < d_n < (1 + ε) log x}|. Proto¿e x ≥ x_0, dostáváme

δL(1 − ε) log x + (1 − δ)L(1 + ε) log x ≤ ∑ n≤π(x) d_n ≤ x. Tudí¿ ε(1 − 2δ) ≤ x L log x − 1. Proto¿e L log x ∼ x, máme pro x ≥ x_1(ε) nerovnost δ > 1/3 (δ mù¿eme dostat k 1/2 tak blízko, jak chceme).

Tento odhad nyní pomocí Vìty 14 pøivedeme ke sporu | uká¿eme, ¿e δ = O(ε). De˛nujeme si D(t, x) jako poèet prvoèísel p ≤ x, pro nì¿ p + t je rovnì¿ prvoèíslo. Zøejmì platí δL ≤ ∑ (1−ε) log x<t<(1+ε) log x D(t, x).

Vìta 14 dává (k = 2, a_1 = 1, b_1 = 0, a_2 = 1, b_2 = t, x = y, ε = 1/2) D(t, x) ≤ c^′ · ∏ p|t, p≤x ( 1 − 1 p )−1 · x log^2 x . Elementárními odhady, které neuvádíme, lze spoèítat, ¿e pro u → ∞ ∑ t≤u ∏ p|t ( 1 − 1 p )−1 ∼ c^{′′}u. Tudí¿_∑

(1−ε) log x<t<(1+ε) log x

D(t, x) ≤ c^′(c^{′′} + o(1))2ε log x · x/ log^2 x.

Odhadli jsme tedy, ¿e δ ≤ 3c^′c^{′′}ε, kde x je dostateènì velké (v závislosti na ε) a c^′, c^{′′} jsou absolutní konstanty. Pro ε → 0 dostáváme spor. 2

Vìta 18 (Maier, 1988) Pøedeźlá vìta platí s konstantou c < 1/4.

4 Báze a podstatné komponenty

Goldbachova hypotéza je úlohou aditivní teorie èísel, co¿ je disciplína zabývající se vyjádøeními pøirozených èísel jako souètù sèítancù z pøedem dané mno¿iny. K slavným úlohám tohoto typu patøí

Waringova hypotéza z r. 1770. Tvrdí, ¿e pro ka¿dé n ∈ N existuje g = g(n) ∈ N, ¿e pro ka¿dé x ∈ N má rovnice

x = y^n_1 + y^n_2 + . . . + y^n_g

øeźení v N0.

Èesky øeèeno, ka¿dé pøirozené èíslo lze napsat jako souèet omezenì mnoha n-tých mocnin pøirozených èísel. V roce 1770 Lagrange dokázal, ¿e g(2) = 4 (uvá¿íme-li èísla tvaru 8n+7 vidíme, ¿e g(2) = 3 neplatí) a v roce 1909 Hilbert Waringovu hypotézu dokázal, nyní to ji¿ tedy je vìta. V této kapitole uká¿eme pøekvapivì elementární kombinatorickou techniku, kterou byly pro aditivní úlohy dosa¿eny netriviální výsledky.

Øekneme, ¿e A ⊂ N je báze øádu k, pokud ka¿dé x ∈ N je souètem nejvýźe k sèítancù z A. Øekneme, ¿e A ⊂ N je asymptotická báze øádu k, pokud to platí pro

Vìta 36 (Pringsheim) Nechż

F (z) = ∑ n≥0 a_nz^n je mocninná øada s nezápornými reálnými koe˛cienty a polomìrem konvergence R, 0 < R < ∞. Pak R je nutnì singularitou F .

V orámeèkovaném principu jsou tedy znaky absolutních hodnot zbyteèné, proto¿e v¿dy mù¿eme vzít α = R jako kladné reálné èíslo. Na konvergenèní kru¿nici se ovźem mohou nacházet i dalźí singularity, které u¿ jsou obecnì komplexní a ty je tøeba pøi hledání pøesné asymptotiky ji¿ brát v úvahu.

13 Unimodalita posloupností

Posloupnost nezáporných reálných èísel a_1, a_2, . . . , a_n se nazývá unimodální, existujeli index k tak, ¿e a_1 ≤ a_2 ≤ · · · ≤ a_k ≥ a_{k+1} ≥ · · · ≥ a_n. Unimodální posloupnost tedy monotónì stoupá ke svému vrcholu a potom zase monotónì klesá. Takové posloupnosti se v kombinatorice vyskytují èasto. Pøíkladem je posloupnost binomických koe˛cientù {( n k )}n k=0 . Ta je mimoto symetrická, tj.^{(n}_k^) =^{( n}_{n−k}^), a její unimodalitu je lehké dokázat, máme toti¿ k dispozici explicitní formuli pro obecný èlen. Stává se vźak, ¿e je k dispozici pouze kombinatorická de˛nice posloupnosti a pak mù¿e dùkaz unimodality pøedstavovat nelehký problém. Uká¿eme si na jednom pøíkladu, jak za takových okolností mohou GF pomoci.

13.1 Stirlingova èísla prvního druhu. Symbolem S_n zde rozumíme mno¿inu vźech permutací na {1, 2, . . . , n}. Stirlingova èísla prvního druhu c(k, n) jsou de˛nována jako poèet permutací z S_n, které mají právì k cyklù. Posloupnost {c(k, n)}^{k=n}_{k=1} je unimodální. Abychom to dokázali, musíme nejprve odvodit formuli pro generující polynom_{n∑} k=1 c(k, n)t^k. 46

Proto α bude koøen kvadratického polynomu 1 − 6x + x^2 nejbli¿źí poèátku. Zøejmì α = 3 − 2 √ 2 a odtud vyplývá, ¿e poèet rozøezání n-úhelníku | Schröderovo èíslo | roste jako (1/α)^n = (3 + 2 √ 2)^n.

Pokud nás v pøíkladu 11.1 zajímá asymptotika poètù f_A(n) nebo g_A(n), staèí nalézt koøen polynomu z^k + (1 − 2z)C_A(z)

le¿ící nejblí¿e poèátku.

V pøíkladu 11.2 pracujeme s OGF

x(1 + 3 √ 1 − 4x) 4(1 − 9x/2) . Odtud plyne, ¿e celkový poèet øetìzcù v pìstovaných stromech s n vrcholy roste jako (9/2)^n. Prùmìrný poèet r(n) tudí¿ roste jako (9/8)^n. Asymptotiku r(n) urèíme pøesnì. Budeme potøebovat následující vìtu. Dùkaz je snadný, ale z dùvodu struènosti ho pomineme.

Vìta 35 (Bender) a(z) = ∑ n≥0 a_nz^n a b(z) = ∑ n≥0 b_nz^n buïte mocninné øady s polomìry konvergence α > β ≥ 0. Nechż b_{n−1}/b_n → β pro n → ∞ a nechż a(β) ≠ 0. Pak pro a(z)b(z) = ∑ n≥0 c_nz^n máme c_n ∼ a(β)b_n. V pøíkladu 11.2 polo¿íme a(x) = x(1 + 3 √ 1 − 4x) 4 a b(x) = 1 1 − 9x/2 . Dále α = 1/4, β = 2/9 a b_n = (9/2)^n. Vìtu lze pou¿ít a pro poèet øetìzcù r(n) dostáváme asymptotiku r(n) ∼ a(2/9) (9 2 )n = 1 9 ( 9 2 )n . Ve vźech naźich pou¿itích orámeèkovaného principu vyźla singularita le¿ící nejblí¿e poèátku dokonce jako kladné reálné èíslo. To nebyla náhoda.

45 dostateènì velká x. Øekneme-li krátce, ¿e A je (asymptotickou) bazí, znamená to, ¿e A je (asymptotickou) bazí nìjakého øádu. V dalźím P = {2, 3, 5, 7, . . .} oznaèuje mno¿inu vźech prvoèísel. Z Goldbachovy hypotézy triviálnì plyne, ¿e P ∪ {1} je bazí øádu 3 (a tu 1 potøebujeme jen pro vyjádøení 1). To je zøejmì nejni¿źí mo¿ný øád. Hardy a Littlewood v r. 1922 dokázali, za pøedpokladu Riemannovy hypotézy, ¿e ka¿dé dostateènì velké liché èíslo je souètem tøí prvoèísel. Vinogradov v r. 1937 dokázal tento výsledek absolutnì, tj. bez pou¿ití jakékoli nedokázané hypotézy. Tudí¿ P je asymptotická báze øádu 4. Vinogradov pou¿il analytických metod, prvním prùlomem v této oblasti byl vźak ľnirelmannùv výsledek, který je zalo¿en na kombinatorické metodì.

Vìta 19 (ľnirelmann, 1930) P ∪ {1} je bazí.

Èísla 1 se ale umíme snadno zbavit. Tedy: ka¿dé n > 1 je souètem omezenì mnoha prvoèísel. ľnirelmannovu vìtu si nyní témìø doká¿eme (\témìø" proto, ¿e v jistém kroku se potøebuje výsledek o síle Vìty 14). Budeme sledovat pùvodní ľnirelmannùv postup.

ľnirelmannova hustota σ(A) mno¿iny A ⊂ N je de˛nována jako

σ(A) = inf_{n∈}N |A ∩ {1, 2, . . . , n}| n . Vźimnìme si, ¿e podle této de˛nice má A neobsahující 1 nulovou ľ. hustotu. Symbol A + B oznaèuje mno¿inu {a + b : a ∈ A, b ∈ B}. Symbolem kA oznaèíme k-násobný souèet A + A + · · · + A. Lemma 20 Nechż A, B ⊂ N_0 a 0 ∈ A ∩ B. Potom σ(A + B) ≥ σ(A) + σ(B) − σ(A)σ(B). Dùkaz. Búno σ(A) > 0, tedy 1 ∈ A. 1 = a_1 < a_2 < · · · < a_k buïte prvky mno¿iny A ∩ {1, 2, . . . , n}. Patrnì a_i ∈ A + B. Platí

|{c ∈ A + B : a_i < c < a_{i+1}}| ≥ (a_{i+1} − a_i − 1)σ(B) a |{c ∈ A + B : a_k < c ≤ n}| ≥ (n − a_k)σ(B). Celkem

|(A + B) ∩ {1, 2, . . . , n}| ≥ k + (n − a_k)σ(B) + k−1∑ i=1 (a_{i+1} − a_i − 1)σ(B)

= k + (n − a_1 − k + 1)σ(B) = k + (n − k)σ(B) = (1 − σ(B))k + nσ(B) ≥ (1 − σ(B))nσ(A) + nσ(B). Èili σ(A + B) ≥ σ(A) + σ(B) − σ(A)σ(B). 2

Lemma 21 Nechż A, B ⊂ N_0, 0 ∈ A ∩ B a σ(A) + σ(B) ≥ 1. Potom

A + B = N_0.

Dùkaz. Zavedeme si zkratku A^∗(n) = |A ∩ {1, 2, . . . , n}|. Potøebujeme ukázat, ¿e n = a + b má pro ka¿dé pøirozené n øeźení a ∈ A, b ∈ B. Mù¿eme pøedpokládat, ¿e n > 1 a n ∉ A ∪ B. Potom n ≤ A^∗(n) + B^∗(n) = A^∗(n − 1) + B^∗(n − 1). Mno¿iny {a ∈ A : 0 < a < n} a {n − b : b ∈ B, 0 < b < n} mají tedy dohromady více ne¿ n − 1 prvkù a proto nutnì nastane a = n − b. Tím jsme hotovi. 2

Vìta 22 (ľnirelmann) Ka¿dá A ⊂ N s kladnou ľnirelmannovu hustotou je nutnì bazí.

Dùkaz. K A pøidáme nulu. Pomocí Lemmatu 20 se snadno indukcí doká¿e, ¿e σ(kA) ≥ 1 − (1 − σ(A))^k. Pro dostateènì velké k tedy platí σ(kA) ≥ 1/2. Podle pøedchozího lemmatu 2kA = N_0 a tedy A je bazí øádu 2k. 2

Tento pozoruhodný výsledek nemù¿eme bezprostøednì pou¿ít na mno¿inu prvoèísel, proto¿e ta má nulovou ľ. hustotu. Avźak:

Vìta 23 (ľnirelmann) Oznaème si P_1 = P ∪ {0, 1}. Pak σ(2P_1) > 0.

Dùkaz. Potøebujeme ukázat, ¿e

lim inf n→∞ |{m : 1 ≤ m ≤ n, m = p + q}| n > 0. Odvodíme to jako dùsledek (v tomto textu nedokázané) Vìty 14 (vźimnìme si, ¿e tato vìta podává horní odhad, my vźak nyní potøebujeme odhad dolní). Pro pøirozené n

Nechż OGF posloupnosti {a_n}_{n≥0} ∑ n≥0 a_nz^n urèuje funkci F (z) holomorfní v nìjakém okolí poèátku, ne vźak v celém C. Nechż α ∈ C je singularita F (z) nejbli¿źí k poèátku. Potom ze vźech exponenciálních funkcí c^n, c > 0, aproximuje rùst èísel a_n nejlépe funkce (1/|α|)^n, tj. |a_n| < ( 1 |α| − ε )n

pro ka¿dé ε > 0 pro n > n(ε), ale |a_n| > ( 1 |α| + ε )n

pro ka¿dé ε > 0 pro nekoneènì mnoho n.

Budeme to zkracovat rèením \a_n roste jako (1/|α|)^n". Je to samozøejmì mnohem slabźí výsledek ne¿ asymptotika typu ∼, kterou bychom chtìli odvodit; pro ni bychom potøebovali nìkteré dalźí (ale celkem jednoduché) poznatky z komplexní analýzy. Pøesto i tato slabá asymptotika ukazuje zjevnì sílu GF. Podívejme se na naźe pøedchozí pøíklady.

V pøíkladu 9.2 se OGF rovná 1 − √ 1 − 4x 2 . Jediná singularita je α = 1/4 a proto Catalanova èísla c_n rostou jako 4^n. Stirlingova formule vźak dává pøesnou asymptotiku typu ∼. Toté¿ v pøíkladu 9.4.

V pøíkladu 10.1 je OGF rovna

y(1 − y)^3 1 − 5y + 7y^2 − 4y^3 . Proto je dùle¿itý koøen kubického polynomu ve jmenovateli le¿ící nejblí¿e poèátku. Oznaème jej jako α, není tì¿ké jej nalézt numericky. Poèty vodorovnì konvexních polymin a_n rostou tudí¿ jako (1/α)^n = (3.2055 . . .)^n.

V pøíkladu 10.2 je OGF rovna x(1 − 3x − √ 1 − 6x + x^2) 4 . 44 èasté jsou i ty pøípady, kdy známe explicitnì pouze rovnici, kterou naźe GF splòuje. Nicménì skoro v¿dy je tato informace dostateèná k urèení pøesné asymptotiky obecného èlenu posloupnosti. Tento postup je vìtźinou nejelegantnìjźí a èasto i jedinou mo¿ností, jak asymptotiku nalézt. Zde fungují GF jako most mezi diskrétním a spojitým nejlépe a zde se nalézají nejhlubźí výsledky metody GF.

Diskrétní stranou mostu jsou kombinatorické rekurence a závislosti, které vyvodíme pro danou strukturu kombinatorickými úvahami a které se zrcadlí v GF odpovídajícími funkcionálními závislostmi. Spojitou, pøesnìji øeèeno analytickou, stranou mostu je GF sama a na ni pou¿itelná teorie funkce komplexní promìnné. Nechceme po ètenáøi vy¿adovat rozsáhlejźí znalosti komplexní analýzy. Spokojíme se tedy s tím, ¿e uvedeme bez dùkazu nìkolik základních tvrzení a uká¿eme, jak z nich plynou výsledky o asymptotice.

Vìta 33 Nechż S = ∑ n≥0 a_nz^n je mocninná øada s komplexními koe˛cienty. Pak existuje právì jedno 0 ≤ R ≤ ∞, ¿e S konverguje pro vźechna z z kruhu {z : |z| < R} ∪ {0} a diverguje pro vźechna {z : |z| > R}. Èíslo R se nazývá polomìrem konvergence a je dáno formulí 1 R = lim sup n→∞ |a_n|^{1/n}. Vìta 34 Nechż 0 < R < ∞ je polomìr konvergence mocninné øady ∑ n≥0 a_nz^n. Souèet této øady F (z) je komplexní funkce, která je holomorfní v kruhu {z : |z| < R} a má na hranièní kru¿nici {z : |z| = R} singularitu.

Co znamená pøesnì \holomorfní" a \singularita" se lze dozvìdìt v kurzu komplexní analýzy. Zjednoduźenì mù¿eme øíci, ¿e \holomorfní" je toté¿ co diferencovatelná a \singularita" toté¿ co nula ve jmenovateli nebo pod odmocninou. Z obou vìt plyne následující závìr.

43 klademe P (n) rovno poètu vyjádøení n = p + q. Jako n^′ si oznaèíme ta n, ¿e P (n) > 0. Pak, podle Schwarzovy nerovnosti, ∑ n0_{≤x} 1 ≥ (∑ n≤x P (n) )2 ∑ n≤x P (n)^2 . Èitatel je ≥ (π^2(x/2))^2 ≥ c_0x^4/ log^4 x pro jistou absolutní konstantu c_0. Podle Dùsledku 15 platí P (n) ≤ c_1 ∏ p|n ( 1 + 1 p ) n log^2 n pro nìjakou absolutní konstantu c_1. Proto mù¿eme jmenovatele odhadnout shora pomocí

c_1 x^2 log^4 x ∑ n≤x ∏ p|n ( 1 + 1 p )2 . Suma v tomto výrazu je nejvýźe rovna (symbol (d_1, d_2) oznaèuje NSD èísel d_1 a d_2) ∑ n≤x (∑ d|n 1 d )2 =^∑_d 1d_2≤x 1 d_1d_2 ∑ d1d2 (d1,d2) |n n ≤ x 1

≤ x ∑ d_1d_2 ≤ x k = (d_1, d_2) k (d_1d_2)^2

+^∑_d 1d_2≤x 1 d_1d_2

≤ x ∑ k≤x 1 k^3 ∑ l_1l_2 ≤ x (l_1, l_2) = 1 1 l^2_1l^2 +^∑_{n≤x} τ(n) n

≤ x ∑ k≤x 1 k^3 ∑ l≤x 1 l^2 2 + c_3 log^2 x ≤ c_4x. Èili jmenovatel je shora odhadnut výrazem c_1c_4x^3/ log^4 x a celkovì máme ∑ n0_{≤x} 1 ≥ αx pro nìjakou absolutní konstantu α > 0. 2

Dùkaz Vìty 19 je hotov. Ka¿dé pøirozené èíslo n lze napsat jako souèet omezenì mnoha jednièek a prvoèísel. Jednièek se snadno zbavíme rozkladem n = 2 + (n − 2) = 2 + · · · a nahrazením dvou a více jednièek dvojkami a trojkami.

Lemma 20 byla zesílena na

Vìta 24 (Mann, 1942) Nechż A, B ⊂ N_0 a 0 ∈ A ∩ B. Potom σ(A + B) ≥ min(1, σ(A) + σ(B)).

Mno¿ina B ⊂ N_0 se nazývá podstatnou komponentou, pokud pro ka¿dou A ⊂ N_0, 0 < σ(A) < 1 platí σ(A + B) > σ(A). Z hoøejźích nerovností plyne, ¿e ka¿dá mno¿ina s kladnou ľ. hustotou je podstatnou komponentou. V roce 1933 Chinèin dokázal, ¿e mno¿ina vźech ètvercù je podstatnou komponentou. Tento výsledek pøekrásnì zobecnil Erdös.

Vìta 25 (Erdös, 1936) Je-li 0 ∈ B ⊂ N_0 báze øádu h a A ⊂ N_0 je libovolná, pak σ(A + B) ≥ σ(A) + 1 2h (1 − σ(A))σ(A). Landau si vźak povźiml, ¿e se dùkaz témìø nezmìní, zamìníme-li h velièinou h^∗ de˛novanou pomocí h^∗ = sup_n 1 n n∑ m=1 h(m), kde h(m) je nejmenźí poèet prvkù B, které nasèítají m. Napø. pro mno¿inu vźech ètvercù je h = 4, ale h^∗ = 19/6. V tomto tvaru si Erdösovu vìtu doká¿eme. Vìta 26 (Erdös a Landau, 1937) Za pøedpokladù pøedchozí vìty platí σ(A + B) ≥ σ(A) + 1 2h^∗ (1 − σ(A))σ(A). Dùkaz. De˛nujeme si C = A + B. Dále pro 1 ≤ m ≤ n klademe D_n(m) rovno poètu tìch a ∈ A, ¿e a + m ≤ n, ale a + m ∉ A. Pomocí A(n) si oznaèíme A ∩ {1, 2, . . . , n}, obdobnì C(n). Zjevnì platí, pro ka¿dé b ∈ B, D_n(b) ≤ C(n) − A(n). Snadno se rovnì¿ nahlédne platnost (trojúhelníkové) nerovnosti D_n(m + m^′) ≤ D_n(m) + D_n(m^′).

Rozepsáním m jako souètu h(m) sèítancù z B dostaneme pomocí tìchto nerovností, ¿e D_n(m) ≤ h(m)(C(n) − A(n)) (1 ≤ m ≤ n). Sumací pøes m vyplyne D^∗_n := 1 n n∑ m=1 D_n(m) ≤ h^∗(C(n) − A(n)).

= x C ∑ m≥1 ( xC^2 x^2 · x x − C^2 )m

= x C ∑ m≥1 ( C^2 x − C^2 )m

= xC(x) x − 2C(x)^2 . Povźimnìme si, ¿e jsme pro F (x) dostali dvì zdánlivì odliźné formule. Ovźem po dalźích úpravách a dosazení výrazu pro C(x), který jsme odvodili v 9.2, dostaneme z jakéhokoliv z obou vyjádøení F (x) pomocí C(x) následující výsledek.

F (x) = x(1 + 3 √ 1 − 4x) 4(1 − 9x/2) .

V následující kapitole odvodíme z tohoto explicitního vzorce informaci o asymptotickém chování èísel r(n).

12 Asymptotika

Jednou z nejznámìjźích asymptotických formulí je Stirlingova formule 1 · 2 · · · n = n! ∼ √ 2πn ( n e )n . Nebo jeźtì pøesnìji,

log(n!(2πn)^{−1/2}n^{−n}e^n) ∼ 1 12n − 1 360n^3 + · · · Setkali jsme se s ní u¿ v první èásti textu, kde jsme odvodili její mírnì slabźí podobu s neznámou multiplikativní konstantou. S pomocí Stirlingovy formule snadno odhadneme rychlost rùstu Catalanových èísel z pøíkladu 9.2: ( 2n n ) ∼ √ 4πn(2n/e)^{2n} ( √ 2πn(n/e)^n)^2 = 2^{2n} √ πn a tedy c_{n+1} = 1 n + 1 ( 2n n ) ∼ 4^n n √ πn . Pøípady, kdy GF posloupnosti poskytne pro obecný èlen explicitní vzorec vźak nejsou pøíliź èasté. Vìtźinou se musíme spokojit s explicitním vzorcem pouze pro GF samu a 42

Pøedvedeme dva postupy pro urèení F (x).

První postup je zalo¿en na rekurenci pro r(T ). Pìstovaný strom T je jednoznaènì urèen svými podstromy zakoøenìnými v synech koøene. Buïte to, zleva doprava, T_1, T_2, . . . , T_k. Lehce se nahlédne, ¿e

r(T ) = 1 + 2 k∑ i=1 r(T_i). Zavedeme-li si GF G(x, y) = ∑ T ∈T x^{r(T )}y^{|V (T )|} (T oznaèuje vźechny pìstované stromy), vyjádøí se rekurence pro r(T ) jako G(x, y) = xy ∑ k≥0 G(x^2, y)^k = xy 1 − G(x^2, y) . Nás ovźem zajímá OGF F (y) = ∂G ∂x | | | x=1 . Je zøejmé, ¿e G(1, y) = C(y), kde C(y) je OGF pro Catalanova èísla urèená v 9.2. Zderivujeme rovnici pro G(x, y) parciálnì podle x a polo¿íme x = 1. Dostaneme F (y) = y 1 − C(y) + 2F (y) (1 − C(y))^2 . Tedy F (y) = y 1 − C(y) (1 − C(y))^2 − 2y . Druhý postup vyu¿ívá myźlenku, kterou jsme pøedvedli v 9.4. Patrnì r(n) = n∑ m=1 k(m), kde k(m) je poèet zpùsobù, jak pìstovaný strom P tvaru cesty o m vrcholech rozźíøit na pìstovaný strom s n vrcholy. P rozźiøujeme pøivìźením stromu nad horní vrchol P a pøivìźením ke ka¿dému z ostatních vrcholù P jednoho stromu vpravo a jednoho stromu vlevo. Dále podrozdìlíme nìkteré hrany P nìkolika vrcholy (to provedeme i s hranou pøidanou pod koøen P ) a opìt napravo a nalevo od nových vrcholù pøivìsíme stromy. Tedy, podobnì jako v 9.4,

F (x) = ∑ m≥1 x^m ( C(x) x )2m−1 ( x x − C(x)^2 )m

41

De˛nujeme si analogicky D_n(m) jako poèet tìch a ∈ A, ¿e a + m ≤ n, a a + m ∈ A. Jistì D_n(m) + D_n(m) = A(n − m) ≥ (n − m)σ(A). Sumací pøes m dostáváme nD^∗_n ≥ (n − 1)n 2 σ(A) − n∑ m=1 D_n(m) = (n − 1)n 2 σ(A) − 1 2 (A(n) − 1)A(n). Tedy D^∗_n ≥ 1 2 (n − 1)σ(A) − 1 2 (A(n) − 1) A(n) n ≥ n 2 (σ(A) − (A(n)/n)^2). Zkombinujeme tento dolní odhad D^∗_n s hoøejźím horním odhadem a vyjádøíme si C(n)/n: C(n) n ≥ A(n) n − 1 2h^∗ ( A(n) n )2 + 1 2h^∗ σ(A). Zbývá nahradit A(n)/n velièinou σ(A). To je pøípustné, proto¿e σ(A) ≤ A(n)/n a funkce x − x^2/(2h^∗) je v intervalu [0, 1] rostoucí. 2

Ka¿dá báze tedy je podstatnou komponentou.

Existuje podstatná komponenta, která není bazí? V r. 1942 Linnik dokázal existenci podstatné komponenty B ⊂ N_0, pro ni¿ platí

B(x) ≤ exp((log x)^{9/10+ε}).

Taková mno¿ina samozøejmì nemù¿e být bazí ¿ádného øádu (proè?). De˛nitivní odpovìï na otázku, jak útlá mù¿e být podstatná komponenta, nalezl Ruzsa.

Vìta 27 (Ruzsa, 1987) Pro ka¿dé ε > 0 existuje podstatná komponenta B s B(x) = O((log x)^{1+ε}). Naopak, pro ka¿dou podstatnou komponentu B existuje c > 0, ¿e B(x) > (log x)^{1+c} pro vźechna dostateènì velká x.

5 Dva klasické výsledky o ètvercích

Nyní si doká¿eme klasický Lagrangeùv výsledek o tom, ¿e ka¿dé pøirozené èíslo je souètem ètyø ètvercù.

Vìta 28 (Lagrange, 1770) L = {n^2 : n ∈ N} je bazí øádu ètyøi.

Dùkaz. Lemma Pro ka¿dé prvoèíslo p > 2 existují nezáporná celá èísla x, y, m, 0 < m < p, ¿e 1 + x^2 + y^2 = mp.

Dùkaz je jednoduchý. Èísla {x^2 : 0 ≤ x ≤ (p − 1)/2} stejnì jako èísla {−1 − y^2 : 0 ≤ y ≤ (p − 1)/2} jsou vzájemnì nekongruentní mod p. Dohromady ale jich je p + 1, tak¿e x^2 ≡ −1 − y^2 (mod p) pro nìjaká x a y. Dokonce 1 + x^2 + y^2 = mp, 0 < m < p.

Eulerova identita. x_i, y_i, i = 1 . . . 4 buïte promìnné. Pak

(x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4)(y^2_1 + y^2 + y^2_3 + y^2_4 ) = z^2_1 + z^2 + z^2_3 + z^2_4 , kde

z_1 = x_1y_1 + x_2y_2 + x_3y_3 + x_4y_4, z_2 = x_1y_2 − x_2y_1 + x_3y_4 − x_4y_3, z_3 = x_1y_3 − x_3y_1 + x_4y_2 − x_2y_4, z_4 = x_1y_4 − x_4y_1 + x_2y_3 − x_3y_2.

Identita ukazuje, ¿e staèí vyjádøit ve tvaru souètu ètyø ètvercù vźechna prvoèísla. V dalźím se omezíme na lichá prvoèísla p > 2, proto¿e 2 = 1^2 + 1^2 + 0^2 + 0^2. Podle hoøejźího lemmatu máme mp = x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4 pro 0 < m < p, x_i ∈ N_0. Nechż m_0 je nejmenźí m, pro které to platí. Uká¿eme, ¿e m_0 = 1. Buï m_0 > 1.

Uká¿eme, ¿e m_0 nemù¿e být sudé. Kdyby ano, tak lze èísla x_i rozdìlit do dvou dvojic, øeknìme x_1, x_2 a x_3, x_4, ¿e èleny v jedné dvojici mají shodnou paritu. Pak ale

m_0p 2 = ( x_1 + x_2 2 )2 + ( x_1 − x_2 2 )2 + ( x_3 + x_4 2 )2 + ( x_3 − x_4 2 )2

a to je spor s minimalitou m_0. Tedy m_0 > 2 je liché.

Proto mù¿eme x_i vyjádøit jako x_i = m_0b_i + y_i, kde b_i ∈ N_0, y_i ∈ Z a |y_i| < m_0/2. Ne vźechna x_i jsou dìlitelná m_0 a proto y^2_1 + y^2 + y^2_3 + y^2_4 > 0. Tedy 0 <^∑ y^2_i < m^2_0. Zøejmì m_0 dìlí ∑ y^2_i . Máme situaci ∑ x^2_i = m_0p a ∑ y^2_i = m_1m_0,

kde 0 < m_1 < m_0 < p. Podle Eulerovy identity

m^2_0m_1p = ∑ z^2_i

pro nìjaká nezáporná celá èísla z_i. Z vyjádøení z_1 v Eulerovì identitì vźak vidíme, ¿e z_1 =^∑ x_iy_i ≡^∑ x^2_i ≡ 0 (mod m_0). Obdobnì pro ostatní z_i. Tedy z_i = m_0t_i a dostáváme ký¿ený spor m_1p = ∑ t^2_i .

Na zaèátku tedy muselo být m_0 = 1. 2

Polo¿ením r = 1 dostáváme jiné odvození zarámeèkované formule. Zkusme jeźtì polo¿it r = 2, vyjde druhý moment doby, ne¿ se A objeví: ∑ n≥1 n^2g_A(n)2^{−n} = 2^{2k+1}C_A(1/2)^2 − (2k − 1)2^kC_A(1/2) + 2^kC^′_A(1/2)

= 2^{2k}C_A(1/2)^2 + O(k2^k).

11.2 Prùmìrný poèet øetìzcù v pìstovaném stromu. Pro de˛nici a pøíklady pìstovaných stromù odkazujeme do 9.2. Ka¿dý takový strom mù¿eme pøirozenì pojímat jako èásteènì uspoøádanou mno¿inu: vrchol u je ní¿e ne¿ vrchol v v T , pokud u le¿í na cestì spojující koøen T s vrcholem v. Øetìzcem rozumíme neprázdnou lineárnì uspoøádanou podmno¿inu. Napø. strom

obsahuje 9 øetìzcù. Oznaème si jako r(T ) poèet øetìzcù ve stromu T . Je snadné urèit extrémní hodnoty této funkce, pokud T probíhá mno¿inu pìstovaných stromù s n vrcholy. Maximální hodnotu nabývá, kdy¿ T je cesta, pak je rovna 2^n − 1, a minimální je pro koźtì, pak se rovná 2n − 1. Jaká ale je prùmìrná hodnota r(T )? Zajímá nás podíl r(n) = r(n) |T (n)| , kde T (n) oznaèuje mno¿inu pìstovaných stromù s n vrcholy a r(n) = ∑ T ∈T (n) r(T ). V 9.2 jsme zjistili, ¿e jmenovatel se rovná Catalanovu èíslu. Hodnoty r(n) budeme zkoumat pomocí OGF F (x) = ∑ n≥1 r(n)x^n.

Napø. C_{A0} (z) = 1 + z^5 + z^7. K odvození formule pro F_A(z) se nám bude hodit velièina

g_A(n) = #{v ∈ {0, 1}^n : A je na zaèátku v, ale nikde jinde}

a její OGF G_A(z) = ∑ n≥0 g_A(n)z^n. Nalezneme dva vztahy svazující obì OGF. Pokud b ∈ {0, 1}^n neobsahuje A jako podslovo, dostáváme uvá¿ením slov tvaru 0b a 1b rovnici 2f_A(n) = f_A(n+1)+g_A(n+1). V øeèi OGF 2F_A(z) =

F_A(z) − 1 z + G_A(z) z . Slova tvaru Ab vedou na rovnici f_A(n) =^∑ g_A(n + j), kde sèítáme pøes j od 1 do k, pro nì¿ c_A(k − j) = 1. Tedy F_A(z) = z^{−k}C_A(z)G_A(z). Vyøeźením soustavy získáváme

F_A(z) = C_A(z) z^k + (1 − 2z)C_A(z) a G_A(z) = z^k z^k + (1 − 2z)C_A(z) . Jednoduchou pravdìpodobnostní úvahou (pøenechanou ètenáøi) plyne, ¿e støední doba èekání na objevení se A je rovna souètu pravdìpodobností, ¿e se A neobjeví v prvních n = 1, 2, . . . hodech. Proto

Støední doba èekání na A je^∑_{n≥1} f_A(n)(1/2)^n = F_A(1/2) = 2^kC_A(1/2).

Pro naźe konkrétní A_0 to je

2^8(1 + ( 1 2 )5 + ( 1 2 )7 ) = 2^8 ( 1 + 5 128 ) . Hodnota r-tého momentu doby, kdy se A prvnì objeví, je rovna ∑ n≥1 n^rg_A(n)2^{−n} = ( z d dz )r G_A(z) | | | z=1/2 .

Z toho, ¿e mno¿ina ètvercù je bazí plyne, ¿e i mno¿ina ètvrtých mocnin je bazí. Uká¿eme, ¿e n = x^4_1 + x^4_2 + · · · + x^4_{53}

má pro ka¿dé n ∈ N_0 celoèíselné øeźení. Snadno se ovìøí platnost identity

6(x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4)^2 =^∑_{1≤i<j≤4}(x_i + x_j )^4 + (x_i − x_j )^4.

Nyní si dané n vyjádøíme jako n = 6k + j, 0 ≤ j ≤ 5. Podle Lagrangeovy vìty tedy mù¿eme psát n = 6(a^2 + b^2 + c^2 + d^2) + j pro vhodná a, b, c, d. Èíslo j je souètem nejvýźe pìti ètvrtých mocnin. Pou¿ijeme znovu Lagrangeovu vìtu pro ka¿dé z èísel a, b, c, d a pomocí identity vyjádøíme n jako souèet nejvýźe 4 · 12 + 5 = 53 ètvrtých mocnin.

Následující tvrzení, kterým zakonèíme první èást pøednáźky, je klasickým výsledkem. Poprvé jej dokázal Fermat, existuje mnoho jednoduchých i ménì jednoduchých èíselnìteoretických dùkazù. My si pøedvedeme geometrický a kombinatorický dùkaz. Oba tyto dùkazy nepatøí k tìm nejjednoduźźím, demonstrují ale názornì techniky (Minkowského vìtu a princip involuce), které mají øadu dalźích pou¿ití.

Vìta 29 (Fermat, 17. st.) Ka¿dé prvoèíslo p tvaru 4n + 1 lze psát jako souèet dvou ètvercù (dokonce jednoznaènì, ale to nedoká¿eme).

V geometrickém dùkazu budeme pracovat v R^d, z_1, z_2, . . . , z_d buïte lineárnì nezávislé vektory. Møí¿ka generovaná tìmito vektory je mno¿ina

~(z_1, . . . , z_d) = {^∑ a_iz_i : a_i ∈ Z}.

Symbol V ol bude oznaèovat d-rozmìrnou Lebesgueovu míru, tj. objem tìles. V ol(~) je objem základního rovnobì¿nostìnu møí¿ky. Møí¿ky s V ol(~) = 1 se nazývají jednotkové.

Vìta 30 (Minkowski) Nechż C ⊂ R^d je konvexní mno¿ina, která je mìøitelná a støedovì soumìrná podle poèátku. Nechż ~ je jednotková møí¿ka a nechż V ol(C) > 2^d. Pak ~ ∩ C obsahuje kromì poèátku jeźtì dalźí bod møí¿ky.

Dùkaz. Uká¿eme si dva dùkazy.

1 Mno¿ina {^1_2 C + v : v ∈ ~} se nemù¿e skládat ze vzájemnì disjunktních kopií tìlesa^1_2 C. Pøedpokládejme pro spor, ¿e se skládá. T buï nìjaký základní rovnobì¿ník møí¿ky, potom

V ol(^1_2 C) = ∑ z∈~ V ol(^1_2 C ∩ (T − z)) = ∑ z∈~ V ol((^1_2 C + z) ∩ T ) ≤ 1

a to je spor. Proto^1_2 x^′ + v_1 =^1_2 x^{′′} + v_2, kde x^′, x^{′′} ∈ C, a v_1 ≠ v_2 jsou dva prvky møí¿ky. Tedy 0 ≠ v_2 − v_1 = (x^′ − x^{′′})/2 ∈ C a jsme hotovi.

2 Tento dùkaz pochází od Mordella. Nechż ~ = Z^d, úvaha se snadno modi˛kuje pro libovolnou jednotkovou møí¿ku. Jako R_m oznaèíme poèet racionálních møí¿ových bodù {(a_1/m, a_2/m, . . . , a_d/m) : a_i ∈ Z}, které padnou do C. Pro m jdoucí do nekoneèna máme zøejmì R_m → V ol(C)m^d a proto pro velké m platí R_m > (2m)^d. Existují proto dva rùzné vektory x = (a_1/m, . . . , a_d/m), y = (b_1/m, . . . , b_d/m) ∈ R_m ∩ C, a_i, b_i ∈ Z, ¿e a_i ≡ b_i (mod 2m). Nenulový celoèíselný møí¿ový bod^1_2 (x − y) padne do C. 2 Ne¿ pøikroèíme k dùkazu Vìty 29 poznamenejme, ¿e pro obecnou nejednotkovou møí¿ku se podmínka V ol(C) > 2^d nahradí podmínkou V ol(C) > 2^dV ol(~).

První dùkaz Vìty 29. Nejprve si uká¿eme, ¿e pro p = 4n + 1 má kongruence x^2 ≡ −1 (mod p) v¿dy øeźení. Hned se vidí ((Z_p, ·) je grupa), ¿e p − 3 èísel 2, 3, . . . , p − 2 lze spárovat do (p − 3)/2 dvojic (i, j), i ≠ j, pro nì¿ ij ≡ 1 (mod p). Proto (p − 1)! ≡ −1 (mod p).

Obdobné párování mù¿eme udìlat pro èísla 1, 2 . . . , p−1 s podmínkou ij ≡ −1 (mod p). Nyní ale nemù¿e v¿dy platit i ≠ j, proto¿e to bychom dostali (p − 1)! ≡ (−1)^{(p−1)/2} ≡ 1 (mod p).

Vskutku nìkdy i^2 ≡ −1.

Minkowského vìtu pou¿ijeme pro møí¿ku ~ = {(i, qi + pj) : i, j ∈ Z}, kde q je øeźení x^2 ≡ −1 (mod p), a pro tìleso C rovno kruhu o polomìru r = √ 2p. Patrnì V ol(~) = p, pøedpoklady jsou splnìny. Vìta nám garantuje existenci møí¿ového bodu (0, 0) ≠ (a, b) ∈ ~, ¿e a^2 + b^2 < 2p. Snadno se spoète, ¿e a^2 + b^2 ≡ 0 (mod p) a proto nutnì a^2 + b^2 = p.

Druhý dùkaz Vìty 29 pochází od Zagiera. Podle tvrzení autora jde o dùkaz jedinou gramatickou vìtou, pøelo¿me ji tedy do èeźtiny:

P-rekurzivní posloupnosti zobecòují tøídu posloupností de˛novaných lineárními homogeními diferenèními rovnicemi s konstantními koe˛cienty. Takovou posloupností je napø. posloupnost Fibonacciových èísel nebo posloupnost polyminových èísel z úlohy 10.1. V pøípadì konstantních koe˛cientù lze vybudovat elegantní obecnou teorii, která podává explicitní vzorec pro n-tý èlen pøísluźné posloupnosti. Lze se s ní setkat napø. v kurzu numerické matematiky. Pro polynomiální koe˛cienty taková teorie není známa.

Zamyslíme-li se nad odvozením rekurence pro Schröderova èísla, vidíme, ¿e klíèovou byla skuteènost, ¿e F (x) je øeźením kvadratické rovnice s polynomiálními koe˛cienty. Obecnì vyplývá P-rekurzivita pro rovnici libovolného stupnì.

Vìta 32 F (x) = ∑ n≥0 a_nx^n ∈ C[[x]] buï algebraická mocninná øada, tj.

P (x, F (x)) = 0

pro nìjaký polynom P ∈ C[x, y]. Potom {a_n}_{n≥0} je P-rekurzivní.

11 Hledání prùmìrù

11.1 Èekání na podslovo. Jsme vybaveni mincí a binárním slovem

A = a_1a_2 . . . a_k ∈ {0, 1}^k.

Nechż pro konkrétnost napø. A_0 = 10101101. Házením mincí generujeme náhodnou posloupnost nul a jednièek z {0, 1}^ω. Jaká je støední doba èekání, ne¿ se A objeví jako podslovo v této posloupnosti? Podslovem rozumíme souvislý úsek. Pomocí GF nalezneme odpovìï.

De˛nujeme f_A(n) = #{v ∈ {0, 1}^n : A ⊄ v} a OGF F_A(z) = ∑ n≥0 f_A(n)z^n. U¿iteèný bude korelaèní polynom

C_A(z) = k−1∑ j=0 c_A(j)z^j, kde c_A(0) = 1 a pro 1 ≤ j ≤ k − 1 klademe

c_A(j) = { 1 pokud a_1a_2 . . . a_{k−j} = a_{j+1}a_{j+2} . . . a_k 0 jinak.

Tedy F (x) = x(1 − 3x − √ 1 − 6x + x^2) 4 . A kde je slíbená rekurence? Oznaème si H(x) = F (x) x = 1 4 (1 − 3x − √ 1 − 6x − x^2) =^∑_{n≥3} a_nx^{n−1}.

Zøejmì

(x − 3)H(x) = 1 4 (−3 + 10x − 3x^2 − (x − 3)√. . .) a (1 − 6x + x^2)H(x)^′ = 1 4 (−3 + 18x − 3x^2 − (x − 3)√. . .).

Vidíme, ¿e H(x) splòuje diferenciální rovnici (1 − 6x + x^2)H^′ − (x − 3)H = 2x.

Porovnání koe˛cientù u x^n vede pro n > 1 k rovnici (n + 1)a_{n+2} − (6n − 3)a_{n+1} + (n − 2)a_n = 0.

Pro n > 1 máme

a_{n+2} =

(6n − 3)a_{n+1} − (n − 2)a_n n + 1 .

Tato relace urèuje posloupnost tzv. Schröderových èísel {a_n}_{n≥3} = {1, 3, 11, 45, 197, 913, . . .}.

10.3 P-rekurzivita. Posloupnost Schröderových èísel je pøíkladem P-rekurzivní posloupnosti. Posloupnost {a_n}_{n≥0} ⊂ C se nazývá P-rekurzivní (zkratka od polynomiálnì rekurzivní), existují-li polynomy P_0(x), P_1(x), . . . , P_m(x) ∈ C[x], ¿e pro ka¿dé n ∈ N0 platí P_0(n)a_n + P_1(n)a_{n+1} + · · · + P_m(n)a_{n+m} = 0.

P-rekurzivní posloupnosti s m = 1 se nazývají hypergeometrické. S hypergeometrickou posloupností jsme se ji¿ setkali, je jí posloupnost Catalanových èísel (proè?).

\ Involuce na koneèné mno¿inì S = {(x, y, z) ∈ N^3 : x^2 + 4yz = p} de˛novaná jako (x, y, z) → (x + 2z, z, y − x − z) pokud x < y − z (2y − x, y, x − y + z) pokud y − z < x < 2y (x − 2y, x − y + z, y) pokud x > 2y má právì jeden pevný bod, proto má S lichý poèet prvkù a jiná involuce de˛novaná pøedpisem (x, y, z) → (x, z, y) má rovnì¿ pevný bod."

Involuce na koneèné mno¿inì je permutace π této mno¿iny taková, ¿e π ∘ π = π. Graf involuce se skládá z pevných bodù a dvojcyklù. őe první involuce je de˛nována korektnì, ¿e to je opravdu involuce a ¿e má právì jeden pevný bod ponecháváme k ovìøení jako cvièení. Pevný bod druhé involuce, který musí v dùsledku lichosti |S| existovat, poskytuje hledanou reprezentaci p jako souètu dvou ètvercù.

6 Pøíklady k první èásti

Nejprve znaèení. p je prvoèíslo, p_n je n-té prvoèíslo, π(x) je poèet prvoèísel nepøesahujících x. μ(n) je Möbiova funkce, která je 1 pro n = 1, 0 pro n dìlitelné ètvercem vìtźím ne¿ 1 a (−1)^k pro n rovno souèinu k ruzných prvoèísel. φ(n) je Eulerova funkce | poèet èísel 1 ≤ m ≤ n nesoudìlných s n.

1. Uka¿te, ¿e z prvoèíselné vìty plyne, pro n → ∞, p_n n log n → 1.

2. Uka¿te, ¿e odhad π(x) = x log x

+ O(x/ log^3 x)

neplatí.

Návod: pøiveïte ke sporu s Mertensovou vìtou.

3. Nechż, pro n ≥ 1, P (n) = ∏ p≥log n, p|n (1 − 1 p ). Pak lim_{n→∞} P (n) = 1.

4. A ⊂ N se nazývá Sidonova, pokud n = a_1 + a_2, a_1 ≤ a_2, a_i ∈ A, má pro ka¿dé n nejvýźe jedno øeźení. Doka¿te, ¿e v {1, 2, . . . , n} existuje Sidonova podmno¿ina velikosti alespoò ⌊n^{1/3}⌋.

Návod: postupujte hladovì.

5. Doka¿te identity:

(a)^∑ d|n φ(d) = n, (b) φ(n) = ∑ d|n n d μ(d), (c) ∑ d|n μ(d) = 0 (pro n > 1).

6. Naleznìte asymptotiku pro ∑n m=1 φ(m). Návod: pou¿ijte (b). Vyjde hlavní èlen obsahující ∑ μ(m)/m^2. Pak se pou¿ije ( ∑ 1/k^s).( ∑ μ(m)/m^s) = 1,

co¿ plyne z (c). Dále se u¿ije ∑ 1/m^2 = π^2/6.

7. Naleznìte asymptotiku pro ∑n m=1 φ(m)/m. 7 Literatura k první èásti

Z knihy [6] je pøevzat úsek od Lemmatu 1 k Vìtì 4. Obecnou Eulerovu sumaèní formuli jsme pøevzali z encyklopedie [4], z 22. kapitoly Asymptotic Enumeration Methods napsané A.M. Odlyzkem. O roli Bernoulliových èísel ve Fermatovì hypotéze se lze pouèit v [1] nebo v [7], v [7] jim je vìnována celá kapitola. Dùkazy Èebyźevovy vìty a Mertensovy vìty, tj. úsek od Lemmatu 7 po Vìtu 9, jsme pøevzali z [6]. V této knize je uveden relativnì jednoduchý dùkaz Prvoèíselné vìty pomocí metod teorie funkcí komplexní promìnné. Pøehledový èlánek o elementárních dùkazech Prvoèíselné vìty je [8]. Ve skriptech [9] lze nalézt kompletní elementární dùkaz. Celý tøetí oddíl a první èást ètvrtého oddílu (Vìta 11 a¿ Vìta 22) jsou zpracovány podle 20. kapitoly encyklopedie [4] Combinatorial Number Theory napsané C. Pommerancem a A. Sárközym. Dùkaz Vìty 23 je pøevzat z [3]. Tam lze nalézt i dùkaz Vìty 24 (viz té¿ [9]). Dùkaz Vìty 26 je pøevzat z [5]. Vìtu 28 dokazujeme podle [2]. Dùkaz faktu, ¿e {n^4 : n ∈ N} je bazí referoval na pøednáźce student P. Kraemer a pochází od francouzského matematika I. Liouvillea. Geometrický dùkaz Vìty 29 je pøevzat z výbìrové pøednáźky J. Matouźka Kombinatorická geometrie. Oba dùkazy Minkowského vìty jsou zpracovány podle [10]. Kombinatorický dùkaz Vìty 29 byl publikován v [11].

1. Z. I. Boreviè a I. R. ľafareviè, Tìorija èisel, Nauka, Moskva, 1985.

2. K. Chandrasekharan, Introduction to analytic number theory, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1968.

Chceme odvodit rekurentní vztah pro poèet a_n vźech mo¿ných rozøezání P . To se nám zdaøí s pomocí jiné velièiny b_n, která je de˛nována jako poèet tìch rozøezání P , v nich¿ z vrcholu 1 nevede ¿ádná uhlopøíèka. Zavedeme si OGF

F (x) = ∑ n≥0 a_nx^n = x^3 + 3x^4 + 11x^5 + · · · a G(x) = ∑ n≥0 b_nx^n = x^3 + 2x^4 + 6x^5 + · · ·

Uva¿me rozøezání P , v nìm¿ z 1 vede alespoò jedna uhlopøíèka. P se rozøíznutím podle nejlevìjźí uhlopøíèky vedoucí z 1 rozpadne na dvì rozøezání dvou mnohoúhelníkù, které mají dohromady n+2 vrcholù. Jejich vrcholy oèíslujeme tak, ¿e oba vrcholy vzniklé z 1 budou opìt oznaèeny 1. V prvním rozøezání z 1 nevychází ¿ádná uhlopøíèka a druhé je obecné. Naopak, z ka¿dé takové dvojice rozøezání se jednoznaènì slo¿í rozøezání P . Proto F (x) = G(x) + F (x)G(x) x^2 . Nyní uva¿me rozøezání P , v nich¿ z 1 nevede ¿ádná uhlopøíèka. Rozpadají se na dvì tøídy podle toho, zda 2 a n jsou èi nejsou spojeny uhlopøíèkou. Ka¿dá z obou tøíd je vźak v jednoznaèné korespondenci s rozøezáními n − 1 úhelníka a obsahuje a_{n−1} prvkù. Tato úvaha ale funguje a¿ pro n > 3. Proto

G(x) = 2xF (x) + x^3.

Eliminací G(x) z obou rovnic získáváme

2F (x)^2 + (3x^2 − x)F (x) + x^4 = 0.

Pøi úpravách jsme u¿ili vztah pro souèet geometrické øady, který je speciálním pøípadem formule 1 (1 − x)^k

=^∑_{n≥0} ( n + k − 1 n ) x^n (která je sama speciálním pøípadem binomické vìty) a z té jsme v poslední úpravì pou¿ili instanci k = 2. Odvodili jsme vztah A(x, y) = xy 1 − xy + x^2y^2 (1 − xy)^2 A(1, y) + xy 1 − xy G(y), kde G(y) = ∂ ∂x A(x, y) | | | | x=1 . Substituce x = 1 vede k první rovnici A(1, y) = y 1 − y + y^2 (1 − y)^2 A(1, y) + y 1 − y G(y). Parciální derivování podle x a substituce x = 1 vede ke druhé rovnici G(y) = y (1 − y)^2 + 2y^2 (1 − y)^3 A(1, y) + y (1 − y)^2 G(y). Eliminováním G(y) z obou rovnic získáváme A(1, y) = y(1 − y)^3 1 − 5y + 7y^2 − 4y^3 . Ovźem A(1, y) = ∑ n≥1 a_nx^n je pøesnì ta OGF, která nás zajímá. Rovnice A(1, y)(1 − 5y + 7y^2 − 4y^3) = y(1 − y)^3 ústí ve hledanou rekurenci (n ≥ 2)

a_{n+3} = 5a_{n+2} − 7a_{n+1} + 4a_n.

Tedy a_4 = 19, a_5 = 61, a_6 = 196, . . .

10.2 Rozøezání mnohoúhelníku. Uva¿ujme pevný konvexní n-úhelník P s vrcholy oèíslovanými proti smìru hodinových ruèièek èísly 1, 2, . . . , n. Jeho rozøezáním budeme rozumìt jakoukoli mno¿inu nekøí¿ících se uhlopøíèek. Napø. pro n = 5 máme 11 následujících rozøezání (pro jednoduchost pomíjíme oznaèení vrcholù èísly 1 . . . 5)

3. A. O. Gelfond a Ju. V. Linnik, Elementarnye metody v analytièeskoj tìorii èisel, Fizmatgiz, Moskva, 1962.

4. R. L. Graham, M. Grötschel a L. Lovász (editors), Handbook of Combinatorics, North-Holland, Amsterdam, 1995.

5. H. Halberstam, K. F. Roth, Sequences, Oxford University Press, 1966.

6. E. Hlawka, J. Schoissengaier and R. Taschner, Geometric and Analytic Number Theory, Springer, Berlin, 1986.

7. K. Ireland and M. Rosen, A Classical Introduction to Modern Number Theory, Springer, Berlin, 1982. Ruský pøeklad: K. Ajerlend, M. Rouzen, Klassièeskoe vvedenie v sovremennuju teoriju èisel, Mir, Moskva, 1987.

8. B. Novák, O elementárním dùkazu prvoèíselné vìty, Èasopis pro pìstování matematiky 100 (1975), 71{84.

9. B. Novák, Vybrané partie z teorie èísel, skriptum MFF UK, SPN Praha, 1972.

10. W. M. Schmidt, Diophantine Approximations, Lecture Notes in Mathematics 785, Springer, 1980. Ruský pøeklad: V. ľmidt, Diofantovy pribli¿enija, Mir, Moskva, 1983.

11. D. Zagier, A One-Sentence Proof That Every Prime p ≡ 1 (mod 4) Is a Sum of Two Squares, American Mathematical Monthly 97 (1990), 144.

Generující funkce

8 Úvod

Generující (nebo té¿ vytvoøující) funkce, krátce GF, jsou mocnou a fascinující technikou kombinatorické enumerace. Nalézají vźak pou¿ití i v jiných matematických disciplínách, napø. právì v teorii èísel.

Kombinatorická enumerace se zabývá nalezením (pokud mo¿no pøesného) poètu kombinatorických struktur závisejících na jednom èi více parametrech. Konkrétnìji, M = {M_n}_{n≥0} buï posloupnost mno¿in kombinatorických struktur, struktury M ∈ M_n mají bázickou mno¿inu {1, 2, . . . , n} a a_n = |M_n| je jejich poèet. Obyèejná generující funce (OGF) pro struktury M je de˛nována pøedpisem f(x) = ∑ n≥0 a_nx^n. Exponenciální generující funkce (EGF) pro struktury M je de˛nována pøedpisem g(x) = ∑ n≥0 a_nx^n n! . V kombinatorice se jiné typy GF témìø nevyskytují. Samozøejmì, èasto se uva¿ují GF více promìnných, napø. f(x, y) = ∑ k≥0 ∑ n≥0 a_{k,n}x^ky^n nebo g(x, y) = ∑ k≥0 ∑ n≥0 a_{k,n}x^ky^n n! apod. Parametr k mù¿e být urèitá \váha" struktury M ∈ M_n a a_{k,n} pak je poèet struktur na {1, 2, . . . , n} s vahou k. Pøekvapivì èasto lze kombinatorické závislosti a rekurence platné pro strukturu M pøelo¿it do øeèi GF jako algebraické, diferenciální èi funkcionální rovnice platné pro pøísluźnou OGF èi EGF. Brzy si uvedeme øadu konkrétních pøíkladù. Nejprve se vźak v posledním ohlédnutí za první èástí pøednáźky krátce a zbì¿nì zmíníme o pou¿ití GF v teorii èísel.

Zde jsou velmi dùle¿ité Dirichletovy øady. Dirichletova øada pøiøazená posloupnosti {a(n)}_{n≥0} ⊂ C

Poèet rùzných (tj. neztoto¿nitelných posunutím) vodorovnì konvexní polymin s n ètvereèky si oznaèíme jako a_n. Napø. a_0 = 0, a_1 = 1, a_2 = 2, a_3 = 6. Toto jsou vodorovnì konvexní polymina se tøemi ètvereèky:

Naźím cílem je odvodit rekurentní vztah pro snadný výpoèet èísel a_n. Zavedeme si jemnìjźí velièinu a_{r,n}, 1 ≤ r ≤ n, rovnou poètu vodorovnì konvexních polymin s n ètvereèky, z toho r v nejdolejźí øadì. Zøejmì a_{n,n} = 1, klademe a_{r,n} = 0 jakmile r ≤ 0, r > n nebo n ≤ 0. Dále_n ∑ r=1 a_{r,n} = a_n. Vyjdeme ze zøejmé rekurence a_{r,n} = ∑ i≥1 (r + i − 1)a_{i,n−r}, která plyne uvá¿ením mo¿ných poloh zbytku polymina na nejdolejźí øadì. Nesmíme vźak pøehlédnout, ¿e pro r = n neplatí. Pro OGF A(x, y) = ∑ r≥1 ∑ n≥1 a_{r,n}x^ry^n nám dává A(x, y) = ∑ n≥1 x^ny^n + ∑ r≥1 ∑ n≥1 ∑ i≥1 (r + i − 1)a_{i,n−r}x^ry^n = xy 1 − xy +^∑_{r≥1}^∑_{n≥1}^∑_{i≥1}((r − 1)a_{i,n−r} + ia_{i,n−r})(xy)^ry^{n−r} = xy 1 − xy +^∑_{r≥1}^∑_{n≥1}(r − 1)a_{n−r}y^{n−r} (xy)^r +^∑_{r≥1}^∑_{n≥1}^∑_{i≥1} ia_{i,n−r} y^{n−r}(xy)^r = xy 1 − xy +^∑_{r≥1}(r − 1)(xy)^{r ∑}_{m≥0} a_my^m +^∑_{r≥1}(xy)^{r ∑}_{m≥0}^∑_{i≥1} ia_{i,m}y^m = xy 1 − xy + x^2y^2 (1 − xy)^2 A(1, y) + xy 1 − xy ∂A(x, y) ∂x | | | x=1 .

pomocí vztahu C(x)^2 − C(x) + x = 0. K(x) = x x − C^2(x) ∑ k≥1 x^k ( C(x) x )2k−1 = x^2 C · (x − C^2) · C^2/x 1 − C^2/x = x^2C (x − C^2)^2 = x^2C (2x − C)^2 = 1 1 − 4x · x^2C C − x = x 1 − 4x · x C = x 1 − 4x · 1 + √ 1 − 4x 2 = x 2(1 − 4x) + x 2 √ 1 − 4x . U¿itím binomické formule dostáváme pro koe˛cient k(n) u x^n

k(n) = 4^{n−1} +^{(2n−2}_{n−1}^) 2 .

10 Nalezení rekurence

GF nyní vyu¿ijeme neobvyklým zpùsobem. Pro posloupnost èísel {a_n}_{n≥1}, kde a_n poèítá nìjaké kombinatorické struktury, nalezneme s pomocí GF rekurentní relace. To na první pohled vypadá podivnì, proto¿e veźkerou informaci o OGF èi EGF dané posloupnosti èerpáme z rekurencí platných pro tuto posloupnost. Jak bychom tedy mohli odvodit rekurentní vztah, který jsme pøedtím neznali? Uvidíme!

10.1 Vodorovnì konvexní polymina. V tomto pøíkladu budeme pracovat s koneènými mno¿inami uzavøených ètvereèkù z nekoneèné rovinné ètvereèkované sítì S. Taková mno¿ina P se nazývá vodorovnì konvexní polymino, pokud

1. P je souvislá.

2. Ka¿dý vodorovný øez R ∩ P , kde R je nekoneèná vodorovná øada ètvereèkù sítì S, je souvislý.

3. Jsou-li U_1 = R_1 ∩ P a U_2 = R_2 ∩ P dva neprázdné øezy pro dvì sousední øady R_1 a R_2, pak prùnik U_1 ∩ U_2 není pouze jednobodový.

je komplexní funkce f(z) = ∑ n≥1 a(n)n^{−z}. Pro a(n) multiplikativní (tj. a(mn) = a(m)a(n) jakmile m a n jsou nesoudìlné) pak máme vyjádøení f(z) = ∏ p (1 + a(p)p^{−z} + a(p^2)p^{−2z} + · · ·),

které pochází od Eulera. Nejznámìjźí Dirichletovou øadou je zeta funkce ζ(z) = ∞∑ n=1 1 n^z . Právì na Eulerovì identitì ζ(z) = ∞∑ n=1 1 n^z =^∏_p ( 1 − 1 p )−z

jsou zalo¿eny neelementární dùkazy Prvoèíselné vìty.

Nìkdy se zkoumaná èísla mohou objevit i v exponentu. Mù¿eme si de˛novat f(z) = ∑ n≥0 z^{an} , kde 0 ≤ a_0 < a_1 < a_2 < · · · jsou pøirozená èísla. Pak

f(z)^2 = ∑ n≥0 P (n)z^n, kde P (n) je poèet reprezentací n ve tvaru n = a_i + a_j, a ka¿dá netriviální informace o f(z) nám okam¿itì cosi øekne i o P (n). Uva¿me poèet r(n) vźech vyjádøení n ve tvaru souètu ètyø ètvercù celých èísel. Za rùzné pokládáme i reprezentace liźící se jen poøadím sèítancù nebo znaménky. Patrnì ( ∞∑ −∞ x^{n2} )4 =^∑_{n≥0} r(n)x^n. Jacobi odvodil jiné vyjádøení pro výraz stojící na levé stranì.

Vìta 31 (Jacobi) (_∞ ∑ −∞ x^{n2} )4 = 1 + 8^∑ n ≥ 1 4 nedìlí n nx^n 1 − x^n .

Vyjádøíme-li ka¿dého sèítance vpravo pomocí geometrické øady, dostaneme pozoruhodnou Jacobiho identitu.

r(n) je rovno osminásobku souètu dìlitelù n nedìlitelných ètyømi.

Ka¿dé n má takového dìlitele, ihned tedy jako speciální pøípad dostáváme Lagrangeovu vìtu tvrdící, ¿e r(n) > 0 pro ka¿dé n ∈ N.

Pøíklad. Ka¿dá ze tøí podstatnì rùzných reprezentací èísla 28 jako souètu ètyø 2 28 = 5^2 + 1^2 + 1^2 + 1^2 = 3^2 + 3^2 + 3^2 + 1^2 = 4^2 + 2^2 + 2^2 + 2^2 vytváøí 4·16 = 64 rùzných celoèíselných reprezentací. Celkem tedy r(28) = 192. Z druhé strany, 8 · (1 + 2 + 7 + 14) je rovnì¿ 192.

Jiné záhadné èíselné identity pracují s funkcí σ_k(n) = ∑ d|n d^k. Platí následující identita. σ_7(n) = σ_3(n) + 120 n−1∑ j=1 σ_3(j)σ_3(n − j).

Skuteènì napø. pro n = 3 máme 2188 = 28 + 120 · 18. Jiná obdobná identita je 11σ_9(n) = −10σ_3(n) + 21σ_5(n) + 5040 n−1∑ j=1 σ_3(j)σ_5(n − j).

Napø. pro n = 4 se 11 · 262657 = 2889227 opravdu rovná −10 · 73 + 21 · 1057 + 5040 · (244 + 9 · 33 + 28). Obì tyto a dalźí identity jsou vedlejźími produkty teorie modulárních forem a jejich dùkazy lze s jistým zjednoduźení oznaèit za dùkazy pomocí GF.

Zpìt ke kombinatorice. Wilf ve své knize Generatingfunctionology uvádí sedm hlavních oblastí pou¿ití GF v kombinatorické enumeraci: (1) nalezení pøesné formule, (2) nalezení rekurence, (3) zjiźtìní prùmìrù a dalźích statistických charakteristik, (4) nalezení asymptotiky, (5) dùkazy unimodality, (6) dùkazy identit a (7) dùkazy kongruencí a dalźí aplikace. Pro ka¿dou z tìchto sedmi oblastí nyní uvedeme konkrétní pøíklady.

Oznaème si koøen K jako r a jeho syny zleva doprava jako r_1, . . . , r_{k−1}. T_1 umístíme vlevo od K a jeho koøen ztoto¿níme s r, T_2 umístíme nad r_1 a jeho koøen ztoto¿níme s tímto vrcholem, T_3 umístíme mezi hrany rr_1 a rr_2 a jeho koøen ztoto¿níme s r, atd. a¿ T_{2k−1} umístíme vpravo od K a jeho koøen ztoto¿níme s r. Z koøene r nakreslíme svislou úseèku kolmo dolù a umístíme na ni (shora dolù) l nových vrcholù v_1, v_2, . . . , v_l. U_i (resp. S_i) umístíme vlevo (resp. vpravo) od v_i a koøeny pìstovaných stromù U_i a S_i ztoto¿níme s v_i. Vznikne pìstovaný strom T s n vrcholy. Naopak, ka¿dé umístìní K v nìjakém T s n vrcholy je tohoto tvaru. Øeèeno obrázkem:

T_1

T_2

T_3 T_5

T_6

T_7

U_1

U_2

S_1

S_2

T_4

OGF K(x) = ∑ n≥1 k(n)x^n lze proto vyjádøit pomocí funkce C = C(x) odvozené v 9.2 jako K(x) = x x − C(x)^2 ∑ k≥1 x^k ( C(x) x )2k−1 . Èlen x x − C(x)^2 =^∑_{l≥0} ( C(x)^2 x )l

zachycuje pøidávání pìstovaných stromù U_i a S_i a èlen ( C(x) x )2k−1

zachycuje pøidávání pìstovaných stromù T_i. Nyní u¿ následuje jen pøímoèarý výpoèet, v nìm¿ výraz pro K(x) zjednoduźujeme pomocí vzorce pro souèet geometrické øady a n(a, b) = 1 a − b ( a − 1 b )( a − 2 b − 1 ) .

Její odvození ponecháváme ètenáøi jako Pøíklad 3. Èísla n(a, b) se nazývají Narayanova èísla (nebo té¿ Runyonova èísla).

9.4 Poèet koźżat v pìstovaných stromech. Oznaème si symbolem d(T, v) stupeò v v T , tj. poèet synù vrcholu v v pìstovaném stromu T . Nalezneme explicitní formuli pro výraz k(n) = ∑ 2^{d(T,v)}, kde sèítáme pøes vźechny vrcholy vźech pìstovaných stromù na n vrcholech. Napø. pro 5 stromù na 4 vrcholech dostáváme

k(4) = (1+1+1+8)+(1+1+2+4)+(1+1+2+4)+(1+2+2+2)+(1+1+4+2) = 42.

Nejprve k(n) interpretujeme kombinatoricky. Koźtì pro nás bude pìstovaný strom, v nìm¿ koøen nemá jiné syny ne¿ listy. Kolik koźżat nalezneme jako podstrom v daném pìstovaném stromu? Koźżata v T s centrálním vrcholem shodným s vrcholem v ∈ V (T ) odpovídají jednoznaènì podmno¿inám mno¿iny synù vrcholu v:

v

Je jich tedy 2^{d(T,v)}. Èíslo k(n) je proto celkový poèet koźżat ve vźech pìstovaných stromech na n vrcholech.

Pro nalezení OGF pro èísla k(n) je vhodné zde \poèítat druhým zpùsobem", tj. místo na poèet koźżat v T se soustøedit na poèet rozźíøení daného koźtìte K na pìstovaný strom na n vrcholech. Obecné rozźíøení koźtìte K s k vrcholy na pìstovaný strom s n vrcholy má následující tvar. Nejprve si zvolíme èíslo l ∈ N_0 a pìstované stromy U_1, U_2, . . . , U_l, S_1, S_2, . . . , S_l a T_1, T_2, . . . , T_{2k−1}, ¿e l∑ i=1 |V (U_i)| + l∑ i=1 |V (S_i)| + 2k−1∑ i=1 |V (T_i)| = n + k + l − 1.

9 Explicitní formule

9.1 Fibonacciho èísla. Uva¿me posloupnost pøirozených èísel {F_n}_{n≥0} zadanou rekurencí F_{n+1} = F_n + F_{n−1}, F_0 = 0, F_1 = 1. Tedy {F_n}_{n≥1} = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . .}. Jaká je explicitní formule pro F_n? OGF posloupnosti je

F = F (x) = ∑ n≥1 F_nx^n. Pøelo¿me rekurenci pro F_n do øeèi funkce F (x). Pøeklad zní F − x x = F + xF. Teï u¿ je snadné vyjádøit F pomocí x:

F (x) = x 1 − x − x^2 . Oznaèíme-li jako r_± èísla (1 ± √ 5)/2, dostáváme

F (x) = x 1 − x − x^2 = x (1 − xr_+)(1 − xr_−) = 1 r_+ − r_− ( 1 1 − xr_+ − 1 1 − xr_− )

= 1 √ 5 ( ∑ j≥0 r^j_+x^j − ∑ j≥0 r^j_−x^j ) . Odtud máme

F_n = r^n_+ − r^n_− √ 5 = 1 √ 5 (( 1 + √ 5 2 )n − ( 1 − √ 5 2 )n ) . Proto¿e | | | r^n_− √ 5 | | | < 1 2 , platí dokonce, ¿e

F_n .= 1 √ 5 ( 1 + √ 5 2 )n .

Zaokrouhlujeme na nejbli¿źí celé èíslo.

9.2 Pìstované stromy. Pìstovaný strom T na n vrcholech je zakoøenìný strom s n vrcholy a s hranami orientovanými od koøene, v nìm¿ je ka¿dá mno¿ina synù jednoho vrcholu lineárnì uspoøádána. V rovinì je kreslíme tak, ¿e koøen le¿í nejní¿e, hrany jsou úseèky orientované smìrem vzhùru a pøirozené pravolevé uspoøádání synù daného vrcholu se shoduje s pøedepsaným abstraktním uspoøádáním. Jako pøíklad si uveïme vźech pìt pìstovaných stromù se ètyømi vrcholy:

Není obtí¿né se pøesvìdèit, ¿e na pìti vrcholech ji¿ máme ètrnáct pìstovaných stromù. Oznaèíme-li si poèet pìstovaných stromù na n vrcholech jako c_n, je zcela pøirozenou otázka, zda pro èísla c_n neexistuje explicitní formule. Tu nyní pomocí GF odvodíme.

Zaveïme pro posloupnost {c_n}_{n≥1} OGF:

C = C(x) = ∑ n≥1 c_nx^n. Ka¿dý pìstovaný strom T urèuje dvojici (T_1, T_2), kde T_1 je podstrom koøenící v nejlevìjźím synu koøene T a T_2 je zbytek T . Patrnì |V (T_1)| + |V (T_2)| = |V (T )|. Naopak, ka¿dá taková dvojice urèuje jednoznaènì T . Tento rozklad nelze provést pouze pro jednovrcholový strom. Tedy c_1 = 1 a pro n > 1

c_n = n−1∑ i=1 c_ic_{n−i}. Pomocí OGF se to struènìji vyjádøí jako

C = C^2 + x.

Je-li tento textík vaźím prvním setkáním s GF, nelitujte èasu pro zamyźlení nad pøedchozí úvahou! Ve slo¿itìjźích obmìnách se pøi enumeraci kombinatorických struktur stále vrací. Vyøeźením kvadratické rovnice dostaneme C(x) = 1 − √ 1 − 4x 2 . Záporné znaménko jsme zvolili proto, ¿e koe˛cient u x^0 v C je nula. Èíslo c_n, n > 0, je tedy rovno koe˛cientu u x^n v mocninném rozvoji funkce (− √ 1 − 4x)/2. To se standardním zpùsobem struènì zapisuje jako c_n = [x^n](− √ 1 − 4x)/2. Proto¿e podle binomické vìty

(1 − 4x)^{1/2} =^∑_{n≥0} ( 1/2 n ) (−4x)^n, dostáváme pro c_n vyjádøení

c_n = −1 2 ( 1/2 n ) (−4)^n = (−1)^{n+1}4^n

(1/2)((1/2) − 1) · · · ((1/2) − n + 1) 2(n!) . Po dalźí sérii snadných úprav, které pøenecháváme ètenáøi, dospíváme ke koneènému tvaru

c_n = 1 n ( 2n − 2 n − 1 ) .

Èleny posloupnosti {c_n}_{n≥1} = {1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, . . .} se nazývají Catalanovými èísly.

9.3 Pìstované stromy podle poètu vrcholù a listù. List v pìstovaném stromu je vrchol, který nemá ani jednoho syna. Oznaème si poèet pìstovaných stromù s a vrcholy a b listy jako n(a, b). Napø. n(4, 1) = 1, n(4, 2) = 3, n(4, 3) = 1. Tato èísla zjemòují Catalanova èísla, neboż oèividnì a−1∑ b=1 n(a, b) = c_a. Je zajímavé, ¿e explicitní formule existuje i pro nì: