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Tento text je rozsitenou verzi poznamek k vybérové prednasce, kterou jsem poprvé
konal v letnim semestru v r. 1996. Stihl jsem tehdy kapitoly 1 11, jejich pisemna po-
doba zaznamenava dosti vérné, co bylo prednaseno. Zbyvajici kapitoly byly planovany,
ale z Casovych divodia nebylo mozné je prednést, jsou tedy doplnény dodatecné. Prvni
cast prednasky je vénovana kombinatorické teorii ¢isel. Druha ¢ast ukazuje pouziti ge-
nerujicich funkei v kombinatorické enumeraci a duraz je kladen na priklady ilustrujici
tuto techniku. Na rozdil od tradi¢niho stylu véta dikaz v prvni casti jsem proto ve
druhé zvolil styl vypocet—vysledek, ktery je konkrétnim piikladiim primétrenéjsi. Pro
lepsi ctenaiav prehled je ve druhé ¢asti vidy hlavni vysledek umistén v rdmecku.

Jde pouze o pri¢isnuté poznamky k prednasce, proto urcita lakonic¢nost a nesystema-
ticnost, za néz se ctenari omlouvam. NahliZzeno z pozitivni stranky: tim vice prilezitosti k
vlastnimu domysleni véci do konce. Podoba vybérové prednasky neni konecnéa, povazuji
tento text za odrazovy mustek. V budoucnu planuji celou prednasku vénovat technikdm
kombinatorické enumerace a prepracovat ji.

Martin Klazar

5. Dokazte Vétu 32 z 10. kapitoly.

6. Véta 40 7 13. kapitoly jisté neplati, ma-li uvazovany polynom vsechny kofeny realné,
nicméné s ruznymi znaménky. Kde jsme presné v ditkazu pourzili stejnost znamének?

7. Naleznéte ve 14.1 bijektivni korespondenci mezi obéma druhy ¢iselnych rozklada.

8. Naleznéte pocet péstovanych stromil na n vrcholech, v nich% kazdy vrchol ma bud
tii syny nebo zadného syna.

18 Literatura ke druhé ¢asti

Dikaz Jacobiho formule pro pocet reprezentaci n ve tvaru souctu ¢tyr Ctverca se
naléz4 napt. v [3]. S teoril stojici za identitami obsahujicimi funkci o4 (n) se lze seznamit
v [4]. Vysledky 9.1, 9.2 a 9.3 jsou klasické, 9.1 jsem zpracoval podle knihy [8]. Rekurenci
v 10.1 nalezl Klarner (1968), ptiklad je zpracovan podle [6]. Piiklad 10.2 je klasicky, v
jiné formulaci se jim zabyval jiz Schrider v r. 1870. P-rekurzivitou se zabyva prehledovy
clanek [7]. Priklad 11.1 jsem pievzal z [6]. Asymptotickd enumerace je zminéna v [§],
zékladni monografii je [6]. Kapitola 13 je zpracovana podle [8]. Piiklad 14.1 je klasicky,
stejné jako vysledky v kapitole 15. Pro diikkaz Lagrangeovy inversni formule odkazuji do
[8] nebo do [1]. Diikaz asymptotiky pro Bellova ¢isla 1ze nalézt v [5] nebo v [6]. Priklad
16.1 jsem pievzal 7 [8].
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a vidime, ze
R(y)<™" =y(1 —y*).

Podle Lagrangeovy inverzni formule v 15.4 dostavame

TN x " oy 2y %(3(':;11)/2> pro n liché
V() = 2o (—R ) = Ly = {

(z)<-1> 0 n sudé.

Celkové dostavame modulo 2

0 pro n liché
S(n) = L(&L/Z

el ) pro n sudé.

17 Priklady ke druhé c¢asti

1. Pojem péstovaného stromu je vysvétlen v 9.2. Symetrickym péstovanym stromem
budeme rozumét péstovany strom, jehoz znazornéni v roviné se neméni pri zrcadleni
podle svislé osy. Napt. strom vlevo je symetricky, strom vpravo nikoli:

Naleznéte, tfeba pomoci GF, formuli pro pocet symetrickych péstovanych stromt na
n vrcholech.

2. Pro kterd n je Catalanovo ¢islo ¢, liché?
3. Narayanova ¢isla n{a, b) jsou definovana v 9.3. Naleznéte explicitni formuli pro OGF
o dvou proménnych pro tato ¢isla a pokuste se odtud odvodit explicitni formuli pro ¢isla

sama.

4. Doka7te pfimo z kombinatorické definice, bez pouziti explicitniho vzorce, 7e n(a,b) =

n(a,a — b).
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Kombinatoricka teorie cisel
1 Odhadovani sum

Zacneme dvéma lemmaty, kterd vyjadiuji soucty pomoci integrala. Symboly N, Z, R
a C oznacuji mnozinu prirozenych ¢isel {1,2,...}, mnozinu celych ¢isel, mnozinu real-
nych ¢isel a mnozinu komplexnich &sel. Pro z € R je [z] € Z nejvétsi celé ¢islo nepiesa-
hujiei = (celd ¢dst &sla ). Symbol {2z} znadi zlomkovou édst &isla z, tj. {z} =z — |z].

Lemma 1 (Abelova transformace) Necht f € C[1,0¢) (tj. f je redlnd funkce, hladkd
v wvedeném intervalu), h : N — C (t. h je posloupnost komnplexnich ¢isel), v € R je

rediné ¢islo a g(x) = 3. h(n), kde séitdme pres ¢islan =1,2,..., |z]. Potom
S () f ) = gla) f() = [ g(t) ().
n<x )
Dtikaz.
2oh(n)f(n) = g@)f(lx] + 1)+ > g(n)(f(n) = f(n+1)
n<w n<w
n41 lo|+1
= o— n (H)dt = o — t)f'(t)dt
Satn) [T 10 [ sre

x lz]+1
= o= [Tomrn- [ o
Lz]+1

o= [ f =gl [ roat
= o= [Tg)f (W)t — o+ g()f(0) = 9@ () — [ 9lt)f Wit

|
Lemma 2 (Eulerova sumacni formule) Nechtfa € N, x € R a f € Cla, 00). Pak
S sy = [ f0ydt+ R, ke R= [{t}f (5t + f(a) — {2} 5 (0),
winss Ja Ja
Dtikaz. Plyne z piedchoziho lemmatu. Polozime i(m) = 0 prom = 1,2,....,.a— 1 a

h{(m) =1 pro m > a. Dostaneme

Z f(n) = (|_17J—(L+1)f(r)—/:(|_tj—a,+1)f’(z‘,)dt

g

2] f(z) = (a — 1) f(a) — / 1] £ ()t

Ja

1

1,2,...,k — se musely kiizit s A. Proto pri vhodném ocislovani a1 < a; < --- < a <
by < +++ < by < by. Rozlisime dva pripady.

Necht k > 0. Zavorky U’ riizné od A; se rozpadaji do k+1 mnozin S;,7 =0,1,..., k,
kde v 5; se nachazeji zavorky lezici uvnitt A; a vné A,4,. Kazda 5; je opét $patnym
uzavorkovanim, lze je volit libovolné a nezavisle na sobé. Oznacime-li |S;| pocet zavorek
Si. je pocet moznych poloh A,y v S; roven 2|S;| + 1. Obdobné pro pocet poloh ¢isla
a v mezerach Sy. Tyto koeficienty ziskdme pomoci derivovani. Prispévek k poctu viech
$patnych uzavorkovéni s n zadvorkami tedy je

[2"](z(225" + S))Hl.

Necht & = 0. U’ je samo o sobé $patnym uzivorkovanim. Je tfeba pouze rozvazit,
kolik je mozZnosti pro umisténi a v jeho mezerach. Zakdzany jsou ty polohy, kdy A
nekiizi zaddnou zavorku 7z U'. Tehdy se U’ rozpada na ¢4st nalevo od a a na &4st napravo
od a, obé jsou Spatnymi uzavorkovanimi a lze je volit libovolné a vzajemné nezavisle.
Obdrzime prispévek

[2"](z(225" + ) — 25?).

Celkem dostdvame pro S(z) rovnici

S(z) = Z(.T(Q:I?S(J:)’ + Sk — 2S(x)2.

k>0

Pomoci vztahu pro soucet geometrické rady a s trochou tiprav to lze prepsat jako
S(x) - (14 2S(2)) - (1 — 2S(z) — 222S(2)) = 1.

Odtud 1ze pro ¢sla s(n) odvodit explicitni rekurentn{ formuli, tento smér viak nebudeme
sledovat. Setkdvame se zde s novou situaci. Nenf t&7ké vidét pfimo z definice, Ze &sla s(n)
rostou superexponencialné, zhruba jako faktoriil. Proto OGF S(z) ma nulovy polomér
konvergence a neurcuje zadnou analytickou funkei. Diferencidlni rovuice, kterou jsme
odvodili, je ¢isté formalni a nemd smysl se ji snazit Tesit.

Zajima-li nas vsak pouze parita s(n), mizeme predeslou rovnici redukovat modulo
2 a dostaneme algebraickou rovnici

ZT(z)? =T(z)+1=0
(T(z) je redukce formalni mocninné fady S(z) modulo 2). Tento vztah jiz uréuje ana-
lytickou funkei, bylo by vs§ak chybou se snazit aplikovat postupy pro feseni kubickych

rovnic. Substituce R(z) = 2T(x) vede na rovnici

R(z)* = R(z)+2=0

58



()

Specidlné pro k < [n/2] je binomicky koeficient roven nule a Stirlingovo ¢islo je
tehdy sudé.

16.2 Spatna uzévorkovani. Uzdvorkovdnim s n zdvorkami budeme rozumét roz-
klad {1,2,...,2n} na n dvouprvkovych mnozn. Budeme nuceni pfechazet k poduza-
vorkovanim a proto jako bazickou mnozinu pfipouz:timo u uzévorkovani i libovolnou
podmnozinu N se sudym poctem prvka. Dvé zédvorky A = {a,b} a B = {c,d} se ki'iZ,
pokud ¢ < ¢ < b < d nebo ¢ < a < d < b. Dobré uzavorkovani je uzavorkovani bez
kiizeni. Naopak $patné uzavorkovani je takové, v némz se kazdé zavorka kiizi s néjakou
jinou zavorkou.

Neni tézké nalézt pocet dobrych uzavorkovani s n zavorkami. Ucinili jsme to vlastné
v 9.2. Tento pocet se totiz rovna poc¢tu péstovanych stromu s n — 1 vrcholy a je tedy dan
Catalanovym ¢islem ¢,_,. Pro pocet Spatnych uzavorkovani s nejvétsi pravdépodobnosti
7adny jednoduchy vzorec neexistuje, odvodime vsak jednoduchy vztah pro jejich paritu.

Necht s(n) je pocet §patnych uzdvorkovani s n zdvorkami a necht

SIS(I)IZS(TL)I"=1+LE2+4I3+---

n>0

je odpovidajici OGF. Uvazme néjaké $patné uzavorkovani U a jeho prvni zavorku A =
{1,a}. Viz nasledujici obrézek:

Po vyhozeni A dostaneme uzévorkovani U’, které nemusi byt spatné. Je jasné, 7e
vechny zavorky U’, které nekiizi jinou zévorku — budte to A; = {a;, b}, a; < by,i =
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Pric¢tenim formule integrace per partes

0= [ f)at = 2f(r) +af(a) + [ 11yt

ziskavame Eulerovu sumadcni formuli. |

Je-li f nezdporna a neklesajici, popf. nerostouci, pak zfejmé R = O(f(z)), popt. R =

O(f(a)).

Pouzitim Eulerovy sumacni formule snadno spocitame, ze

N 1
> = =log N +v+4O(1/N), kde &slo

n=1

If} -1 ; .
y=1= [T Bldt= tm (- -log ) =057721...
J1

N—oo
n=1

se nazyva Eulerova-Mascheroniova konstanta.
S pomocdi tohoto odhadu nalezneme primérnou hodnotu poc¢tu déliteldt 7(n) piiro-
zeného cisla n. Mame

AifN rin) = %(2 DD 1_WFJQ):N 2 LJ_%WW(Z

n=1 n<ﬁ m<1\"/n nS\/N
RN
71<\/N ;\ n<v'N " \/]\_T v
= 21ogW—J+2q—1+O(V 12y,

Podle véty o stfedni hodnoté muzeme log L\/ NJ nahradit log /N za cenu chyby O(N~1/2).
Dokézali jsme nasledujici vysledek.

Véta 3 (Dirichlet)

N
% T(’IL):10g4\7+27—1+0(1/ﬁ).

n=1
Neni t&zké spoéitat, Ze pro veli¢inu r(n) = #{(z,y) € Z* : 2% + y> = n} plati

Véta 4 (Gauss)
N

Z (n) =74+ 0( 1/ﬁ

n:l



Geometrickd interpretace druhého tvrzeni je ocividna: Y. r(n) je prosté pocet mifzovych
bodtt v kruhu o poloméru v N. Tento vyklad také vede ke snadnému ditkazu Gaussovy
véty. Prvni suma Y 7(n) je pofet mifzovych bodil v rovinné oblasti omezené kladnymi
poloosami os x a y a hyperbolou zy = N. Dalsi dvé zajimavé asymptotiky sum jsou
¢tenari predlozeny k dikazu v Prikladech 6 a 7.

Problém zlepseni odhadu zbytku ve Vétach 3 a 4 se nazyva Dirichletovym problémem
déliteld a Gaussovym kruhovgm problémem. Hleddame infimum 6y mnoziny kladnych
redlnych &isel 8, pro n&% O(N?/N) je platnym odhadem zbytku ve Vété 3 a 4. Vid&li
jsme, ze elementdrni Gvahy d4vaji v obou piipadech 8, < 1/2. Nésledujici meze jsou
platné rovnéz pro obé dlohy. Hardy a Landau (1916) dokdzali, ze 6y > 1/4. Iwaniec a
Mozzochi (1988) dokazali, ze 6y < 7/22.

Byla nalezena zesileni Lemmatu 2. Uvedeme si bez ditkazu jedno z nich, pouziva
Bernoulliovy polynomy B, (z) definované rozvojem

;/6[7 o0 ‘//Il
= Bn —_—
e —1 ”Z:‘;) (@) n!
a Bernoulliova é¢isla B, = B,(0). Tedy
=¥,
2 =1 ‘= "l

Diky zaméné =z za —z vidime, ze B,, = 0 pro vsechna lichad n > 1. Par hodnot: By = 1,
By, = —-1/2, B, = 1/6, By = —1/30, Bg = 1/42, By = —1/30, By = 5/66, By» =
—691/2730, By4 =7/6, ...

Lemma 5 (obecnd Eulerova sumaéni formule) Nechta,b€ N a f € C*™[a,b] (1.
I je v uvedeném intervalu 2m krat spojité diferencovatelnd). Potom

Zb:f(n) = /'h ft)dt + Ha) + £(b) +Z Bar (FE9(0) = fV(a)) + R, bde

Ja 2 — (2r)!

R, = _/b f(?m)(t)w

a (2777)'

dt.

Je zndmo, ze | By, ({t})| < |Bam|- Proto mizeme R,, odhadnout jako

B‘_m b (2m
|Rin| < ﬁ/ | £ () |dt.

Pfipomindme notaci f(z) ~ g(z), ktera je zkratkou pro

Uvazme EGF

” .
Z(2) = Z ,4(71),I
= !

a S-strukturu vsech oznacenych zakofenénych stromit na {1,2,...,n}. Necht T je ta-
kovy strom s koTenem ¢ a sousedy kofene 1,17, ...,%,. Vyhozenim i se T rozpada na
m zakofenénych oznacCenych stromu s kofeny ¢y,1s,...,1,. Jejich vrcholové mnoziny
tvoif rozklad {1,2,...,n}\{i} na m bloki. Obecnou S-strukturu obdrzime tedy tak,
ze {1,2,...,n} rozloZime usporfddané na (A, B), mnoZinu A vybavime strukturou “byt
jednoprvkovou mnozinou” — pro ni je EGF patrné rovna # — a B rozlozime na mno-

zinu neprazdnych disjunktnich blokt, z nichz kazdy vybavime S-strukturou. Mnozinu
bloka vybavime trividlni strukturou “byt mnozinou”, jeji EGF je e”. Podle Soucinové a
Kompoziéni formule dostavame rovnici

Z(z) = 2e?®),
Vidime, ze

Z(y)<> = Y

eV

Podle Lagrangeovy inverzni formule

n! n n!

Cayleyova formule je dokdzana.
16 GF dokazuji kongruence

16.1 Stirlingova ¢isla prvniho druhu. V 13.1 jsme ve Vété 39 nalezli GF pro

disla c(k, n), kterd poditaji pocty permutaci {1,2,...,n} s k cykly. Z explicitniho vzorce
> ek, n)af = z(z4+1)---(z+n—=1)
k>1

odvodime vztah pro paritu c(k,n). VSechny nésledujici kongruence jsou modulo 2.

Z c(k;n);vk =u(v+ Da(z+1)--- = 272 (1+ a‘)L"/zj.
&
Tedy
AL o = [,K],.[7/2] Nns2) — [ k—n/2] Nln/2l — [n/2]
c(k,n) = [z"]z (1+2) = [1, ] (14 z) = <k —tay2);
Celkem
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Metodami komplexni analyzy lze odtud odvodit asymptotiku pro b,:

by, ~ i /\(,n)n+1/2 cA(u)—n—l‘
n '

kde A(n) je fesenim rovnice A(n)logA(n) = n. V prvnim pfibliZeni je A(n) zhruba
n/logn.

Pii pouziti Kompoziéni formule je tieba mit vidy na mysli, 7Ze forméalni sloZenina
mocninnych fad F(G(x)) je dobfe definovéna jen za podminky G(0) = 0. Proto ta —1
v exponentu.

15.4 Lagrangeova inverzni formule. Obcas se stane, ze pro OGF ¢i EGF popi-
VR . ; . . . . P
sujici nas problém  bud to funkce F(z)  odvodime rovnici, z niZ neumime vyjadfit
explicitné F(z) pomoci z, aviak umime vyjadfit naopak = pomoei F(z). Jinymi slovy:
vime, jak vypada inverzni funkce F(x)<='>. Potom lze pourit nasleduji vysledek, ktery
popisuje koeficient u @” v F(x) pomoci koeficientl inverzni mocninné rady. Pripomi-

name, ze [2"]F(z) je symbolické oznaceni pro tento koeficient.

Véta 42 (Lagrangeova inverzni formule) F(z) bud mocninnd tada, pro niz plati
[2°]F(z) = 0 a [2']F(x) # 0.

Potom

P = e ()

V posledni kapitole uvedeme odkazy na literaturu, v niz lze nalézt jak kombinatorické
tak analytické dikazy tohoto uzitecného tvrzeni.

15.5 Cayleyova formule. Cayleyova formule patii k perldm kombinatoriky. Tvrdi,
7e pro pocet t(n) oznacenych stromtt na mnoziné vrcholt {1,2,...,n} plati

Dikaz, ktery ted uvedeme, kombinuje obraty 15.1, 15.2 a 15.4. Jako 2(n) oznacime
pocet zakofenénych oznafenych stromi s vrcholovou mnofinou {1,2,...,n}. Cayleyova
formule je zfejmym zpusobem ekvivalentni s

z(n) = n""L.
(n)

Napriklad,
n\"
1-2-3---n:n,!~C\/ﬁ<;> \

kde e = 2.71828 ... je Eulerovo ¢islo a C' > 0 jista konstanta (jemnéjsimi metodami lze
ukazat, ze C' = \/ﬁ) Tento odhad plyne z Lemmatu 5 pii volbé f(¢) = logt, a = 1,
b=nam=1.

Je prekvapujici, Ze Bernoulliova ¢isla propojuji technické lemma o ndhradé sum inte-
graly s hlubokym Kummerovym vysledkem o Fermatové hypotéze. Ta tvrdi, 7e rovnice
2" 4+ y" = 2" nemd pro exponent n > 2 zadné celodiselné feseni s z # 0.

Véta 6 (Kummer, 1850) Fermatova hypotéza plati pro kaidy exponent n = p > 2,
ktery je reguldrnim prvocislem (definice regularity je komplikovand a vyZaduje apardt
algebraické teorie ¢isel). Proocislo p > 2 je requldrni pravé kdyZ p nedeli Zidného Citatele
Bernoulliovych ¢isel By, By. ..., B,_s.

Mezi lichymi prvocisly nepresahujicimi 100 pouze 3 nejsou regularni a predchozi véta
tudiz pro né neni pouzitelna, jsou to 37, 59 a 67. V r. 1993 A. Wiles oznamil dikaz Fer-
matovy hypotézy, ktery je v soucasnosti svétovou matematickou komunitou vseobecné
uznavan jako spravné reseni rébusu starého 300 let.

2 Odhady poctu prvocisel
Hezkym prikladem kombinatorického pocitani jsou odhady funkce w(z), kterd je

definovana jako
m(z) = Z 1,

p<e
tj. rovna se poctu prvocisel nepresahujicich (redlné) ¢islo z. V dalsim budeme casto
pouzivat pismena p a g pro oznaceni prvocisel. Mangoldtova funkce A(n) je definovéna
jako log p, je-li n mocninou prvocisla p, a jako 0 jinak.

Lemma 7

> An) {gJ = zlogz — 2+ O(logz)

s
-
—~
IS
N
TN
A
S &
| E——
I
[N]
R
ra|
3
| IS
~—
ll

zlog 2 + O(log z).



Dikaz. Nejprve dokazeme prvni vztah.

> Aln) \‘%J =Y An) D 1=> > An) =) logm==zlogzr—az+O0(logx).

n<w n<z m<z, nlm m<r nlm m<xz

V poslednim kroku jsme pouzili Eulerovu sumacni formuli. Druhy vztah snadno plyne
z prvniho. Ozna¢ime-li prvnf sumu jako M (x), mame

,Z:r An ({—J -2 {%J) = M(z) —2M(z/2) = xlog 2 + O(log z).

O
Lemma uzijeme k ditkazu zakladniho vysledku o mife ristu prvociselné funkce 7(z).

Véta 8 (Cebysev, 1850) Eristuji absolutni konstanty 0 < ¢; < ca, Ze pro kaZdé Cislo
x> 1 plati

T Cy

< 7(z) <

log « log

Drukaz. Snadno se vidi, %e pro kazdé redlné &slo a plati |a| — 2]a/2| < 1. Proto z
druhého vztahu Lemmatu 7 dostavame

1
zlog2 4 O(logz) < > Aln) =) LOZ J logp <logz ) 1 =m(z)logz.
ogp

n<x p<w p<w

Dokézali jsme dolni odhad.
Pro dikaz horniho odhadu pouZijeme, Ze vidy |a] — 2|a/2| > 0 a Ze tato veliina
je 1 pro 1 <a < 2. Pomoci druhé formule Lemmatu 7 mame

n(z)logr — m(z/2)logx/2 = Z logp + O(z)

z/2<p<s

< ST Am)(le/n] =2]x/2n]) + O(x)

z/2<n<z
< ; An)(|lz/n] = 2|z/2n]) + O(x)

= O(z).

Ukéazali jsme tedy, ze m(2/2%)1log 2/2% — m(x/2¥+ ) log 2 /25! = O(2/2*), kde konstanta
v O nezivisi na k (a samozfejmé ani na z). Secteme-1i tyto odhady pro k=0,1,... K,
kde K je uréeno z 28 < o < 2K+ dostaneme kyZeny horni odhad

ot

Duikaz je opét lehky. Z jedné strany

RS

Gy Gmo - - - Gy
my

my My ...
kde séitdme pres vSechny usporadané k-tice pfirozenych ¢isel mq,mg, ..., my, pro néz
my + mg + --- + my = n. Multinomicky koeficient vyjadiuje pocet vsech wuspordda-
nych rozkladd {1,2, ... n} na k bloklt s mohutnostmi my,ma, . . ., ,my. Tento pocet mu-

sime vydélit k!, protoze v definici H-struktury vystupuji neuspoiddané rozklady. Cleny
GmaGms - - - Ym,, @ fx vyjadiuji pocty moznych voleb G-struktur a F-struktur. Mirné upra-
veno,

n! RV Tyl ms! my!

E _ Z yml 97772 Ymy,

Z druhé strany se lehce nahlédne, 7e tento vyraz je presné koeficient u x” ve slozeniné
mocninnych fad F(G(x)).

15.3 Bellova ¢&isla. Kolik je vSech rozkladi mnoziny {1,2,..., ,n} na neprazdné
bloky? Napt. pro n = 3 dostavame 5 rozkladu:

{1230 {123 (31 ({131,423 2,31 {1), ({13 {2}, {3}

Oznacme si obecny pocet jako b, a uvazme EGF

Bla)=)_ —

n>1

bpa™

n!

Znéme-li Kompozi¢ni formuli, je nalezeni explicitniho vzorce pro B(z) téméF trivialitou.
G-strukturou je struktura “byt neprazdnou mnozinou”, pro niz ¢, = 1 pron > 1 a
go = 0. Jako F-strukturu bychom mohli vzit tutéz strukturu, vezméme vsak strukturu
“byt mnozinou”, pro niz f, = 1 pro n > 0; vyjde hezéi vzorecek. Tedy

Flz)y=e¢"aGz)=¢"-1

a podle Kompozi¢ni formule

B(z) = F(G(z)) = e 1.
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H-struktury vypadaji tak, ze v kazdém usporddaném rozkladu {1,2....,n} na dvé ne-
prazdné mnoziny (A, B) mnozinu A strukturujeme F-strukturou a mnozinu B struktu-
rujeme G-strukturou. Obé volby jsou vzajemné nezavislé. Necht

H(z) = Z i

n!
n>1 .

n

je EGF pro poéet h,, vSech H-struktur na {1,2,... n}. Plati

Souéinova formule: H(z) = F(z)G(z).

Diikaz je lehky. Pocet uspoifddanych rozkladt (A4, B) s |4| = k je dan piislusnym

binomickym koeficientem. Tedy

Po tpravé

coZ je prave koeficient u z” v soudinu F(z)G(z).

15.2 Kompoziéni formule. Méjme tutéz situaci a totéz oznaceni jako v 15.1.
H-struktury budeme definovat pomoci jiné standardni konstrukce. Bazickou mnozinu
{1,2,...,n} rozlozime na mnoZinu neprazdnych bloki, na kazdém 7 nich zvolime vza-
Jemneé nezavisle G-strukturu, a mnozinu bloka strukturujeme F-strukturou (nezavisle
na zvolenych G-strukturach). EGF pro pocty H-struktur bud opét

H(z)= Z hnx".

Plati

Kompoziéni formule: H(z) = F(G(x)).

K
m(z)logz = O < ZI/Q") = O(x).

k=0
O

Jinym zajimavym tvrzenim o prvocislech je Mertensova véta, kterd podava asympto-
tiky tI1 vyrazu definovanych pomoci prvodcisel.

Véta 9 (Mertens, 1874)

log ;
ZM = logz + O(1).

p<w p
1
> = = loglogz +c+O(1/logx).
p<z P
1 d
1--) = 14+ 0O(1/logx)).
I1(1-}) = g 00071089

Dtikaz. Podle prvni formule Lemmatu 7 mame

zlogz — x4+ O(logz) = Y A(n) V_J

n<x n
T x
= Z {fJ logp + Z {—LJ log p
p<z LP pr<a, vx2 LP
1 o
= JZ o8P + O(z) +
p<z

. logn X logn
ol (Bh g )
n=1 ’ n=1 ’

log )
= Y Bl o).
p<z b
Dokézali jsme prvou Mertensovu formuli, v ditkazu jsme pouzili horni odhad z Cebyse-
vovy véty (kde?).
Druha Mertensova formule plyne z prvni pomoci Abelovy transformace.

1 log 1 1 log 7 log dt
DD Pl - ZEJF/Z%P. .
p<e P sow P logp o logm = po e 2= po tlogt
v dt & logp dt
= 1+0(1/logs) + [ +/ OBP ot )
(flogr)+ | 305+ ), (% ) 0g>tlogzt
oo qw(t)dt 1 o |w(t)|dt
= loglogz +1— loglog2 / Lo / .
oplog® + oplog 2 + 2 tlog2t+ (log:z‘+ »  tlog’t
6



Symbolem w(t) jsme oznacili omezenou funkei 3o, log p/p — logt. Prvni integral kon-
verguje, druhy je O(1/logz), druha formule je dokazana.
Formule pro soucin vyplyva nésledovné.

log [T(1=1/p) = > log(1—-1/p)=

p<z p<z p<z n=1
- -yl-gisd
])<T n>2 p<x
1
- -zl-TiTieo(Tiz))
])<T n>2 n n>2 P>T
- -y leeso(ply L)
p<r n>2 ’m>1 m
_ " = 1
= [; +c +O(";I 777—17“ 1)

—loglogs —c+ O(1/logx) + " + O(1/x).

V zavéru jsme sumu 1/m™ odhadli Eulerovou sumaéni formulf a uzili jsme druhou

m>z
Mertensovu formuli. Odlogaritmovanim dostaneme tfeti Mertensovu formuli. a

Presnéjsim pocitanim ve treti formuli lze ukézat, ze

Slavnym vysledkem o prvodislech je tzv. Prvoéiselna véta. Tvrdi, ze n(z)logz/z — 1
pro x — oc.

Véta 10 (Hadamard, de la Vallé Poussin, 1896)

T

ma) ~ loga’

Pro dasledek viz Piiklad 1. Pavodni dikaz i jeho pozdéjsi zjednoduseni vyuzivaji metod

komplexni analyzy. V letech 1947 48 nalezli Selberg a Erdos dikaz, v kterém se pracuje

pouze s elementarnimi pocéitacimi technikami a redlnou analyzou (ukdzky téchto metod

jsme si jiz predvedli a jesté si predvedeme), diikaz sdm je ale pomérné komplikovany.
Lépe nez funkci 2/ logz je m(z) aproximovana funkei integrallogaritmus

x I—e
li) :/o logt 11—1% (/ /1+r> log #

-1

kde pouzivame zkratku
re=1+4z+2" 4 +2F = (@ -1)/(z=1).
Dostavame tak kvadratickou rovnici

2P} — 2P + 13, = 0,

Pe() gy — (Joi — daay,
W)= —————.

2x

jejimz Fesenim je

Odvozeni pro druhou OGF je velmi podobné, jediny rozdil spocivd v tom, ze v
druhém piipadé, kdy se v u vyskytuje 1 pravé dvakrat, rozlozime u jako u = lvlw.
Proto soucet obou délek bude I — 2. Nyn{ w jiz miize byt prazdni. Pro Qy(z) tak
dostaneme vztah

Qu(r) = 14 2Qu(x) + 2™ (Qu(w) — wi1)Qu().
Z néj odvodime kvadratickou rovnici
Qe = (P = v+ 1)(2Qi) + 7 = 0.

Koeficient u Q) 1ze prepsat, podle definice zy, jako x5y, — 22. Misto k piSeme k — 1 a
FeSime rovnici:
T — 20 —

Q1 () =

Vidime, 7e opravdu plati

2x

2Qp-1(zr) = Pp(z) — 1.

15 Kompozi¢ni formule a Lagrangeova inverzni formule

Popiseme dvé dulezité techniky, které lze Casto pii praci s GF pouzit. Kazdou z
nich ilustrujeme jednim prikladem. Dosud jsme se setkali pouze s OGF, nyni budeme
pracovat s EGF.

15.1 Soucinova formule. Mé&jme dva typy struktur definované na zakladni mnoziné
{1,2,...,n}, fikejme jim F-struktury a G-struktury. Symboly f, a g, oznacuji pocty

Fstruktur a G-struktur na {1,2,...n}. Zavedeme si pro n¢ EGF:

Fy=3 T ac =2

1 n! >
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X ={1,2,...,1}, jejichz sjednocenim je celd mnozina X. K é&slu ! budeme poukazovat
jako k délce rozkladu. Rekneme, 7e rozklad je abab-prosty, pokud neexistuji étyfi &isla
1< 2 <y<z<t<!advartzmé bloky B;, B, 7e by platilo z,2 € B; a y,t € B;.
Rekneme, ze rozklad je k-pravidelny, pokud neexistuje blok B; a dvé &sla z,y € By, Ze
O<y—ux<k.

Je pohodlngjsi misto mnozinového zapisu pouzivat pro rozklady zapis ve tvaru po-
sloupnosti, popf. normdalnich posloupnosti. Rozklad P délky [ s n bloky se snadno zapise
posloupnosti néjakych symbolit v = aqay ... q; tak, 7e 1 a 7 padnou do stejného bloku
prave kdyz a; = a;. Rekneme, Ze v uréuje P. Takovych u je mnoho, pozadujeme-li viak,
aby navic {a,aq,...,a} = {1,2,....n} a aby pro kazdé 1 < i < j < n predchazel
v u prvai vyskyt ¢ prvni vyskyt j, je u jiz urcena jednoznacné. Takovym u budeme
tikat normdini posloupnosti. Jako priklad si uvedeme viechny 2-pravidelné abab-prosté
rozklady délky 5 zapsané jako normalni posloupnosti:

{12345,12343,12342,12341, 12324, 12321,12314, 12134, 12131}.

Rozklad nazveme chudym, ma-li kazdy blok nejvyse dva prvky. Uvedeme si vechny
chudé abab-prosté rozklady délky 4:

{1234,1233,1232, 1231, 1223, 1221, 1213, 1123, 1122}
Neni nahodné, Ze nam pokazdé vysel stejny pocet rozkladu.

Véta 41 Pocet k-pravidelnych abab-prostych rozkladd délky | je roven poctu (k — 1)-
pravidelnych chudych abab-prostijch rozkladd délky | — 1.

Dukaz. Podet rozkladii prvniho typu oznacime jako p(l, k) a pocet rozkladi druhého
typu jako ¢(I, k). Zavedeme pro obé& struktury OGF

P(x) = Zp(l,k)J;‘ a Qr(v) = Zq(hk‘):vl.
>0 >0

Nalezneme explicitni vyjadreni pro obé OGF a uvidime, Ze jsou presné v tom vztahu, v
jakém maji podle identity byt.

Uvazme k-pravidelny abab-prosty rozklad délky | > 1 zapsany normalni posloupnosti
u. Pokud se ¢islo 1 vyskytuje v u jen jednou, rozlozime u jako u = lv. Posloupnost v
urcuje k-pravidelny abab-prosty rozklad o délce [ — 1, ktery muze byt zcela libovolny.

Vyskytuje-li se 1 v u vicekrat, rozlozime u podle druhého vyskytu 1 jako u = lvw,
kde w zadina onou druhou jednifkou. Zadné &slo se nevyskytuje v obou posloupnostech
soucasné. Je ziejmé, 7e v a w urcuji nezavisle na sobé dva k-pravidelné abab-prosté
rozklady. Jediné omezujici podminky jsou, ze prvni rozklad ma délku alespon k — 1,
druhy alespon 1 a soucet jejich délek je [ — 1. Prvni OGF proto spliiuje

Pi(a) =1+ aPy(2) + 2(Pi(w) — wp—1)(Pe(x) — 1),

(viz Piiklad 2). Zbytek R(z) ve vyjadieni n(z) = li{z) + R(z) byl v ptivodnim Hada-
mardové a de la Vallé Poussinové dikazu odhadnut jako

R(z) =0 (a?e_‘m‘)g '")1/2)
pro jistou absolutni konstantu § > 0. Korobov v r. 1958 zesilil tento odhad na
R(T) -0 (7‘0715(1og1]3/5(10g10g7;)_1/5) )
Gauss se domnival, Ze vzdy plati m(z) < li(2). To bylo vyvriceno Littlewoodem, podil

(m(z) = li(z))logx
Vv loglog

ma pro x — oo zaporny limes inferior a kladny limes superior. Konkrétni protipiiklad

ke Gaussové domnénce vsak neni znam, Riele odhadl, Ze nejmensi z nich nepresahuje

6.69 - 10°7°,
3 Brunovo sito

Poté, co byla Wilesem dokdzana Fermatova dommnénka, kandiduji na pozici nejzna-
méjsich nerozhodnutych matematickych problému dvé nasledujici hypotézy.

Hypotéza prvocdiselnych dvojéat je tvrzeni, Ze existuje nekonedné mnoho prvodisel
p, Ze 1 p + 2 je prvocislo.

Goldbachova hypotéza 7z r. 1742 tvrdi, 7e kazdé sudé ¢islo n > 2 lze zapsat ve tvaru
souctu dvou prvocisel.

Matematik V. Brun atakoval v obdobi 1915 24 oba problémy metodou zaloZenou na
principu inkluze a exkluze, ktera byla po ném nazvana Brunovym sitem. Pozdéji byla
vynalezena dalsi sita: Selbergovo, Linnikovo, Rényiho, ... Pro technickou komplikova-
nost musime pominout dukazy vysledka dosazenych témito metodami a predvedeme si
pouze dukaz pouzivajici slabou formu Brunova sita.

Véta 11 (Brun) Necht N = N(z,z) je polet piirozenych ¢isel n nepresahujicich x —2
a takovych, Ze n ani n + 2 nemaji prvocinitele nepresahugjiciho z. Predpoklidejme, Ze
2 < pl/@logloge) 4 > 5 oo, Pak

x

()("2 z ’

2y

Nn~e o

kde a =2T[(1—(p—1)7%) = 1.3202...

p>2



Pripominame, ze v je Eulerova-Mascheroniova konstanta. Oznacme si jako
D ={3,57,11,13,17,19,29,31,41.43, .. .}

mnozinu vsech prvociselnych dvojcat.
Diisledek 12 (Brun) Podet proodiselnijch dvojéat < a je O(x(loglog«)?/log® x). Tu-
diz suma reciprokiych hodnot dvojcat

Z 1

peED p
Eonverguje (nebo je koneénd).

Diikaz. Dusledek plyne z Véty 11 snadno Abelovou transformaci. Oznacime-li pocet
dvojcat nepfesahujicich 2 jako D(z), méme

b0, o,

" 2

peD, p<a P * f
a zbytek je rutinni a snadné odhadovani. a
Dtikaz. (Véty 11) UvaZme konefné mnoziny A, Ay, ..., A, obsaZené v jiné konecné

mnoziné A. Princip inkluze a exkluze fika, ze

|4 NnA,n... N4, |=Y(-1)P, kde

A; je doplnék A; v A, Py = |A] a

Pi= 30 4]

\Il=i jel
Jenoduché lemma, zndme jako “Bonferoniho nerovnosti”, k4, %e suma }1* (—1)"P,
podhodnocuje kardinalitu pruniku na levé strané pro liché m a nadhodnocuje ji pro m
sudé. Polozime
A={nn+2): ne N.n<z -2}, P={prvocisla <z},
Ald)y={ae A: dla} aw(d) =|{n: 0<n<d, n(n+2)=0 (mod d)}|.

Jako v(n) oznadime pocet prvocinitell éisla n. Pro étvercuprosté d plati

|A(d)| — w(d) % <w(d) < ould),

9

nékolika prirozenych scitanci. Dva rozklady lisici se pouze poradim séitanct nepova-
zujeme za rizné. Séitance se mohou opakovat. Uvedme si viechny rtizné rozklady &isla

6.

6= 6 1+243
1+5 24242
244 1+1+143
3+3 1414242
1+1+4 1+1+1+1+2

1+1+1+1+1+1.
7 jedenécti rozkladi maji ¢tyfi vSechny scitance rizné a rovnéz presné Ctyii rozklady
obsahuji pouze liché s¢itance. Dokazeme si pomoci GF, Ze se tyto dva pocty rovnaji bez
ohledu na to, jaké ¢islo rozkladame.

Euler: Pocet rozklada ¢isla n na rizné scitance se rovna poctu
rozklad na liché séitance.

Prvni pocet si oznacime jako r(n) a druhy jako [(n). Neni obtiZné najit explicitni
vyjadreni pro OGF posloupnosti {r(n)},>0 a {{(n)}nso:

Z r(n)z" = (1+z)(1+ 172)(1 + 173)(1 +at)--.

) n_ 1
n;)l(ﬂ)«l/ = (1—]‘)(1—%%)(1 _lq)(l —x7)--.'

Ukazeme, ze vyrazy na pravé strané urcuji tutéz mocninnou radu. Uvédomime-li si, ze

1+“_1—772 1+”2_1—;z74 1+”3_1—1‘,6
r = 1 . @ =7 @ =170

- — a2’

muZzeme prvni pravou stranu prepsat ve tvaru

(1—aM)(1—a®)(1— a8 (1—2®)(1 -2
(1-z)1—2?)(1—23)(1—aY)(1—2%)--

Cleny se sudymi exponenty ve jmenovateli se zkrati oproti viem ¢lentim v ¢itateli a co
zustane, je presné druhé prava strana.

14.2 Dva druhy mnoZinovych rozkladi. Zde budeme slovem rozklad rozumdét
soubor neprizdnych a disjunktnich podmmnozin (zvanych bloky) {By, ..., B,} mnoZiny
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Podle pravé vysvétleného tvrzeni ma tento kvadraticky polynom jen redlné koreny (do-
konce se stejnym znaménkem) a proto jeho diskriminant je nezidporny:

P Cnm-2(m+2) cppm(n—m)
—m-1 :
nom n—m-—1 m+1

> 0.

Odtud se hned vidi, ze

2

Cr—m—1 > Cpem—2Cp—m-

Unimodalita je dokazana. a
Protoze kofeny polynomu

Z (:(/f,n)fkil
k=1

jsou podle Véty 39 ¢isla —1,—2,...,—n + 1, dostavame vysledek

Posloupnost Stirlingovych ¢sel pryvniho druhu {c¢(k,n)}}_; je uni-
modalni.

Stirlingova &isla druhého druhu d(k,n) jsou definovana jako pocet rozkladf n-prvkové
mnoziny na k neprazdnych disjunktnich podmnozin. Jejich unimodalitu lze dokazat ob-
dobnym zptsobem.

14 Dtukazy identit

Identitou se v kombinatorice rozumi prekvapiva rovnost mezi dvéma zdanlivé zcela
odlisnymi vyrazy. Vyrazy byvaji casto ve tvaru sum ¢lenti zahrnujicich binomické ko-
eficienty. Casto se ale také identitou rozumi rovnost podétit kombinatorickych struktur
dvou zdanlivé odlisnych druht. Identity se dokazuji dvéma zakladnimi zpasoby. V bi-
jektionim dikazu se nalezne bijekce mezi obéma druhy struktur. Je tfeba prohlédnout
onu zdanlivost a ukazat, jakym zptisobem proménit jednu strukturu v druhou. V dikazu
pomoct GF se uréi OGF ¢ EGF pro pocty obou struktur a ukaze se, ze jde o jednu a
tutéz funkei. V této kapitole si predvedeme dva priklady ilustrujici druhy piistup.

14.1 Rozklady éisel na liché séitance a na rtizné séitance. Tato pékné identita
pochézi od Eulera. Rozkladem piirozeného ¢isla n rozumime jeho vyjadreni jako souctu
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protoze funkce w(d) je podle Cinské véty o zbytku multiplikativni a w(p) = 2. Déle
polozime
P(z)=]]p a N=|{a€ A: 7idnép € P nedéli a}|.
peEP

Pripomenme nyni Mébiovu funkei p(n) definovanou jako 1 pro n = 1, jako 0 pro n
délitelné étvercem vétsim nez 1, a jako (—1)F pro n rovno soudinu k riznych prvodisel.
Podle principu inkluze a exkluze a Bonferoniho nerovnosti plati ~ parametr ¢ uréime
pozdéji —

N = ¥ ;L(d)|A(d)|+O( > IA(d)I)

B) d|P(z)
v(d) < 2t v(d) =2t
w(d w(d
x Z p(d) %) +O<J; Z WE]{)) +O<;L‘ Z 2"(d)>
d|P(z) ) d|P(z) d|P(z)
v(d) > 2t v(d) < 2t

= 2 Y pld) wE]d)—kO(El)—i—()(Ez).
d|P(z) '

Suma se rovna

> u(d) wgl) = (1 - w(p)) ~ ¢ aflog? 2.

d|P(z) p

Pii ipravé jsme vyuzili tfeti formuli Mertensovy véty, rovnosti w(2) = 1 a w(p) = 2, a
multiplikativity w.
Nyni odhadneme zbytek E.

1
B <=z 2! -<=z —(
- gz:r Z = o0 1! Z p
2 d|P(z) 1>2t p<z
v(d) =1

1

| =

T (2loglog = + 2¢)".

—

1
)s=%
1>2t

To lze majorizovat prvnim ¢lenem, volime totiz ¢ = |5 loglog z|. Tedy

E, = O(ﬁ(?loglog z+ 2(;)%) =0 (T(C/S)lmogl‘)gz) = O(x/log® 2).

Nyni odhadneme zbytek E..
Ey <2% Y 1< 2%x(2)%.

d|P(z)
v(d) <2t
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Proto By < 2% = 0(171/2). Celkove
N~z P alog™ 24+ O(xlog™® 2).
]

Necht pro n € N s prvoéiseln¥m rozkladem n = pitp52 ... pY* oznaduje s(n) jeho
) 1 P2 k

slozitost, tj. s(n) = a3 + ... + . Brun se v pfedchozi vété dokazal zbavit faktoru
loglog .
Véta 13 (Brun, 1919) Ezistuje nekoneéné mnoho &isel n, pro néz s(n),s(n+2) <7

(Brun ukdzal, Ze podet takovjch n <« se chovd zhruba joko x/log? x).

Obdobny vysledek obdrzel Brun pro Goldbachtuv problém.
Metodami sita byla dokdzéana nasledujici véta. Jeji ditkaz je komplikovany a proto
ho neuvadime, vétu samu vsak v budoucnu nékolikrat pouzijeme.

Véta 14 Necht a;,b; € Ng je k dvojic nesoudélnych cisel, kterd spliiuji
E= Ha,; 1_[((171),2 —asb,) #0.
Necht 0 < e <1 a x,y jsou redlnd ¢isla. PoloZme

A={[J(ain+b): neN, z—y<n<z}

wip)={0<n<p: [[(an+b;) =0 (mod p)}|.
Necht dale z = y°. Potom

[{n € A: n nemd prvocinitele < z}| < c- H (1-— l/p)“’(]”)*’C -

plE; p<y logk v
kde konstanta ¢ zdwsi jen na k a .
Dtsledek 15
3 ¢>0, Ze|l{g: q a g+2 jsou prvocisla, ¢ < x — 2} < 10;1
3 ¢>0, Ze |{p: p an—p jsou prvocisla}| < cH(l —1/p)t- 10; -

pln

3 ¢>0, Zenw(z) — 7z —y) < cy/logy.

11

Nyni jiz jsme schopni dokdzat unimodalitu ¢isel c(k, n). DokdZzeme dokonce, Ze se
vyznacuji jistou silngj$i vlastnosti. Posloupnost (cy,cy,...,¢,) redlnych &sel se nazyva
log-konkduvni, plati-li pro kazdé j = 1,2,...,n — 1 nerovnost ¢;_1¢;41 < (‘3 Nastava-li
ostra nerovnost, mluvime o ostré log-konkavite. Povsimnéme si, ze v piipadé kladnych
¢isel log-konkavita implikuje unimodalitu.

Véta 40 p(x) = co + cio + cox? + - + o™ bud polynom, jehoZ viechny kofeny jsou
zdpornd redlnd cisla (nebo jsou vechny kladnd redlnd ¢&isla). Pak {cy}i—, je ostie log-
konkduni.

Dtikaz. Nejprve si uvédomime, 7e 1 véechny derivace polynomu p maji vsechny kofeny
zéporné (nebo viechny kladné). Skutecné, ma-li p celkem m rtznych zdpornych kofend,
pispéji poc¢tem n — m k poctu kofent derivace p' (protoze zderivovanim se nisobnost
kofene snizuje o 1). V kazdé z m — 1 mezer mezi kofeny vsak podle Rolleovy véty musi
vzniknout dal$f kofen p’. Mame jiz, po¢itadno s ndsobnostmi, alespoit n—m+m—1=n—1
zapornych redlnych &isel, kterd jsou kofeny p'. Vycerpali jsme nevyhnutelné viechny
koreny.
Odtud vyplyva, ze homogeni polynom ve dvou proménnych

Fley) = cor™ + exe"ty 4 epr” Py ey

mé po libovolné kombinaci derivovani podle z a podle y viechny kofeny zdporné (nebo
vSechny kladné).

Toto tvrzeni je asi nutné blize vysvétlit. Polynom f(z,y) piseme jako f(z,y) =
2"p(y/z) = y"q(x/y) a jeho kofeny rozumime kofeny polynomt jedné proménné p(z)
a ¢(z). Pfipomindme, %e p m4 vSechny kofeny zaporné (nebo vSechny kladné) a tudiz
mé vsechny koeficienty nenulové. Ziejmé ¢(z) = p(1/z) a proto i ¢ ma vSechny kofeny
zéporné (nebo vsechny kladné). Parcidlnim zderivovanim f podle y dostaneme opét
homogeni polynom (stupné n — 1) a navic

of _

67y ,I,‘"ilp,(y/ﬂ“).

Podobné pro df/0x. Proto dostavdme po zderivovani vzdy vsechny kofeny redlné a s
tymz znaménkem.
Po m-nasobném zderivovani podle o a n — m — 2-nasobném zderivovani podle y a
vydéleni koeficientem
(m+1l(n—m-1)!
2

dostaneme
Cn—m—z(‘m + 2) 9 9 . Cnfm(n B Tﬂ,) 2
s e 4+ 20, gy + — -

n—m—1 m+ 1 v
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Necht s = ajay ...a, € S, je permutace zapsand ve tvaru posloupnosti. Rekneme,
Ze 1 je jejim levopravym minimem, pokud a; > a; pro vSechna j < ¢. Napf. levopravymi
minimy permutace 35214 jsou 1, 3 a 4.

Lemma 37 c(k,n) je rovno pocétu permutaci v S, s k levopravymi miminimy.

Dtkaz. Danou 7 € S, s k cykly zapiSeme v posloupnostnim tvaru nasledujicim ka-
nonickym zpusobem. Kazdy cyklus napiseme jako posloupnost, pricemz zacneme jeho
nejmensim prvkem. Tyto posloupnosti sefadime klesavé podle nejmensich prvka a shr-
neme je takto do jediné posloupnosti. Ta predstavuje hledany posloupnostni tvar .
Naprt.

123456

4 2516 3
se zakoduje jako

356214.

Dostaneme posloupnost s k levopravymi minimy, tiseky urcené minimy odpovidaji presné
cyklim. Nyni je jisté jasné, jak naopak z posloupnosti ¢isel 1,2,...,n s k levopravymi
minimy vyrobit permutaci s k cykly. Tato bijekce dokazuje tvrzeni lemmatu. a
Pro permutaci s = ajay...a, € S, budeme tabulkou inverzi rozumét posloupnost

blbz . bn, kde
by =i i<ja; > a;}|
Napf. 35214 ma tabulku inverzi 00231.

Lemma 38 FEuistuje bijekce mezi Sy, a mnoZinou tabulek inverzi
T,={0} x{0,1} x --- x {0,1,...,n — 1}.
Dikaz. Ziejmy. O

Je jasné, ze pro permutaci s = aqay...a, € S, s tabulkou inverzi biby...b, je j
levopravym minimem praveé kdyz b; = 7 — 1. V T, v j-té soufadnici, pfidélme &islu
j— 1 vahu  a ostatnim vahu 1. Generujici polynom pro permutace © € S,, podle poc¢tu
levopravych minim pak je

tt+1)(t+14+1)--(t+1+14+---+1)=tt+1)(t+2)---(t+n—1).
Tato Gvaha a obé predchozi lemmata dohromady davaji nasledujici tvrzeni.

Véta 39

ic(/{,n,)tk =tt+1)(t+2)---(t+n-—1).

k=1
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Diikaz. Pro prvni dvé tvrzeni polozime v predchozi vété k = 2,a; = 1,6 = 0,2 =
y,£ = 1/2. Pro prvni tvrzeni polozime dale ay = 1,b, = 2, pro druhé ay = —1,b, = n.
Treti odhad dostaneme z volby k=1,a; =1,b; =0,e = 1/2. O
Véta 16 (Chen, cca 1970) Ezistuje nekoneéné mnoho dvogic n,n+2, v nichZ je jeden

clen prvocislem a druhy je soucinem nejvyse dvou prvocisel.

Chen dokazal analogicky vysledek v Goldbachové problému pro dostatecné velké suda
c¢isla.

Pisme d,, = p, — pp—1 pro mezeru mezi po sobé jdoucimi prvocisly. Z prvociselné
véty plyne, zZe

I
lim inf ‘ <1
n—oc log n

Véta 17 (Erdos, 1940)

. . n
lim inf
n—o logn

<c<l.

Ditikaz. Plyne z Véty 14 a jednoho elementarniho odhadu. Nechf ¢ > 0 je pevné.
Pfedpokladejme, Ze liminf, . d,/logn > 1 — /2. TudiZ pro = > x¢ nerovnost n >
m(x/log x) implikuje d,, > (1 — &) log «.
Polozime L rovno 7(z) — 7(z/log ) a definujeme § = 6(z, ) > 0 pomoci
SL=|{n: w(az/logz) <n < nw(x), (1—¢)logz <d, <(l+¢)logaz}|

Protoze » > xq, dostavame

SL(1—ce)logz+ (1 —6)L(1+¢=)logz < Z dy, < .

n<r(x)

Tudiz

g(1—-26) < Llogz
Protoze Llogx ~ x, mdme pro x > z;(g) nerovnost § > 1/3 (§ miZzeme dostat k 1/2
tak blizko, jak chceme).

Tento odhad nyni pomoci Véty 14 piivedeme ke sporu — ukdzeme, ze § = O(s).
Definujeme si D(t,z) jako pocet prvocisel p < z, pro néz p + ¢ je rovnés prvodcislo.
Ztejmé plati

SL < > D(t, ).

(1—¢) log e<t<(14¢) log &



Véta 14 dava (k=2, a; =1, by =0, ag =1, by =t, z =y, e = 1/2)

D(t,z) < - H (1 — 1) B ’

. —
plt, p<z p log”

Elementarnimi odhady, které neuvadime, lze spocitat, ze pro u — oo

-1
1
Z H (1 - 7) ~ u.
t<u p|t p

Tudiz

> D(t,z) < (" +o(1))2elog e - 2/ log? x.
(1—¢)log v <t<(14¢) log

Odhadli jsme tedy, Ze § < 3"e, kde x je dostatecné velké (v zdvislosti na ) a ¢/, ¢
jsou absolutni konstanty. Pro ¢ = 0 dostavame spor. a

Véta 18 (Maier, 1988) Predesld véta plati s konstantou ¢ < 1/4.

4 Baze a podstatné komponenty

Goldbachova hypotéza je tlohou aditivni teorie ¢isel, coz je disciplina zabyvajici se
vyjadifenimi prirozenych ¢isel jako souc¢t séitancii z pfedem dané mnoziny. K slavnym
tlohdm tohoto typu patii

Waringova hypotéza z r. 1770. Tvrdi, ze pro kazdé n € N existuje g = g(n) € N, Ze
pro kazdé x € N ma rovnice

_.n on on
=Y Y, +oot Yy,
feseni v Nj.

Cesky feteno, kazdé pirozené &slo lze napsat jako soucet omezené mnoha n-tjch mocnin
prirozenych ¢isel. V roce 1770 Lagrange dokézal, ze ¢(2) = 4 (uvazime-li éisla tvaru 8n+7
vidime, ze g(2) = 3 neplati) a v roce 1909 Hilbert Waringovu hypotézu dokazal, nyni
to jiz tedy je véta. V této kapitole ukdzeme prekvapivé elementarni kombinatorickou
techniku, kterou byly pro aditivni lohy dosazeny netrividlni vysledky.

Rekneme, 7¢ A C N je bdze #ddu k, pokud kazdé = € N je soudtem nejvise k
scftanct z A. Rekneme, ze A C N je asymptotickd bdze #ddu k, pokud to plati pro

13

Véta 36 (Pringsheim) Necht

F(z) = Z anz"
n>0
je mocninnd fada s nezapornymi redlnymi koeficienty a polomérem konvergence R,0 <
R < o0. Pak R je nutné singularitou F.

V orameckovaném principu jsou tedy znaky absolutnich hodnot zbytecné, protoze vzdy
muzeme vzit « = R jako kladné realné ¢islo. Na konvergencni kruznici se ovsem mohou
nachazet i dalsi singularity, které uz jsou obecné komplexni a ty je tfeba prfi hledani
presné asymptotiky jiz brat v ivahu.

13 Unimodalita posloupnosti

Posloupnost nezdpornych redlnych ¢isel ay, aq, . . ., a, se nazyva unimodalni, existuje-
li index k tak, Ze
ap <ay <o Lap 2 Ay 200 2 ap.

Unimodalni posloupnost tedy monoténé stoupa ke svému vrcholu a potom zase mo-
noténé klesa. Takové posloupnosti se v kombinatorice vyskytuji casto. Piikladem je
posloupnost binomickych koeficient
(G,
k) ) ico

Ta je mimoto symetrickd, tj. (Z) = (v:1~)7 a jeji unimodalitu je lehké dokazat, mame
totiz k dispozici explicitni formuli pro obecny clen. Stava se vsak, ze je k dispozici
. S . . oy 1o . R
pouze kombinatorickd definice posloupnosti a pak muze dikaz unimodality predstavovat
nelehky problém. Ukazeme si na jednom prikladu, jak za takovych okolnosti mohou GF

pomoci.

13.1 Stirlingova ¢isla prvniho druhu. Symbolem S, zde rozumime mnoZinu
vSech permutaci na {1,2,...,n}. Stirlingova ¢sla prvniho druhu ¢(k, n) jsou definovina
jako pocet permutaci z S,,, které maji pravé k cykli. Posloupnost

{e(k,n) iy

je unimodalni. Abychom to dokazali, musime nejprve odvodit formuli pro generujici
polynom

n

> ek, n)tt

k=1
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Proto a bude kofen kvadratického polynomu 1 — 6z + 2? nejblizéi pocatku. Ziejmé
a = 3 —2v/2 a odtud vypl§vé, Ze pofet roziezani n-thelniku Schréderovo ¢islo
roste jako (1/a)" = (3 4+ 2v2)".

Pokud nés v piikladu 11.1 zajimé asymptotika pocti fa(n) nebo ga(n), staci nalézt
koren polynomu

(11— 22)C4(2)

lezici nejblize pocatku.

V prikladu 11.2 pracujeme s OGF

(1+3yT— 1)

4(1—92/2)
Odtud plyne, Ze celkovy pocet fetézcu v péstovanych stromech s n vrcholy roste jako
(9/2)". Primérny podet 7(n) tudiz roste jako (9/8)". Asymptotiku r(n) uréime pfesné.
Budeme potiebovat nasledujici vétu. Dikaz je snadny, ale 7 diivodu strucnosti ho po-
mineine.

Véta 35 (Bender)

a(z) = Zanz" ab(z)= Z b 2"

n>0 n>0
budte mocninné Fady s poloméry konvergence o > 3 > 0. Necht'by_1 /by, — 3 pron — oo
a necht a(8) # 0. Pak pro

a(z)b(z) = Z cn"

n>0

cn ~ a(B)by,.
V piikladu 11.2 polozime

ar(l+3\/1—417) _ 1
4

a(z) = a b(xr) = m

Dilea=1/4,5=2/9ab, = (9/2)". Vétu lze pouzit a pro polet fetézcii r(n) dostavime

asymptotiku
9 n 1 9 n
(n) ~a(2/9) (=) ==-(=) .
r(n) ~ a2/ )(2> 9(2)

Ve vsech nasich pouzitich orameckovaného principu vysla singularita lezici nejblize
pocatku dokonce jako kladné redlné cislo. To nebyla nahoda.

dostatecné velka x. Rekneme-li kratce, ze A je (asymptotickou) bazi, znamend to, ze A
je (asymptotickou) bazi néjakého fadu. V dalsim P = {2,3,5,7,...} oznacuje mnozinu
viech prvodisel. Z Goldbachovy hypotézy trividlné plyne, 7e P U {1} je bazi faddu 3 (a
tu 1 potfebujeme jen pro vyjadieni 1). To je zfejmé nejnizsi mozny fdd. Hardy a Litt-
lewood v r. 1922 dokazali, za predpokladu Riemannovy hypotézy, ze kazdé dostatecné
velké liché ¢islo je souctem tii prvocisel. Vinogradov v r. 1937 dokazal tento vysledek
absolutné, tj. bez pouziti jakékoli nedokazané hypotézy. Tudiz P je asymptoticka baze
radu 4. Vinogradov pouzil analytickych metod, prvnim prilomem v této oblasti byl vsak
Snirelmannav vysledek, ktery je zaloZen na kombinatorické metodg.

Véta 19 (Snirelmann, 1930) P U {1} je bazi.

Cisla 1 se ale umime snadno zbavit. Tedy: kazdé n > 1 je soudtem omezené mnoha

prvodisel. Snirelmannovu vétu si nyni témér dokazeme (“téméi” proto, ze v jistém kroku

se potiebuje vysledek o sile Véty 14). Budeme sledovat ptvodni Snirelmanntv postup.
Snirelmannova hustota o(A) mnoziny A C N je definovana jako

= inf M

neN n

a(A)

Viimnéme si, ze podle této definice ma A neobsahujici 1 nulovou S. hustotu. Symbol
A + B oznacuje mnozinu
{a+b: a€ A beB}.

Symbolem kA oznacime k-ndsobny soucet
A+ A+ + A
Lemma 20 Necht A,BC Ny o 0€ ANB. Potom
o(A+B)>c(A)+0(B)—o(A)(B).
Dtikaz. Bino o(A) > 0, tedy 1 € A. 1 =a; < a; < -++ < a3 budte prvky mnoziny

An{1,2,...,n}. Patrné a; € A + B. Plati

Hee A+B: a; <c<ai}
Hee A+ B: ar <c<n}

(@iv1 —a; — 1)o(B) a
(n —ay)o(B).

ANV

Celkem

14



[(A+B)n{1.2,....n}| > k+(n—a)o(B)+ i(aiﬂ —a; — 1)o(B)
E4(n—a —k+ 1a(B)
= k4 (n—Fko(B)=(1-0o(B))k+no(B)
> (1—oa(B))no(A)+ nao(B).

Cili 0(A + B) > o(A) + o(B) — o(A)o(B). O

Lemma 21 Necht A, BC Ny, 0€ ANB ao(A)+0a(B)>1. Potom

Dukaz. Zavedeme si zkratku A*(n) = [A N {1,2,...,n}|. Potfebujeme ukizat, Ze
n = a + b md pro kazdé pfirozené n feseni « € A, b € B. Muzeme piedpokladat, Ze
n>1lan¢g AUB. Potom n < A*(n) + B*(n) = A*(n — 1) + B*(n — 1). Mnoziny
{e€eAd: 0<a<n}a{n—>b: be B, 0<b<n}majtedy dohromady vice nez n — 1
prvkt a proto nutné nastane a = n — b. Tim jsme hotovi. a

Véta 22 (Snirelmann) KaZdi A C N s kladnou Snirelmannovu hustotou je nutné
bazi.

Dtikaz. K A pfiddme nulu. Pomoci Lemmatu 20 se snadno indukci dokéze, ze o (kA) >
1 — (1 — o(A))*. Pro dostateéné velké k tedy plati o(kA) > 1/2. Podle piedchoziho
lemmatu 2k A = Ny a tedy A je bazi fadu 2k. a

Tento pozoruhodny vysledek nemtizeme bezprostiedné pouzit na mnozinu prvocisel,
protoze ta ma nulovou S. hustotu. Avsak:

Véta 23 (Snirelmann) Oznacme si Py = P U{0,1}. Pak o(2P;) > 0.

Diikaz. Potfebujeme ukézat, ze

. mr 1< m<n, m=p+q]
lim inf I - = p+ail > 0.
n—oc n
Odvodime to jako dusledek (v tomto textu nedokazané) Véty 14 (viimnéme si, Ze tato
véta podavd horni odhad, my vsak nyni potfebujeme odhad dolni). Pro pfirozené n

Necht OGF posloupnosti {a, }n>o

n
D anz

n>0

urcuje funkci F(z) holomorfni v né&jakém okoli pocatku, ne vsak v celém C.
Necht o € C je singularita F(z) nejblizsi k poc¢étku. Potom ze vech expo-
nencidlnich funkef ¢”, ¢ > 0, aproximuje riist ¢sel a,, nejlépe funkee (1/|a])”,

t].
1 n
lay| < | ——
la| — ¢

pro kazdé e > 0 pro n > n(e), ale

1 n
|a,| >
laf +¢

pro kazdé ¢ > 0 pro nekone¢né mnoho n.

Budeme to zkracovat réenfm “a, roste jako (1/]|a])"”. Je to samoziejmé mnohem slabsi
vysledek nez asymptotika typu ~, kterou bychom chtéli odvodit; pro ni bychom potie-
bovali nékteré dalsi (ale celkem jednoduché) poznatky z komplexni analyzy. Presto i tato
slaba asymptotika ukazuje zjevné silu GF. Podivejme se na nase predchozi priklady.

V prikladu 9.2 se OGF rovna

1—+v1—4x
5 .

Jedind singularita je o = 1/4 a proto Catalanova ¢isla ¢, rostou jako 4". Stirlingova
formule vsak dava presnou asymptotiku typu ~. Totéz v prikladu 9.4.

V prikladu 10.1 je OGF rovna

y(1—y)°*
1—5y+Ty* — 4y*

Proto je dilezity koten kubického polynomu ve jmenovateli lezici nejblize pocatku.
Oznacme jej jako a, neni tézké jej nalézt numericky. Poéty vodorovné konvexnich poly-
min a, rostou tudiz jako (1/a)" = (3.2055...)".

V prikladu 10.2 je OGF rovna

(1 — 3z — /1 — 6z + 22?)
1 .
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Casté jsou 1 ty pripady, kdy zname explicitné pouze rovnici, kterou nase GF spliuje.
Nicméné skoro vzdy je tato informace dostatecna k uréeni presné asymptotiky obecného
¢lenu posloupnosti. Tento postup je vétsinou nejelegantnéjsi a ¢asto 1 jedinou moznosti,
jak asymptotiku nalézt. Zde funguji GF jako most mezi diskrétnim a spojitym nejlépe
a zde se nalézaji nejhlubsi vysledky metody GF.

Diskrétni stranou mostu jsou kombinatorické rekurence a zavislosti, které vyvodime
pro danou strukturu kombinatorickymi tivahami a které se zrcadli v GF odpovidajicimi
funkcionalnimi zavislostmi. Spojitou, pfesnéji feceno analytickou, stranou mostu je GF
sama a na ni pouzitelna teorie funkce komplexni proménné. Nechceme po ¢tenaii vyza-
dovat rozsahlejsi znalosti komplexni analyzy. Spokojime se tedy s tim, ze uvedeme bez
dikazu nékolik zakladnich tvrzeni a ukdzeme, jak z nich plynou vysledky o asymptotice.

Véta 33 Necht

S = Z Unz"

n>0
je mocminnd Fada s komplexnimi koeficienty. Pak existuje pravé jedno 0 < R < oo,
Ze S konverguje pro viechna z z kruhu {z : |z| < R} U {0} a diverguje pro viechna
{z: |2| > R}. Cislo R se nazjvd polomérem konvergence a je ddno formuli

1 .
— = limsup |a,| tn,
R n—oo

Véta 34 Necht 0 < R < 0o je polomér konvergence mocninné fady 3,50 a,2". Soucet
této fady F(z) je komplexni funkce, kterd je holomorfni v kruhu {z : |z| < R} a md na

hraniéni kruznici {z : |z| = R} singularitu,

Co znamena presné “holomorfni” a “singularita” se lze dozvédét v kurzu komplexni
analyzy. Zjednodusené mtzeme fici, 7ze “holomorfni” je totéz co diferencovatelnd a “sin-
gularita” totéz co nula ve jmenovateli nebo pod odmocninou. Z obou vét plyne nasle-
dujici zavér.
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klademe P(n) rovno poétu vyjadieni n = p + ¢. Jako n’ si oznacime ta n, ze P(n) > 0.
Pak, podle Schwarzovy nerovnosti,

2
Z 1> (anm P(n)>
n'<z - an.’cp(n')z .
Citatel je > (72(2/2))? > ¢p2"/log" 2 pro jistou absolutni konstantu cy. Podle Diisledku
15 plati
Py <all(1+1) "
n)<ec - ——
- 1p|n p) log?n
pro né&jakou absolutni konstantu c¢;. Proto miZeme jmenovatele odhadnout shora

pomoci
a? 1\?
ML o | (1+;) .

A
IOg z n<z pln

Suma v tomto vyrazu je nejvyse rovna (symbol (dy, dy) oznacuje NSD ¢&isel dy a dy)

S0 SIS SIS S

n<z “dn dido<m dld? «glﬁ)hl
n<n
k 1
<. Yy oy L
= 2
didy < @ (dydy) dido<a didy
k= (df, d2)
1 1 T(n)
k<z v hiz < 142 n<w n
(l1,l2) =1
2
1 2
< ZF 7 + s log” @
k< Y <z
< ey

Cili jmenovatel je shora odhadnut vyrazem c;cqa®/log* 2 a celkové mame

Z 1> azx

n'<z
pro néjakou absolutni konstantu o > 0. |
Dikaz Véty 19 je hotov. Kazdé prirozené ¢islo n lze napsat jako soucet omezené mnoha
jednidek a prvoéisel. Jedniéek se snadno zbavime rozkladem n =2+ (n—2)=2+---a

nahrazenim dvou a vice jednic¢ek dvojkami a trojkami.
Lemima 20 byla zesilena na
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Véta 24 (Mann, 1942) Necht A,BC Ny a 0 € AN B. Potom
o(A+ B) > min(l,0(A) + o(B)).
Mnozina B C Ny se nazyva podstatnou komponentou, pokud pro kazdou A C Ny,
0 < o(A) <1plati o(A+ B) > o(A). Z hofejsich nerovnosti plyne, Ze kazd4 mnoZina

s kladnou S. hustotou je podstatnou komponentou. V roce 1933 Chincin dokazal, ze
mnozina vSech ¢tvercu je podstatnou komponentou. Tento vysledek prekrasné zobecnil

Erdos.

Véta 25 (Erdos, 1936) Je-li 0 € B C Ny bdze 7ddu h a A C Ny je libovolnd, pak
1
o(A+B)>o(A) + ﬁ(l —o(A))a(A).

Landau si vsak povsiml, Ze se diukaz téméf nezméni, zaménime-li h veli¢inou h*
definovanou pomoci
n
h* = sup 1 Z h(m),
non m=1
kde h(m) je nejmensi pocet prvki B, které naséitaji m. Napf. pro mnoZinu vech ¢tvercit
je h =4, ale h* = 19/6. V tomto tvaru si Erdésovu vétu dokdZeme.

Véta 26 (Erdos a Landau, 1937) Za predpokladd predchozi véty plati

1
2h*

(A +B) > o(A) + = (1 — o(A))a(A).

Diikaz. Definujeme si C = A + B. Dale pro 1 < m < n klademe D,,(m) rovio poétu
técha € A, ze a + m < n, ale a + m ¢ A. Pomoci A(n) si oznacime AN {1,2,...,n},
obdobné C(n). Zjevné plati, pro kazdé b € 5,

D,(b) < C(n) — A(n).
Snadno se rovnéz nahlédne platnost (trojahelnikové) nerovnosti
D,(m+m") < D,(m) + D.(m').

Rozepsanim m jako souétu h(m) s¢itancii z 3 dostaneme pomoci téchto nerovnosti, 7e

D, (m) < h(m)(C(n)— A(n)) 1< m<n).

Sumaci pres m vyplyne

— %
D, =

S|

’ i: D,(m) < h*(C(n) — A(n)).
m=1
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RS Y
B Cle x2 ‘T_CQ
x c? )m
- 07§1<1‘—CZ
_ zC(x)
x=2C(x)?

Poviimnéme si, %e jsme pro F(z) dostali dvé zdanlivé odligné formule. OvSem po
dalsich Gpravich a dosazeni vyrazu pro C(z), ktery jsme odvodili v 9.2, dostaneme 7
jakéhokoliv z obou vyjadieni F(x) pomoci C(x) nésledujici vysledek.

oy z2(143V1—4a)
F(LL) = W

V nasledujici kapitole odvodime z tohoto explicitniho vzorce informaci o asympto-
tickém chovani ¢isel 7(n).

12 Asymptotika

Jednou z nejznaméjsich asymptotickych formuli je Stirlingova formule
n n
1-2---n=nl~V2mn (7> .
e

Nebo jesté presnéji,

1 1

s (D Y~ L/2, —1 ny _
log(n!(2mn) n"e") 12 36007 +

Setkali jsme se s ni uz v prvni ¢asti textu, kde jsme odvodili jeji mirné slabsi podobu s
neznamou multiplikativni konstantou. S pomoci Stirlingovy formule snadno odhadneme
rychlost rastu Catalanovych cisel z prikladu 9.2:

(2'r1,> Vdmn(2n/e)™ 22n 1 <Qn> 4"

= a tedy ¢pyq

(V2mn(n/e)")? ™ RS

Pripady, kdy GF posloupnosti poskytne pro obecny ¢len explicitni vzorec viak nejsou

~ .
ny\/ TN

n n

prilis Casté. Vétsinou se musime spokojit s explicitnim vzorcem pouze pro GF samu a
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Predvedeme dva postupy pro uréeni F(z).
Prvni postup je zaloZen na rekurenci pro r(T). Péstovany strom T je jedno-
znacné uréen svymi podstromy zakofenénymi v synech kofene. Budte to, zleva doprava,

11,13, ...,T}. Lehce se nahlédne, ze

r(T)y=1+2 zA:z(TL)

Zavedeme-li si GF

G(Tﬂy) = Z ]/«T('Iv)y|\/(’l’)|
TeT

(T oznacuje viechny péstované stromy), vyjadii se rekurence pro r(7') jako

G(T»U)ny GIZ,y)]‘:(i.
LZZ;) ( 1— G(a2,y)
Nés ovsem zajima OGF
oG
F K =
W)= 5, B

Je ziejmé, ze G(1,y) = C(y), kde C(y) je OGF pro Catalanova ¢isla uréend v 9.2.
Zderivujeme rovnici pro G(z, y) parcidlné podle z a polozime 2 = 1. Dostaneme

_ 1-C(y)+2F(y)
N T

Tedy )
_ 1-Cly
FU ==y -2

Druhy postup vyuziva myslenku, kterou jsme predvedli v 9.4. Patrné

n
r(n) = Z k(m),
m=1
kde k(m) je podet zptisobt, jak péstovany strom P tvaru cesty o m vrcholech rozsifit
na péstovany strom s n vrcholy. P rozsifujeme privésenim stromu nad horni vrchol P a
privésenim ke kazdému 7z ostatnich vrcholi P jednoho stromu vpravo a jednoho stromu
vlevo. Déale podrozdélime nékteré hrany P nékolika vrcholy (to provedeme i s hranou
pridanou pod kofen P) a opét napravo a nalevo od novych vrchold piivésime stromy.
Tedy, podobné jako v 9.4,

C(x)\"! i "
ro = e (O (o)
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Definujeme si analogicky D, (m) jako pocet téch a € A, Ze a+ m < n,aa+m € A.
Jisté D,(m) + D,(m) = A(n —m) > (n — m)o(A). Sumaci pies m dostavame

nD, > MO’(A) — Z D, (m) = Ll)na(fl) - %(A(n) —1)A(n).

Tedy

> S((A) = (A(n)/n)").

Zkombinujeme tento dolni odhad ﬁ; s hofejsim hornim odhadem a vyjadiime si C'(n)/n:

Cln) , A) _ 1 (M)Z + o A).

n n 2h* n 28

Zbyva nahradit A(n)/n velidinou o(A). To je piipustné, protoze o(A) < A(n)/n a
funkce o — 22/(2h*) je v intervalu [0, 1] rostouci. a

Kazda baze tedy je podstatnou komponentou.
Existuje podstatna komponenta, ktera neni bazi? V r. 1942 Linnik dokézal existenci
podstatné komponenty B C Ny, pro niz plati

B(e) < explllog )"/ "™*)

Takovd mno7ina samoziejmé nemiize byt bazi Zadného radu (pro¢?). Definitivni odpovéd
na otazku, jak utla muze byt podstatna komponenta, nalezl Ruzsa.

Véta 27 (Ruzsa, 1987) Pro kazdé « > 0 ezistuje podstaind komponenta B s B(x)

O((log x)'*=). Naopak, pro kaZdou podstatnou komponentu B existuje c >0, Ze B(x) >
(log )*¢ pro viechna dostatecné velkd .

5 Dva klasické vysledky o ¢tvercich
Nyni si dokdzeme klasicky Lagrangeuv vysledek o tom, ze kazdé prirozené ¢islo je
souctem ¢ty Ctvercu.

Véta 28 (Lagrange, 1770) £ = {n?: n € N} je bazi #ddu ctyri.

18



Dtikaz. Lemma Pro kazdé prvocislo p > 2 existuji nezaporna cela ¢isla z,y,m, 0 <
m < p, ze 14+ 22 + 9% = mp.

Diikaz je jednoduchy. Cisla {z? : 0 < 2 < (p — 1)/2} stejné jako &sla {—1 — 42
0 <y < (p—1)/2} jsou vz4jemné nekongruentni mod p. Dohromady ale jich je p + 1,
takZe 22 = =1 —y? (mod p) pro n&jakd = a y. Dokonce 14 2% + y* = mp, 0 < m < p.

Eulerova identita. z;,y;.7 = 1...4 budte proménné. Pak
(o} + o +ad +ad)(yl +y3 + s + i) = 20 + 25 + 25+ 27, kde

21 = Ty + T2y + T3Y3 + TaY,

Zg = Y2 — Lol + 3Ys — Tays,

Z3 = T1Y3 — T3Y1 + TaY2 — ToYa,

Z4 = T1Ya — Ta¥1 + ToYs — T3Ya.
Identita ukazuje, ze stac¢i vyjadiit ve tvaru souctu ¢tyr ¢tverci vsechna prvocisla. V
dalsim se omezime na lichd prvoéisla p > 2, protoze 2 = 12 + 12 + 0* + 0%, Podle
hotejitho lemmatu mdme mp = z? + z2 + 22 + 22 pro 0 < m < p, x; € Ny. Necht mq je
nejmensi m, pro které to plati. Uk&dZeme, 7e my = 1. Bud my > 1.

Ukézeme, Ze mg nemuze byt sudé. Kdyby ano, tak lze ¢isla x; rozdélit do dvou dvojic,
teknéme @, 25 a x3, x4, ze Cleny v jedné dvojici maji shodnou paritu. Pak ale

mep I1+I2>2 <x1—1’2)2 (I,;—I—L;)Q <I3—I4)2
2 _< 2 + 2 + 2 * 2

a to je spor s minimalitou mg. Tedy mq > 2 je liché.

Proto mizeme x; vyjadiit jako x; = mob; + i, kde b; € Ny, y; € Z a |y;| < mo/2. Ne
viechna z; jsou délitelna mg a proto y? +y2 +y2 + 47 > 0. Tedy 0 < ¥ yZ < m2. Ziejmé
mo déli ¥ y2. Mame situaci

Sl =mop a Yyl =mymg.
kde 0 < my; < mg < p. Podle Eulerovy identity
mimp = Z 22

pro néjakd nezapornd celd cisla z;. Z vyjadieni z; v Eulerové identité vsak vidime,
ez = Yy = Ya? =0 (mod myg). Obdobué pro ostatni z;. Tedy 2z; = mot; a

dostavame kyzeny spor
mip = Z z‘f

Na zacatku tedy muselo byt mq = 1. O
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Polozenim r = 1 dostavame jiné odvozeni zardmeckované formule. Zkusme jesté polozit
r = 2, vyjde druhy moment doby, nez se A objevi:

Sonfga(n)2™ = 25O, (1/2)7 — (28 — 1)28Ca(1/2) + 2CI(1/2)
n>1

= 2%C4(1/2)2 4+ O(k2%).

11.2 Primérny pocdet fetézci v péstovaném stromu. Pro definici a priklady
péstovanych stromi odkazujeme do 9.2. Kazdy takovy strom muzeme prirozené poji-
mat jako ¢asteéné usporddanou mnozinu: vrchol u je nize nez vrchol v v T, pokud u
lezi na cesté spojujici kofen T’ s vrcholem v. Retézcern rozumime neprazdnou linedrné
usporadanou podmnozinu. Napt. strom

obsahuje 9 Fetézct. Oznacme si jako (T') poclet fetézed ve stromu 7. Je snadné urdit
extrémni hodnoty této funkce, pokud T probihd mnozinu péstovanych stromi s n vi-
choly. Maximéalni hodnotu nabyva, kdyz T je cesta, pak je rovna 2" — 1, a minimalni je
pro kosté, pak se rovna 2n — 1. Jaka ale je priimérn4 hodnota r(T)? Zajima néas podil

TeT(n)

V 9.2 jsme zjistili, Ze jmenovatel se rovna Catalanovu &slu. Hodnoty r(n) budeme
zkoumat pomoci OGF



Napi. Cao(2) = 1+ 2° + 27. K odvozeni formule pro Fa(z) se nAm bude hodit veli¢ina
ga(n) = #{v e {0,1}": A je na zacitku v, ale nikde jinde}

a jeji OGF

z) = Z gA(u)Z"

n>0
Nalezneme dva vztahy svazujici obé OGF. Pokud b € {0,1}" neobsahuje A jako
podslovo, dostavame uvaZzenim slov tvaru 0b a 1b rovnici 2fa(n) = fa(n+1)+ga(n+1).

V reci OGF

FA(Z) -1 + G4('Z)

z z

2Fa(2) =
Slova tvaru Ab vedou na rovnici f4(n) = X ga(n + 7), kde séitdme pies j od 1 do k, pro
né7z ca(k — j) = 1. Tedy
VyTesenim soustavy ziskavame

CA(Z . N 2k
ZF + (1 —22)Cu(2) aGalz) = 2 4 (1= 22)Cx(2)

FA(Z) =

Jednoduchou pravdépodobnostni tivahou (pfenechanou ¢tenéfi) plyne, 7e stiedni doba
¢ekani na objeveni se A je rovna souctu pravdépodobnosti, Ze se A neobjevi v prvnich
n =1,2,... hodech. Proto

Stiedni doba éekéni na A je > fa(n)(1/2)" = Fa(1/2) = 25Cu(1/2).

n>1

Pro nase konkrétni A, to je

2 (5) + (5= (1 )

Hodnota r-tého momentu doby, kdy se A prvné objevi, je rovna

> nga(n)2™" = ( ld> Ga(z)

n>1

z=1/2
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Z toho, ze mnozina ¢tvercu je bazi plyne, Ze 1 mnozina ¢tvrtych mocnin je bazi.
Ukézeme, ze
- -4 “en -4
n=umx +r,+ + Tss

ma pro kazdé n € Ny celociselné feseni. Snadno se ovéri platnost identity

6(zy + o+ +ai) = 3 (mitm) + (-2
1<i<j<4

Nyni si dané n vyjadiime jako n = 6k 4+ 7, 0 < j < 5. Podle Lagrangeovy véty tedy
miZeme psat n = 6(a? 4 b2 + 2 +d?) 4 5 pro vhodnd a, b, ¢, d. Cislo j je souttem nejvyse
péti ¢tvrtych mocnin. Pouzijeme znovu Lagrangeovu vétu pro kazdé z cisel a,b,c,d a
pomoci identity vyjadiime n jako soucet nejvyse 4 - 12 4+ 5 = 53 étvrtych mocnin.

Nasledujici tvrzeni, kterym zakonéime prvni ¢ast prednasky, je klasickym vysledkem.
Poprvé jej dokazal Fermat, existuje mnoho jednoduchych i méné jednoduchych ¢iselné-
teoretickych dikaza. My si predvedeme geometricky a kombinatoricky dikaz. Oba tyto
dikazy nepatii k tém nejjednodussim, demonstruji ale ndzorné techniky (Minkowského
vétu a princip involuce), které maji fadu dalsich pouZiti.

Véta 29 (Fermat, 17. st.) KaZdé prvodislo p tvaru dn + 1 lze psdt jako soucet dvou
Stverctd (dokonce jednoznacné, ale to nedokdZeme).

V geometrickém ditkazu budeme pracovat v R?, 21, 29, . . . , 24 budte linedrné nezavislé
vektory. M#iZka generovana témito vektory je mnozina

A(z1, -0, 2q) Zal,,l: a; € Z}.

Symbol Vol bude oznacovat d-rozmérnou Lebesgueovu miru, tj. objem t&les. Vol(A) je
objem zékladniho rovnobéznosténu mifzky. Miizky s Vol(A) = 1 se nazyvaji jednotkové.

Véta 30 (Minkowski) Necht C C R? je konverni mnoZina, kterd je mévitelnd a stie-

dové soumdrnd podle poddtku. Necht A je jednotkovd m#izka a necht Vol(C) > 2%. Pak
AN C obsahuje kromé pocatku jeste dalsi bod mvizky.

Drikaz. Ukazeme si dva dikazy.

1 Mnozina {%C + v : v € A} se nemitze sklddat ze vzadjemné disjunktnich kopii
télesa %C. Predpokladejme pro spor, ze se sklada. T bud néjaky zdkladni rovnobéznik
miizky, potom

{ol ZYOZ ~Cn(T Z‘o[ +z)NnT)<1

z€A zEA

a to je spor. Proto $2'+v; = 22 + vy, kde 2/, 2" € C, a vy # v, jsou dva prvky mifzky.

Tedy 0 # vy — v1 = (2f —2")/2 € C' a jsme hotovi.
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2 Tento ditkaz pochézi od Mordella. Necht A = Z¢, tivaha se snadno modifikuje pro
libovolnou jednotkovou mrizku. Jako R,, oznacime pocet raciondlnich miizovych boda

{(a1/7rz,a2/'r’rz, o 7a(]/II’L) D oa; € Z}7
které padnou do C. Pro m jdouci do nekonecna mame ziejmé
R, — VoZ(C')md
a proto pro velké m plati R,, > (2m)?. Existuji proto dva rtizné vektory
z={(ay/m,...,aq/m),y = (by/m,....bg/m) € R, N C.a;.b; €Z,
ze a; = b; (mod 2m). Nenulovy celociselny miizovy bod %(17 —y) padne do C. a

Nez prikroc¢ime k dikazu Véty 29 poznamenejme, Ze pro obecnou nejednotkovou
miizku se podminka Vol(C) > 2¢ nahradi podminkou Vol(C) > 2¢Vol(A).

Prvni dikaz Véty 29. Nejprve si ukazeme, ze pro p = 4n + 1 ma kongruence
2 =—1 (mod p)

vzdy feSeni. Hned se vidi ((Z,,-) je grupa), ze p — 3 &isel 2,3,...,p — 2 lze sparovat do
(p—3)/2 dvojic (1,7),1 # j. pronézij = 1 (mod p). Proto

(p—1l=—-1 (mod p).

Obdobné parovani mizeme udélat pro ¢isla1,2 ... p—1 s podminkouij = —1 (mod p).
Nyni ale nemuzZe vzdy platit ¢ # 7, protoze to bychom dostali

(p—1)'=(=1)"Y2=1 (modyp).

Vskutku nékdy 2 = —1.

Minkowského vétu pouzijeme pro miizku A = {(i,qi + pj) : i,j € Z}, kde ¢ je
fefenf 22 = —1  (mod p), a pro téleso C' rovno kruhu o poloméru » = /2p. Patrné
Vol(A) = p, predpoklady jsou splnény. Véta ndm garantuje existenci mifzového bodu
(0,0) # (a,b) € A, 7e a? + b < 2p. Snadno se spofte, %e > + b2 =0 (mod p) a proto
nutné a? 4+ b = p.

Druhy dikaz Véty 29 pochézi od Zagiera. Podle tvrzeni autora jde o ditkaz jedinou
gramatickou vétou, prelozme ji tedy do cestiny:

P-rekurzivni posloupnosti zobectiuji tiidu posloupnosti definovanych linearnimi ho-
mogenimi diferenénimi rovnicemi s konstantnimi koeficienty. Takovou posloupnosti je
napt. posloupnost Fibonacciovych ¢isel nebo posloupnost polyminovych ¢isel z tilohy
10.1. V pripadé konstantnich koeficientt lze vybudovat elegantni obecnou teorii, ktera
podava explicitni vzorec pro n-ty clen prislusné posloupnosti. Lze se s ni setkat napt. v
kurzu numerické matematiky. Pro polynomiélni koeficienty takova teorie neni znama.

Zamyslime-li se nad odvozenim rekurence pro Schréderova ¢isla, vidime, ze kli¢ovou
byla skutecnost, ze F(z) je FeSenim kvadratické rovnice s polynomidlnimi koeficienty.
Obecné vyplyva P-rekurzivita pro rovnici libovolného stupné.

Véta 32 F(z) = 2,50 anz” € C[[z]] bud algebraickd mocninnd fada, tj.
P(z,F(z))=0
pro néjaky polynom P € Clx,y]. Potom {a, n>o je P-rekurzivni.

v_ o

11 Hled&ni praméra

11.1 Cekéani na podslovo. Jsme vybaveni minci a bindrnim slovem
g k
A=aay...a, € {0,1}".

Necht pro konkrétnost napr. Ap = 10101101. Hazenim minci generujeme nahodnou
posloupnost nul a jednicek z {0,1}. Jak4 je st¥edni doba ¢ekdni, neZ se A objevi jako
podslovo v této posloupnosti? Podslovem rozumime souvisly tsek. Pomoci GF nalezneme

odpovéd.
Definujeme
faln) =#{v e {0.1}": A¢g v}
a OGF
Fai(z) = Z fa(n)z".
n>0
Uzitecny bude korelacni polynom
k=1 »
Calz) =D calj)=".
J=0

kde c4(0) =1aprol<j<k—1klademe

~ _ | 1 pokudajay...ak_;=ajr16j42...ax
calj) =

0 jinak.
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Tedy
Fla) = (1 — 3z — m)
4
A kde je slibend rekurence? Oznacme si
F(a 1
H(z)= £le) = 1(1 —3r—V1—-6zx—2%) =) aa""".
- ,

Zrejmé

(x —=3)H(x) = i(—S + 10z =32 — (r —3)/ ) a
(1—6x+a")H(z) = %(—3 + 182 — 32" — (v = 3) /).
Vidime, ze H(z) spliiuje diferenciilni rovnici
(1—-6x+a*)H — (r —3)H = 2.
Porovnani koeficientt u 2" vede pro n > 1 k rovnici
(n+ 1Daue — (6n — 3)apr + (n — 2)a,, = 0.

Pron > 1 mame

(6n — 3)antr — (n — 2)ay,

nt2 = n+1

Tato relace uréuje posloupnost tzv. Schriderovijch cisel

{an}nss = {1,3,11,45,197,913,...}.

10.3 P-rekurzivita. Posloupnost Schroderovych éisel je piikladem P-rekurzivni po-
sloupnosti. Posloupnost {a,},>0 C C se nazyva P-rekurzivni (zkratka od polynomidlné
rekurziont), existuji-li polynomy Py(x), Pi(x), ..., Pu(z) € Clz], Ze pro kazdé n € Ny
plati

Py(n)a, + Pi(n)apis + -+ + Pu(n)anim = 0.

P-rekurzivni posloupnosti s m = 1 se nazyvaji hypergeometrické. S hypergeometrickou
posloupnosti jsme se jiz setkali, je ji posloupnost Catalanovych ¢isel (proc¢?).
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“ Involuce na konefné mnoZiné S = {(z,y,z) € N*: 2% 4+ 4yz = p} definovan jako

(r4+22,2,y—2—2) pokudz<y—=z
(z,y,2) < Qu—a,y.0—y+z) pokudy—z <z <2y
(z —2y,z —y+=z,y) pokud =z > 2y

ma pravé jeden pevny bod, proto ma S lichy pocet prvku a jind involuce definovana
predpisem (x,y,z) = (2, z,y) ma rovnéz pevuy bod.”

Involuce na koneéné mnoziné je permutace 7 této mnoziny takova, ze m o 7 = w. Graf
involuce se sklada z pevuych bodd a dvojeykli. Ze prvn involuce je definovana korektné,
Ze to je opravdu involuce a ze ma pravé jeden pevny bod ponechavame k ovéreni jako
cviceni. Pevny bod druhé involuce, ktery musi v disledku lichosti | S| existovat, poskytuje
hledanou reprezentaci p jako sou¢tu dvou étvercti.

.

6 Priklady k prvni éasti

Nejprve znaceni. p je prvocislo, p, je n-té prvodislo, m(z) je pocet prvoéisel nepre-
sahujicich z. pu(n) je Mobiova funkee, kterd je 1 pro n = 1, 0 pro n délitelné ¢tvercem
vétsim nez 1 a (—1)* pro n rovno soudinu k riznych prvoéisel. p(n) je Eulerova funkee
— pocet ¢isel 1 < m < n nesoudélnych s n.

1. Ukazte, 7e 7 prvociselné véty plyne, pro n — oc,

DPn

nlogn

— 1.

2. Ukazte, 7e odhad

m(x) = @ + O(x/log® 2)

neplati.

Névod: pfivedte ke sporu s Mertensovou vétou.

3. Necht, pron > 1,
1
Pn)y= I (- -).
p>logn, pn p
Pak lim,,,, P(n) = 1.

4. A C N se nazyva Sidonova, pokud n = a; + aq, a; < ag, ¢; € A, ma pro kazdé n
nejvyde jedno feseni. Dokazte, 7ze v {1,2,..., n} existuje Sidonova podmnoZina velikosti
alespott |n'/%].

[}
[}



Névod: postupujte hladové.

5. Dokazte identity:

(a) D @(d)y=mn, (b) p(n) = Z% u(d), (¢) > p(d)=0 (pron >1).

dln dln ™ d|n

6. Naleznéte asymptotiku pro 37 _; o(m). ‘
Navod: pouZijte (b). Vyjde hlavni élen obsahujici Y p(m)/m?. Pak se pouzije

(Z 1/,{5).(2 p(m)/m*) =1,

coZ plyne 7 (c). Dale se uZije > 1/m? = 2/6.

7. Naleznéte asymptotiku pro Y0 _, ©(m)/m.

7 Literatura k prvni ¢asti

Z knihy [6] je pfevzat tisek od Lemmatu 1 k Vété 4. Obecnou Eulerovu sumacni
formuli jsme prevzali z encyklopedie [4], z 22. kapitoly Asymptotic Enumeration Me-
thods napsané A.M. Odlyzkem. O roli Bernoulliovych ¢isel ve Fermatove hypotéze se lze
pouéit v [1] nebo v [7], v [7] jim je vénovina celd kapitola. Dikazy CebySevovy vity a
Mertensovy véty, tj. isek od Lemmatu 7 po Vétu 9, jsme prevzali z [6]. V této knize je
uveden relativné jednoduchy dikaz Prvociselné véty pomoci metod teorie funkei kom-
plexni proménné. Prehledovy ¢lanek o elementarnich diitkazech Prvoéiselné véty je [8].
Ve skriptech [9] 1ze nalézt kompletni elementarni ditkaz. Cely tieti oddil a prvni ¢dst
¢tvrtého oddilu (Véta 11 az Véta 22) jsou zpracovny podle 20. kapitoly encyklopedie
[4] Combinatorial Number Theory napsané C. Pommerancem a A. Sarkszym. Dikaz
Véty 23 je pfevzat z [3]. Tam lze nalézt 1 dikaz Véty 24 (viz téz [9]). Dikaz Véty 26
je prevzat 7 [5]. Vétu 28 dokazujeme podle [2]. Diikaz faktu, e {n' : n € N} je bazi
referoval na prednasce student P. Kraemer a pochazi od francouzského matematika I.
Liouvillea. Geometricky dukaz Véty 29 je prevzat z vybérové prednasky J. Matouska
Kombinatorickd geometrie. Oba diikazy Minkowského véty jsou zpracovany podle [10].
Kombinatoricky dikaz Véty 29 byl publikovan v [11].

1. Z. 1. Borevi¢ a I. R. Safarevi¢, Téorija ¢isel, Nauka, Moskva, 1985.

2. K. Chandrasekharan, Introduction to analytic number theory, Springer-Verlag,
Berlin-Heidelberg-New York, 1968.

O <aQ
ARORORS
QA< D

Chceme odvodit rekurentni vztah pro pocet a, vsech moznych rozifezani P. To se
. o v L L “ sy
nam zdaii s pomoci jiné veli¢iny by, kterd je definovana jako pocet téch rozrezani P, v
nichz z vrcholu 1 nevede 7adna uhlopricka. Zavedeme si OGF
; _ n __ 3 4 5 _ n _ .3 9.4 ~o5
F(z)= apa” ="+ 32"+ 112+ -+ aG(z) = bpx" = 2” + 22" + 62" + -+
n>0 n>0
Uvazme roziezani P, v némz z 1 vede alespon jedna uhlopticka. P se roziiznutim
podle nejlevé;si uhlopricky vedouci z 1 rozpadne na dvé rozrezani dvou mnohothelnika,
které maji dohromady n+2 vrcholt. Jejich vrcholy ocislujeme tak, ze oba vrcholy vzniklé
z 1 budou opét oznaceny 1. V prvnim roziezani z 1 nevychézi zadna uhlopficka a druhé
je obecné. Naopak, 7 kazdé takové dvojice rozfezani se jednoznacéné slozi roziezani P.

Proto F
F(z)=G(z)+

Nyni uvazme roziezani P, v nich7 7z 1 nevede 7adna uhlopticka. Rozpadaji se na dvé
tifidy podle toho, zda 2 a n jsou ¢ nejsou spojeny uhloprickou. Kazda z obou trid je
vsak v jednoznacné korespondenci s roziezanimi n — 1 helnika a obsahuje a,—_; prvku.
Tato tvaha ale funguje az pro n > 3. Proto

G(z) = 22F(2) +2°.
Eliminaci G(x) 2z obou rovnic ziskdvame

2F(2)? + (327 — 2)F(z) + a* = 0.
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Pri ipravach jsme uzili vatah pro soucet geometrické rady, ktery je specidlnim pripadem

formule
1 n+k—1\
(l—r)k_g)( n >1‘

(ktera je sama specidlnim piipadem binomické véty) a z té jsme v posledni Gipravé pouzili
instanci k£ = 2. Odvodili jsme vztah

2,2

xy x%y Ty
A(z,y) = A(1, 4 G(y),
(=,7) T Cp—Y (Ly)+ - ()
kde
0
Gly) = ?A(I y)
& =1
Substituce x = 1 vede k prvni rovnici
2
Y Y Y
A(l,y) = ——=A(1, G
(Ly) 1=y Aoy ( ,y)+1_y ()

Parcialni derivovani podle = a substituce = 1 vede ke druhé rovnici
y 2y

2 T 3
(1-y)*  (1-y)

Eliminovanim G(y) z obou rovnic ziskdvdme

A(Ly) = y(1—y)*
AV T sy —

Gly) =

Aly) + G(y).

vy
(1—-y)

Ovsem
A(ly) =) apa”
n>1
je piesné ta OGF, ktera nas zajima. Rovnice A(1,y)(1 — by + 7y? —4y®) = y(1 —y)? Gsti
ve hledanou rekurenci (n > 2)

Up43 = 5an+2 - (an+1 + 40’n~

Tedy ay = 19, a5 =61, ag = 196, ...

10.2 Rozfezdni mnohothelniku. Uvazujme pevny konvexni n-tthelnik P s vr-
choly ocislovanymi proti sméru hodinovych ruéicek ¢isly 1,2,...,n. Jeho rozfezanim
budeme rozumét jakoukoli mnozinu nekfizicich se uhlopricek. Napf. pro n = 5 mame 11
nésledujicich roziezani (pro jednoduchost pomijime oznaceni vrchol ésly 1...5)
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Generujici funkce

8 Uvod

Generujici (nebo téz vytvoiujici) funkce, kratce GF, jsou mocnou a fascinujici tech-
nikou kombinatorické enumerace. Nalézaji vsak pouziti i v jinych matematickych disci-
plinach, napt. pravé v teorii ¢isel.

Kombinatorickd enumerace se zabyva nalezenim (pokud mozno presného) poctu
kombinatorickych struktur zavisejicich na jednom ¢&i vice parametrech. Konkrétnéji,
M = { M, } >0 bud posloupnost mnozin kombinatorickych struktur, struktury M € M,

maji bazickou mnozinu {1,2,...,n} a a, = |M,]| je jejich poéet. Obycejnd generugici

funce (OGF) pro struktury M je definovana piedpisem

@)= Y ana”

n>0

Ezxponencidlni generujici funkce (EGF) pro struktury M je definovdna predpisem

o) = Y

n!
aso

V kombinatorice se jiné typy GF témér nevyskytuji. Samozrejmé, casto se uvazuji GF

']C((L‘, l/) = Z Z al«:,nfl"k.’l/n

k>0n>0

vice proménnych, napft.

nebo

Zzaknr 7/

k>0 n>0 n!
apod. Parametr k& muze byt urcita “vaha” struktury M € M, a ap, pak je pocet
struktur na {1.2,...,n} s vahou k. Piekvapivé asto lze kombinatorické zavislosti a
rekurence platné pro strukturu M prelozit do reci GF jako algebraické, diferencialni ¢i
funkcionalni rovnice platné pro prislusnou OGF ¢ EGF. Brzy st uvedeme radu konkrét-
nich prikladd. Nejprve se v8ak v poslednim ohlédnuti za prvni ¢asti prednasky kréatce a
zbézné zminime o pouziti GF v teorii ¢isel.

Zde jsou velmi dulezité Dirichletovy Tady. Dirichletova fada prirazena posloupnosti

{a(n)}nzo CC

Pocet riznych (tj. neztotoznitelnych posunutim) vodorovné konvexni polymin s n ctve-
recky si oznacime jako a,. Napf. ap = 0, a; = 1, ay = 2, a3 = 6. Toto jsou vodorovné
konvexni polymina se tfemi ¢tverecky:

— — [I1]

Nasim cilem je odvodit rekurentni vztah pro snadny vypocet ¢éisel a,. Zavedeme si
jemnéjsi velicinu a,,, 1 < r < n, rovnou poétu vodorovné konvexnich polymin s n
¢tverecky, 7 toho » v nejdolejsi fade. Zieymé a,,,, = 1, klademe a,,, = 0 jakmile » < 0,
r > n nebo n < 0. Déale

n
§ Appn = Qp.
r=1

Vyjdeme ze zfejmé rekurence

Qrn = 2(7 +i— l)ai,nfr-,

i>1

které plyne uvazenim moznych poloh zbytku polymina na nejdolejsi fadé. Nesmime vSak
prehlédnout, Ze pro r = n neplati. Pro OGF

{(Ty Zzarn] 7/

r>1n>1

nam dava

Apy) = S X X4~ Uy

n>1 r>1n>11i>1

= ZZZ T‘— 1)(11"7, +7(]l"7')(r{/)r/n r

r>1ln>11>1

= —|—ZZ T —1 (Zn ry” " 7y) +Zzz7dznfry (17y)r

r>1n>1 r>1n>14>1
= + Z (r —1)(ay) Z amy™ + Z (zy) Z Ziui,mym
Y r>1 m>0 r>1 m>0i>1
T x2y? x 0A(x,
= e Ay oAlr.y)
1—zy  (1—2y)? xy  Or | _,
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pomoci vztahu C(z)? — C(z) + 2 = 0.

oy x [ C(x) %71_ 22 - C?x
K = 2 Zrk( ) =T

r—C%e) 5 x r—C?) 1-C?%x
_ e
T (- 02)2
el 1 ?2C x

2r—C) 1-4r C—z 1-4z C
€ 1++1—4ux
1—4x 2

€T €Z

-+ .
2(1—4dz) 21— 4z

Uzitim binomické formule dostdvame pro koeficient k(n) u a"

n— 2n—2
k(n) = %

10 Nalezeni rekurence

GF nyni vyuzijeme neobvyklym zptisobem. Pro posloupnost ¢isel {a,,}n>1, kde a,,
pocita néjaké kombinatorické struktury, nalezneme s pomoci GF rekurentni relace. To
na prvni pohled vypada podivné, protoze veskerou informaci o OGF ¢i EGF dané po-
sloupnosti ¢erpame z rekurenci platnych pro tuto posloupnost. Jak bychom tedy mohli
odvodit rekurentni vztah, ktery jsme predtim neznali? Uvidime!

10.1 Vodorovné konvexni polymina. V tomto pfikladu budeme pracovat s ko-
necnymi mnozinami uzavienych ctvereck z nekonecné rovinné ctvereckované sité S.
Takova mnozina P se nazyva vodorouvné konvexni polymino, pokud

1. P je souvisla.

2. Kazdy vodorovny fez R N P, kde R je nekonecna vodorovna rada ctverecki sité
S, je souvisly.

3. Jsou-li Uy = Ry NP alU; = RyN P dva neprazdné fezy pro dvé sousedni fady Ry
a Ry, pak prunik U; N U; neni pouze jednobodovy.
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je komplexni funkce

n>1

Pro a(n) multiplikativni (tj. a(mn) = a(m)a(n) jakmile m a n jsou nesoudélné) pak
mame vyjadieni

f) =10 +app™ +a@*)p™>+--).

které pochazi od Eulera. Nejzndméjsi Dirichletovou fadou je zeta funkce
Pravé na Eulerové identite

jsou zalozeny neelementarni dukazy Prvociselné véty.
Nékdy se zkoumané ¢isla mohou objevit 1 v exponentu. Mizeme si definovat

fe) =30

n>0

kde 0 < ap < a; < ag < -+« jsou prirozena ¢isla. Pak

F(2)? = Y Pn)er,

n>0

kde P(n) je pocet reprezentaci n ve tvaru n = a; + a4, a kazd4 netrivialni informace o
f(z) ndm okamzité cosi fekne 1 o P(n). Uvazme pocet r(n) vSech vyjadieni n ve tvaru
souctu ¢tyT ¢tvercu celych ¢isel. Za rizné pokladame i reprezentace lisici se jen poradim
séitancit nebo znaménky. Patrné

( im"z )4 = Z r(n)a".

n>0
Jacobi odvodil jiné vyjadieni pro vyraz stojici na levé strané.

Véta 31 (Jacobi)

N\ na"
" =148 _
( _Z:o ! ) + Z 1—an

n>1
4 nedéli n



Vyjadiime-li kazdého séitance vpravo pomoci geometrické rady, dostaneme pozoruhod-
nou Jacobiho identitu.

r(n) je rovno osmindsobku souc¢tu délitelit n nedélitelnych ¢tyfmi.

Kazdé n ma takového délitele, ihned tedy jako specidlni pripad dostavame Lagrangeovu
vétu tvrdici, Zze r(n) > 0 pro kazdé n € N.

Priklad. Kazd4 ze t¥1 podstatné riznych reprezentaci éisla 28 jako souétu ¢tyr O
W=5"+1+ 1 +1" =3 +3+3+1" =442+ 22+ 2°

7y

vytvari 4- 16 = 64 riznych celodiselnych reprezentaci. Celkem tedy r(28) = 192. Z druhé
strany, 8- (1 + 2+ 7+ 14) je rovnéz 192.

Jiné zahadné ¢iselné identity pracuji s funkei

ox(n) = de‘.

d|n
Plati nésledujici identita.
n—1
o7(n) = o3(n) + 120 Z o3(j)os(n —j).
j=1

Skutecné napt. pro n = 3 mame 2188 = 28 + 120 - 18. Jina obdobna identita je

n—1
llag(n,) = —1003(71) + 21o5(n) + 5040 Z Ug(j)05(’ll - ])

7=1

Napf. pro n = 4 se 11 - 262657 = 2889227 opravdu rovna —10 - 73 4+ 21 - 1057 + 5040 -
(24449-33+28). Ob¢ tyto a daldi identity jsou vedlejsimi produkty teorie moduldrnich
forem a jejich dukazy lze s jistym zjednodusSeni oznacit za dikazy pomoci GF.

Zpét ke kombinatorice. Wilf ve své knize Generatingfunctionology uvadi sedm hlav-
nich oblast{ pouzit{ GF v kombinatorické enumeraci: (1) nalezeni piesné formule, (2)

nalezeni rekurence, (3) zjisténi pramért a dalSich statistickych charakteristik, (4) nale-

zeni asymptotiky, (5) ditkazy unimodality, (6) ditkazy identit a (7) diikazy kongruenci
a dalsi aplikace. Pro kazdou z téchto sedmi oblasti nyni uvedeme konkrétni priklady.
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Oznacme si kofen K jako r a jeho syny zleva doprava jako ry,...,rg_;. T; umistime
vlevo od K a jeho kofen ztotoznime s r, T, umistime nad r; a jeho kofen ztotoznime s
timto vrcholem, T3 umistime mezi hrany rr; a rry a jeho kofen ztotoznime s 7, atd. az
T5,_1 umistime vpravo od K a jeho kofen ztotoznime s r. Z kofene r nakreslime svislou
tsecku kolmo doltt a umistime na ni (shora dolt) [ novych vrcholt vy, va, ..., v, U; (resp.
Si) umistime vlevo (resp. vpravo) od v; a kofeny péstovanych stromu U; a S; ztotoznime
s v;. Vznikne péstovany strom T’ s n vrcholy. Naopak, kazdé umisténi K v néjakém T s
n vrcholy je tohoto tvaru. Refeno obrazkem:

T;

Ty

OGF

n>1

1ze proto vyjadiit pomoci funkee C' = C(x) odvozené v 9.2 jako

x o [ Cla et
K(z)= =) S <(7)) .

k>1 T
Clen .
x B C(x)?
v — C(x)? [; < x >

zachycuje pridavani péstovanych stromi U; a .S; a ¢len

(®> 2k—1

zachycuje pridavani péstovanych stromu 7;. Nyni uz nasleduje jen pfimocary vypocet,
v némz vyraz pro K(u) zjednodusujeme pomoci vzorce pro soucet geometrické rady a
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9 Explicitni formule

1 =1 L — 2
n(a,b) = 2 (a b ) <{; 1).
“ 9.1 Fibonacciho é&isla. Uvasme posloupnost piirozenych &isel {F,},»¢ zadanou
rekurenci F,, 1y = F,, + F,_1, Fo =0, F; = 1. Tedy

Teji odvozeni ponechavime ¢tenfi jako Piiklad 3. Cisla n(a, b) se nazyvaji Narayanova {Fu}u>1 =1{1,1,2,3.5,8,13,21,34,55,89, 144, .. .}.
éisla (nebo téz Runyonova éisla).
Jaka je explicitni formule pro F,,? OGF posloupnosti je
9.4 Pocet kostat v péstovanych stromech. Oznacme si symbolem d(T,v) stupen

v v T, tj. pocet synu vrcholu v v péstovaném stromu 7. Nalezneme explicitni formuli F=F()= Z Foa™.
pro vyraz n>1
_ 5d(T,v)
kn) = Z 2 ’ Prelozme rekurenci pro F, do feéi funkee F'(z). Pfeklad zni
kde s¢itame pres vsechny vrcholy vSech péstovanych stromt na n vrcholech. Napi. pro
5 stromu na 4 vrcholech dostavame F—=z —FiaF
x
E(4) = (1+14+1+8)+(1+14+2+4)+(1+14+2+4) +(1+24+24+2)+(1+1+44+2) = 42. ,
Ted uz je snadné vyjadrit F pomoci x:
Nejprve k(n) interpretujeme kombinatoricky. Kost€ pro nas bude péstovany strom,
v némz kofen nema jiné syny nez listy. Kolik kostat nalezneme jako podstrom v daném Flx) = _r
1—ao—2a?

péstovaném stromu? Kostata v T' s centralnim vrcholem shodnym s vrcholem v € V(T)

odpovidaji jednoznacné podmnozindm mnoziny syna vrcholu v: o . o ,
P ") p c Oznacime-li jako ry ¢isla (1 £ '\/3)/2, dostavame

.\ /. ’.
Y ! F(z) = - = -
° (z) l—w—2a? (1—ary)(l—ar)
V e« _ 1 ( 1 B 1 )
N ‘' ry —r_ \l—ary 1—uar_
N 7 1 o o
\i/ = —(Zrix"—Zﬂ_m’).
ERY= 720
Je jich tedy Odtud mame
?(I(T,U)
§ i rn—rt 1 1+v5\" 1—v5\"
Cislo k(n) je proto celkovy pocet kostat ve viech péstovanych stromech na n vrcholech. Fr=——F—=—% - - :
Pro nalezeni OGF pro ¢isla k(n) je vhodné zde “poéitat druhym zptisobem”, tj. misto
na pocet kostat v 1" se soustiedit na pocet rozsireni daného kostéte /' na péstovany strom Protoze
na n vrcholech. Obecné rozsireni kostéte K s k vrcholy na péstovany strom s n vrcholy rt < 1
ma nasledujici tvar. Nejprve si zvolime ¢islo [ € Ny a péstované stromy Uy, Uy, ..., Uy, NG
S1: 9, Sta Ty, Ty, Topa, 70 plati dokonce, ze
1 1 2%k—1
STV +D_IVSHI+ Y. V(T =n+k+1-1.
i=1 i=1 i=1
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NENCEREAS
VEAN: '

Zaokrouhlujeme na nejblizsi celé éislo.

9.2 Péstované stromy. Pcstovany strom T na n vrcholech je zakofenény strom
s n vrcholy a s hranami orientovanymi od korene, v némz je kazda mnozina syna jed-
noho vrcholu linedrné usporadana. V roviné je kreslime tak, ze kofen lezi nejnize, hrany
jsou Gsecky orientované smérem vzhuru a pfirozené pravolevé usporadani synit daného
vrcholu se shoduje s pfedepsanym abstraktnim uspofddanim. Jako piiklad si uvedme
vSech pét péstovanych stromu se ¢tyrmi vrcholy:

Neni obtizné se presvéddéit, ze na péti vrcholech jiz mame ¢trnact péstovanych stromu.

Oznacime-li si pocet péstovanych stromi na n vrcholech jako c¢,, je zcela prirozenou

otazka, zda pro ¢isla ¢, neexistuje explicitni formule. Tu nyni pomoci GF odvodime.
Zavedme pro posloupnost {c,},>i OGF:

C=Cx)=> cua".

n>1

Kazdy péstovany strom T uréuje dvojici (71,73), kde 77 je podstrom kofenici v nejle-
v&jsim synu kofene T' a Ty je zbytek T. Patrné |V(T1)| + |V(T3)| = |V(T)|. Naopak,
kazda takova dvojice urcuje jednoznacné T'. Tento rozklad nelze provést pouze pro jed-

novrcholovy strom. Tedy ¢; = 1 a pron > 1

n—I1

Cp = Z CiCni-
i=1
Pomoci OGF se to strucnéji vyjadii jako

C=C*"+2.

Je-li tento textik vasim prvnim setkanim s GF, nelitujte ¢asu pro zamysleni nad pred-
chozi ivahou! Ve slozitéjsich obménéach se pii enumeraci kombinatorickych struktur stale
vracl. Vyfesenim kvadratické rovnice dostaneme

11— 14

b

C(x)

Zéapornéd maménko jsme zvolili proto, Ze koeficient u 2° v C je nula. Cislo ¢,,n >
0, je tedy rovno koeficientu u 2" v mocninném rozvoji funkce (—v1—4x)/2. To se
standardnim zptsobem struéné zapisuje jako

en = [2"](=V1—4z)/2.

Protoze podle binomické véty

(1—42)2 =%

n>0

1/2
n

(—da)",

dostavame pro ¢,, vyjadieni

_ -1 1/‘2 A\ n+1n (1/2)((1/2)_1)((1/2)_”—’_1)
“=5\n (=4)" = (=1)"4 2(n!) ’

Po dalsi sérii snadnych Gprav, které prenechdvame ctenéfi, dospivame ke koneénému
tvaru

_1{2n-2

Cleny posloupnosti
{entn>1 ={1,1,2,5,14,42,132,429, .. }
se nazyvaji Catalanovymi cisly.

9.3 Péstované stromy podle poétu vrcholt a listti. List v péstovaném stromu je
vrchol, ktery nema ani jednoho syna. Oznacme si pocet péstovanych stromi s a vrcholy
a b listy jako n(a,b). Napf. n(4,1) = 1,n(4,2) = 3,n(4,3) = 1. Tato &sla zjemnuji
Catalanova ¢isla, nebot oc¢ividné

a—1

> n(a,b) = c,.

b=1

Je zajimavé, ze explicitni formule existuje i pro né:
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