Ulohy k cviceni

Souvislost, stromy a kostry

Ptipomenuti: Strom je souvisly graf bez kruznic. Tvrzeni o existenci listu tika, ze kazdy
strom s alespon dvéma vrcholy obsahuje alespon dva listy. Tvrzeni o trhani listu tika, ze
je-li v list v grafu G, potom G je strom, pravé kdyz G — v je strom, kde G — v znaci graf
ziskany z G po odebrani v. Véta o ekvivalentnich charakterizacich stromu tika, ze nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni pro graf G = (V, F)

(i) G je strom.
(ii) Pro kazdé dva vrcholy z,y € V existuje pravé jedna cesta z x do y.
(iii) G je souvisly a po odebrani libovolné hrany prestane byt souvisly.
(iv) G je bez kruznic a po pridani libovolné nové hrany (mezi vrcholy z V') kruznice vznikne.
(v) G je souvisly a |E| = |V| — 1.

Uloha 1: Ukazte, ze doplnék grafu G je nesouvisly, pravé kdyz GG obsahuje uplny bipartitni
graf na vsech vrcholech.

Uloha 2: Dokazte, ze kazdy souvisly graf na n > 3 vrhcolech obsahuje dva vrcholy u a v
takové, ze vSechny tii grafy G —v, G — u a G — u — v jsou souvislé.

Uloha 3: Urcéete minimalni a maximalni* pocet hran v souvislém grafu s n vrcholy a ¢
komponentami.

Uloha 4: Dokaizte, 7e graf G je strom, pravé kdyz nema kruznice a |E(G)| = [V (G)| — 1.

Uloha 5: Ukazte e pro kazdy strom s n vrcholy existuje poradi vrcholu {vy, ..., v,} takové,
ze pro kazdé i > 1 plati, ze v; ma pravé jednoho souseda v mnoziné {vy,...,v;_1}.

Uloha 6*: Meéjme posloupnost ¢isel 1 < d; < dy < --- < d,, takovou, ze Z?:l d; = 2n — 2.
Dokazte, ze (dy,...,d,) je skére néjakého stromu.

Uloha 7: Dokazte, 7e pokud strom obsahuje vrchol stupné k, potom obsahuje alespon k
listu.

Uloha 8: Méjme strom, ktery ma ¢ > 0 listi a v vnitinich vrcholu, pficemz kazdy vnitini
vrchol ma stupen 3. Dokazte, ze plati £ = v + 2.

Uloha 9: Dokazte, ze kazdy strom s n vrcholy ma nezavislou mnozinu velikosti alespon n /2.

Uloha 10: Ukazte, ze kazdé kostra souvislého grafu obsahuje vsechny mosty. (Tj. hrany, po
jejichz odebréni graf prestane byt souvisly.)

Uloha 11: Spoctéte, kolik ruznych koster mé:

(a) Kruznice s n vrcholy.

(b) “Cinka”, tedy dva cykly s m a n vrcholy spojené cestou délky .

(c¢) Tzv. O©-graf, tedy dva vrcholy stupné 3 spojené cestami délek ¢, m a n.



