6 21. a 28. dubna — Grafové algoritmy a progra-
movani

Grafy jsou pomérné typickymi predstaviteli diskrétnich matematickych struk-
tur. Vyhodné jsou znacnou univerzalitou, ze které plyne Sirokd pouzitelnost.
Teorii grafu jste sice probrali ¢dstecné na Diskrétni matematice, ¢asteéné bude
na Kombinatorice a grafech, na Algoritmech a datovych strukturach, Slozitosti,
Automatech a mnoha dalsich kurzech. S vyuzitim grafu ¢asto zkoumame algorit-
mické vlastnosti néjakych problému. A algoritmy jsou uréeny k naprogramovéni.
Proto si i zde povime o grafech.

6.1 Definice a reprezentace grafi

Definici grafu zndte (a pro jistotu ji jesté vidime na slidu). Jako kazdd spravnd
struktura jde uspofadanou nékolikatici. V tomto piipadé dvojici (vrcholy, hrany).
Grafy rozliSujeme orientované a neorientované. Nad témi druhymi byl kdysi
vyzkum zahajen, grafy orientované jsou vyrazné novéjsi. S tim souvisi i piistup k
témto strukturdm. Vyzkum neorientovanych grafi byl motivovan feSenim prak-
tickych problému. Orientované grafy se objevily ¢asem a zacaly byt zkoumény
jiz od zacatku systematicky. Pro mnozstvi problému sice potiebujeme oriento-
vané grafy, ale zobecnéni z neorientovaného piipadu je zcela prirozené, takze
vétsinu ¢asu stravime nad neorientovanymi grafy.

Graf je potfeba néjak reprezentovat. Nékteré moznosti znédte (matici soused-
nosti — vrcholy proti vrcholium, matici incidence — vrcholy proti hrandm). Jiné
si dovedete piedstavit, napiiklad seznam vrcholu, v némz jednotlivé vrcholy
odkazuji na seznam sousedu. PovSimnéte si, ze seznam sousedu je vlastné jen
komprimovand matice sousednosti. Mezi témito pfirozenymi reprezentacemi lze
prevédét. Popis reprezentaci (definice) najdete ve slidech (anebo v Kapitoldch
z diskrétni matematiky).

Graf muzeme reprezentovat i objektové: Ti{da vrchol reprezentuje vrchol,
tfida hrana reprezentuje hranu. Hrana m& dva koncové vrcholy, vrchol muze
mit naptiklad seznam pfilehlych hran. Tato reprezentace ma vyhodu, ze ji lze
zobecnovat. Nékdy totiz médme graf ohodnoceny (¢i olabelovany). V takovém
piipadé vrcholiim ¢ hrandm prifazujeme néjaké atributy (Eisla, ndzvy, barvy,...).
Atributu muze byt i vice (napiiklad u toku v sitich, kde kazdd hrana mé ka-
pacitu, kterd ji smi protékat, a jesté aktudlni tok, tedy dvé ¢isla). Objektova
reprezentace se tedy da pfirozeneé rozsifit (tak, ze od vrcholu nebo hrany zdédime
a v synech pridame atributy).

Chceme-li pracovat s grafy, potiebujeme néjaky zakladni instrukéni reper-
toir. Jaky si ho navrhneme, takovy bude. A muze vyznamné ovlivnit slozitost
implementovanych algoritmt! Abychom dokézali pracovat s grafem, muzeme
napfiiklad implementovat proménnou vrcholy, funkci najdi_sousedy (kterd
pro dany vrchol najde jeho sousedy), funkci hrana, kterd ndm fekne, zda mezi
zadanymi dvéma vrcholy existuje hrana. Mame-li graf s atributy (vrcholu ¢i
hran), potfebujeme i n¢jaky interface ke zjisténi hodnot téchto atributi.



Pri praktickém programovani se pomérné casto stane, ze nepouzijete presné
to, co vas ucili o hodinach Diskrétni matematiky, ale vymyslite si vlastni vhod-
nou modifikaci. Napiiklad mate-li graf s nezdporné ohodnocenymi hranami,
muzete jeho reprezentaci provést matici sousednosti, ke které pridate jesté ma-
tici téhoz rozmeéru, kterd bude obsahovat 1idaje o ohodnoceni dotyéné hrany.
Takovato reprezentace by jisté fungovala. Nicméné vime-li, Ze ohodnoceni hran
budou nezaporna, co kdybychom graf reprezentovali matici, kde nehrany budou
znaceny -1 a hrany budou znaéeny vahou? Pomérné oc¢ividné usetiime matici
sousednosti (misto dvou budeme mit jednu).

Chceme-li reprezentovat orientované grafy, muzeme postupovat podobné (ma-
tice sousednosti, matice incidence, seznam sousedu). Jen je t¥eba reprezentaci
priméfrené modifikovat. V pripadé matice sousednosti je tfeba dat pozor na to,
odkud kam hrana vede (matice piestane byt symetrickd). U matice incidence je
taktéz tieba oznacit, odkud kam hrana vede (napiiklad start -1, cil 1). Seznam
sousedu neni tfeba modifikovat. :-)

6.2 Prohledavani grafu

Pii préaci s grafy je jednim z typickych problémi hledédni cesty. Ve slidech najdete
definice sledu, tahu a cesty. Tah je sled bez opakovani hran, cesta je sled bez
opakovani vrcholu. Kruznici lze definovat jako tah bez opakujicich se vrcholu,
u kterého startovni a cilovy vrchol splyva.

Grafy maji jisté zdkladn{ vlastnosti. Nékteré jsou souvislé (tedy z jakéhokoliv
vrcholu se 1ze dostat do jakéhokoliv jiného), nékteré obsahuji kruznice (tedy
se lze z jednoho vrcholu dostat tamtéz, aniz bychom se vraceli). Dodateéné
informace o grafech jsou uzitecné (mohou rtzné problémy usnadnit). Ruznd
tvrzen{ o grafech byla probréna (a dokdzéna) na Diskrétni matematice. Jedno
takové ndm umoznuje testovat souvislost grafu prohleddnim do sitky. Které?
Ano, to, které rikd, ze graf je souvisly, pravé tehdy, kdyz existuje vrchol, ze
kterého se dostaneme do vSech ostatnich. Pov§imnéte si, ze tentokrat je fec jen
o grafu. Implicitnim grafem bude graf neorientovany (a jednoduchy, tedy bez
ndsobnych hran a smycek).

Tvrzeni vyucovand v Diskrétni matematice sice typicky nebudou zkousena,
ale bude zkouSena jejich aplikace (tedy zda rozumite, jak je lze pouzit a jak
ne). Ackoliv se tak nejspiSe nestane, ze bychom chtéli vidét dukaz lemmatu o
trhani listd, uSatého lemmatu ¢i tvrzeni o souvislosti, je k praktické aplikaci
nutné jejich pochopeni (véetné dukladného chdpéani dukazi). Nyn{ sto¢ime svou
pozornost k nékterym konkrétnim problémum a algoritmtim je fesicim:

Chceme-li tedy napiiklad vySetfit souvislost grafu, muzeme pouzit prohledéni
do sifky. Anebo prohleddni do hloubky (naznaceno na slidech). Tyto algoritmy
funguji tak, jak jsme si fikali v zimnim semestru. Tedy zalozime frontu resp.
zasobnik, v kazdém piipadé datovou strukturu. Vsechny vrcholy oznaéime jako
dosud nenavstivené. Jak? Ndpovéda: Vyrobime si pole typu boolean indexované
vrcholy — anebo asport timtéz, ¢im indexujeme vrcholy a hodnota v poli ndm
bude tikat, zda je vrchol navstiveny, nebo ne. Startovni vrchol oznac¢ime jako
navstiveny a zafadime do fronty (prostiedky pro implementaci fronty v C#,



se uz cvicily). Dokud je datovd struktura neprdzdnd, opakujeme ndsledujici:
Vytdhni prvnf prvek, najdi dosud nenavstivené sousedy (cyklus pres fadek ma-
tice sousednosti a seznam navstivenosti vrcholi), pfidej je do datové struktury
a ozna¢ je jako navstivené.

Tyto algoritmy byly demonstrovany jiz v zimé pro specidlni tfidy grafa (vr-
choly tvorila policka Sachovnice, hrany tvorily schopnosti pohybu zadané fi-
gurky). Vsimnéte si, ze takto ndm vznikaly grafy neorientované, protoze véechny
ndmi zkoumané figurky se pohybovaly symetricky (tedy kdyz se dostaly odnékud,
mohly se tam zase stejnym zpusobem vratit). Kdybychom zkoumali pohyb
pésce, vznikl by graf orientovany. O téchto algoritmech jste si (na Algoritmi-
zaci) fikali, ze umeéji vysetfit komponentu souvislosti a BFS umi v grafu najit
nejkratsi cestu.

Jak tyto algoritmy vyuzijeme k vySetfovani souvislosti? Vyuzijeme vlastni
tvofivost. Vime, ze algoritmy vySetii komponentu souvislosti. Zname-li tedy
velikost grafu (pocet vrcholi), muzeme spocitat navstivené vrcholy. Bude-li jich
tolik, jako vSech vrcholu, graf je souvisly. Alternativou je inspekce seznamu
navstivenosti (uvidime-li tam false, graf souvisly neni).

Mezi grafy maji prominentni postaveni stromy (jak jste si v§imli). Pro strom
existuje mnoho ekvivalentnich definic (a pfi programovéni je dulezité vybrat tu
spravnou). Chcete-li vySetfit, zda graf je strom, muzete vyuzit toho, Ze strom
je minimalni{ souvisly, maximalni bez kruznic, souvisly bez kruznic, souvisly se
spravnym poctem hran (Eulerova formule), bez kruznic se spravnym poctem
hran,...

Cuiceni: Jak byste co nejsnaze vysetfili souvislost grafu? Kterou z ekviva-
lentnich definic byste vyuzili a proc¢?

Chceme-li vySetfovat komponenty, mizeme postupovat i iplné jinym algorit-
mem, a to takto: Kazdy vrchol obarvime jinou barvou. Postupné bereme hrany.
Pro kazdou hranu zjistime, zda vede mezi vrcholy téze barvy (coz u té prvni
nebude splnéno, protoze kazdé dva vrcholy maji ruzné barvy). Vede-li hrana
mezi vrcholy ruznych barev, v celém grafu jednu z téch barev zménime v tu
druhou (dulezité je, Ze ne jen u zkoumaného vrcholu, ale vsude). Toto opaku-
jeme, dokud nevyzkousime vSechny hrany. Po probéhnuti tohoto algoritmu ndm
zbyvajici barvy oznacuji komponenty souvislosti.

Jak pri programovani reprezentovat barvy? Nejlepsi barvou je ptirozené ¢islo.
Jak reprezentovat obarven{ vrcholu? Pfeci polem (integert) indexovanym stejné
jako vrcholy. deaj v poli bude urcovat barvu doty¢ného vrcholu. Slozitost algo-
ritmu je zfejmé O(mn). Pro kazdou hranu provedeme piebarvovani. Vrcholu je
n, hran m. Pfebarvovani provedeme pruchodem vsech vrcholu. Ziskame-li dalsi
hranu v konstantnim ¢ase (tedy napiiklad méme-li seznam hran), nds odhad
plati. V opaéném piipadeé je tfeba odhad nélezité upravit!

Poznamka: Tento algoritmus jste moznd jiz potkali pod krycim oznac¢enim
Union Find, kde se fesi, jak vybirat pfebarvované vrcholy. Pfebarvujeme-li mensi
komponentu, ziskdme vyrazné lepsi slozitost (Algoritmy a datové struktury).

Souvislost (¢i komponenty) grafu muzete ovéem vySetfovat mnoha zpusoby.
Vyhodnost se bude lisit podle toho, co o grafu vime.



6.3 Kruznice

Hleddme-li kruznici, miZeme postupovat podobné. Tedy muZeme budto opét
provést BFS ¢i DFS a sledovat, zda se nékdy vratime vrcholu, ve kterém jsme
jiz byli. Tento algoritmus ma nepiijemnou vlastnost, ze je nutné spustit jej pro
kazdou komponentu zvlast. Dalsi nepifjemnou vlastnosti je, Ze hrany, po kterych
jsme jiz prosli, musime zrusit (jinak bychom se po jiz jednou pro§lé hrané vratili
zpatky a trividlné bychom hlésili nalezenou kruznici).

Tento problém lze vsak opét fesit prebarvovacim algoritmem vySetiujicim
komponenty. Opét prifadime kazdému vrcholu pro zacatek jinou barvu. Opét
budeme brat hranu za hranou a sledovat, zda vede mezi komponentami. Spojuje-
li hrana dvé komponenty, opét barvu nové komponenty sjednotime (tedy jednu
prebarvime na druhou). Tentokrat se oviem zastavime (kromé varianty, ze do-
jdou hrany) také v piipadé, Zze hrana vede mezi vrcholy téz barvy. Tato hrana
totiz uzavird kruznici. Oproti minulému algoritmu se tak rovnou dozvime, ve
které komponenté kruznice je (nemusime algoritmus spoustét opakované pro
ruzné komponenty).

6.4 Topologické usporadani

Problém si napfed takto motivujeme: Vlastnime tovarnu vyrabéjici narocny
vyrobek. Jelikoz pfisla krize (kvuli SARS verze 2.0), vSechny pracovniky jsme
propustili a vyrobek chceme vyrobit sami. Jelikoz jsme neduvérivi, musime u
kazdého ukonu, ktery pii vyrobé délame, byt osobné piitomni. Vyrobu mame
popsanu orientovanym grafem. Vrcholy odpovidaji jednotlivym dkonum (které
je nutné udélat) a orientované hrany fikaji, které dvojice ikontu na sobé navzajem
zdviseji (napifklad nemuzeme Saty vyzehlit difv, nez je usijeme). Topologické
uspotfadani je takové uspofadédni vrcholi orientovaného grafu, ve kterém jsou
vSechny hrany orientovény zleva doprava (tedy vrcholy rozmistime na vodorov-
nou osu tak, aby zddnd sipka nevedla zprava doleva). Problém tedy ocividné
odpovidd motivaci (vykondme-li ve spravném potadi vSechny tikony, vyrobime
kyzeny vyrobek).

Tento problém je zvlastni tim, Ze je feSitelny ndpadné snadnym algoritmem
(s mirné netrividlnim dukazem):

Topologické uspoirdadani vrcholi generujeme postupné takto: Dokud to jde,
odebirej vrcholy se vstupnim stupném 0 (a ddvej je v tomtéz poradi na vystup).
Tento algoritmus najde topologické usporadani, kdykoliv existuje. To dokazeme
asi takto: Pokud se podaii takto rozebrat cely graf, nasli jsme topologické
usporadani. Nyni zbyva ukazat, ze kdykoliv algoritmus selze, topologické usporadani
neexistuje. Pravé to nyni udélame. Ukazeme, ze pokud algoritmus selze, graf
obsahuje orientovanou kruznici. Orientovand kruznice je o¢ividné pirekazkou na-
lezeni topologického uspotradéni.

Pokud algoritmus nezafunguje, vime, ze do kazdého vrcholu vede aspon jedna
hrana. Vypravime se tedy proti sméru téchto hran (vede-li jich vice, vyjdeme po
kterékoliv z nich). Jelikoz vSechny nase grafy jsou konetné, po konetné mnoha
krocich se vratime do vrcholu, v némz jsme uz byli (a nasli jsme orientovany



cyklus).
Graf majici topologické uspoirddéni oznacujeme jako DAG (directed acyclic
graph).

6.5 Nejkratsi cesta

Jednim z typickych problému je hleddni nejkratsi cesty (naptiklad z pfedndsky
domtu — nebo z domova do nejblizé§tho obchodu s potravinami, abyste védéli,
kam méte povoleno jit nakoupit). Tento problém jiz ¢dstecné umime Tesit.
Podminkou je, aby graf byl neohodnoceny (tedy aby vSechny hrany mély délku
1). PovSimnéte si, Ze nyn{ prirozenym zpusobem zaéindme pracovat s atributem
hrany (v podobé délky).

Teoreticky uziteény algoritmus se opird o to, ze mocnime-li matici soused-
nosti, hodnoty k-té mocniné nam urcuji pro kazdou dvojici vrcholu pocet sledu
délky k. Jednou moznosti by tedy bylo mocnéni matice sousednosti a sledovéni,
kdy se na spravném misté objevi nenula. Tento algoritmus je vSak pro typické
vyuziti pomérné tézkopadny a funguje jen v pripadé, ze graf ma vSechny hrany
jednotkové délky).

Pokud hrany nemaji stejnou délku, zkusime provést nasledujici tvahu: Jiz
od casu tlohy o Théseovi v Labyrintu (ktery vyplavoval Minotaura) se ndm
osvédéilo (pfi ndvrhu BFS) zalévat graf vodou (protoze voda tece, kam chce
sama — vSemi sméry véetné sméru nejkratsi cesty). Tuto tivahu muzeme diskre-
tizovat (voda se tézko implementuje). Ze startu vypravime mravence, ktefi se
vali jak velkd voda. Mravenec je zvife pracovité (pohybuje se stéle stejnou rych-
lost{) a umi se neomezené mnozit (dojde-li na kfizovatku, najednou se objevi
dostatek brabencu, aby bylo mozno pokracovat vSemi moznymi sméry). Navic
jsme pfed casem meéli diskrétni simulaci. Tak co kdybychom zkusili problém
hledéni nejkratsi cesty vyfesit diskrétni simulaci mravencu lezoucich ze startu?
Népad je to tak vyborny, ze ndm z néj vyjde Dijkstruv algoritmus:

Dijkstruv algoritmus vypada stejné jako DFS ¢ BFS, jen misto zasobniku,
resp. fronty pouzijeme prioritni frontu. Prioritni fronta je datova struktura, ve
které se nam prvky fadi podle néjakého atributu. V nasem piipadé je budeme
do prioritni fronty davat vrcholy a fadit je podle ¢asu, kdy do nich doleze prvni
brabenec. Vsimnéte si, ze provedeme-li tento algoritmus, budeme diskrétné si-
mulovat lezen{ mravenct (tedy uddlost nastane, doleze-li brabenec do néjakého
vrcholu). Dojde-li mravenec do néjakého vrcholu, pomnozi se dostatecéné, aby
bylo mozno pokracovat ke vSem sousednim vrcholim. Technicky se algoritmus
implementuje tak, ze sledujeme, ktefl mravenci do vrcholu dolezou jako prvni.
Stane-li se, ze do jiz rozvrzeného vrcholu pfijdou rychleji mravenci odjinud,
udélost ”piichod mravencu”se doty¢nému vrcholu pierozvrhne.

Vsimnéte si, ze Dijkstrav algoritmus je vézenou verzi BFS (nastavime-li
délky vsech hran na 1, implementaci Dijkstrova algoritmu ziskdme BFS). Dukaz
korektnosti algoritmu je na Algoritmech a datovych strukturdch. Pro ucely
dukazu vrcholy roztiidime na dosud nezjisténé, rozvrzené a navstivené. Ne-
zjisténé jsou vrcholy, do kterych jesté mravenci nevyrazili. Rozvrzené jsou ty,
do kterych mravenci jesté neptisli, ale jiz jsou na cesté. Nav§tivené vrcholy jsou



ty, do kterych se jiz dostali. Dikaz se opird o invariant, ze po kazdé fazi (kde
jedna faze zahrnuje pfichod mravencu do jednoho vrcholu) méme nalezenu nej-
kratsi cestu ze startu do vsech vrcholt, pti¢emz tyto cesty sméji vyuzivat pouze
jiz navstivené vrcholy. Jsou-li vSsechny vrcholy navstivené, jako dusledek to-
hoto invariantu mame nejkratsi cestu. Invariant se dokazuje indukei (po prvnim
kroku oéividné plati, pfiddme-li dalsi navstiveny vrchol, nejkratsi cesta budto
tento vrchol nepouzivala = jiz jsme ji méli, nebo pouzila a pak nahlédneme,
ze do cilového vrcholu vedla jiz pifmo pies hranu (protoze do ostatnich jiz
navstivenych vrcholt, pies které by mohla jit, bychom se dokézali dostat rych-
leji jinudy).

Slozitost Dijkstrova algoritmu zavisi na pouzitych datovych strukturach.
Vidime, ze algoritmus sestdvd z n fazi (v kazdé fazi navstivime jeden vrchol
a vrcholu je n). Jak dlouho bude dotyénd féze trvat, zavisi na implementacénich
detailech. Budeme-li napiiklad sousedy hledat prohledanim matice sousednosti,
potrva ndm vysetieni sousedil n. Kazdého souseda miizeme budto piidat do
fronty, nebo pirerozvrhnout. Sousedi muze byt linedrné mnoho (pro linedrné
mnoho vrcholu) a jesté ke vemu muze byt v prioritn{ fronté linedrné mnoho
dalsich vrcholu, které je potieba preskadat. Uzijeme-li tedy naivni implemen-
taci, muze byt délka jedné faze kvadratickd (vuci poc¢tu vrcholi). Celkové by
tak algoritmus byl kubicky. Budeme-li mit seznam sousedu (pro kazdy vrchol),
bez ohledu na pocet vrcholi budeme prioritni frontou manipulovat ¢'mkrat
(protoze kazda hrana ma jen dva konce). Ve fronté lze vzdy predjizdét nejvyse
c"n vrcholu, slozitost by tedy byla e¢mn pro néjakou konstantu c. Algoritmus
lze vyrazné vylepsit, reprezentujeme-li prioritni frontu né¢im jinym nezli spo-
jovym seznamem. Napiiklad haldou (rozpomerte se na definici haldy, méli-li
jste jich vice, pak bindrni leftist haldu). Vsimnéte si, Ze s prioritni frontou
potfebujeme provadét operace Insert, ExtractMin a DecreaseKey, které jste se
(jako z udéldni) ucili pravé nad haldami. Pouzijete-li haldu, pfeskupovan{ pri-
oritni fronty poiidite v logaritmickém Gase (namisto linedrniho) a slozitost by
tak byla O(mlogn).

Nyni udélame mensi krok stranou. Podumejme nad tlohou o krali na Sachovnici.
Jedno feseni operovalo s tim, Ze si vytvoiime frontu a spustime BFS (tak, jak
jsme se ucili). Nektef{ vsak tlohu fesili bez fronty tak, Zze Sachovnici opako-
vané prohlizeli a z kazdého jiz dosazeného policka zkouseli, zda nenajdou dalsim
tahem krats{ (nebo aspon néjakou) cestu do sousednich poli. T pro hledén{ nej-
krats{ cesty v nezdporné ohodnoceném grafu (¢i v tomto piipadé dokonce v
grafu bez uzavieného zaporného sledu - tedy sledu, ktery zac¢ina a konci tamtéz
a celkové mé zapornou délku) muzeme provést podobnou tvahu. Tim ziskdme
Bellman-Forduv algoritmus:

Tento algoritmus se také pokousi cestu hledat postupné (naptred prvni{ spravnou
hranu, potom druhou sprédvnou hranu,...), ale oproti Dijkstrovu algoritmu ne-
spekuluje na to, ze kterého vrcholu mame pokracovat nyni. Kdyz nevime, ze
kterého vrcholu pokracovat, zkusime to ze vSech. Podobné jako jsme zkouseli v
piipadé kréle na Sachovnici. Algoritmus tedy bude postupovat takto:

Vsem vrcholum nastav vzdéalenost nekonec¢no. Startovnimu vrcholu nastav
vzdalenost 0 a n — 1krat opakuj: Pro kazdy vrchol v vezmi jeho sousedy a zjisti,



zda jejich vzdélenost neni vétsi nez vzdélenost do v + délka hrany z v do néj.
Pokud ano (vzdalenost v + délka hrany z v je mensi), vzddlenost dotyéného
vrcholu nastav (na vzdélenost v + délku hrany z v).

Ackoliv, kdyz si zkusime algoritmus predstavit (tedy vizualizovat) uvidime
néco velmi podobného jako u algoritmu Dijkstrova, myslenky jsou nyni tplné
jiné. Tento algoritmus nefunguje proto, ze v i-té fazi najde cestu pres ¢ vybranych
vrcholu, ale proto, ze v ité fazi najde vSechny nejkratsi cesty vyuzivajici nejvyse
i hran (rozmyslete si, pro¢ je to pravda). Jelikoz cesta v grafu na n vrcholech
muze sestavat z nejvyse n—1 hran, po tomto poc¢tu fazi mame bezpecéné nalezené
nejkratsi cesty ze startu do vSech vrcholua. Slozitost tohoto algoritmu je zjevné
kubickd (vuci poétu vrcholu).

6.5.1 Floyd — Warshalluv algoritmus

Chceme-li vySetfit nejkratsi cesty mezi vSemi dvojicemi vrcholu grafu (alias all-
pairs-shortest-paths ¢ili APSP), byly by vyse uvedené algoritmy tézkopddné. V
tomto pripadé muzeme pouzit algoritmus jiny (opirajici se opét o Uplné jiné
myslenky). Abychom na to nezapomnéli, stéle predpokldddme, ze hrany maji
nezapornou délku.

Tentokrat se vratime k poznatku z poc¢atku kapitoly o mocnéni matice sou-
sednosti a zkusime jej vhodné opracovat. Taktéz pouzijeme myslenku z Bellman-
Fordova algoritmu, ze cesta délky k+1 vznikne z cesty délky k pridanim posledni
hrany. Tento poznatek jesté vylepsime zjisténim, ze cesta o nejvyse 2k hranach
vznikne slepenim dvou cest délky nejvyse k.

Zacneme s matici sousednosti. V té mame délky nejkratsich cest vyuzivajicich
nejvyse 1 hranu. Z této matice spocitame matici délek nejkratsich cest vyuzivajicich
nejvyse 2 hrany a vysledky zapiSeme do matice (zdpis algoritmu najdete ve sli-
dech). Mame-li matici délek nejkratsich cest vyuzivajicich nejvyse 2 hrany, jak
zjistime délky nejkratsich cest vyuzivajicich nejvyse 4 hrany? Stejné. Tento po-
stup opakujeme, dokud nezjistime délky nejkratsich cest vyuzivajicich n — 1 &i
vice hran. Pfepocitavat matice tedy budeme logaritmicky-krat. Jeden prepocet
probéhne v kubickém ¢ase (pro startovni a cilovy vrchol zkusime vsechny mozné
vrcholy mezilehlé).

Vsimnéte si, ze tento algoritmus je piredstavitelem algoritmu z familie dy-
namického programovani. My jsme si popsali jen vysledek, ke kterému se lze
dobrat rekurzi. Tato rekurze by se pokousela nalézt nejkrats{ cestu (pro kazdy
par vrcholi) o maximélni délce n — 1 tak, Ze by zkousela slepit dvé nejkratsi
cesty délky ["7_1] pies vSechny mozné mezilehlé vrcholy. Jelikoz cesta z u do
v délky nejvyse k je stdle stejnd, muzeme vysledky vypoétu nacachovat (do
tifrozmérné cache). Pak si oviem vSimneme, ze tato cache se vypliiuje postupné
pro rostouci k a ze v nasledujicim kroku potfebujeme pouze vysledky z minulého
kroku (takze muzeme t¥frozmeérnou cache redukovat na dvé cache dvourozmeérné,
tedy na dvé matice).



6.6 Minimalni kostra

Motivace: Chceme zavést elektricky proud do vybranych obef (takovéto problémy
se Tesily ptiblizné pted 100 lety, dnes chceme zavést naptiklad dratové pripojeni
k Internetu). Chceme, aby celkové délka drétu byla co nejkratsi. O elektrickém
proudu vSichni vime, ze pfipojime-li vodi¢ k vodi¢i, mame v novém vodici
(priblizné) totéz napéti (jako bylo v puvodnim vodici). Neni tedy t¥eba vést
elektricky proud od elektrarny co nejkratsi cestou.

Z tohoto problému vznikne graf, jehoz vrcholy jsou obce a hrany urcuji
moznosti, kudy vést elektrické vedeni. Pomérné oc¢ividné hrany nebudou v§echny
stejné dlouhé (to by problém trivializovalo). Tento problém znéte jako problém
minimélni kostry. Zabyvali se jim i vyznamni ¢eSti matematici, jako prof. Boruvka
(ktery jim tesil elektrifikaci na jizni Moravé) ¢i nds nékdejsi dékan, prof. Jarnik
(a oba problém vyfesili k optimu polynomidlnim algoritmem). My si ovSem
ukazeme jiny algoritmus, a to Primuv:

Hrany setifidime vzestupné podle délky a opakujeme: Zaé¢ni s prazdnym gra-
fem (se véemi vrcholy a zddnou hranou). Kazdou hranu (v pofadi rostouci délky)
zkus do grafu pfidat. Zpusobi-li cyklus, odstran ji. Jinak ji tam ponechej.

Tento algoritmus nalezne minimélni kostru. Dukaz je lehce trikovy a postu-
puje sporem. Piedpoklddejme, Ze existuje jesté optimalnéjsi kostra.! Na tuto
kostru budeme mit subtilni pozadavek, ze mezi vSemi optimalnimi kostrami vy-
bereme takovou, kterd se co nejvice podoba Kruskalovské kostie (co do poctu
hran). Hrany kostry nalezené Kruskalovym algoritmem oznac¢me eg, e, ...ep_1
v pofadi rostoucich vah, hrany jesté optimalnéjsi kostry oznacme f1, fo,...fn—1
taktéz v poradi rostoucich vah a jesté k tomu tak, aby se hrany u zacatku
co nejdéle shodovali s Kruskalovskymi hranami. Nyni ukdzeme, ze 1isi-li se tyto
kostry, najdeme s jejich pomoci uz tiplné nejoptimalnéjsi kostru (coz bude spor).
Necht ¢ je minimdln{ index takovy, ze V;<;e; = f; a soucasné e; # f;. Vezméme
tu jesté optimalnéjsi kostru a pridejme k nf e;. Tim ziskdme cyklus (dle jedné z
definic stromu, kterym kostra je). Tento cyklus odstranime odebranim nékteré
hrany fr pro k > i. Takto (o¢ividné) ziskdme bud'to kostru jesté optimalnéjsi
(nezli ta jesté optimalnéjsi, kterd meéla byt optimdlni, coz je spor), anebo kostru
stejné vahy, ktera se ale shoduje s Kruskalovskou na vice prvcich (coz je spor
s vySe uvedenym subtilnim piedpokladem). Zbyvéd drobnost: Pro¢ se kruznice
ucastni i hrana f; pro k > i? Protoze v Kruskalovské kostie zadnd kruznice
neni a zac¢atky obou koster se shoduji.

Nyni ptichdzi obvykld otdzka: Jak algoritmus implementovat? Zatimco po-
pis algoritmu je az magicky, implementace je az smésné jednoducha: Setiidime
hrany (vzestupné podle délky). Ve druhé fdzi na tyto hrany spustime algorit-
mus vySetfovani komponent modifikovany takto: Viem vrcholim piifad rtizné
barvy. Opakuj pro kazdou hranu: Vede-li hrana mezi vrcholy ruznych barev,
pridej ji do kostry a slu¢ prislusné komponenty. To je vSe (pro jistotu muzeme
jesté doplnit: ”Vede-li hrana mezi vrcholy téze barvy, nepiiddvej ji”).

Ostatni algoritmy hledani minimalni kostry taktéz zkouseji v néjakém potadi

1Slovo optimus je tfetim stupném piidavného jména bonus. Vyraz jesté optimdinéjsi by
tedy byl jiz ¢tvrtym stupném a v tomto kontextu odkazuje k tomu, ze je to nesmysl.



priddvat hrany mezi komponentami a pusobi zajimavym dojmem, Ze vSechny
funguji. Skutecnosti vSak je, ze kostry tvoii matroid, o ¢emz se budete ucit
ve vyS§8ich ro¢nicich. Stru¢né fe¢eno, matroidy jsou struktury, na kterych fun-
je takovy, ktery se pokousi v kazdém okamziku ”urafnout co nejvice”, v tomto
ptipadé pfidat co nejméné. Jak hledani nejkratsi cesty Dijkstrovym algoritmem
tak minimdln{ kostra (tam konkrétné vSechny algoritmy) patii do familie hla-
dovych algoritm.

6.7 Zobecnéni

V sekci pojednavajici o cestach jsme vzdy méli predpoklad, ze graf musi byt
ohodnocen nezaporné. Tento pfedpoklad ndm u koster chybél. Je to tak spravneé,
nebo je to tak Spatné? A d& se s tim néco délat?

Takto vypadaji prirozené otazky tykajici se problému, které zkoumame. Od-
povédi jsou asi tyto: Pro hledani koster nepotiebujeme omezeni na nezapornou
délku hran. Algoritmus funguje taktéz (rozmyslete si pro¢ — tedy projdéte si
dukaz). Cheeme-li hledat nejkratsi cestu v obecné (tedy potencidlné zaporneé)
ohodnoceném grafu, problém je NP-tézky (coz mé dusledek, ze dosud neni zndm
polynomiélni algoritmus a jeden z problému milénia, P- a NP-hypotéza operuje
s tim, zda existuje). Za nejkratsi cestou v obecné ohodnoceném grafu se totiz
schovévd problém nejdelsi cesty v (neohodnoceném) grafu (ktery je tézky). Na-
stavime-li délku vsech hran na -1 a hledame-li nejkratsi cestu, nejkratsi cesta
bude ptesné ta, kterd vede ptes co nejvice hran.

Jaky je tedy rozdil mezi cestami a kostrami? Pro¢ pro kostry algoritmus
funguje i pfi zdporném ohodnoceni, kdezto pro cesty ne? Odpoveéd jiz padla,
protoze kostry (potazmo podkostry) tvoii matroid. To pro cesty neplati. Jed-
nou z viditelnych charakteristik je, Ze vSechny kostry (pevné daného grafu -
a dokonce jakéhokoliv grafu o m vrcholech) maji stejny pocet hran (n — 1).
Pres kolik hran vede nejkratsi cesta, bez blizsi znalosti grafu fict nemuzeme.
Kratkych cest je malo, dlouhych cest je hodné. Kratkost se zpusobuje vyuzitim
par kratkych hran, dlouhost se d4 vyvolat bud’to prolezenim mnoha kratsich
hran, nebo prolezenim nékolika dlouhych. A pro tu prvn{ variantu je moznosti
mnoho.

6.8 Dalsi grafové optimaliza¢ni problémy

Grafy jsou velmi vyznamnou abstraktni (kombinatorickou) strukturou, kterd
umoznuje zkoumat plno zajimavych véci. Napiiklad vrcholy grafu mohou repre-
zentovat jednotlivé lidi. Dva lidé se vzdy bud'to znaji, nebo ne. V takovémto
grafu muzeme zkusit najit co nejvice lidi, ktefi se navzdjem znd. Tomuto problému
fikdme Problém maximélni kliky (a terminologie je opravdu motivovéna co
nejvétsim spolcenim). Nebo néds naopak muze zajimat, jaky je maximalni pocet
lidi takovych, ze se zadna dvojice navzajem nezni. A mame problém maximélni



nezavislé mnoziny. Oc¢ividné tyto problémy jsou komplementdrni (tedy Feseni
jednoho je fesenfm druhého v komplementu grafu).

Dalsimi problémy s grafy na pohled nesouvisejicimi, ale které si muzeme
predvést na figurkidch na Sachovnici, jsou dominance a nezavislost. Mame-li
Sachovnici a zadané figurky, dominanci téchto figur na zadané Sachovnici na-
zveme takové rozmisténi, kdy figurky v minimélnim po¢tu ohrozuji celou Sachovnici.
Tedy na kazdém policku bud'to dotyéns figura stoji, nebo se tam néjaka muze
(jednim tahem) pohnout. Dudlnim problémem je nezdvislost. V tomto piipadé
hleddme maximdlni pocet figurek, které lze rozmistit (na Sachovnici) tak, aby
se navzajem neohrozovaly.

Jak jsme jiz zjistili, tlohy o figurkdch na Sachovnici jsou jen zamaskované
grafové optimalizacni problémy. Co se tedy stane, zkusime-li dlohy z minulého
odstavce interpretovat v grafovém kontextu? V prvnim piipadé budeme chtit
najit minimalni pocet vrcholu, od které je jakykoliv vrchol ve vzdélenosti nejvyse
1 (tedy kazdy vrchol je bud'to v dominujici mnoZing, nebo s vrcholem dominujici
mnoziny sousedi). Tomuto problému fikdme (grafovd) dominance. A ta druhd
uloha (kdy chceme rozmistit co nejvice figurek na sachovnici)? Ta uz tu pfeci
byla. To je maximalni nezavisld mnozina alias nezavislost.

Dalsim problémem, ktery bychom mohli zkoumat, je, zda graf obsahuje
kruznici obsahujici vsechny vrcholy (zvanou Hamiltonskd kruznice). Anebo muzeme
chtit vrcholy (¢i hrany) grafu obarvit tak, aby zadnéd dvojice sousedicich vrcholu
(¢i k sobé prilehlych hran) nebyla jednobarevnd (tedy aby dva piislusné prvky
mély dvé ruzné barvy). Tomu fikdme problém barevnosti, resp. hranové barev-
nosti.

Vsechny v této sekci popsané problémy maji zvlastni vlastnost, ze jsou
tézké. Konkrétné NP-tézké, tedy v obecném piipadé nevime, zda existuje po-
lynomialni algoritmus je fesici. Podotknéme jesté, ze nékteré omezené varianty
téchto problému jsou fesitelné v polynomidlnim ¢ase. Napiiklad pro bipartitni
grafy je problém maximalni kliky feSitelny dokonce v konstantnim ¢ase umime-li
v konstantnim ¢ase pristoupit k néjaké hrané nebo zjistit jejich pocet (je-li v bi-
partitnim grafu aspon jedna hrana, m4 kliku velikosti 2, jinak 1). Stejné muzeme
posoudit barevnost bipartitniho grafu (ta je nejvyse 2 a graf je obarvitelny jed-
nou barvou pravé tehdy, kdyz nemé zddnou hranu). Snadné mohou byt i nékteré
varianty téchto problému. Napiiklad barevnost je tézka od tii barev. Ptame-li
se, zda lze graf obarvit dvéma barvami, jde o problém ekvivalentni bipartitnosti.
To uz je ale jiny piibéh. Pro nés je podstatné, ze jde o grafové optimaliza¢ni
problémy, které maji redlné aplikace a muze se ndm stdt, ze budeme potiebovat
naprogramovat jejich feseni. U téchto problému vsak (pokud o grafu skuteéné
nic nevime) nepomahd piili§ jinych véci, nezli stard dobra rekurze. Postaci-
li ndm v8ak pfibliznd hodnota, muze se stat, ze problém je aproximovatelny.
Naptiklad barevnost grafu je evidentné shora omezena maximalnim stupném +
1. Mame-li k+1 barev a kazdy vrchol méa nejvyse k sousedu, muzeme jej obarvit
takto: Prochazime postupné vrcholy a sledujeme, kterd barva na jeho sousedech
chybi. Z téch chybéjicich vybereme libovolnou. Tento algoritmus pro dany graf
vzdy nalezne obarveni.
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