Zakladni pravdépodobnostni analyza hasovani

1 Hasovani a cil jeho analyzy
Zakladni situace pri hasovani je popsana nasledovné:

U je mnozina, ¢asto nazyvana universum, které ma P prvki;
T je mnoZzina (hasovaci tabulka), kterd ma M prvk;

h:U — T je funkce;

A C U je mnozina, ktera ma N prvka.

U je obvykle obrovska, napt. 4-bytova cela ¢isla. Prvky mnoziny T jsou samy
o sobé datové struktury, do kterych je mozno ukladat prvky universa. Napriklad
to mohou byt spojové seznamy, do kterych je mozno ukladat celd ¢isla. O funkci
h se piedpoklad4 pouze, ze mnoziny h~1(t) jsou pro vechny prvky ¢ € T zhruba
stejné velké, tedy se do kazdého t zobrazuje zhruba stejné prvka universa. O
mnozinach A a T predpokladdme, Ze jsou alesporii Ffadové stejné velké a pfitom
jsou malé nebo rozumné velké (napi. tak, aby se pole s M prvky veslo bez
problémi do pocitace).

A je mnozina vybranych prvka universa, kterou chceme v haSovacich tabul-
kach ulozit. Udéla se to tak, ze pro kazdy prvek a € A se uréi h(a) a pak se
prvek a ulozi do h(a) (h(a) je prvek mnoziny T a tedy, jak bylo feceno vyse,
je to datové struktura). Jestlize pak napiiklad hleddme, zda prvek uw € U v
tabulkach je, staci se podivat, zda je ulozen v datové struktuie h(u), jinde byt
nemftize.

Pro rychlost zpracovani je dulezité, aby prvky mnoziny A byly do datovych
struktur tabulky T rozlozeny rovnomeérné, tedy aby v zadné z nich nebylo pfilis
mnoho prvka z mnoZiny A.

Formélné si pro ¢t € T oznacime jako A; mnozinu a € A takovych, ze h(a) = t,
velikost mnoziny A; oznac¢ime N;. Budeme tedy chtit dokazat, Ze Zddn4 z mnozin
A; neni moc velké.

V idedlnim pfipadé kdyz jsou vSechny tyto mnoziny stejné velké, bude jejich
velikost N/M (tedy pokud napf. N = M, mohou byt A; jednoprvkové); lepsi
uz to byt nemuze, ale mize to byt horsi a to o hodné horsi. Mtze se dokonce
stat, Zze vSechny prvky mnoziny A se zobrazi funkci h do stejného prvku v T' a
pak mé jedna z A; prvki N a ostatni jsou prazdné.

Mym cilem je dokdzat, ze existuje konstanta C' (nezdvisld na mnozinach U,
T, A a funkci h) takova, Ze pokud se prvky A vyberou ndhodné z U tak, aby
A méla N prvki, pak je velmi nepravdépodobné, Ze by existovala mnoZina Ay,
ktera by méla vice nez C'log N prvki, tedy je nepravdépodobné Ze by neplatil
nasledujici vztah: max;er Ny < C'log N.

To je sice horsi nez idealni pt¥ipad, kdy hodnota max;er N; je blizkd N/M
(coz je konstanta, pokud M a N jsou zhruba stejné velké), ale vyrazné lepsi
nez kdyz jedna z mnozin A; ma N nebo skoro N prvku. Jelikoz pti hasovani
je doba na provedeni operace shora omezena ¢islem max; Ny, vyplyne z toho,
Ze primérnd rychlost hasovani je logaritmicka (vzhledem k velikosti uchovévané



mnoziny A) a tedy srovnatelnd s rychlosti vyvazenych stromovych datovych
struktur s nesrovnatelné vétsi logickou slozitosti.

Zbyvéa ale vysvétlit, co to znamend “vyberou nahodné” a co znamena “je
nepravdépodobné”. To udélame v nasledujicim oddilu.

2 Formalni cil jeho analyzy

Pro danou mnozinu A mne budou zajimat velikosti mnozin A; = {a € A | h(a) =

t}.

Pro dané k si oznacim:

M. je mnozina A C U takovych, ze |A] = N a pro nékteré t € T je A; > k.
M je mnozina vSech mnozin A C U takovych, ze |A| = N.

N je poéet mnozin A C U takovych, ze |A| = N a pro nékteré ¢ € T je A; > k.
N je pocet vsech mnozin A C U takovych, Ze |A| = N.

V nasem oznaceni je tedy |[My| =Ny a M| =N.

Podil Ny, /N je mozno brat jako matematicky pfesnou definici vdgniho pojmu
“pravdépodobnost, ze pro ndhodné zvolenou mnozinu A prvka universa je né-
které A; vétsi nez k7.

Je znamo, ze

N =

P\ P(P-1)---(P-N-+1)
(N)_ N(N -1)---1

Jestlize jako “pfilis veliké” budu chapat “mé vice nez k prvkid”, pak N /N je
mozno brat jako matematicky pfesnou definici vagniho pojmu “pravdépodob-
nost, ze pro ndhodnou A je nékteré A; piilis velké”.

Mym cilem je dokazat nasledujici odhad:

Véta: Necht plati
(1) 4eN2 < P,
(2) pro kazdé t € T |h=1(t)| < 2P/M,

pak pro kazdé celé nezéporné ¢islo D existuje konstanta C (zavisld na D,
ale nezavisld na U, T, A a h) takova, ze pokud k > 2N/M + Clog N, pak
Ny /N <N D &

Jestlize N ~ M, pak N/M je konstantni a véta tvrdi, Ze relativni pocet vy-
bérd ndhodné mnoziny N prvku universa, pfi kterych pocet prvki zobrazenych
do jedné datové struktury tabulky T' piekroéi logaritmickou hranici (vzhledem
k poctu vSech vybért A) klesa k nule rychleji jez jakékoli raciondlni funkce.

Pozadavek (1) je obvykle bez problémii splnény poZzadavek, znamenajici,
ze U je o hodné vétsi nez A, (2) tika, ze do zddného prvku mnoziny T se
nezobrazuje hasovaci funkci h vice nez dvojnasobek prumérného poctu prvka
(citelné oslabeni pozadavku, aby h~1(t) byly zhruba stejné velké).



3 Uvod diikazu véty

Pro dané ¢islo k zavedu néasledujici oznaceni:

My, ¢ je mnozina vSech mnozin A C U takovych, ze |[A| = N a A, >k,
N+ je podet véech mnozin A C U takovych, ze |[A| = N a Ay > k,
M, je mnozina viech mnozin A C U takovych, Ze |A| = N a A; =/,
Nt je pocet viech mnozin A C U takovych, ze |A| = N a A; =/,
a nakonec je-li pro B C A takovy, ze |B| = ¢, pak
M, 5 mnozina viech mnozin A takovych, 2 BC A CU |A|= N aproa € A
je h(a) =t pravé kdyz a € B a
N+ 5 podet viech mnozin A takovych, ze BC ACU |A|= N aproa € A je
h(a) =t pravé kdyz a € B.
Je ziejmé, ze plat] (M| = Nit, [Met] = Neg, M.l = Nit.g. Kromé
toho

My = U Mt

teT

N
My = My, a

=k
M= U My+.B,
|B|=¢
coz dava
N < E Nt
teT

protoze jestlize se néjaké s zapocitava na levé strané, pak se pro néjaké ¢t € T'
zapoCitavé i ve séitanci Ny, na pravé strané, ale mize se zapoéitavat ve vice
sCitancich a proto prava strana muze byt vétsi.

Dale plati

N
Nt < Zﬁé,t
t=Fk
Kromé toho je zfejmé, zZe plati

Ny < Z Nt B.

|Bl=¢

Nakonec
N=PP-1)---(P-N+1)/N,
Negp = Pi(Pi—1)--- (P, —{+1)(P—P;)(P—P;—1)--- (P—P;,—(N—{)+1)/N!,

takze dostavame



N
@ freyy oy Mun

teT (=k |B|=¢

kde

@ Newp _ P(Pi—1) (B—t+1)(P-P)(P-P—-1) (P-B-(N-0+1)
N P P-1 P—¢+1 P—¢ P—t-1 P-N+1 '

4 Zjednoduseni vzorce

Vyraz, kterym jsme skondili si ted trochu zjednodusime. Nejprve uvéazime, ze
v uvedeném soucinu zlomkt je prvnich ¢ zlomku p¥iblizné P;/P a zbyvajicich
N — ¢ zlomkd je ptiblizné (P — P;)/P = 1 — P,/ P. Pfesné&ji

Pt7i< P B 14 1 <Pt 1+2i <Pt 1+2N
P—i~P—-i P P—iv)— P P)— P P )’

P—-P —i P—-P P—Pt(1 L+ )
P

<
P—-V{—¢y —P—¥¢—1— P

_P-n 1+2(€+2) JPoP () ANy
P P P

Tedy

Ne,s P\ (P—P\"" AN\ B\ (P-P\"" AN?/P
o <(3) () (%) <(3) () e

takZze oznacime-li p; = P;/P, je

oo
6 ==

Vyraz na pravé strané nezavisi na B a proto

M Nj{t/B < e(i)pf(l —p)N "

|B|=¢

< pf(l - pt)Nfee-

To co se objevilo na pravé strané v nasledujicim oddilu probereme podrob-
néji.



5 Binomické rozdéleni

Vyraz B(N,p;l) = (?)pe(l — p)¥=* je velmi vyznamny vzorec, udavajici (-t
¢len binomickeho rozdélent, viz teorie pravdépodobnosti, kde se odvozuji velmi
presné odhady jeho velikosti i to, Ze binomické rozlozeni v limité piechazi v jesté
dilezitéjsi normdlni rozdéleni. Zde si udélame jen velmi hruby odhad, ktery ale
bude zcela dostateény pro nase ucely.

Ve zbytku tohoto oddilu zafixujeme N a p a polozime
B(N,p; £+ 1)
= ——"—7—=,
B(n,p; ()

tedy ay je podil dvou po sobé jdoucich ¢lenti binomického rozdéleni. Plati
_N—-{ p
U+ 11-p
7Z toho je vidét, Ze ay s rostoucim ¢ klesa.
Zkusme nyni, kolik je any, a anp—1:

Qy

_N—Np P <N—Np P

= =1
ANp Np+11—-p~ Np 1-p

N-—-Np+1 p >N7Np P
Np 1-p~ Np 1-p
Tedy az do asi £ = Np je oy vétsi nez 1 a pak uz je stale mensi nez 1. Jinymi
slovy B(N,p;{) az asi do £ = Np roste (kazdy dalsi ¢len je vétsi nez pfedchozi,
protoze jejich pomér «y je vétsi nez 1, a pak B(N, p; ¢) stéle klesa. Dtilezité ale
je, jak klesa:

=1

ANp—1 =

N —2Np p <N72Np p 711—2p<1
2Np+11—p~ 2Np 1—-p 21—-p — 2

je-li £ > 2Np, pak asnp =

Polozme nyni k = 2[Np;| a zvolme celé nezdporné q. Pak
B(N,p;k +q) = B(N, p; k)agayi1 - agrg—1 < B(N,p; k)27,

takze pro libovolné celé ¢ > k je

N
> B(N,p;i) < B(N,p;f) (1427 +27% 4 ) <2B(N,p;0).
i={

Navic pro £ = k + C'logy N je

N
®) Y B(N,pi;i) <2B(N,ps;£) < B(N,pi; k)27 15N < B(N,py; k)N~ < N~
=0



6 Dokonceni dukazu

Z (2) vime, ze p, = P,/P < (2P/M)/P = 2/M, takze pokud je k > AN/M +
C'log N, je také k > 2[Np;] + Clog N a dosadime-li do (3) nerovnosti z (7) a
(8), dostaneme, ze

N

9) W < e» N9 =eMN ¢ <N>¢

teT

pro dostatecné velké N.



