Dijkstrav algoritmus
Hledéni nejkratsi cesty v nezdporné hranové ohodnoceném grafu

Necht’ je dén orientovany graf G = (V,H) a funkce, kterd kazdé hrané
h = (u,v) € H piitadi nezdporné redlné ¢islo oznacované L(h) nebo L(u,v).

Je-li ug,uq,...,us orientovand cesta v G, pak jeji délkou nazveme ¢islo
k
E L(ui_l,ui).
i=1

Jsou-li dény dva vrcholy u, v grafu G, cilem je urcit, zda existuje orientovand
cesta z u do v a predevsim pokud existuje, tak nalézt nejkratsi z nich. Znamé
algoritmy pro tento problém urcuji bud’ vzdéalenosti z u do vSech ostatnich
vrcholi (mezi nimi i do v) a nebo naopak vzdédlenosti ze vsech vrchola do w.
Problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu je fesen Bellman-Fordovym algoritmem,
ktery nevyzaduje predpoklad o nezdpornosti délky hrany. Pokud ovsem jsou
hrany nezaporné, coz je v praxi velmi ¢asté, pokud napiiklad délky hran souviseji
s fyzickou vzdalenosti vrcholi, je vhodné pouzivat algoritmus Dijkstruv, ktery
je jednodusi a predevsim rychlejsi.

Pocétek, ze kterého budeme hledat vzdalenosti do ostatnich vrcholi si oznac¢ime
jako vg. Existuje fada variant implementace Dijkstrova algoritmu. Zde byla
zvolena varianta, kde kazdy vrchol muze byt ve tfech stavech: nedosazeny,
dosazeny a probrany; dosazeny piitom je chapan jako “dosazeny, ale nepro-
brany”; pro kazdy vrchol w, ktery je dosazeny nebo probrany, je dano ¢islo
E(w) (FE jako “Estimation”), coz, jak pozdéji dokdzeme, bude horni odhad
vzdalenosti z poc¢atku vg do w a na konci vypoctu piimo vzdélenost z vy do w.
Pro nedosazené vrcholy bude E(w) nedefinovéno. Pokud w neni pocatek, pak
jestlize E(w) je definovdno, bude pro takovy vrchol dan vrchol P(w); pomoci
hodnot P bude mozné pro kazdy vrchol w s definovanym E(w) snadno nalézt
cestu délky E(w) z poc¢atku do w zpusobem, ktery bude popsén pozdéji.

Dijkstrav algoritmus

1 oznaé pocatek vy jako dosazeny a F(vg) := 0;

2 for kazdy vrchol w ruzny od pocatku vy do

3 ozna¢ vrchol w jako nedosazeny;

4 while existuje dosazeny vrchol v do begin

5. zvol jako u dosazeny vrchol, ktery mé minimélni F(u);

6 oznac¢ u jako probrany;

7 for vsechny vrcholy w takové, ze (u,w) je hrana do

8 if w je nedosazeny nebo E(w) > E(u) + L(u,w) then begin

9. if w je nedosazeny then ozna¢ w jako dosazeny;
10. E(w) := E(u) + L(u,w);

11. P(w) :=u;

12. end;

13. end.



Volba w znamend zvolit dosazeny vrchol u takovy, ze E(u) < E(w) pro
kazdy dosazeny vrchol w; takovych vrcholi w muze byt vice, pak je mozno
zvolit libovolny z nich.

Je snadné dokazat, ze se vypocet algoritmu zastavi:

Lemma 1 Stav vrcholu se muze ménit jen z “nedosaZenyy” na “dosaZeny” nebo
z “dosazeny’ na “probrany”.

Dikaz: Jediné zmény stavu proti po¢ateénimu nastaveni mohou nastat v fadcich

6a9. &

Theorem 2 Vypocet Dijkstrova algoritmu se zastavi ponejvyse N iteracich while
cyklu, kde N je pocet vrcholi grafu.

Dukaz: Z popisu algoritmu a predchoziho lemmatu plyne, Ze mnozina pro-
branych vrcholu se kazdou iteraci cyklu zvétsi o jeden vrchol a jeji velikost je
pritom mezi 0 a N. &

V dalsim budeme dokazovat rtzné vztahy mezi hodnotami proménnych.
Nékteré plati stéle, nékteré mohou byt doc¢asné naruseny a v zapéti obnoveny.
Budeme se proto zajimat, zda plati v okamzicich, kdy se za¢ina testovat podminka
while cyklu. Tyto okamziky budeme nazyvat vstupy do cyklu.

V prvnim fadku vypocétu se pocatek vy oznaci jako dosazeny a definuje
se hodnota FE(vg). Pii prvnim vstupu do while cyklu je pocédtek jedinym
dosazenym vrcholem, bude tedy vybran jako vrchol w v fadku 5 a v zapéti
v fadku 6 oznacen jako probrany. Na zdkladé lemmatu 1 pak jiz ztustane pro-
branym az do konce vypoctu. Status ostatnich vrcholii popisuje nasledujici

Lemma 3 Pokud w # vg, pak pri kaZdém vstupu do cyklu plati: E(w) je defi-
novdno prdvé kdyz je definovdno P(w) a to je prdvé kdyZ w je dosaZeny nebo
probrangj vrchol.

Dikaz: Vrchol w jiny nez pocatek je po provedeni inicializace v fadcich 2 a 3
nedosazeny a E(w) a P(w) nejsou definovéany. Uvazujme prvni okamzik, kdy se
nékteré z téchto tvrzeni zméni. To se muze stat pouze kdyz je probirdna hrana
(u, w) pro néjaky vrchol u. V takovém piipadé se najednou zmeéni klasifikace
vrcholu w na dosazeny a definuji se hodnoty F(w) a P(w). Podle lemmatu 1 uz
vrchol w nikdy nestane nedosazenym a E(w) a P(w) zustdvaji stdle definovany.

&

Velmi dulezitym, i kdyz na prvni pohled samoziejmym je néasledujici

Lemma 4 Je-li v probrany vrchol a w dosaZeny vrchol, pak E(v) < E(w).
Jestlize v je probrany vrchol, pak se hodnota E(v) nemize zménit.

Dtukaz: Podle predchoziho lemmatu jsou pro probrané a dosazené vrcholy hod-
noty E definovany. Tvrzeni lemmatu dokazeme indukci podle pocétu kroku
vypoctu. Po provedeni inicializace v fadcich 1-3 trividlné plati, neexistuji pro-
brané vrcholy. Necht’ plati do néjakého vstupu do while cyklu. Platnost tvrzeni



by se mohla porusit bud’ zménou stavu néjakého vrcholu nebo zménou hodnoty
E(w) néjakého vrcholu w pfi provadeéni téla cyklu.

Predpoklddejme, ze se provadi télo cyklu a v fadku 6 algoritmu byl vybréan
vrchol u. Ukazeme, ze pro kazdy jiz probrany vrchol v a kazdy dosazeny vrchol
w plati E(v) < E(u) < E(w). Pfi vstupu do cyklu E(v) < E(u) pfedstavuje
indukén{ predpoklad, nerovnost E(u) < F(w) zase vyplyvd z toho, jak byl
vrchol u vybran.

Zmeény, které mohou nastat nebo nastanou pii provadeéni téla cyklu s vy-
branym vrcholem u, které by mohly naru$it platnost tvrzeni lemmatu, jsou
nasledujici:

Vrchol u je pieklasifikovdn na probrany; jelikoz E(u) < E(w) pro kazdy
dosazeny w, lemma zustavéa v platnosti.

Objevi se novy dosazeny vrchol z; pro takovy vrchol se nastavi E(z) =
E(u)+ L(u,w), a v dusledku nezdpornosti pro libovolné probrané v plati E(v) <
E(u) < E(x), coz je v souladu s tvrzenim lemmatu.

Pro néktery dosazeny vrchol  se hodnota E(z) zmeéni na E(u) + L(u,w);
podobné jako v predchozim odstavci se ukaze, ze nova hodnota je stale alespon
tak velkd, jako E(v) pro libovolny probrany vrchol v.

Je-li vrchol = probrany a (u, z) je hrana, pak je E(z) < E(u) < E(u)+L(u, z)
(levd nerovnost plyne z indukéniho pfedpokladu, druhd z nezépornosti délek
hran) a tedy podminka F(z) > E(u)+ L(u,z) v fddku 8 nebude nikdy splnéna.
U probraného vrcholu x proto jiz ke zmeéné stavu nebo hodnoty E(z) nebo P(x)
nemuze dojit. &

Lemma 5 Hodnota P(vy) neni nikdy definovdna.

Diikaz: Po provedenf inicializace P(vg) definovdno nenf a pokud by bylo defi-
novano pozdéji, stalo by se to soucasné se zménou E(vg) v okamziku, kdy jiz vg
je probrany. Tuto moznost ale pfedchozi lemma vyloucilo. &

Nyni ukdzeme, Ze hodnoty P(w) umoznuji pro kazdy probrany nebo dosazeny
vrchol w najit cestu z po¢atku do w, kterd mé délku F(w).

Lemma 6 Je-li P(w) definovdno a oznacéime-li v = P(w), pak (v,w) je hrana
v je probrany vrchol a E(v) + L(v,w) = E(w).

Diikaz: Uvazujme jisty okamzik 7 vypoctu, kdy P(w) je definovdno. V okamziku,
kdy bylo P(w) naposledy ménéno a to na hodnotu v, byla probirdna hrana
(v, w), a provedlo se dosazeni{ P(w) := v. (P(w),w) = (v,w) je tedy hrana a
vrchol v je probrany. Hodnota E(w) byla tehdy zménéna na F(u) + L(v,w)
a od té doby se do okamziku 7 nezménila, protoze zmény E(w) a P(w) jsou
spolu. Jelikoz v bylo v okamziku zmény P(w) probrané, pFedchozi lemma ik,
ze E(v) se jiz také nezmeénilo, proto rovnost E(v) + L(v,w) = E(w) zustava v
platnosti. &

Lemma 7 P je acyklickd relace, neboli neexistuje posloupnost vrcholu wy, . . . , wg
takovd, zZe w;—1 = P(w;) proi=1,...,k a wr = P(wp).



Dukaz: Z lemmatu 1 a podminky cyklu plyne, ze kazdy vrchol w, pro ktery je v
prubéhu vypoctu F(w) definovéno, je na konci vypoctu probrany. Pro takovy
vrchol oznaéme jako T'(w) takové ¢islo T, ze vrchol se stal probranym v T-té
iteraci while cyklu. Jelikoz se v kazdé iteraci stane probranym jediny vrchol,
je tato funkce prostd. Jestlize v nékterém okamziku je v probrany vrchol a w
je dosazeny, pak ziejmé T'(v) < T(w). Kdykoli se nové definuje nebo meéni
P(w) pro néjaky vrchol w, stane se tak pfi probirdni hrany (u,w) v okamziku,
kdy u krétce pfedtim byl oznacen za probrany vrchol a w je jesté (nové nebo
difve) dosazeny. Kdykoliv je tedy u = P(w), je T'(u) < T(w), coz ale vylutuje
moznost cyklu relace P. &

Jestlize tedy E(w) definovéno, pak definujme posloupnost w = zo, 21, . ..
predpisem z; = P(z;—1) pro i = 1,.... Na zdkladé pfedchoziho lemmatu musi
tato posloupnost byt prostd a protoze mnozina vrcholu je konecnd, musi i prave
definovana posloupnost byt koneéna. Predpoklddejme, Ze do ni uz neni mozno
pridat dalsi prvek. Podle lemmat 3, 6 a 5 tedy tato posloupnost konéi vrcholem
vg. Posloupnost mé tedy tvar w = zg, ..., zr = vg a podle lemmatu 6 je obracena
posloupnost vy = zk, 2k—1,.-.,20 = w cestou z vy do w v grafu G. Tuto cestu
nazveme vytéend cesta do w. Vytcend cesta je jednozna¢né dana svym cilovym
vrcholem.

Lemma 8 Je-li E(w) definovdno, pak ezistuje vytéend cesta do w a jeji délka
je E(w).

Dukaz: Existence vytéené cesty vy = wp,wi,...,wr = w z vy do w byla
zduvodnéna v predchozim odstavci. Pro kazdou hranu (w;_1,w;) této cesty
plati podle lemmatu 6 E(w;) — E(w;—1) = L(w;—1,w;), z ¢ehoz ihned plyne, ze
délka celé cesty je

L(wo, wy) + -+ + L(wg—1,w) = [E(w1) = E(wo)] + - -+ + [E(wk) — E(wr—1)] =
E(wi) — E(wo) = E(w) — E(vo) = E(w).
&

Rekneme,ze cesta vy = wo, . . . , wy = w z po&atku do vrcholu w je definitivni,
jestlize jeji vrcholy wg,...,wr_1 jsou probrané. Povsimnéte si toho, ze vrchol
wy, nemusi byt probrany, definitivni cesta tedy muze vést i do vrcholu, ktery
neni probrany. Je ovSem zfejmé, Ze

Lemma 9 Je-li pii vstupu do while cyklu vg = wo,...,wr = w definitivnd
cesta, pak w je dosaZenyj vrchol.

Dukaz: Jakmile byl wg_1 oznacen za probrany, byla v zapéti probirdna hrana
(wi—1,wy) a tedy se vrchol wy, stal dosazenym, pokud jiz dosazeny nebyl. &

Lemma 10 Je-li E(w) definovdno, pak vytéend cesta do w je definitiond.

Dukaz: Plyne ihned z lemmatu 6. &
Klicové lemma dikazu spravnosti Dijkstrova algoritmu je



Lemma 11 Je-li pri nékterém vstupu do while cyklu E(w) definovdno, pak
E(w) je délka nejkratsi definitivnd cesty z vo do w.

Dukaz: Z pfedchoziho lemmatu plyne, ze E(w) je délka vytcené cesty, kterd je
definitivni. Je tedy tfeba dokazat, ze neexistuje definitivni cesta do w, kratsi

nez E(w).
Na zacdtku vypoctu existuje jedind definitivni cesta a to cesta vy (jediny
vrchol, zaddnd hrana) do vy a ta ma délku 0 = FE(vg), tvrzeni tedy plati.

Uvazujme okamziky ukonc¢eni provadéni nékteré iterace téla while cyklu a
piredpokladejme, ze se platnost tvrzeni v nékterém z nich porusi a uvazujme
prvni okamzik, kdy se tak stane (pfed tim tedy tvrzeni plat{). Mohlo dojit bud’
k vytvofeni nové definitivn{ cesty do w, kterd by byla kratsi nez F(w) nebo ke
zméné E(w).

Pokud vznikla nova definitivni cesta vg = wg, w1, ..., wr = w do w, stalo se
tak v fadku 6 algoritmu, kdy byl néktery vrchol u oznacen za probrany, takze
tato cesta, kterd puvodné definitivni nebyla, se definitivni stala. V tom pfipadé
muselo byt u = w; pro nékteré i takové, ze 0 < i < k.

Pokud bylo ¢ = k£ — 1, neboli nové probrany vrchol u byl predposledni vrchol
cesty, pak cesta vg = wq,w1,...,wk_1 jiz definitivni byla, tedy dle indukéniho
predpokladu jeji délka byla alespon E(wg—1) a proto délka celé cesty vy =
Wo, W1, ..., wg, = w je alespont E(wg_1)+ L(wg—1,wg), coz je hodnota, na kterou
je vzépéti upraveno E(wy) pii probirdni hrany (u,w) = (wk—1,wg); k porusent
platnosti tvrzeni lemmatu by tedy doslo jen na okamzik, ale do dokoncéeni iterace
while cyklu se zase platnost obnovi.

Pokud by bylo ¢ < k — 1 pak cesta vy = wg, wy, . ..,w; jiz definitivni byla a
tedy délka tohoto tiseku byla alesponi E(w;) podle indukéniho predpokladu. Je-
likoz délky hran jsou nezaporné, délka cesty vy = wg, w1, ..., Wk—_1, rovna souctu
délky cesty vg = wp, w1, ..., w; (alesponn E(w;)) a délky cesty w;, w1, ..., wy
(nezdpornd),je alespon E(w; ). Jelikoz ale vrchol u byl prévé prefazen z dosazenych
mezi probrané, plyne z lemmatu 4,ze E(w;) > E(wg—1) a pfitom E(wg_1) je
délka vytcené cesty do wi_1. Délka cesty wg,ws,...,wg, coz je délka cesty
Wp, W1, ..., wg—1 plus délka hrany (wg_1,wy), tedy neni nizsi nez délka cesty
C' tvotené vytéenou cestou do wy_1 prodlouzenou o hranu (wy—_1,wy). Cesta
C ale jiz definitivni byla a md tedy délku alespoin F(wy) podle indukéniho
predpokladu, takze v tomto piipadé nemuze dojit k poruSeni platnosti lemmatu
ani na kratky okamzik. &

7 toho jiz okamzité plyne

Theorem 12 V okamZziku ukonceni vypoctu Digkstrova algoritmu je pro kazZdy
vrchol w, do kterého existuje cesta z poédtku vy, E(w) definovdno a rovno délce
negkratsi cesty z vo do w a vytdend cesta do w je nejkratsi cesta do w (nebo
jedna z nejkratsich cest).

Dukaz: Nakonci vypoctu nejsou v grafu zadné dosazené vrcholy a tedy kazda
cesta do w je dosazend. &

Dijkstruv algoritmus je velmi blizky Bellman-Fordovu algoritmu; vznikne z
ného tim, ze pro probirani nevybereme pruni vrchol ve fronté @, ale vrchol u s
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nejnizsim E(u) (fronta je tvofena praveé dosazenymi vrcholy, které jsou identické
s vrcholy oznaCenymi k probirdni v Bellman-Fordové algoritmu). Jelikoz v
piipadé nezdporné oznacenych hran mé dosazeny vrchol s nejnizsim E(u) jiz
tuto hodnotu rovnou vzdalenosti od poc¢atku, nebude jiz nikdy probiran a proto
odpadd opakované probirani vrcholu, které zpusobuje vétsi vypocetni slozitost
Bellman-Fordova algoritmu.

Jestlize ale se opakované probirdni vrchola zakéze, jak je tomu u vyse podané
varianty Dijkstrova algoritmu, pak v pfipadé existence zdporné ohodnocenych
hran muzeme dostat chybny vysledek.

Stejné tak se muzeme v fddku 7 algoritmu omezit (na rozdil od obecného
Bellman-Fordova algoritmu) na hrany vedouci do jinych vrcholi nez probranych,
protoze lemma 4 ¥ikd, Ze u hrany vedouci do probraného vrcholu nemuze v grafu
s nezdporné ohodnocenymi hranami nikdy dojit ke zlepseni E(w).



