Definice 1 Rozlisujici systém je mnoZina M posloupnosti znaki 0,1 takovd, Ze
pro kazdé dvé rizné posloupnosti a = (aq,...,ax) a b= (by,...,by) z mnoZiny
M existuje i, 0 < i < min(k,£) takové, Ze a; # b;.

Je-li M rozlisujici systém, pak oznacime jako |M| pocet proki mnoZiny M
a jako ||M|| soucet délek vsech posloupnosti z M.

Lemma 2 Je-li M neprdzdnyg rozlisujici systém, pak ||M|| > |M|log, |M|.

Dikaz: Jestlize M obsahuje jednu posloupnost, pak ||M|| > 0=1"-log,1 =
|M[log | M|.

Necht M obsahuje vice posloupnosti. Podle definice pak prdzdné posloup-
nost nemuze byt prvkem M, kazd4 posloupnost z M tedy za¢ind bud 0 nebo
1.

Necht lemma plati pro viechny rozlisujici systémy s mensim poé¢tem prvki
nez M. Jestlize vSechny posloupnosti z M zacinaji stejnym symbolem, pak
zkratime-li je o tento prvni symbol, dostaneme zase rozlisujici systém, ktery ma
stejné posloupnosti, ale mensi soucet jejich délek. Staci proto lemma dokézat
za predpokladu, ze posloupnosti z M nezacinaji véechny stejné.

Oznatme M, mnozinu posloupnosti z M, které zacinaji symbolem 0 a jako
M, mnozinu posloupnosti z M, které zac¢inaji symbolem 1. Oznacme jako Ny
(resp. Np) mnozinu posloupnosti, které vzniknou z My (resp. M;) odtrzenim
pocdteéntho symbolu 0 (resp. 1). Obé mnoziny Ny a N; jsou neprézdné
rozliSujici systémy a maji men§i pocCet posloupnosti nez M, lemma pro né
7z indukéntho predpokladu plati. Oznaéme |M| = m, |My| = k. Pak je
|No| = [Mo| =k, [N1| = [Mi| =m — k a plati

(1M = |[Mol| + [[Mi]| = (k + [[Nol[) + (m — k + [[V:]]) =
> m + [No|log, [No| + |N1|log, [N | >
>m + klog, k + (m — k) logy(m — k).
Snadno se zjisti, ze funkce f(z) = m+xlog, z + (m —x) log,(m — ) nabyva
na [1,m — 1] minima pro x = m/2 a proto
IM]| = m + (n/2)logy(m/2) + (m/2) log, (m/2) =

=m + mlog,(m/2) = m + m(log, m — 1) = mlog, m.
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Véta 3 Je-li A porovndvact algoritmus, pak primér pres vSechny permutace m
mnoziny {1,...,n} z poétu porovndni, které A potrebuje pro setridéni posloup-
nosti w(1),...,7(n) je alespori log,(n!).

Dukaz: Pro kazdou permutaci vypiseme do posloupnosti vysledky viech porovnéni,
které algoritmus provedl pii t¥idéni posloupnosti 7(1), ..., 7(n) tak, ze zapiseme

1 za spésny test a 0 za netspésny test. Je ziejmé, ze takto dostaneme rozlisujici
systém s n! prvky, ktery tedy ma podle predchoziho lemmatu priumérnou délku
posloupnosti (tedy prumérny pocet porovnani) roven log,(n!). &



Poznamka. Podle Stirlingova odhadu je

n
n! ~ (E) 2mn
e

a tedy

log, (n!) ~ nlog, n —nlog, e + 0.5 - log, n + 0.5 - log, (27).



