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Was sich tiberhaupt sagen lisst, ldsst sich klar sagen; ..."

L. Wittgenstein [13, Vorwort (Pfedmluva)]

1Vynechany zavér citdtu je zndméjsi, nez jeho zacatek: ,Was sich iiberhaupt sagen lisst,
lasst sich klar sagen; und wovon man nicht reden kann, dariiber muss man schweigen.“ Co lze
vubec Tici, lze Fici jasné; a o ¢em nelze mluvit, o tom nutno mléet. Podle [14, str. 8]: ,,Co se
viubec da fici, d4 se Fici jasné; a o ¢em nelze mluvit, k tomu se musi mlcet.*



Uvod

Tato ucebnice Matematické analyzy obsahuje ¢trndct kapitol a jednu piilohu.
Kapitoly rozvijeji mych ¢trnact prednasek v predmétu Matematickd analjza 1
(NMAI054), ktery jsem v zimé a na jafe v roce 2024 ¢esky vyucoval v rdmci In-
formatické sekce Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy. Pouzil jsem
i ¢trndct predndsek v letnim semestru predchoziho skolnfho roku 2022/23, viz

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24.html a
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23.html .

Cas ale leti, poprvé jsem o analyze prednégel 5. Fjna 2004, viz
https://kam.mff.cuni.cz/%7Eklazar/MAO4.html.

Kazda kapitola obsahuje tvodni shrnuti a fadu tdloh k procviceni latky. Je-
jich feSeni nebo ndvody k nim jsou uvedeny v ptiloze. Obsah kazdé kapitoly
a kazdého jejiho oddilu by mél byt zfejmy z nazvu, viz strany v az vi. Tento
text je minimalni verzi podstatné ambiciéznéjsi a pripravované Matematické
analyjzy 17, kterd bude obsahovat dalsich Sest kapitol a dalsi tii piilohy. Pro
anglicky studijni program jsem vypracoval pieklad Mathematical Analysis 1.

Ucebnici vénuji pamatce Jifitho Matouska, mého kolegy z Katedry apliko-
vané matematiky MFF UK. Byl jednim z nasich nejvétsich matematiku a in-
formatiku. S velkym zaujetim si pfipravoval pfednasky z analyzy pro skolni rok
2014/15, které mu uz ale osud nedopial prednést.

V Praze a v Lounech v srpnu az i{jnu 2024 Martin Klazar
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Kapitola 1

Prednaska 1. ijlnost
a nespocetnost R

Prvni kapitola vychéazi z prvni prednasky
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_predl.pdf

prednesené 22. 2. 2024. Oddil 1.1 uvadi dva paradoxy nekonecnych souctu.
Oddil 1.2 podava strucény pirehled logického a mnozinového znaceni, mimo jiné
definujeme usporadané dvojice a trojice. V oddilu 1.3 zavedeme funkce a uve-
deme piehled jejich zdkladnich typu a operaci s nimi. Oddil 1.4 je vénovén
linedrnim uspoirdddnim a definici infim a suprem. V oddilu 1.5 definujeme ra-
cionalni ¢isla, télesa a uspoirddana télesa. Ve vété 1.5.16 dokazeme, ze rovnice
22 = 2 nem4 v oboru zlomk feseni. Podle dtsledku 1.5.18 linedrni uspoiadani
zlomku neni dplné, obsahuje neprazdné a shora omezené mnoziny bez suprem.
0ddil 1.6 je vénovan redlnym ¢&islum, dulezité jsou definice 1.6.3, véta 1.6.12
(pravéta o limité monoténni posloupnosti) a dikaz uplnosti R ve vété 1.6.14.
V oddilu 1.7 definujeme koneéné, nekonecné, spocetné a nespocetné mnoziny. Ve
véteé 1.7.5 dokazeme spocetnost zlomku. Podle Cantorovy véty 1.7.7 neexistuje
zobrazeni z zddné mnoziny na jeji potenci. Dusledkem 1.7.17 je nespocetnost
redlnych ¢isel. Definice 1.7.13 popisuje desetinné rozvoje realnych cisel.

1.1 Dva paradoxy

e Co analyzuje matematickd analijza? Nekonecné operace a procesy. Nekone¢no
muze vést k paradoxum a dva si ukdzeme. Zfejmé

S=1-143—-3+5—3+++t—-L+...=0.

Prerovndni s¢itancu v S ale zméni soucet: S = 1 + % -1+ % + i — % + e+
_ 1

1 1 1 v 1 1 1 .
i1t oy — oy T >0, nebot T T 5n — n SnEn=T) > 0. Takze toto
n

zavedeni spocetného sou¢tu S = a1 + as + ... jako limity S = lim, Zi:l a;




posloupnosti ¢dsteénych souétu ag +ag + - - - + a,, (limita redlné posloupnosti je
zavedena v definici 2.1.16) neni moc dobré, protoze —v kontrastu s konetnymi
soucty — vysledny soucet muze zdviset na potradi séitancu. V oddilu 3.5 tieti
prednasky zavedeme lepsi spocetné soucty, které jsou, stejné jako koneéné soucty,
komutativni a asociativni.

Je tu taky zvlastni nekonec¢na tabulka s polozkami —1, 0 a 1. Na hlavni
diagonale ma 1, nad ni —1 a jinde 0.

1 —1 0 0 0 S5=0
0 1 —1 0 0 > =0
0 0 1 —1 0 S =0
0 0 0 1 —1 S =0
0 0 0 1 S =0

DEIDEIDEIDEDEIIDEI

Celkovy soucet po tadcich je 0, ale po sloupcich je 11?7

Uloha 1.1.1 V tabulce s nezdpornymi polozkamsi tento paradozr nenastane. Soucet
po Tddcich i po sloupcich vyjde stejné, muze ale byt +oo.

Spocetnymi soucty zvanymi fady se budeme zabyvat v oddilech 3.5 a 4.1.

1.2 Logické a mnozinové znaceni

Uloha 1.2.1 Umite pojmenovat a napsat nasledujici eckd pismena?
a? B? F’ 77 A) 67 67 <7 "77 (—)7 07 197 L7 K’ A) A? /’L) V’ E7 57 07 H7 Tr) p) 27 0”
T’ T’ U7 ¢7 ¢7 %07 X? ql’ w’ Q? w N

Pomoci symbolu = definujeme ve vyrazech jako a = b novy symbol a pomoci
jiz zndmé veli¢iny ¢i vyrazu b. Vyjimeéné muze novy symbol stdt napravo od
=. Pro tento 1cel se pouzivaji i symboly :=, popt. =:.

o Logické znaceni. ¢, 1, 0, ... budte vyroky, tvrzeni s jednoznaénou pravdi-
vostn{ hodnotou bud’ pravda P, anebo nepravda N (viz [10, kap. 2]). Spojujeme
je logickymi spojkami ¢ V ¢ (nebo, disjunkce), ¢ A 9 (a (zdroven), konjunkce),
» = 1 (z — plyne —, implikace), ¢ <= 9 (ekvivalence) a —¢ (zépor, negace).
Pouziti téchto spojek je dobie znamé. Napiiklad pro kazdou kombinaci pravdi-
vostnich hodnot vyrokua ¢ a ¢ oba vyroky

(VYY) <= oA a =(pAY) = —pV

plati, maji vzdy pravdivostni hodnotu P. Jsou to tedy takzvané tautologie.
V zéapisu slozenych vyroku jsou dulezité zavorky a vazebnd sila spojek. Podle
konvence — vaze silnéji nez V a A, a ty zase silnéji nez = a <. Odpovidajici
zavorky tak lze vynechat.



Uloha 1.2.2 Dokazte, 7e (¢ = 1)) <= (- = —¢) je tautologie.

Necht tvrzenf p(x) je virokova forma s proménnou x. Po nahrazeni kazdého
vyskytu proménné zx libovolnym, ale vzdy tymz, prvkem a z oboru formy do-
staneme vyrok ¢(a). Obor vyrokové formy ¢(x) je ji pfifazeny soubor objektu
a, pro které lze rozhodnout, zda vyrok ¢(a) plati. V zdpisech

Va (¢(z)) a Jaz (p(z))

je pouzity obecny kvantifikdtor V a existenéni kvantifikdtor 3. Znamenaji po
fadé, ze pro kazdy prvek a z oboru formy je vyrok ¢(a) pravdivy a ze v oboru
formy existuje prvek a, ze vyrok o(a) je pravdivy.

Uloha 1.2.3 Pro kazdou vijrokovou formu p(x) jsou oba vygroky
-3z (p(z)) <= Va (~p(x)) a Vz(p(z)) < Jz (-p())
pravdive.

Pravdu a pravdivost probereme v MA It. Obecny kvantifikdtor V se ¢asto
vynechavéd a rozumi se implicitné. Naptiklad v oboru pfirozenych ¢isel zapis
m + n = n + m znamena, ze Vm(Vn(m—Fnzn—Fm)).

e Zdpis mnoziny vyctem prvki. Mnozinu chdpeme jako jasné vymezeny soubor
jinych mnozin, které jsou jejimi prvky. Symbol () oznacuje prdzdnou mnozinu. Je
to mnozina bez prvku, takze zadna mnozina neni jejim prvkem. Znaceni x € A
(resp. x ¢ A) tikd, ze mnozina x je (resp. neni) prvkem mnoziny A. Kone¢nou
mnozinu lze vzdy, alesponi teoreticky, zapsat vyétem jejich prvk.

Definice 1.2.4 (vycet prvka) Zdpis neprdzdné mnoZiny M vycétem proki je
zdpis ve tvaru
M = {p17p2a "'7pn}a

kde n =1,2,... je prirozené ¢islo a p; jsou vSechny mnoziny, které jsou prvky
mnoziny M. MnoZiny p; se mohou opakovat. Prdzdnou mnoZinu zapisujeme
symbolem ().

Méme tak napiiklad mnozinu {3,1,5} = {1,5,3,5,5} se tfemi (raznymi) prvky,
piirozenymi ¢isly 1, 3 a 5. V. MA 1t uvidime, jak se pfirozena &isla vyjadii jako
mnoziny. Nebo mame mnozinu

M= {aa b, 2,0, {Q)v {@}}, {a}}
Uloha 1.2.5 Kolik md M proki?

e Dédicéné konecné mnoZiny. Situace se zapisem konetné mnoziny vyctem prvku
ale neni tak jednoduchd, jak se obvykle li¢i. Pro pfesné zapsani mnoziny vyctem
prvku nestaci jeji koneénost. Kone¢ny musi byt i kazdy jeji prvek, stejné jako
kazdy prvek jejiho prvku, atd. Napiiklad mnozina X = {x1, 29, x3} neni pfesné



zapsana, dokud neumime rozhodnout, které rovnosti x1 = x2, xr1 = r3 ax2 = 23
plati. Jinak nevime, kolik ma X prvka. Mnozinova rovnost x = y se v na-
ivni teorii mnozin da rozhodnout jen axiomem extenzionality. Podle néj se dvé
mnoziny rovnaji, pravé kdyz maji stejné prvky. Abychom tyto prvky dokézali
(v nasem zdpisu) vSechny projit, musi jich byt jen koneéné mnoho. Jsme tak
vedeni k nésledujici definici. V ni kone¢nost zatim chédpeme intuitivné, presné
ji definujeme pozdéji.

Definice 1.2.6 (dédiéna koneénost) MnoZina © je dédiéné koneénd, pokud
pro kazdé n =0,1,2,... a pro kaZdy retézec mnozin

Tp EXp_1 € - E€ET)=2
je mnozina x, konecnd.

Piikladem dédi¢né koneéné mnoziny je ¢islo ¢tyfi v mnozinovém tvaru:

4={0, {0}, {0, {0}}, {0, {0}, {0, {@}}}} .

Jind dédiéné koneénd mnozina je {{{{{{0}}}}}}. Axiom fundovanosti, ktery
uvedeme v MA I, zarucuje, Ze kazdy fetézec mnozin g D 1 S ... je koneény.

Uloha 1.2.7 Necht g 3 1 3 --- 3 x, je mazimdlni Fetézec mnoZin do sebe
vnotenych vzhledem k ndleZeni, ktery se uZ medd prodlouzit. Cemu se rovnd
mnozina T, ?

V MA 1" ukdzeme, Ze mnozina se d4 zapsat takzvanym dplnym vyétem prvkd,
praveé kdyz je dédi¢né konecna.

e Zapis mnoziny vlastnosti prvkd. Mnozinu také muZeme definovat néjakou
vlastnosti jejich prvku.

Definice 1.2.8 (zapis vlastnosti) Zdpis mnoZiny M pomoct vlastnosti jejich
proki je zdpis ve tvaru

M={xeN: p(x)} nebo M ={x: p(x)},

kde N je jiZ definovand mnoZina a p(x) je vgrokovd forma. MnoZina M tedy
sestdvd z téch mnoZin x leZicich v N, Ze p(x) je pravda, resp. z téch mnoZin x
lezicich v oboru formy p(x), Ze o(x) je pravda.

Predpokldda se, ze kazdy prvek mnoziny N je prvkem oboru formy ¢(z). Ne-
chf N = {1,2,3,...} je mnozina pfirozenych ¢isel a No = {0,1,2,...} jsou
nezaporna celd ¢isla. Napiiklad mnozina

M={neN: 3meN(n=2-m)}

sestava ze vSech sudych prirozenych ¢isel. Jak jsme ale definovali N? K tomu se
vratime v MA 1.



Uloha 1.2.9 Definujte takto mnozinu prvocisel P.

Ctendika asi vi, ze definice mnoziny ve tvaru M = {z : ¢(x)} je obecné
problematickd. Ne kazda vyrokové forma ¢(x) mé totiz jasné definovany obor.
V definici M = {z € N : ¢(x)} uz mame definovanou mnozinu N a vlastné ji
postulujeme jako obor formy ¢(x). V definici M = {z : ¢(z)} ale mnoziny x
bereme odkudkoli. To ale, jak ted pfipomeneme, je obecné sporné.

e Russeliv paradoz. Anglicky matematik a filosof Bertrand Russel (1872-1970)
poukdzal na to, ze definice mnoziny

M={x: z &z},
kde jako obor formy z ¢ x bereme vSechny mnoziny x, vede ke sporu.

Uloha 1.2.10 Jak?

o Vztahy mnoZin. A je podmnozinou B, A C B, pokud kazdé z € A je téz
prvkem B. Mnoziny A a B jsou disjunktni, pokud nemaji spoletny prvek.
Mnoziny A a B se rovnaji, A = B, pravé kdyz Vm(m €A < zx¢€ B),
toto je axiom extenzionality.

Uloha 1.2.11 Plat{ ekvivalence A= B < A C BA B C A.

e Operace s mnoZinami. Necht A a B jsou mnoziny. Jejich sjednocenif AU B =
{r: x€ Avz e B} aprunik ANB={z € A: z € B}. Suma (mnoziny A)
UA={z: 3bec A(z €b)}. Prinik (mnoziny A) NA={z: Vbe A(z€b)},
ale jen pro A # (. Rozdil A\ B = {x € A: x ¢ B}. Potence (mnoziny A)
P(A) = {X : X C A}. Jak vime z pasdze o Russelové paradoxu, spravné
jsou jen definice priniku dvou mnozin a jejich rozdilu. Definice tvaru X =
{z : ---} neni forméalné piipustnd, mnozina = se nemuze brat odkudkoli, ale
zase jen z néjaké jiné mnoziny. Jinak musime mnozinu X zavést, postulovat jako
axiom. Tak se ve formalizované teorii mnozin zavadi sjednoceni, suma a potence.
Absolutni hodnota |X| (€ Ny) oznacuje pocet prvku koneéné mnoziny X.

Uloha 1.2.12 MnoZiny A a B jsou disjunktni, préve kdyz AN B = ().
Uloha 1.2.13 Pro¢ se v definici priniku mnoZiny A poZaduge, e A # ()2
Uloha 1.2.14 Je pro dvé koneéné mnoziny A a B vidy |A\ B| = |A| — |B|?

Uloha 1.2.15 Co je P(0)? Pron=0,1,2,..., |P({1,2,...,n})| =2

e Duojice a trojice. Definice usporadané dvojice dvou mnozin pochazi od polského
matematika Kazimierze Kuratowskiho (1896-1980).



Definice 1.2.16 (dvojice) A a B bud’te mnoZiny. MnoZina
(4, B) = {{B, A}, {A}}

je (usporddand) dvojice mnozin A a B.

Uloha 1.2.17 Pomoci aziomu extenzionality dokazte ekvivalenci
(A,B)=(C,D) <= A=CAB=D.

Uspotadanou trojici mnozin A, B a C definujeme jako

(A, B, C) = {(1’ A)7 (2a B)’ (37 C)} )

a nikoli jako (A, (B,C)) nebo ((A, B),C), jak se ¢asto uvadi (i v ucebnicich
teorie mnozin!). Pfi pouziti definice

(A, B,C)= (4, (B, C))

totiz neni jasné, zda mnozina (A, B, C) je uspofddand trojice mnozin A, B a C
nebo uspordadand dvojice mnozin A a (B, C).

Definice 1.2.18 (uspofadané k-tice) Nechl k € N a necht Ay, ..., Ay jsou
mnoziny. Jejich uspordadand k-tice je mnoZina

(A1, ..., Ar) ={(1, A1), (2, Aa), ..., (k, Ax)}.

Uloha 1.2.19 Nechf k,l € N, A = (Ay1,...,Ag) je usporddand k-tice, B =
(B1,...,By) je uspotddand l-tice a A = B. Dokaste, Ze pak k =1 a pro kaZdé
7::1,...,1{3 seAi:Bi.

Standardni usporadané k-tice definované iterovanim dvojice, to jest
(A1, Ag, ..., Ag) = (A1, (Ao, (oo (Ag—1, 4%)...))),

vlastnost uvedenou v predchozi 1iloze pochopitelné nemaji.

1.3 Funkce a relace

Funkce zavedeme mnozinové. Sklddani funkci zavedeme obecné, v souladu s de-
finici a pouzivanim elementarnich funkci ve ¢tvrté prednésce.

e Funkce a shodnost funkci. Pro dvé mnoziny A a B jejich kartézsky soucin je
mnozina

AxB={(a,b): ac A, be B}.

Kazd4 mnozina C' C A x B pak je (bindrni) relace mezi A a B. Misto nélezen{
(a,b) € C piseme aCbh, napt. 2 < 5. Pokud A = B, méame relaci na mnoziné A.




Definice 1.3.1 (funkciondlni relace) Relace C C A x B mezi mnoZinami A
a B je funkciondlni, existuje-li pro kazdé a € A prdvé jedno b € B, Ze aCb.

Definice 1.3.2 (funkce) Funkce (téZ zobrazeni) f z mnoZiny A do mnoZiny
B je usporddand trojice (A, B, f), kde [ je funkciondlni relace mezi A a B.
Zapisujeme ji symbolem

fiA—>B.

Pro kazdé a € A oznacime to jednoznacné b € B, Ze afb, jako f(a). Celou tro-
jici (A, B, f) casto oznacujeme strucné, i kdyz nepresné, jako f, viz ndsledujici
definice a tloha.

Misto f: A — B pisemei A 3> a+— f(a) € B. Mnozina A je defini¢ni obor funkce
f a B je jeji obor hodnot. Defini¢ni obor funkce f oznac¢ujeme symbolem M (f).
Prvek b je hodnota funkce f na jejim argumentu a. Matematickd definice ob-
jektt néjakého druhu neni iplnd bez kritéria jejich shodnosti. To je popis situaci,
kdy dva objekty daného druhu povazujeme za stejné, i kdyz se jako mnoziny
lisi. Piikladem shodnosti jsou izomorfismy rtznych algebraickych a kombinato-
rickych struktur. Obvykle jde o relace ekvivalence (viz definice 1.3.16). Shodnost
funkci v nasem pojeti definujeme nésledovné.

Definice 1.3.3 (shodnost funkci) Funkce (A, B, f) a (C, D, g) jsou shodné,
to jest prakticky totozné, pokud f = g, to jest f a g se rovnaji jako mnoziny
usporddangch dvojic.

Uloha 1.3.4 Funkce (A, B, f) a (C,D,g) jsou shodné <= A=Caf=g.

Jinak feceno, shodné funkce se mohou lisit jen v oborech hodnot.
Pro funkci f: A — B a mnozinu C definujeme mnoziny

fIC] = {f(a): a€ CNA} (C B) ... obraz mnoziny C funkei f a
fHC) = {acA: f(a)€C} (C A) ... vzor mnoziny C funkef f.

Ano, mnozina C je zcela libovolna.
Uloha 1.3.5 Je pravda, ze f7Lf[C]] = C a ze f[f7C]] =C?

e Druhy funkci. Jak vime, N = {1,2,...} a Ny = {0,1,...}. Pro n € N necht
[n] ={1,2,...,n} a necht [0] = . Necht X je libovolnd mnozina a n € Ny. Tii
dulezité druhy funkei jsou posloupnosti, slova a operace.

a:N— X ... jeposloupnost (v mnoziné X) ,
u: [n] > X ... jeslovo (nad abecedou X) a
0: X x X —- X ... je(bindrni) operace (na mnoziné X) .

Pro posloupnost a v X misto a(n) piSeme a,, a oznacime ji jako (a,) C X. Slovo
u nad X rozepiSeme jako ujusg ... u,, kde u; = u(i), i € [n]. Pro n = 0 mdme



prazdné slovo u = (). Hodnotu operace o((a,b)) = ¢ zapiSeme jako aob = c,
napf. 1 +1 = 2. Funkci 0: X — X nazveme unérni operaci (na mnoziné X).
Funkce f: X =Y je

ﬂa
el
Q,
~
—
]
S~—
Il
~
—
8]
\_>
8]
|
H\

prostd (injektivni, injekce)

na (surjektivni, surjekce) PN fIX]=Y,
bijekce (bijektivni) Lt f je na a je prosté ,
konstantni <2 JeeYVzeX(f(z)=c)a

identickda & X CYAVzeX (f(z)=x).
Uzeji rozumime identickou funkef na X funkei idx: X — X, idx (z) = .
Uloha 1.3.6 Kdy je identickd funkce f: X — Y bijekce?

Uloha 1.3.7 Je pravda, Ze kdyz jsou dvé funkce shodné ve smyslu definice 1.3.3,
pak soucasné jsou, resp. mejsou, injektivni? Stejnd otdzka pro surjektivitu, bi-
jektivnost, konstantnost a identiénost.

e Operace na funkcich. Zavedeme tii operace na funkcich. Jsou motivovany
elementarnimi funkcemi ve étvrté piedndsce. Prvni z nich je undrni. Necht
f: X =Y je prostd funkce. Jeji inverzni funkce (inverz) f=! je funkce

FUfIX] = X kde fH(y) =2 = f(z) =y.

Obecnéji i kazdou funkci ¢g: f[X] — Y pro ¥ D X danou timto pfedpisem,
povazujeme za inverzni k f. Nakonec ¢ je shodnd s f~!.

Uloha 1.3.8 Znaceni f7YA] md dva vijznamy, vzor mnoZiny A zobrazenim f
a obraz mnoziny A inverzem f~1. Nemohly by byt v rozporu?

Uloha 1.3.9 Necht f je injekce. Rozhodnéte, zda funkce f a (F~H1 jsou
shodné a zda se mnoZinové rovnaji (jako usporddané trojice). TdZ otdzka pro

Junkee f4 a ((f71)7)".

Operace skladani funkei je binarni. Pro funkce g: X — Y a f: A — B jejich
slozend funkce (slozenina) fog = f(g): X’ — B mé pro kazdé x € X’ hodnotu

f(9)(x) = f(g(x)), pricemz
X' ={zreX: glx)e A} (=g '[A]CX).

V f(g) mluvime o g jako o vnitin{ funkci a o f jako o vnéjs{ funkci.

Uloha 1.3.10 Necht funkce fi1 a fo, Tesp. g1 a go, jsou shodné podle defi-
nice 1.3.3. Je pravda, Ze i funkce f1(g1) a f2(g2) jsou shodné?



Koneéné tieti operace na funkcich je vlastné systém unarnich operaci. Pro
zobrazeni f: X — Y a libovolnou mnozinu Z definujeme restrikei (zizeni)
funkce f na Z jako funkci f|Z: X NZ — Y, kterd ma pro kazdé x € X N Z
hodnotu

(f12)(x) = f(z).

O f pak mluvime i jako o rozsifeni funkce f|Z. Je celkem jasné, ze kdyz f;
a fo jsou shodné funkce s definiénim oborem X a mnoziny Z; a Zy spliuji, ze
X NZy =X NZy, pak i restrikce f1 | Z1 a fo| Zs jsou shodné. Funkee (A, B, f)
je restrikce funkce (X, Z,g), pokud f C g, to jest f =g| A= g|M(f).

Uloha 1.3.11 Ukazte, Ze sloZenina dvou injekct je injekce a Ze sloZenina f(g)
surjekci g: X =Y a f: Y — B je surjekce. Obecné ale sloZenina dvou surjekct
neni surjekce.

Uloha 1.3.12 Pro kazdé tFi funkce f, g a h se fo (goh)=(fog)oh.

Uloha 1.3.13 Ukazte, Ze pro libovolné zobrazeni h: X — Z existuji mnozina
Y a funkce g: X =Y a f:Y = Z, Zeh= fog, g je na a f je prostd.

Uloha 1.3.14 Dokazte, Ze funkce f: X — Y je bijekce, prdavé kdyzZ existuje
funkce g: Y — X, Ze f(g) jeidy a g(f) jeidx.

Uloha 1.3.15 Kdy lze invertovat konstantni funkci?

e Relace ekvivalence. Relaci R C A x A na mnoziné A nazveme reflexivni (resp.
ireflexivn{), kdyz vzdy aRa (resp. nikdy aRa). R je symetrickd, kdyz vzdy z a Rb
plyne, ze bRa. Je tranzitivni, kdyz vzdy z aRb a bRc plyne, ze aRc.

Definice 1.3.16 (relace ekvivalence) Relace ekvivalence je takovd relace na
mnoziné, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Definice 1.3.17 (rozklady) MnozZina A je rozklad mnoZiny B, pokud pruky
mnoZiny A jsou neprdzdné, po dvou disjunkini a |JA = B. Proky v A se casto
nazgvagi bloky (rozkladu A).

Pro relaci ekvivalence R na mnoziné A definujeme mnoziny
[alr={b€ A: bRa} (CA), ac A.

Rikdme jim bloky (relace R). Je jasné, ze kdyz aRb, pak [a]g = [b]g. Pro relaci
ekvivalence R na mnoziné A definujeme mnozinu

A/R={lalg: a € A}.

Uloha 1.3.18 Je-li R relace ekvivalence na A, pak A/R je rozklad mnoziny A.
Ddle plati, Ze b,c € A leZi v jednom bloku tohoto rozkladu, prdvé kdyz bRc.



Pro rozklad X mnoziny Y definujeme relaci Y/X = R na Y jako

xRy PN 3Z€X($7yEZ).

Uloha 1.3.19 Je-li X rozkladem mnoziny Y, pak Y/X je relace ekvivalence na
mnozin€ Y. Dadle plati, Ze x,y € Y leZi v jednom bloku rozkladu X, prdavé kdyz
z(Y/X)y.

Uloha 1.3.20 Je-li R relace ekvivalence na A a B je rozklad mnoZiny A, pak

A/(A/R)=R a AJ(A/B)=B.

1.4 Suprema a infima

Relace R na mnoziné A je trichotomickd, pokud pro kazdé a,b € A plati, ze aRb
nebo bRa nebo a = b.

e Linedrni uspordddni predstavuji zakladni matematickou strukturu.

Definice 1.4.1 (linedrni uspofadani) Linedrni uspordddni (zkratka LU) je
wreflexivnt, tranzitivnd a trichotomickd relace na mnoZiné.

Linedrni usporaddani na mnoziné A oznacujeme jako (A, <). Pro a,b € A pak
znaceni a < b znamena, ze a < b nebo a = b, a znac¢eni a > b znamena, ze b < a.
Podobné pro a > b. Relace < a > jsou ,ostré“, < a > jsou ,neostré®.

Uloha 1.4.2 Relace < a > jsou reflexivng, tranzitivni a trichotomické.

Uloha 1.4.3 Dokazte, Ze v linedrnim uspordddni (A, <) pro kaZdé dva proky
a,b € A vidy nastavd prdvé jedna z moznosti a < b, b < a, a = b.

e Suprema a infima. Nechf (A, <) je LU a B C A. Mnozina B je shora omezend,
kdyz existuje h € A, ze pro kazdé b € B je b < h. Prvek h pak je horni mez
mnoziny B. Mnozinu hornich mez{ mnoziny B ozna¢ime jako H(B) (C A). Po-
dobné definujeme omezenost zdola, dolni meze a mnozinu D(B) (C A) dolnich
mez{ mnoziny B. Prvek m € B je maximum (nejvétsi prvek) mnoziny B, kdyz je
horni{ mez{ mnoziny B. Podobné se definuje minimum (nejmensi prvek) mnoziny
B. Tyto prvky znaéime max(B) a min(B). Pro B = () nejsou definované.

Uloha 1.4.4 Ukazte, Ze maxima a minima jsou jednoznacnd.

Uloha 1.4.5 Kazdad neprazdnd koneénd podmnozina linedrniho usporddani ma
MazTimum & minimum.

V teorii redlnych ¢isel hraji zékladni roli suprema a infima jejich mnozin.
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Definice 1.4.6 (sup a inf) Necht (A, <) je LU a B C A. Proky
sup(B) = min(H(B)) (€ A) a inf(B) = max(D(B)) (€ 4),

pokud existuji, nazveme po Tadé supremem a infimem mnoZiny B.

Na rozdil od maxima a minima nemusi supremum ani infimum v dané mnoziné
lezet. Tteba pro (4, <) = (R, <) s obvyklym linedrnim uspofdddnim redlnych
¢isel ((R, <) definujeme pozdéji, zde predpokldddme jejich intuitivni znalost),
B =10,1) a B'=10,1], se sup(B) = sup(B’) = 1.

Uloha 1.4.7 Suprema a infima jsou jednoznacénd.

Uloha 1.4.8 Dokaste ndsledugjici tvrzeni. Zformulugte a dokazte analogické tur-
zend pro infima.

Tvrzeni 1.4.9 (aproximace suprem) Necht (A, <) je LU, BC A ac€ A.
Pak ¢ = sup(B) <= pro kazdé b € B jeb < ¢ a pro kazdé a € A s a < ¢
existuje b € B, Ze a < b.

Prvek sup(B) tak lze zezdola aproximovat libovolné tésné prvky mnoziny B.

1.5 Racionalni ¢isla

Redlna &fsla jsou vybudovéna ze zlomku, které ted piipomeneme. Ke kon-
strukeim pfirozenych a celych &isel se vratime v MA 1T,

e Raciondlni éisla neboli zlomky. Necht
Z=A{...,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

jsou celd ¢isla, s obvyklymi operacemi séitani + a nédsobeni -, s obvyklymi ne-
utrdlnimi prvky 0 a 1 a s obvyklym linedrnim uspofddanim <. Polozime

Z={2:meZ necZ\{0}},
kde ™ oznacuje uspoifddanou dvojici (m,n). Prvky mnoziny Z jsou takzvané

protozlomky. Relaci shodnosti ~ na Z definujeme vztahem

~— < kn=Im.

k m det
l n

Uloha 1.5.1 Dokazte, Ze ~ je relace ekvivalence na Z.

Definice 1.5.2 (raciondlni &isla) Necht Q = Z/~. Blokim [2].. € Q Fikdme

raciondlnd &isla ¢i zlomky. Casto je zapisujeme jednoduse jako = nebo m/n.
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Diky vnofeni Z > m + [F]~ € Q pohlizime na celd ¢isla jako na podmnozinu
zlomka.

Pro nasledujici ulohu pfipominame, ze ¢isla m,n € Z jsou nesoudélnd, kdyz
jejich jediné spolecné délitele jsou —1 a 1. Protozlomek “* je v zdkladnim tvaru,
kdyz n > 0 a ¢isla m a n jsou nesoudélnd. Mnozinu takovych protozlomku
oznacéime jako Z, (C Z).

Uloha 1.5.3 (reprezentanti zlomki) Fristuje prdvé jedna takovd bijekce
fQ—=2,,
ze vidy je f([m/n].) € [m/n]..

Zlomky tedy maji (kanonicky) systém ruznych reprezentanti v podobé protoz-
lomku v zékladnim tvaru.

e Usporddand télesa. Zatneme definici téles.

Definice 1.5.4 (télesa) Téleso Xt je algebraickd struktura
XT = (X7 0X7 1X7 +, ) )

kde X je mnoZina, Ox,1lx € X jsou dva rizné prvky, +,-: X?> — X jsou dvé
operace na X (,sc¢itant® a ,ndsobeni“) a v niZ pro kazdé o, B,y € X plati
ndsledujici axiomy. Jednok o +0x = a-1x = «, prvky Ox a 1lx jsou tedy
neutrdlni k prislusnym operacim. Ddle plati

a+B=0F+a komutativita operace + ,
a-f=0 « komutativita operace - |
(a+8)+yv=a+(B+7) asociativita operace + ,
(a-B)-vy=a-(B-v) ... asociativita operace - a
a-(B+7)=(a-B)+ (a-v) distributivita - vzhledem k + .

Konecné plati, zZe

Vadp (a + 8= OX) existence aditivnich inverzi a

Va#0x dvy (a Sy = lT) ezistence multiplikativnich inverzu .

Aditivnd inverz 8 znacime jako —a a multiplikativnd inverz v jako é nebo 1/«

nebo oL,

Okruh je algebraickd struktura Ro = (R,0g, 1g,+, ) spliujici vSechny axiomy
télesa, s moznou vyjimkou posledniho (multiplikativni inverzy nemusi v Ro
existovat). Napiiklad celd ¢isla Z tvoif okruh.

Uloha 1.5.5 V kazdém télese je aditivni i multiplikationi neutrdlni prvek jed-
noznacné uréeny. Totéz plati pro aditivni i multiplikativnd inverzy.
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Uloha 1.5.6 Popiste nejmensi mozné dvouprvkové téleso.

Definice 1.5.7 (uspotfddand télesa) Usporddané téleso je algebraickd struk-
tura Tyt = (T, 07, 17, +,-, <), kde (T,0p, 17,4+, ) je téleso, (T, <) je LU a kde
pro kazdé o, B,y € T plati dva axiomy uspordddni, totiz

a<fB=a+vy<B+4+7v ... souhra operace + a relace < a
a>0rAB>0r=a-8>07r ... souhra operace - a relace < .

Uloha 1.5.8 Kazdé uspoiddané téleso je nekonecné.

Nésledujici tvrzeni dokdZzeme v MA 17. Tam také pifipomeneme aritmetiku
zlomku, kterd je ¢tendice jisté dobfe znama. Pfipomindme, ze ~ je relace shod-
nosti protozlomku.

Tvrzeni 1.5.9 (0 Q) Q spolu se svymi prvky Og = [%]~ a 1g = [{]~, obvyklymi
operacemi + a - a obvyklym linedrnim uspordddnim < tvori usporddané téleso.
Uloha 1.5.10 Y % 1, takze 0 # 1q.

Misto Og a 1g vétSinou piSeme strucné jen 0 a 1.

e Neuplnost zlomku. Zlomky ale postradaji dulezitou vlastnost uplnosti, kterou
maji redlnd c¢isla. Kvili ni se redlna ¢isla definuji.

Definice 1.5.11 (tplnost) Linedrni uspordddni je iplné, md-li kazdd jeho

neprdzdnd a shora omezend podmnozina supremum.

Uloha 1.5.12 Co je supremem prazdné mnoziny? Co je supremem shora neo-
mezené podmnoziny?

Uloha 1.5.13 Dokazte, Ze v uplném usporddaném télese kaZdd neprdzdnd a zdola
omezend podmnozZina md infimum.

Uloha 1.5.14 (archimedovskost) Dokazte, Ze iplné uspordadané téleso Tyt
je archimedovské, kazdy prvek x € T md horni mez tvaru

r<lp+1p+---+1p.

Tento termin odkazuje na Archiméda ze Syrakus (asi 287-asi 212 pred nasim
letopoctem,).

Z nésledujici véty plyne, ze linedrni usporddani (Q, <) nenf iplné. V jejim
diikazu pouzijeme axiom indukce. V MA 1t uvidime, Ze axiom indukce plyne
ze zakladnéjsich mnozinovych axiomu.

Axiom 1.5.15 (axiom indukce) KaZdd neprdzdnd mnoZina B C N md ve
standardnim linedrnim uspordddni (N, <) minimum.
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Véta 1.5.16 (v/2 € Q) Rovnice 2% = 2 nemd v oboru zlomki Fesen.

Diikaz. Sporem. Necht pro a,b € N se (a/b)? = 2. Tedy a® = 2b%, takze a,b je
fegeni rovnice 22 = 2y2. Podle axiomu indukce lze vzit minimalni a. Cislo a? je
sudé, tedy i a je sudé a a = 2¢ pro néjaké ¢ € N. Pak ale

(2¢)% = 20% ~ 4c? = 207 ~ b? = 262 .

Dostali jsme nové feseni b, c € N rovnice 22 = 2y2. Ale b < a, ve sporu s mini-
malitou feSeni a, b. O

Uloha 1.5.17 Pro¢ je b < a? Pro¢ je c¢islo a sudé? Nemeéli jsme na zacdtku
dikazu psat spis a € Z & be Z\ {0} 7

Dausledek 1.5.18 (netdplnost Q) LU (Q, <) nend dplné. Napriklad mnoZina
X ={z € Q: 22 <2} (C Q) je neprdzdnd a shora omezend, ale nemd
supremum.

Diikaz. Prvni dvé vlastnosti mnoziny X jsou jasné, 1 € X a z < 2 pro kazdé
x € X. Pro spor necht s = sup(X) € Q. Patrné s > 0. Kdyz s? > 2, existuje
zlomek r, Ze 0 < r < s a (s —r)? > 2. Pak ale pro kazdé z € X je s —r > x.
To je spor s tim, Ze s je nejmensi horni mez mnoziny X. Kdyz s? < 2, existuje
zlomek r > 0, 7ze (s +1)? < 2. Tedy s +r € X a mdme spor s tim, Ze s je horni
mez mnoziny X. Podle trichotomie musi byt s? = 2. To podle piedchozi véty
neni mozné. a

Uloha 1.5.19 Pro Zlomky r uved'te néjaké konkrétni hodnoty. Pochopitelné
zaviseji na zlomku s.

1.6 Cantorova realna c¢isla

Uvedeme Cantorovou definici redlnych ¢isel. V ni je realné ¢&islo blok Cau-
chyovych posloupnosti zlomku. Kazdy tento blok je ale nespocetnd mmnozina.
V MA 1" popiseme Dedekindovu konstrukei redlnych éisel, v niz kazdé realné
¢islo je dédi¢né nejvyse spocetnd mnozina. Némecky matematik Georg Can-
tor (1845-1918) je tvurcem teorie mnozin. Francouzsky matematik Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857) patif k zakladatelum matematické analyzy, zejména
té v komplexnim oboru. Némecky matematik Richard Dedekind (1831-1916)
ucinil v r. 1858 epochalni matematicky objev, ze redlna cisla je mozné sestrojit
z piirozenych ¢isel pomoci tzv. fezl na mnoziné zlomku.

e Redlnd cisla. Posloupnost (a,) C Q je Cauchyova, kdyz pro kazdé k € N
existuje ng € N, ze
m, n>ng = |ay —an| < 1/k.

Budeme pracovat s mnozinou

C ={(ay): (an) C Q a je Cauchyova} .
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Podobné jako na Z i na mnoziné C definujeme relaci ekvivalence shodnosti ~.
Polozime (ay,) ~ (by,), pravé kdyz pro kazdé k existuje ng, ze

n>ng = la, — by < 1/k.
Uloha 1.6.1 Dokazte, e ~ je relace ekvivalence na C.

Uloha 1.6.2 Dokazte, e (a,) a (by) v C jsou shodné, pravé kdyz pro kazdé k
existuje ng, zZe
m,n>ng = lam — by < 1/k.

Definice 1.6.3 (Cantorovo R) Polozime R = C/~. Tuto mnozinu bloki re-
lace ekvivalence ~ na C' nazveme mnoZinou redlnych éisel.

o Aritmetika redlngjch céisel. Redlna ¢isla nula a jednicka jsou Og = [(0,0,...)]~
alg =[(1,1,...)]~. Soucet a soucin redlnych ¢isel [(an)]~ a [(bn)]~ je

[(@n)]~ + [(0n)l~ = [(an +bn)]~ @ [(an)]~ - [(0n)]~ = [(@n - bn)]~ -

Uspordddni na R definujeme tak, ze [(an)]~ < [(bn)]~, pravé kdyz existuji ¢isla
k a ng, ze

n>nyg=a, <b,—1/k.

V nésledujicich tfech tvrzenich dokazeme korektnost téchto definic. Ziejmé
(0,0,...) e Ca(l,1,...) € C, tudiz Og, 1g € R.

Tvrzeni 1.6.4 (korektnost + a - poprvé) Necht (ay) a (b,) jsou v C. Pak
také (an + by) a (apby) jsou v C.

Dukaz. Necht (a,),(b,) € C a je déno k. Pro kazdé velké m a n je |a,, —
anl, |bm — bn| < 1/2k. Pro tatdz m a n tedy je

[(@m 4 bm) — (an + bn)| < lam — an| + |bm — bn| < 1/2k+1/2k=1/k

a (an, + by) je Cauchyova.

Protoze Cauchyova posloupnost je omezena, existuje [, ze pro kazdé n je
|an|, |bn| < 1. Pro kazdé velké m a n je |am — anl, |bm — bn| < 1/2lk. Pro tataz
m a n tedy je

|@mbm — anbn| < lam| - |bm — bu| + [bul - |am — an] < 1/2lk +1/2lk = 1/k
a (an,by) je Cauchyova. O
Soucet a soucin dvou redlnych ¢isel je tedy redlné cislo.

Tvrzeni 1.6.5 (korektnost + a - podruhé) Necht (ay,), (by) a(c,) jsouvC
a (an) ~ (cn). Pak

(an + bn) ~ (Cn + bn) a (anbn) ~ (Cnbn) .
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Dukaz. Necht (a,), (bn) a (¢,) jsou, jak uvedeno, a je ddno k. Jako difve
vezmeme [, ze pro kazdé n je |b,| < I. Pro kazdé velké n je |a, — c,| < 1/k. Pro
tato n je

|(an + bn) - (Cn + bn)‘ == ‘an - Cn| S 1/k

a (an + by) ~ (cy + by). Pro kazdé velké n je téz |a, — ¢,| < 1/1k. Tedy
|anbn — crbn| = |an — cnl - [bn| < U/lk=1/k
a (anbyn) ~ (cnbn). a

Odtud plyne, ze pokud (a,), (al,), (by) a (b)) jsou v C a (an) ~ (al,) a (by) ~
(b,), pak

[(an + bn)l~ = [(an, + )]~ a [(anbn)l~ = [(a,b))]~ -
Soucet ani soucin v R tedy nezavisi na reprezentujicich posloupnostech.

Tvrzeni 1.6.6 (korektnost usporadani) Necht (an), (by), (cn), (dn) jsou
v C, (an) ~ (cn) a (bn) ~ (dn). Pak

[(an)]~ <[00l = [(ea)l~ <[(bn)]~ = [(an)]~ < [(dn)]~ -

Dukaz. Necht (ay,), (by), (cn) a (dn) jsou, jak uvedeno. Necht plati prvni
srovnéni, takze pro néjaké k a kazdé velké n je a, < b, — 2/k. Pro kazdé
velké n je také |a, — ¢p| < 1/k. Pro kazdé velké n tak

en < am+1/2k <by—2/k+1/k=b, —1/k

a [(cn)]~ < [(bn)]~. Necht plat{ druhé srovnéni, takze pro néjaké k a kazdé velké
n je cp < by, — 2/k. Pak opét pro kazdé velké n

an < cn+1/k < by —2/k+1/k =b, —1/k

a [(an)]~ < [(bn)]~. Ekvivalence [(apn)]~ < [(bn)]~ <= [(an)]~ < [(dn)]~ se
dokazuje podobné. |

Odtud plyne, ze pokud (ay,), (al,), (by) a (b)) jsou v C a (a,) ~ (a),) a (by,) ~
(v, pak

[(an)]~ <[(bn)l~ = [(ag)]~ < [(7)]~ -
Porovnani dvou redlnych ¢isel tedy nezavisi na reprezentujicich posloupnostech.

Aritmetiku redlnych ¢isel tak méme korektné definovanou. Dokazeme, ze v ni
realnd ¢isla tvofi usporadané téleso. Za¢neme tim, ze tvori okruh.

Tvrzeni 1.6.7 (R je okruh) Rp = (R,Og, 1g, +, -) je okruh.
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Dikaz. Odvodime to z faktu, ze Qo = (Q, 0g, 1g, +, ) je okruh. Ten vezmeme
ted jako dany, dokdzeme ho v MA 1+. Necht Q = QY je mnozina vsech po-
sloupnosti (a,) C Q. Vezmeme algebraickou strukturu

QO = (Q7 OQa 1Q7 +a ) )

kde 0g = (0g,0q;--..), 1o = (1g, lg,...) a soucet a soucin jsou definovany po
slozkéach,
(an) + (bn) = (an +bn) a (an) - (bn) = (an - bn) .

Patrné Qo je okruh—kazda soufadnice je okruh Qg a splnéni axiomu okruhu
v kazdé soutadnici implikuje jejich splnéni v Qo.

Ovsem C' C Q a vyse jsme dokazali, ze mnozina C' je uzaviena na konstantni
operace 0g a 1g a na bindrni operace s¢itani a ndsobeni po slozkdch. Takze
Co = (C,00,1g,+, -) je podokruh okruhu Qo . Redlnd ¢isla sebou nesou surjekei

F:C =R, Fan) = F((an)) = [(an)l~ ,

v niz F(a,) = F(by,), pravé kdyz (a,) ~ (b,). Vyse v tvrzenich 1.6.4 a 1.6.5
jsme dokazali, ze operace + a - v Co se pomoci F' zvednou na operace v Rg.
Axiomy okruhu se tim zachovaji, takze Rp tvoii okruh. O

Qo je téleso, ale ani Qo ani Co neni téleso. Treba rovnost
(0,1,0,0,0,...)-(1,0,0,0,0,...)=(0,0,0,0,0, ...)=0g,

ukazuje, Ze v Co souéin dvou nenulovych prvki mize byt nula. Ted ale dokdZeme,
ze zvednutim nasobeni pomoci F' do Rp dostaneme téleso, dokonce usporadané.

Véta 1.6.8 (R je UT) Vyse definovand algebraickd struktura
RUT = (R; O]Ra 1R7 +a Yy <)
je uspordadané téleso.

Dikaz. Podle predchoziho tvrzeni je Ryt okruh. Zbyvé dokédzat, ze (i) v Ryt
existuji multiplikativni inverzy, ze (i) (R, <) je LU a ze (iii) v Ryt plati oba
axiomy usporadani.

(i) Necht @ = [(an)]~ € R je nenulové &islo, takze (ay) # (0,0,...). Tedy
|an| > 2/ pro ngjaké | a nekonetné mnoho n. Protoze (a,) € C, je |an| > 1/1
pro kazdé velké n. Definujeme b, = 1/a, pro a, # 0 a b, = 0 pro a, = 0.
Ukéazeme, Ze (b,) € C. Pro dané k pro kazdé velké m a n je |an, — a,| < 1/1%k.
Pro kazdé velké m a n pak je

|bm_bn|zwgﬁzl
|aman| P’k k
a (b,) € C. Polozime = [(b,)]~ € R a dostaneme, ze o - § = 1y, protoze
anby) ~ (1,1,...). Tedy B = a~ L.
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(ii) Ireflexivita a tranzitivita relace < jsou vidét hned. Dokdzeme jeji tri-
chotomii. Necht a = [(a,)]~ a 8 = [(bn)]~ jsou dvé ruznd redlna ¢isla. Tedy
(an) # (by,) a napiiklad a, — b, > 2/k pro néjaké k a nekoneéné mnoho n;
druhd moznost s a,, — b, < —2/k se tes{ podobné. Protoze (a,), (b,) € C, je
an — by, > 1/k pro kazdé velké n. Tedy b, < a,, — 1/k pro taton a 8 < a.

(iii) Necht o = [(an)]~, B = [(bn)]~ a v = [(cn)]~ jsou tii redlna &isla.
Pokud a < f, pak a,, < b, — 1/k pro néjaké k a kazdé velké n. Pak i a, + ¢, <
by 4 ¢n — 1/k pro tato n a o+ < B + 7. Pokud Og < a, 3, je 1/vVk < an, b,
pro né&jaké k a kazdé velké n. Pak 1/k < a,b, pro tato n a tedy Og < o8. Oba
axiomy uspoiradani tak plati. O

Ryt v sobé prirozenym zpusobem obsahuje Qur.

Definice 1.6.9 (raciondlni redlna é&isla) Cislo a € R je raciondlni, pokud
a=|[(a,a,...)]~ pro néjaké a € Q. Cislo [(a,a,...)]~ oznacime jako G.

Uloha 1.6.10 Dokaste, Ze zobrazeni f: Q — R, f(a) = @, je izomorfismus
Qut s uspordadanym podtélesem raciondlnich redlnych éisel v Ryr.

Pokud tedy chceme pracovat se zlomkem a jako s redlnym c¢islem, chapeme ho
jako raciondlni realné ¢islo a.

e Princip neostrych nerovnosti. V definicich a algebraickych upravach v UT R
jsme se snazili a budeme se snazit systematicky pouzivat, kdykoli to je mozné,
neostré nerovnosti < a > misto ostrych < a >. Naptiklad vyse v definici LU na R
jsme misto n > ng = a, < b, —1/k napsali n > nyg = a,, < b, —1/k. Duvodem
nasi preference neostrych nerovnosti je fakt, ze pro x,y € R se nerovnost x < y
po vynésobeni nezdpornym realnym ¢islem z > 0 zachova, ale ostrd nerovnost
x < y se zachovat nemusi.

Uloha 1.6.11 Proé?

Neostré nerovnosti jsou tedy ,bezpecnéjsi“ nez ostré.

° (jplnost redlngch c¢isel. Rozsitenim zlomku do redlnych ¢isel ziskdme tplnost.
V pristim oddilu ale uvidime, ¢im se za to plati. V dukazu tuplnosti R pouzijeme
nasledujici zajimavy vysledek.

Véta 1.6.12 (pravéta o limité monoténni posloupnosti) Necht a; > as

> ag > -+ > b jsou zlomky. Pak (a,) je Cauchyova posloupnost.

Diikaz. Necht (a,) C Q a b € Q jsou, jak uvedeno. Pro kazdé dva indexy m < n
pak je 0 < a,, — a,, < a3 — b. Kdyby (a,) nebyla Cauchyova, existovalo by &

a takova posloupnost pfirozenych ¢isel mg < mi < ..., Ze pro kazdé ¢ € N je
Qm; — Gm,;_, > 1/k. Pro kazdé n € N s n/k > a; — b pak dostdvdme spor, ze
am,, — Amgo = Z?:l (ami - a’mi—l) 2 % >ay — b. U
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Nerostouci a zdola omezend posloupnost zlomku tak vzdy definuje redlné cislo.
Tato forma véty 2.3.3 o limité monoténni posloupnosti (redlnych ¢isel) funguje,
i kdyz jesté neni dokazana dplnost R. Dokonce pro ni ani nepotiebujeme R.

Uloha 1.6.13 Zformulujte a dokaZte tuto vétu pro pripad neklesajici posloup-
nosti zlomka.

Dokazeme tplnost R.

Véta 1.6.14 (tplnost R) Linedrni usporddini (R, <) je dplné.

Diikaz. Necht mnozina B C R je neprdzdna a shora omezend. Induktivné defi-
nujeme dvé posloupnosti racionélnich redlnych ¢isel (@), (b,) C R. Na zacitku
a1 € R je libovoln4 raciondlnf hornf mez mnoziny B a b; = 1. Necht ag, ..., @,
a by, ..., b, jsou uz definované. Je-li @, — b, horni mez mnoziny B, polozime
Upt1l = Qp — b, a bpnt1 = b,,. Pokud neni horni mezi, takze 8 > a, — by, pro
néjaké B € B, polozime G, y1 = Gy, a byy1 = b, /2. Tuto proceduru opakujeme.
Ziskand posloupnost (a,,) je nerostouci a kazdy jeji ¢len je horni mez mnoziny
B. Diky B # 0 je (a,) zdola omezend. Tedy (loha 1.6.10) (a,) C Q je neros-
touci a zdola omezend posloupnost. Podle véty 1.6.12 je (a,) € C. Ukazeme, Ze
o = [(an)]~ = sup(B).

Necht a < 3 = [(cp)]~ € B. Pak a,, < ¢, — 1/k pro néjaké k a kazdé velké
n. Protoze (¢,) € C, muzeme vzit m, ze pro kazdé velké n je a,, < ¢, — 1/2k.
Pak ale @, < 8, coz nelze (@, jsou horni meze mnoziny B). Pro kazdé § € B
je tedy a > B a « je horn{ mez mnoziny B. Nechf v € R s v < «. Diky
B # ) se krok ptileni b,, provede nekoneénékrat a tedy existuji m a 8 € B, ze
B> @m — by >a—(a—7)=7vaB>~. Tedy a je nejmensi horni mez B. O

Podle tlohy 1.5.14 je uspofddané téleso Ryt archimedovské. Z definice (R, <)
to ale plyne piimo a jednoduseji, tiplnost R se nepotiebuje.

Diisledek 1.6.15 (v/2 € R) Rouvnice 22 = 2 md v oboru redingch cisel resen.

Ditkaz. Vezmeme mnozinu X = {a € R: a? < 2}. Podle véty 1.6.14 existuje
supremum s = sup(X) € R. Stejné argumenty jako v dukazu dusledku 1.5.18
ukazuji, Ze nenastdva ani s2 < 2 ani s? > 2. Tedy s? = 2. O

Zobecnime to v nasledujici vété, kterou dokdzeme pozdéji v dusledku 6.3.7. Spo-
jitost funkce znamend—pozdéji to definujeme presné—ze mald zména jejiho
argumentu zpusobi malou zménu jeji hodnoty.

Véta 1.6.16 (Bolzano—Cauchyova) Necht a < b jsou v R a f:[a, b] - R
je takovd spojitd funkce, Ze f(a)f(b) < 0. Potom existuje ¢islo ¢ € [a,b], Ze

f(e) =0.

Bernard Bolzano (1781-1848) byl Gesko-italsko-némecky knéz, filosof a mate-
matik.

19



1.7 Spocetné a nespocetné mnoziny

Zacneme definici koneénych a nekone¢nych mnozin.

e Koneéné a nekoneéné mnoziny. Mnozinu N pfirozenych ¢isel mame danu
a konec¢nost, resp. nekoneénost, mnoziny X definujeme pomoci zobrazeni z N

do X.

Definice 1.7.1 ((ne)koneénost) X je nekonecnd mnozina, existuje-li prostd
funkce f: N — X. Kdyz X neni nekonecnd, je koneénd.

Uloha 1.7.2 Pro kazdou koneénou mnozinu X existuje surjekce f: N — X.
Uloha 1.7.3 Pro kazdou konecnou X existuje n € Ny a bijekce f: [n] — X.
e Spocetné a nespocetné mnoziny. Dostavame se k velkym mnozindm.

Definice 1.7.4 (nespocetné mnoziny) Definujeme ndsledujici mnoZiny.
1. Mnozina X je spocetnd, kdyz existuje bijekce f: N — X.

2. Mnozina X je nejvyse spocetnd, je-li konecnd nebo spocetnd.

3. Mnozina X je nespocetnd, kdyZ neni nejvyse spocetnd.

N je patrné spocetnd mnozina. Existuji ale néjaké nespocetné mnoziny? Uz
jsme prozradili, ze kazdé redlné ¢islo [(an)]~ je nespoCetnd mnozina. Za chvili
dokézeme, ze i R = C'/ ~ je nespocetnd mnozina.

Véta 1.7.5 (spocetnost Q) Mnozina zlomki Q je spocetnd.

Diikaz. Piipomenme si, ze Z, (C Z) jsou protozlomky ™ v zdkladnim tvaru.
Podle tlohy 1.5.3 staci ukazat, ze Z, je spocetnd. Pro 7 € Z, definujeme normu
74| = |m| +n € N a seznamy

Z(j) = (Zl,j <295 < < 2k, gt Zij € Ly, |z, 5| :j)v jeEN.

Naptiklad
20 = (<P <F<L<i<i<ic<d)ab-s.
Zde % ¢ Z(5), protoze protozlomek % neni v zdkladnim tvaru. Patrné j # 5’

)
= Z(j)NZ(j') = 0, kazdd Z(j) je konetnd a neprazdnd a ;. Z(j) = Z,.
Zobrazeni f: N — Z, definujeme jako

J) =211, f(2) =221, -, f(k1) = 2iy, 1, fR1+1) =212, ...

— hodnoty funkce f nejprve projdou k; sefazenych protozlomku v Z(1), pak ko
sefazenych protozlomku v Z(2), a tak ddl. Obecnéd hodnota je pro j € N rovna

f(k‘l-‘rk'g-‘r"'-f—kj,l-’-i):Zi’j, ’L'E[kj],

kde pro j = 1 tento argument funkce f definujeme jako i. Lehce se vidi, ze f je
bijekce. a
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Uloha 1.7.6 Dokazte, Ze mnozZina Z celyjch cisel je spocetnd.

e Cantorova véta. Nespocetnost mnoziny R plyne ze zdkladni véty o mnozinach
pochézejici od G. Cantora: potence P(X) = {A: A C X} je mnohem v&tsi
mnozina nez X.

Véta 1.7.7 (Cantorova) Neezistuje surjekce f: X — P(X) z mnoZiny na jeji
potenci.

Diikaz. Necht X je mnozina a f: X — P(X) je libovolna funkce. Ziskame z ni
takovou mnozinu Y, ze (i) Y C X a (i) Y & f[X]. Tedy f neni na. Polozime

Y={xeX: z¢& f(x)}. Pak (i) jisté plati. Reknéme, ze pro néjaké y € X
se f(y) = Y. To vede ke sporu: pokud y € Y, je y € f(y) = Y, a pokud
y €Y = f(y), je y € Y. Takze plati i (ii). ]

Uloha 1.7.8 Necht X =0). Co je Y ?
Uloha 1.7.9 Dokaste ndsledugici tvrzend.

Tvrzeni 1.7.10 (prostid Cantorova véta) Neexistuje injekce f: P(X) = X
z potence mnoziny do ni.

Jako {0,1}" oznaéime mnozinu (véech) posloupnosti (a,) C {0,1}. Je to
nespocetna mnozina.

Diisledek 1.7.11 (o {0,1}") Neezistuje surjekce f: N — {0, 1}N.

Diikaz. Zobrazeni g: {0, 1} — P(N), g((a,)) = {n € N: a, = 1}, je patrné
bijekce. Kdyby existovala uvedend surjekce f, slozenina go f by byla funkce z N
na P(N), coz je v rozporu s vétou 1.7.7. O

Uloha 1.7.12 Dokazte, e g je bijekce.

e Rozvoje. Realna ¢isla v definici 1.6.3 jsou teoretickd. Prakticky je zapisujeme
jako ,nekonecné“ desetinné rozvoje.

Definice 1.7.13 (rozvoje) (Nekoneéngm desetinngm) rozvojem p rozumime
kazdou takovou posloupnost

p=0p0p—-1 ... 00.A_1Q_92 ... ,

kde n € N, a, € {+,—}, pro kazdé m < n —1 je ap,, € {0,1,...,9} a kdyz
an—1 =0, pakn=1.
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Napiiklad v rozvoji ¢isla # = 3.1415... jen =1, a1 = +, ag = 3, a_1 = 1,
a_s = 4 a tak dél (znaménko + se v konvenénim zapisu vypousti). Mnozina
rozvoju je R. Je dobfe zndmd korespondence F': R — R, v niz F(p) je

[(ean—110""", e(an—110""" + a,—210"72),
e(an-110""" + 4, 210" + a, 310" %), .. )]

se=1proa, =+ ae=—1pro a, = —. Devitkovy rozvoj p ma maximélni
nekonecény usek cifer a,, = am_1 = Gm_2 = --- = 9, pficemz zacitek tseku
m € Ny je jednoznaéné uréeny podminkou, Ze bud m = n—1, anebom <n—1
a amy1 < 9. Néslednik devitkového rozvoje vznikne pfepsanim devitek v tomto
useku na nuly a pak kdyz m < n—1 zvétsenim cifry a,,+1 01, akdyzm =n—1
prediazenim cifry 1 a zvétsenim n o 1. Znaménko a ostatni cifry se zachovaji.

Definice 1.7.14 (sdruzené rozvoje) Duva rozvoje p # p' jsou sdruZené, po-
kud bud {p,p'} = {+0.000...,—0.000...}, anebo jde o devitkovy rozvoj a jeho
ndslednika.

Uloha 1.7.15 Dokazte, Ze dvojic sdruzenijch rozvoju je spocéetné mnoho.
Piiklady posledné zminénych sdruzenych rozvoju jsou

{—23.56999..., —23.57000...} a {4+999.999..., +1000.000...} .
Jinym piikladem jsou zndmé ,paradoxni® —viz [1] —sdruzené rozvoje

{k, K’} = {+0.999..., +1.000...} .

Podle nésledujici véty se F(k) = F(k') = 1g, i kdyz k # .
Véta 1.7.16 (RaR) F: R —» R je na a F(p) = F(p)) < p = p' nebo
{p, 0"} jsou sdruzené rozvoje.
Tuto vétu dokdZeme v MA 17T.
e Nespocetnost R. Dokazeme, ze redlna ¢isla jsou nespocetné.
Disledek 1.7.17 (dan za uplnost) Neezistuje funkce z N na R. Redlnd éisla
tvorTi mnespocetnou mnozinu.

Dikaz. Prvky v R bereme podle piedeslé véty jako rozvoje. Vezmeme mnozinu
rozvoju

X={+0.a_1a_2...a_p -+ a_pm €{0,1}, m e N} .

Zizeni F | X je diky posledni vété prosté. Pro y € Y = F[X] C R oznacime
jako F~1(y) to jediné x € X, ze F(x) =y. Tedy F~1: Y — X je bijekce.

Pro spor necht f: N — R je na. Tedy mame surjekci fo: N — Y. Zfejmé také
méame bijekci g: X — {0, 1}, Ve sporu s diisledkem 1.7.11 tak méme surjekci

h=g(F~"(fo)): N—{0,1}" .
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Uloha 1.7.18 Pro¢ mdme surjekci fo? Pro¢ mame bijekci g? Proc je funkce h
surjekce?

Nespocetnost{ R se zabyva ¢lanek [9]. Vychdzi z dudlni formulace, Ze neexistuje
injekce z R do N.
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Kapitola 2

Prednaska 2. Existence
limit posloupnosti

V oddilu 2.1 kapitoly dopliujici druhou prednasku
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred2.pdf

z 29. 2. 2024 zavedeme aritmetiku nekonecen a rozsirenou realnou osu
R* =RU{—00,+00}.

V tvrzeni 2.1.7 dokdzeme, ze v (R*, <) m4 kazdd podmnozina infimum i supre-
mum. Véty 2.1.9 a 2.1.10 podrobné popisuji aritmetiku nekonecen. Definujeme
okoli bodu a nekone¢en. Hlavni definice 2.1.16 zavddi soucasné vlastni i ne-
vlastni limitu redlné posloupnosti. Definice 2.1.17 zavadi robustnost vlastnosti
posloupnosti.

0ddil 2.2 je vénovan hlavné podposloupnostem. Véta 2.2.5 uvadi, ze kazdéd
realnd posloupnost ma podposloupnost s limitou, a pomoci podposloupnosti
charakterizuje situace, kdy limita posloupnosti viibec neexistuje, popiipadé se
nerovnd zadanému prvku A € R*. V tvrzeni 2.2.10 spocitdme, ze limn!/™ = 1.
Potiebujeme k tomu binomickou vétu, kterou pfipomeneme v iloze 2.2.9.

0ddil 2.3 obsahuje pét vét o existenci limit redlnych posloupnosti. Podle
véty 2.3.3 kazda monoténni posloupnost méa limitu. Ve vété 2.3.9 to zobecnime
na kvazimonoténni posloupnosti. Bolzano—Weierstrassova véta 2.3.15 pravi, ze
kazda omezend posloupnost ma konvergentni podposloupnost. Véta 2.3.20 o Cau-
chyové podmince ukazuje, ze pro redlné posloupnosti je konvergence ekvivalentni
cauchyovosti. Podle Feketeho lemmatu ve vété 2.3.25 subaditivita i superaditi-
vita redlné posloupnosti (a,) zaru¢uje existenci limity lim a,, /n.

2.1 Nekonecna, okoli, limity

e Znaceni. Piipomenme si logické a mnozinové znaceni. Déle znaceni R, N =
{1,2,...} aNg={0,1,...}. Pismena i, j, k, [, m, mg, m1, ... an, ng, Ny, ...,
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piipadné s ¢arkami, oznacuji prirozena ¢isla a a, b, ¢, d, e, J, € a 0, ptipadné s in-
dexy a carkami, jsou redlna cisla, pricemz d, € a 6 jsou vzdy kladnd. O prvcich
R mluvime jako o (redlnych) ¢islech ¢ jako o bodech (na redlné ose). Posloup-
nost (a,) C R je vlastné funkce a: N — R. Mnoziny redlnych ¢éisel obvykle
oznacujeme pismeny M a N a mluvime o nich jako o redlnych mnozinéch.

Uloha 2.1.1 Negugte vyrok

VedoVa,be M (la—bl <d=|f(a) — f(b)] <e) .

Uloha 2.1.2 (trojuhelnikova nerovnost) Pro kaZdd redind ¢isla ai, as, ..
an (n € N) plati, Ze

*)

lar +az + -+ + ap| < ar| + [az] + - + |an] -

Strucné mluvime o A-ové nerovnosti. Véta 4.1.19 je jeji nekoneénd verze.

e Pocitini s nekoneény. Pro definici nevlastnich limit pfiddme k R dva nové
ruzné prvky, nekonecna +0o a —oo. Dostaneme tak rozsifenou redlnou osu

R* =R U {400, —00} .

Prvky v R* znacime A, B, K a L. V nasledujici definici se predpokladd, ze
aritmetika v R je zndma. Volit shodnd znaménka nekonecen (¢i jinych sym-
bolil) znamen4 volit v daném vyrazu u danych k nekoneéen +oo bud viechna
horni znaménka, anebo vSechna dolni znaménka. Volba nezavislych znamének

znamend volit viech 2F moznosti znamének.

Definice 2.1.3 (aritmetika v R*) Necht N a N’ jsou nekoneéna. Pro kazdé
A € R* definujeme N+ A=A+ N =N, kromé vjrazi +o0o + (—o0) a —o0 +
(+00), které jsou neurcité (nedefinované). Ddle pro kazZdé A # 0 poloZime
s prislusnymi znaménky N - A=A-N = N'. Virazy 0-N a N -0 jsou neurcité.
Pro kazdé b € R polozime b/N = 0 a s prislusngmi znaménky N/b= N’ (b #0).
Virazy A/0 a N/N' jsou neurcité. Definujeme —(+£00) = Foo. Konecné (R, <)
rozsirime o srovndni —oo < 400 a —00 < b < 400, b € R. Neurcité vyrazy tedy
jsou, se shodngymi znaménky a A € R*,

A +o00 +o00

Ani aditivni ani multiplikativni inverz nekone¢na tak neni definovany, tiebaze
—(+o0) = Foo a 1/+ 0o = 0. ,Piislusnd znaménka® jsou ddna pravidlem, zZe
souc¢in a podil stejnych (resp. ruznych) znamének je znaménko + (resp. —).

Definice 2.1.4 (odecitdni) Rozdil proki A, B € R* definujeme jako

A—-B=A+(-1)-B=A+(-B).
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Uloha 2.1.5 Spoctéte hodnoty =%, (—00) — (+00), —co + 10 a £=.

Uloha 2.1.6 (R*, <) je linedrni uspordddni.

Nésledujici tvrzeni a dvé véty popisuji aritmetiku nekonecen.

Tvrzeni 2.1.7 (inf a sup v R*) V linedrnim uspordaddni (R*, <) md kazZdd
mnozina X C R* infimum i supremum.

Dikaz. Dokazeme existenci sup(X ). Pro infimum je argument podobny. H(X)
(C R*) je mnozina hornich mez{ mnoziny X. Pro X = ) se H(#) = R* a

sup() = min(H (f)) = min(R*) = —oo .
Pro X = {—oco} se H({—oc0}) = R* a opét
sup({—oc}) = min(H({-c0})) = min(R*) = —o0 .
Pro +oo € X se H(X) = {+00} a
sup(X) = min(H (X)) = min({+oc}) = +o0.
Zbyvé pifpad, ze X # 0,{—oc} a +oo € X. Nechf X' = X \ {—oo}. Pak
X" # 0 a X" CR. Kdyz X’ neni v LU (R, <) shora omezend, potom H(X) =

{+o0} a
sup(X) = min(H (X)) = min({+o0}) = +0c0 .

Koneéné pokud X’ je v LU (R, <) shora omezend, pak supremum

sup (X)= sup (X') eR
(R*, <) (R, <)

existuje diky uplnosti (R, <), viz véta 1.6.14. o
Uloha 2.1.8 Naleznéte viechny mnoziny X C R*, pro néz sup(X) = —o0.
Nasledujici véta popisuje, které axiomy usporddaného télesa v R* plati.

Véta 2.1.9 (axiomy UT v R*) S vyjimkou dvou aziomi existence inverzniho
proku a axiomu usporddani

A<B=A+K<B+K,

spliiuje algebraickd struktura (R*,0,1, 4+, -, <) vSechny ostatni axiomy UT v téch
pripadech, kdy dany aritmeticky vijraz je definovany.
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Dukaz. Ukazeme, ze kromé tii uvedenych axiomu pridani nekonecen ostatni
axiomy nenarusilo, jen nékteré aritmetické vyrazy nejsou definované. Neutralita
0 i neutralita 1 podle definice 2.1.3 stédle plati. Definice 2.1.3 rovnéz ukazuje, ze
plati i komutativita obou operaci: pro kazdé A € R* se bud’

A+ (+oo) =400+ A a A-(+oo) =400 A,

se shodnymi znaménky, anebo obé strany rovnosti jsou nedefinované, zkratkou
OSRJN. Provéiime asociativitu. Pro A, B, K € R* provéfme rovnosti

(A+B)+K=A+(B+K) a (A-B)-K~A-(B-K).

Zacneme scitanim. Je-li praveé jeden z prvku A, B a K nekonecno, pak rovnost
plati a na obou jejich strandch je toto nekonec¢no. Jsou-li pravé dva prvky ne-
kone¢na, pak pro shodna znaménka rovnost plati a na obou strandch je toto
nekonec¢no, jinak OSRJN. Jsou-li vSechny tfi prvky nekoneé¢na, pak pro shodné
znaménka rovnost plati a na obou strandch je toto nekone¢no, jinak OSRJN.

Prejdeme k nédsobeni. Je-li alespon jeden z prvku A, B a K nekonetno
a zadny neni nula, pak rovnost plati a na obou jejich stranach je nekone¢no
se znaménkem rovnym sou¢inu znamének prvku A, B a K. Je-li alespon jeden
z prvki A, B a K nekonec¢no a jiny je nula, pak OSRJN.

Podivame se na distributivni zdkon

A (B+K)Z(A-B)+(A-K).

Necht A je nekoneéno. Pokud souéet B+K neni definovany, pak OSRJN, protoze
i napravo mame soucet nekonecen s ruznymi znaménky. Pokud prvky B a K
maji ruznd znaménka nebo jeden z nich je nula, pak prava strana neni defi-
novana. Maji-li stejnd znaménka, pak rovnost plati a na obou stranach je ne-
koneéno se znaménkem rovnym souéinu znamének prvki A a B 4+ K. Necht
A € R a B nebo K je nekonec¢no. Pokud souc¢et B + K neni definovany nebo
A =0, pak OSRJIN. Ve zbyvajicim piipadu, kdyz A # 0 a B + K je nekonec¢no,
rovnost plati a na obou strandch je nekoneéno se znaménkem rovnym soucinu
znamének prvkia A a B + K.

Jak vime, ani aditivni ani multiplikativni inverzy prvki 4oo nejsou defino-
vané. Vime, ze relace < na R* je linearni uspotradani. Zbyva provéfit axiomy

A<B=A+K<B+K a A B>0=A-B>0,

pokud alespori jeden z prvku A, B a K je nekonecno. Prvni neplati, kdyz K je
nekone¢no a A < B jsou kone¢né. Snadno se vidi, Ze druhy axiom plati. O

Pokud se ¢tenar zaradoval, ze jsme s nekonecny hotovi, radoval se predcasné.
Prozkoumame jejich vztah k operacim odecitani a déleni. Tém se v usporfadaném
télese F' nevénuje moc pozornost, protoze se daji redukovat na s¢itani, ndsobeni
a inverzy: pro a,b € F' je

a
a—b=a+(-1)p-b a g:a-b_l.
Odecitani v R* lze takto odbyt (definice 2.1.4), ale délenf ne.
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Véta 2.1.10 (déleni v R*) Pro kazdé A,B,K,L € R* se
A B A+B A B A-B

K"K~ K "K I KL

nebo nékterd ze stran rovnosti neni definovand.

Ditkaz. Zaéneme prvni rovnosti. Nechf K je nekone¢no. Pokud A nebo B je
nekonecno, pak OSRJN. Jsou-li A a B konectné, rovnost plati jako 0 + 0 = 0.
Necht K € R a A nebo B je nekoneéno. Pokud K = 0, pak OSRJN. Necht K #
0. Jsou-li A a B nekone¢na s opatnymi znaménky, pak OSRJN. Ve zbyvajicim
piipadu, kdy K € R\ {0}, napf. A je nekoneéno a B € R nebo B je nekone¢no
se stejnym znaménkem jako A, rovnost plati a na obou strandch je nekoneéno
se znaménkem rovnym podilu znamének prvku A a K.

Picjdeme ke druhé rovnosti. Nechf A nebo B je nekoneéno. Aby prava
strana byla definovand, ani A ani B ani K ani L nenf nula a ani K ani L nen{
nekone¢no. Rovnost pak plati, na obou strandch je nekone¢no se znaménkem
rovnym souéinu znamének téchto étyi prvki. Necht A, B € R a K nebo L je
nekone¢no. Aby prava strana byla definovand, ani K ani L neni nula. Rovnost
pak plati jako 0 = 0. O

Podle [3, str. 214 prvniho dilu], [4, str. 19] a [15, str. 122] symbol ne-
kone¢na oo zavedl do matematiky v r. 1655 anglicky matematik John Wallis
(1616-1703).

e Okoli bodu a nekonecen. Pripominame znaceni redlnych intervala:
(a, 0] ={xeR: a<z<b}, (—o0,a)={zeR: z<a}

a podobné. Bohuzel se lze stéle setkat se znacenim intervali pomoci obrécenych
hranatych zévorek. Pfedchozi dva intervaly se pak zapiSou jako ]a, b] a (—oo, af.
Nekdy se objevuji i Spicaté zavorky ( a ).

Definice 2.1.11 (okoli bodu a nekoneéen) Pro b € R definujeme e-okoli
bodu b jako U(b,e) = (b—¢€,b+¢€). Ddle e-okoli nekoneéna je

U(—o00, €) = (—o0, —1/e) a U(+o0, €) = (1/¢e, +00) .
Nasledujici lohy podavaji ptehled zakladnich vlastnosti okoli.

Uloha 2.1.12 Kdyz ¢ € U(Aje) ac<b< A+enebo A—e < b < c, pak
ibeU(A,e).

Pro M, N C R znacenim M < N iikame, ze vzdy x € M,y € N = x < y.

Uloha 2.1.13 A < B = eaistuje ¢, ze U(A,e) < U(B,¢), specidlné U(A, &) N
U(B,¢e) = 0.

Uloha 2.1.14 Vidye < = U(A,e) C U(A4,9).
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Uloha 2.1.15 Vidy (32, U(b, 1/k) = {b} a N5, U(zoo, 1/k) = 0.

e Limity posloupnosti. Symboly (a,), (b,) a (¢,) oznacuji posloupnosti redlnych
¢isel. Rikame jim realné posloupnosti nebo jen posloupnosti. Nasledujici definice
je zakladni.

Definice 2.1.16 (limita posloupnosti) Nechf (a,) C R a L € R*. Pokud
pro kazdé € existuje ng, Ze n > ng = a, € U(L,¢), piseme, Ze lim a,, = L ¢
lim, o0 an = L ¢ a, — L, a Tekneme, Ze posloupnost (ay) md limitu L.

Kdyz L € R, pak (a,) m4 vlastn{ limitu a konverguje. Kdyz L = +oc0, pak (a,)
ma nevlastni limitu. Posloupnost diverguje, kdyz nema limitu nebo ma nevlastni
limitu. Vlastn{ limita lim a,, = a znamend, ze pro kazdé redlné (a jakkoli malé)
€ > 0 existuje index ng € N, ze pro kazdy index n > ng je vzdalenost mezi a,,
a a mensi nez ¢, to jest |a, —a| < e. Nevlastn{ limita lim a,, = —oco znamend, ze
pro kazdé (a jakkoli zdporné) ¢ existuje index ng, ze pro kazdy index n > ng je
an < c. Opacnd nerovnost dava limitu +oo. Eventudlné konstantni posloupnost
(an) s an, = aprokazdé n > ng je pitklad konvergentni posloupnosti, samoziejmeé
s limitou lim a,, = a. Misto nerovnostii |a,, — a| < € budeme déle psit, v souladu
s principem neostrych nerovnosti z minulé prednasky, nerovnost |a,, — a| < e.

Necht RN je mnozina vsech redlnych posloupnosti. Mnozindm V < RN
fikame vlastnosti realnych posloupnosti.

Definice 2.1.17 (robustn{ vlastnosti) V C RY je robustni viastnost, kdyz
vidy plati implikace (a,) € V = (b,) € V, paklize a,, # b, jen pro konecéné
mnoho indexi n.

Uloha 2.1.18 Kterd z vlastnosti Vi, ..., Vy posloupnosti (a,,) je robustni? V1 :
(an) konverguje, Vo : (ay) diverguje, V3 : lima, = —oc0 a V4 : a3 = 0.

Tvrzeni 2.1.19 (jednoznaénost limity) Limita posloupnosti je jednoznaénd,
lima,=KAlima, =L = K=1L.

Diikaz. Necht lim a, = K ilim a, = L a ¢ je libovolné. Podle definice 2.1.16
existuje ng, ze n > ng = a, € U(K,e) i an, € U(L,¢). Pro kazdé ¢ je tedy
U(K,e)NU(L,¢e) # (. Podle tilohy 2.1.13 se K = L. a

e Dvé limity. Ukdzeme, ze lim % = 0. Coz je jasné, pro dané ¢ a kazdé n >
no = [1/¢] je

L 1 1/n—0] <
— =& n — g .
[1/e] = 1/e -
~——"

>1/e

0<-<

S|

Zde [a] € Z oznacuje horn{ celou éést ¢isla a, nejmensi &islo v € Z, ze v > a.
Podobné dolnf celd édst |a] ¢isla a je nejvétsi ¢islo v € Z, ze v < a.



V druhém piikladu odvodime, ze
In—+/n— —co.

Bud déno ¢ < 0. Pro kazdé n > ny > 4c¢?, 26 pak je

netrividlni trividlni
1/2 1/6 1/2
Jn—+v/n=n'"-(n""""-1)< —n 2< 2lel/2=c.
Vn—+vn ( ) < /2 < =2|c|/
< —1/2 - <=2

Prvni horni svorka fika, ze v tomto tvaru je hledana limita netrividlni, jevi se
jako neur¢ity vyraz +oo — (400). Jednoduchou algebraickou ipravou ale vyraz
prevedeme do trividlni tvaru (4+o0) - (0 — 1) = —oo. Dolni svorka vzdy udava
horni mez platnou pro vyraz uzavieny svorkou, kdyz n > nyg.

P vypoctu limity nemusime nalézt optimalni hodnotu indexu ng v zavislosti
na € ¢i c. To lze jen v nejjednodussich ptipadech typu lim %, jinak to muze
byt obtizné. Sta¢i mit libovolnou hodnotu ngy, aby pro kazdé n > ng platila
(neostra) nerovnost v definici limity. I k tomu je ale nutné umét spravné zachézet
s nerovnostmi a odhady.

Uloha 2.1.20 Vypoditejte limitu
3 —
lim Vn—vn )
n—00 %
2.2 Podposloupnosti, limita n-té odmocniny z n

e Podposloupnosti posloupnosti. Podposloupnost posloupnosti (a,) ziskdme vy-
nechdnim nékterych ¢lentu v (a,) tak, ze stdle zbyvd nekoneénd posloupnost.
Formalné nize. V definici 2.2.6 zavedeme takzvané slabé podposloupnosti.

Definice 2.2.1 (podposloupnost) Rekneme, Ze (b,) je podposloupnosti po-
sloupnosti (ay,), pokud existuje posloupnost (m,) CN smy < mg < ..., Ze pro
kazdé n se by, = am,,. Tento vztah posloupnosti (by) a (a,) oznacime symbolem

(bn) = (an).
Uloha 2.2.2 Relace < na mnoziné posloupnosti RN je reflexivni a tranzitivni.

Uloha 2.2.3 Popiste dvé posloupnosti, e (an) < (by) i (by) = (an), ale (a,) #

(bn).-

Tvrzeni 2.2.4 (X zachovava limity) Necht (b,) = (a,) alim a, = L. Pak
11lim b, = L.

Dikaz. Plyne hned z definic 2.1.16 a 2.2.1, protoze posloupnost (m,,) v posledni
definici spliuje pro kazdé n, ze m,, > n. O

Prvni ¢ast nasledujici véty dokdzeme pozdéji a dalsi dvé ¢asti hned.
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Véta 2.2.5 (o podposloupnostech) Necht (a,) C R. Plati ndsledugici.
1. Existuje (b,), Ze (bn) =< (an) a (by) md limitu.
2. lim a,, neezxistuje <= (a,) md dvé podposloupnosti s ruznymi limitami.
3. (an) nemd limitu A <= (an) md podposloupnost s limitou riznou od A.

Dukaz. 1. Dokézeme pozdéji.

2. Implikace < plyne z posledniho tvrzeni. DokdZeme implikaci =. Necht
(an) nemd limitu. Podle ¢édsti 1 existuje (b,) < (an) s limb, = B. Ale B
neni limitou (a,), takze existuje € a posloupnost (¢,) = (an), Ze pro kazdé n
je cn & U(B,¢e). Podle ¢asti 1 existuje (dn) < (cn), ze limd, = K. Patrné
(dn) = (an) a K # B. Tedy (by,) a (dy,) jsou hledané podposloupnosti.

3. Implikace < plyne z poslednfho tvrzeni. DokdZeme implikaci =>. Necht
(an) neméd limitu A. Tedy existuje € a (by,) =< (ay), ze pro kazdé n je b, & U(A,¢).
Podle ¢asti 1 existuje (¢,,) = (bn), Ze lime, = B. Patrné (¢,) < (a,) a B # A.
Tedy (c,) je hledand podposloupnost. m]

Vzdy tedy muzeme dokdzat, ze dand posloupnost nemé limitu nalezenim dvou
podposloupnosti s raznymi limitami. Napft.

(an) = ((_1)n) = (_1a 1, _17 17 _1a )

nemd limitu, protoze (1,1,...) < (a,) i (=1,—1,...) = (ay) a tyto konstantni
podposloupnosti maji ruzné limity 1 a —1.

Definice 2.2.6 (slaba podposloupnost) Necht (a,) C R. Posloupnost (by,)
nazveme slabou podposloupnosti posloupnosti (ay,), existuje-li takovd posloupnost
(myp) C N, Ze im m,, = 400 a pro kaZdé n se b, = an,,. Tento vztah obou
posloupnosti oznacime jako (by,) =* (an)-

Uloha 2.2.7 Dokazte zobecnénd tvrzend 2.2.4: kdyz (by) <* (an) a lim a, = L,
pak i lim b, = L.

Uloha 2.2.8 Kdyz (b,) =* (ay), pak ezistuje (), 7 (¢) = (bn) a (cn) = (an).

e Limita n-té odmocniny zn. Vypocet limity je netrividlni, kdyz je nutné pocitat
limitu néjakého neurcitého (aritmetického nebo mocninného) vyrazu. Jinak je
trividlni. Tfeba limity lim (2" + 3™) a lim 5n473 jsou trividlni, kdezto limity
lim (2" —3") a lim 32£7 jsou netrividlni. Netrividln{ limitu asto spocitdme tak,

ze ji algebraicky upravime na trividlni. Viz lim (¥/n — y/n) vyse. Nésledujici
limita z n'/™ je netrividlni, protoze n jde do 400, ale 1/n jde k 0, a (400)°
je neur¢ity mocninny vyraz (jsou tfi druhy neurcitych mocninnych vyrazu,
piesné je uvedeme pozdéji). Jak hned uvidime, exponent prevladne a n'/™ — 1.
K pocitani limit posloupnosti danych aritmeticko-mocninnymi vyrazy se vratime
v MA 17. Zagneme pfipomenutim zndmé Binomické véty.
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Uloha 2.2.9 (Binomicka véta) Dokazte, Ze pro kazdé a,b € R an € Ny se

(a+b)" =31 (5)a’b" 7.

Zde (?):n(n—l)...(n—j—ﬁ-l)/j!,s(8):1,

Tvrzeni 2.2.10 (n'/™ — 1) Plati, ze

lim n'/" = lim Yn=1.
n—oo n—oo
Diikaz. Vzdy n'/™ > 1. Kdyby n!/™ 4 1, existovalo by &islo ¢ > 0 a posloupnost
(n)) CNs2<ny <ny<...,ze pro kazdé i je n;’™ > 1+ ¢ (tiloha 2.2.11).
Umocnénim této nerovnosti na n; a pouzitim tlohy 2.2.9 dostavame pro kazdy
index 1, ze
P — i i) — i i\ 2 i i
n;g > (L+e)m =3 7", (T;')cj =1+ (V)et () +-+(h)c"

(n;)cz _ m(nzi—l) L2

Y

Pro kazdé i tak mame

n; > ”i(”éfil) R | +2/C2 >n;.

To je spor, posloupnost n; < ny < ... neni shora omezena. O

Uloha 2.2.11 Vysuvétlete, proc¢ existuje posloupnost (n;) s uvedenou vlastnosti.

2.3 Pét vét o existenci limit

Uvedeme a dokazeme pét vét o existenci limit realnych posloupnosti, vétu 2.3.3,
2.3.9, 2.3.15, 2.3.20 a 2.3.25.

e Monotonie a omezenost posloupnosti. Pfipomeneme monoténni, omezené a ne-
omezené posloupnosti. Rekneme, Ze posloupnost (a,) neklesd (resp. neroste),
kdyz pro Vn je a, < any1 (resp. a, > ant1). Klesa (resp. roste), kdyz pro
V1 je an > any1 (resp. a, < ap41). Je monoténni, kdyz neklesd nebo neroste.
Posloupnost je ryze monoténni, kdyz klesd nebo roste.

Posloupnost (a,,) je shora omezend, pokud existuje ¢, ze pro Vn je a, < ¢, ji-
nak je (a,) shora neomezend. Otoc¢enim nerovnosti mame omezenost zdola, resp.
neomezenost zdola. Posloupnost (a,,) je omezend, je-li shora i zdola omezena.

Uloha 2.3.1 Dokazte, zZe posloupnost (ay) je omezend, prdvé kdyz existuje c,
Ze pro kazdé n je |a,| < c.

Uloha 2.3.2 Které z téchto jedendcti viastnosti posloupnosti jsou robustni?

o Limity monotonnich posloupnosti. Existence limity posloupnosti se da casto
dokézat pomoci nasledujici véty a jejtho dusledku.
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Véta 2.3.3 (limity MP) Necht (a,) C R neklesd, resp. neroste. Pak limita
lima,, existuje a rovnd se

sup({an : n € N}), resp. inf({a, : n € N}).
Supremum a infimum zde bereme v linedrnim uspordddni (R*, <).

Dukaz. Necht (a,) neroste (piipad neklesajici (a,) je podobny), A € R* je
uvedené infimum a je dédno . Vezmeme ¢ > A tak, ze ¢ € U(A, €). Podle definice
infima pro néjaké m je a,, < c. Pro kazdé n > m pak je A < a,, < a,, < c.
Podle dlohy 2.1.12 je a,, € U(A,¢). Takze lima,, = A. O

Monotonie ale neni robustni vlastnost. Dusledek to napravi.

Dusledek 2.3.4 (robustni zobecnéni) Necht (a,) C R md podposloupnost
(@ms @mt1, Amt2, - - ), kterd neklesd, resp. meroste. Pak limita lima,, existuje
a rovnd se

sup({an : n>m}), resp. inf({a, : n>m}).

Supremum a infimum zde opét bereme v linedrnim uspordddni (R*, <).
Diikaz. Nechf (a,) a m jsou, jak uvedeno. Z definice limity je jasné, 7ze limita
podposloupnosti (@, Gmt1, ... ) se rovnd limité celé posloupnosti. O
Uloha 2.3.5 Predpoklad dusledku definuje robustni vlastnost posloupnosti.

o Limity kvazimonotonnich posloupnosti. Zobecnime monoténni posloupnosti.
Rekneme, Ze (a,) C R kvazineklesi (popi. kvazineroste), pokud pro kazdé n
existuje jen koneéné mnoho m, ze a,, < a, (POpf. G, > a,). Posloupnost (ay,)
je kvazimonotonni, je-li kvazineklesajici nebo kvazinerostouci.

Uloha 2.3.6 Kadd monoténni posloupnost je kvazimonotonni.

Uloha 2.3.7 Uved'te priklad kvazimonoténni posloupnosti (ay,), jejiz Zddnd pod-
posloupnost (am, Am41, - .. ) neni monotdnnd.

Uloha 2.3.8 ZapisSte kvazimonotonii jen pomoci kvantifikdatori, logickyjch spo-
jek, zdavorek, proménngch a nerovnosti mezi prirozenymi a redlngmsi céisly.

Nésledujici véta pouziva veli¢iny lim sup a lim inf posloupnosti. Ty jsou vzdy
definované a nabyvaji hodnoty v R*. Definujeme je ptisté.

Véta 2.3.9 (limity KMP). Kdyz posloupnost (ay,) kvazineklesd, popr. kvazi-
neroste, pak lim a,, = limsup a,, popr. lima,, = liminf a,,.
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Dtuikaz. Necht (a, ) kvazineklesa (ptipad kvazinerostouci (a,) je podobny), A =
lim sup a,, a je ddno e. Posloupnost (a,,) ma podposloupnost (a,,) s lima,,, =
A a pro kazdé n > ng je a, < A+ €. Vezmeme 1/, ze a,, , € U(A,¢€). Protoze
(an) kvazineklesd, vezmeme ny > ng, ze pro kazdé n > ny je

am,,, <a, <A+te.

Podle tlohy 2.1.12 je a, € U(A,¢) a lima, = A. O
Opét uvedeme robustni zesileni.

Dusledek 2.3.10 (robustni zobecnéni) Necht (a,) C R md podposloupnost
(@ms @mt1, Amt2, - - ), kterd kvazineklesd, resp. kvazineroste. Pak

lim a, = limsupa,, resp. lim a, = liminf a,, .

Dukaz. Nechf (a,) a m jsou, jak uvedeno. Z definice limity je jasné, ze li-
mita podposloupnosti (b,) = (@m, Gm+1, ... ) se rovnd limité celé posloupnosti.
Samoziejmé lim sup b, = limsup a,, a totéz pro liminf. ]

Uloha 2.3.11 Predpoklad dusledku definuje robustni vlastnost posloupnosti.

I ve vété 2.3.3 a dusledku 2.3.4 lze suprema a infima nahradit limsupy a liminfy.
S kvazimonoténnimi posloupnostmi piisel anglicky matematik Godfrey H. Hardy
(1877-1947). V MA 1t dokdzeme, Ze piedesly dusledek je v jistém smyslu nej-
obecnéjsi vysledek o existenci limit posloupnosti omezenych nerovnostmi.

e Bolzano—Weierstrassova véta. Zatneme zajimavym pomocnym vysledkem.

Tvrzeni 2.3.12 (existence MPP) KaZdd redlnd posloupnost md monoténni
podposloupnost.

Dikaz. Pro danou posloupnost (a,) uvédzime mnozinu
M={n: Vm(ngmianzam)}.

Kdyz mnozina M = {m; < ma < ...} je nekone¢nd, méme nerostouci pod-
posloupnost (a,, ). Kdyz M je konecnd, vezmeme ¢&islo my > max(M) (pro
M = 0 je my libovolné). Pak jisté my ¢ M a tedy existuje ¢islo mo > my, ze
Gy < Gp,. Protoze mo & M, existuje msg > ma, Ze A, < Am,. A tak déle,
dostaneme rostouci podposloupnost (a,,,, ). a

Uloha 2.3.13 Zobecnéte predchozi turzeni pro obecné linedrni uspordddny.

7 véty 2.3.3 a z predeslého tvrzeni dostdavame dva dusledky. Prvni z nich je
¢ast 1 vety 2.2.5. Druhym je Bolzano—Weierstrassova véta.

Disledek 2.3.14 (€ast 1 véty 2.2.5) KaZdd posloupnost redlngjch éisel md
podposloupnost, kterd md limitu.
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Dukaz. Necht (a,) C R. Podle piedeslého tvrzeni mdme monoténni podpo-
sloupnost (b,) = (a,). Podle véty 2.3.3 m& (b,,) limitu. O

Véta 2.3.15 (Bolzano—Weierstrassova) Kazdd omezend redlnd posloupnost
md konvergentni podposloupnost.

Dukaz. Necht (a,) je omezend posloupnost a (b,) = (a,) je jeji monoténni
podposloupnost zaruc¢end predeslym tvrzenim. Patrné je (b,) omezend a podle
véty 2.3.3 ma vlastni{ limitu. O

Uloha 2.3.16 (limita v intervalu) Necht a < b jsou redlnd ¢isla. Pak kazdd
posloupnost (an,) C [a,b] md podposloupnost (am,,), kterd md vlastni limitu
lima,,, € [a,b)].

Karl Weierstrass (1815-1897) byl némecky matematik.

e Cauchyova podminka. V definici mnoziny R jsme se setkali s Cauchyovymi
posloupnostmi zlomki. Redlné Cauchyovy posloupnosti jsou definovéiny stejné.

Definice 2.3.17 (Cauchyovy posloupnosti) Posloupnost (a,) C R nazveme
Cauchyovou (nebo cauchyovskou), pokud pro kaZdé e existuje ng, Ze m,n > ng
= |am —an| < €.

Uloha 2.3.18 Cauchyovost posloupnosti redlnijch éisel je robustnd vlastnost.
Uloha 2.3.19 Kazdd Cauchyova posloupnost redlnych cisel je omezend.

Véta 2.3.20 (Cauchyova podminka) (a,) je konvergentni <= (a,) je
Cauchyova.

Dukaz. Implikace =. Necht lim a,, = a a je ddno . Pak |a, — a| < £/2 pro
kazdé velké n. Podle tlohy 2.1.2 pro kazdé velké m a n plati, ze

|am — an| <lam —al+]a—an| <e/2+e/2=¢.

Takze (a,) je Cauchyova posloupnost.

Implikace <. Necht (a,) je Cauchyova posloupnost. Jak vime z posledni
ulohy, (a,) je omezend. Podle Bolzano—Weierstrassovy véty méd konvergentni
podposloupnost (a,, ) s limitou a. Pro dané ¢ tak pro kazdé velké m a n je
|am, —al <e/2 a|apm — an| < e/2. Vzdy m,, > n, takze opét podle tlohy 2.1.2
pro kazdé velké n je

lan, —a| < ap — am, |+ |am, —a| <e/24+¢e/2=¢.
Tedy lima,, = a. O

Je zajimavé, ze francouzsky matematik A.-L. Cauchy, po némz jsou posloupnosti
v definici 2.3.17 (a fada dalsich pojmu v analyze) nazvény, pobyval nékolik let
v Praze v politickém exilu.
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Uloha 2.3.21 Ukazte, Ze existuje Cauchyova posloupnost (a,) C Q, kterd nemd
raciondlni limitu. Predesld véta tak v usporddaném télese Q neplati.

To neni nic prekvapujiciho, vime, ze usporddané téleso Q neni uplné.

Uloha 2.3.22 Kde se v dikazu predeslé véty pouZila uplnost redlnijch céisel?

e Feketeho lemma. Lemma, jez uvedeme jako vétu, se jmenuje podle mad arsko-
izraelského matematika Michaela Feketeho (1886-1957).

Uloha 2.3.23 fekete =2

Uloha 2.3.24 Reste predeslou ulohu prostredky dostupnymi v r. 1984.

Posloupnost (a,,) je superaditivni, popt. subaditivni, pokud pro kazdé indexy
mamnje Gmin = Ay + Qn, POPE. Qgn < Gy + G-

Véta 2.3.25 (Feketeho lemma) Necht (a,) je posloupnost a M = {a,/n :
n € N}. Kdyz (a,) je superaditivnd, popt. subaditivni, pak lim = = sup(M),
popr. lim %= = inf(M). Supremum a infimum zde bereme v LU (R*, <).

Diikaz. Necht (a,) je superaditivni (pro subaditivni posloupnosti je argument
podobny) a je ddno e. Vezmeme ¢ < sup(M) tak, ze ¢ € U(sup(M),e). Podle
definice suprema existuje m, Ze a,,/m > c. Necht &slo n > m je libovolné.
Napiseme ho jakon = km +1, kde k e N, 1 € Ng a 0 <1 < m (tj. n vydélime
¢islem m se zbytkem). Diky superaditivité (a,) je

an, ka,, a; /M a

n “km+l n 1+lkm  n’

Pron = ocoik — oo, tedy 14+1/km — 1, a;/n — 0 a pro kazdé ¢ pro velké n je
an/n > am/m—74. Existuje ng > m, ze pro kazdé n > ng je ¢ < a,/n < sup(M).
Podle tdlohy 2.1.12 je a,,/n € U(sup(M),¢). Tedy a,/n — sup(M). O

Ve ¢tytech tlohach ukazeme pouziti véty 2.3.25 v extremalni kombinatorice.

Uloha 2.3.26 (abba-prosta slova) Necht f(n) = I je mazimdlni délka slova
u = aias...aq; nad n-prvkovou abecedou splriugiciho dvé podminky. (i) Pro kazdé
i € [1-1] je a; # a;41. (ii) Slovo u neobsahuje podslovo typu abba, takZe neexistugi
Ctyri indexy 1 < k1 < ko < ks < kg <1, pro néz ax, = a, # ak, = ak,. Pomoct
Feketeho lemmatu dokazte, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

L =1lim f(n)/n.
Neni moc tézké dokézat, ze f(n) = 3n — 2, takze L = 3.
Uloha 2.3.27 (abab-prosta slova) Tdz dloha pro abab-prostd slova.

I zde neni moc tézké dokézat, ze f(n) = 2n — 1, takze L = 2.
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Uloha 2.3.28 (aabb-prosta slova) Tdz tloha pro aabb-prostd slova.

Aritmetickou posloupnosti X (C Z) délky k € N rozumime kazdou mnozinu

X={a+jd: jelk]}, a€Z & deN.
Uloha 2.3.29 (funkce 1,(n)) Pro k,n € N necht ry(n) je mazimdlni velikost

mnoZiny A C [n] neobsahujici aritmetickou posloupnost délky k. Pomoci Feke-
teho lemmatu dokazte, Ze pro kazdé k existuje vlastni limita

Ly = lim rig(n)/n (€10,1]).
n—oo
Lehce se vidi, ze L1 = Ly = 0. Pro k > 3 plati nasledujici slavné véta.

Véta 2.3.30 (E. Szemerédi, 1975) I pro kaZdé k > 3 se Lj, = 0.

Jeji dukaz je dosti obtizny, viz [11] € [12].
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Kapitola 3

Prednaska 3. Aritmetika
limit. AK rady

Kapitolu zalozenou na tteti prednéasce
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred3.pdf

ze 7. 3. 2024 zac¢neme oddilem 3.1 o vztahu limit posloupnosti a aritmetickych
operaci. Hlavnim vysledkem je véta 3.1.2 o limité souctové, soucinové a podilové
posloupnosti. Ve dvou jejich dodatcich v tvrzenich 3.1.4 a 3.1.6 nejprve uve-
deme nékolik situaci vétou nepokrytych, a pak pomoci limit zachytime nejed-
noznaénost neurcitych aritmetickych vyraziu. Dukazy dodatkl jsou tlohy.

V oddilu 3.2 ilustrujeme dukazem tvrzeni 3.2.2 vypocet limity rekurentnf
posloupnosti. V tvrzeni 3.2.4 uréime limity posloupnosti (¢™). Oddil 3.3 se
zabyva vztahem limit a uspofadani realnych ¢isel. Véta 3.3.2 o tomto vztahu je
v na8i ucebnici silnéjsi, nez jak se obvykle uvadi. Podobné i véta 3.3.10 o dvou
straznicich. Oddil 3.4 se vénuje veli¢indm lim inf a lim sup redlné posloupnosti.
Ve vété 3.4.4 dokazeme, ze tyto hodnoty prifazené dané posloupnosti jsou vzdy
definované, a véta 3.4.6 uvadi jejich zakladni vlastnosti.

V zévéretném oddilu 3.5 uvedeme na scénu (nekonecné) fady. Pojmeme je
jinak, nez je standardni, zavedeme takzvané AK fady jako spocetnd zobecnéni
koneénych souctii. Raddm se déle vénujeme v nésledujici predndsce a v MA 1+,

3.1 Aritmetika limit

o Aritmetika limit. Pfipomindme, ze (a,), (bn) a (¢,,) oznacuji redlné posloup-
nosti, ze redlna ¢isla €, § a 6 jsou vzdy kladnd, ze R* je rozsifend redlna osa
aze A, B, K a L oznacuji jeji prvky. Pifipomindme poc¢itani s nekonecny v de-
finici 2.1.3. Nésledujici véta je zékladem pro vypocet limit. Nejprve ale uloha.

Uloha 3.1.1 (obména A-ové nerovnosti) Pro kazdé a,b € R je

la+b] > |a] = |b] i |a—b] > [a] — 0] .
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Véta 3.1.2 (aritmetika limit) Nechf lima,, = K a limb, = L. Potom se
lim(a, +b,) = K+ L, lim(a,b,) = KL alim(ay,/b,) = K/L, kdyz vjraz vpravo
neni neurcity.

Duikaz. Soucet. Necht K, L € R a je ddno e. Pro kazdé velké n mdme |a,, — K| <
€/2 a |b, — L| < ¢/2. Podle A-ové nerovnosti pro tato n

l(an +bn) — (K + L) <l|ap, — K|+ b, —L| <e/2+¢/2=¢

aa,+b, — K+ L.

Necht K = L = 0 a je déno . Pro kazdé velké n maji a,, a b, znaménko
jako K a |a,|,|bn| > 1/2e. Pro tato n tedy a, + b, mé znaménko jako K,
|an, + bn| = |an| + |bn] > 1/2¢e +1/2¢e =1/caa,+b, > K+ L=K = L.

Necht K = +oo, L € R a je ddno e. Pro kazdé velké n ma a, znaménko
jako K, lan| > 1/e +|L| + 1 a |b, — L| < 1, tedy |b,| < |L| + 1. Pro tato n
mé a, + b, znaménko jako K a, podle tlohy 3.1.1, |a,, + b,| > |an| — |bn] >
1/e+|L|+1—|L|—-1=1/e, tudiz a,, + b, - K + L = K. Pifjpady K € R
a L = Hoo Tesi komutativita scitdni.

Souéin. Necht K, L € R a je ddno e < 1. Pro kazdé velké n mame |a,, — K| <
e/(2|L|+1), tedy |an| < |K|+1,a|b,—L| < &/(2|K|+2). Podle A-ové nerovnosti
pro tato n

|anb, — KL lan| - |bn — L| + |L] - lan, — K|

K]+ 1) g + Ll iy <e/2+e/2=¢

IAIA

a anb, — KL.

Nechf K = 400, L = %00 a je déno e. Pro kazdé velké n ma a,, znaménko
jako K, b, jako L a |ay|, |bs| > 1/+/c. Pro tato n m4 tedy a,b, znaménko jako
KL, |apby| = |an| - |bn| > 1//E-1/y/e =1/c a apb, — KL.

Necht K = +oo, L € R\ {0} (L = 0 d4vé neur¢ity vyraz) a je déano €. Pro
kazdé velké n ma a,, znaménko jako K, |a,| > 2/(e|L|) a |b, — L| < |L|/2, tedy
|bn| > |L|/2. Pro tato n tedy a,b, mé znaménko jako KL, |anb,| = |an]|-|bn| >
ﬁ : |L7| =1/eaayb, — KL. Piipady K € R\ {0} a L = to0 fes{ komutativita
nasobeni.

Podil. Necht K € R, L € R\{0} (L = 0 davd neurcity vyraz) a je ddno . Pro
velké n je |an, — K| < min({1,eL?/4(|L| +1)}) a |b, — L| < min({1,eL?/4(| K|+
1),1L]/2}), tedy |an] < |K|+ 1, |bn| < |L| + 1 a |by| > |L]|/2. Podle A-ové
nerovnosti pro tato n je |an /b, — K/L| = |(anL — b, K)/b,L|

 an] | —bo| + |bul - |an — K| _ eL?/4+eL?/4 _
N [bnl - L] L2

a a,/b, — K/L.

Necht K = +o0o, L € R\ {0} a je ddno e. Pro kazdé velké n m4 a,, znaménko
jako K, |an| > (L] +1)/e a |b, — L] < 1, tedy |bn| < |L| + 1. Pro tato n tedy
an /b, M4 zmaménko jako K/L, |ay/bn| = |an|/|bn] > EEL /(L] +1) = 1/¢
a an /b, — K/L.
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Necht K € R, L = +c0 a je ddno . Pro kazdé velké n je |a, — K| < 1, tedy
lan] < |K|+ 1, a |by] > (JK|+ 1)/e. Pro tato n tedy |a, /b — 0] = |an/bn| =

|an|/‘bn‘S(‘II([T‘TJE)I/EZEE%G”/I)”%K/L:O, O

Kdyz lima, = K, limb,, = L a K/L nen{ neur¢ity vyraz, pak L # 0. Konetné
mnoho indextu n, kdy b, = 0 a zlomek a, /b, neni definovany, pak ignorujeme
¢i pro né a, /b, libovolné dodefinujeme.

e Dodatky k aritmetice limit. Predesla véta zdaleka nepopisuje aritmetiku limit
redlnych posloupnost{ beze zbytku. I kdyz (a,) nebo (b,,) nem4 limitu, vysledna
jednoznaéns limita souctu, soucinu ¢ podilu muze stéle existovat. Sest takovych
situaci ted popiseme. Diitkazy ponechdvame jako tlohu.

Uloha 3.1.3 Dokaste ndsledugjici tvrzend.

Tvrzeni 3.1.4 (dodatek 1 k AL) Necht (ay) a (by,) jsou redlné posloupnosti.
I kdyz pripadné (ay) nemd limitu, plati nasledugici implikace.

1. (an) je omezend a L = lim b, = +o00. Pak lim (a,, + b,) = L.

2. (an) je omezend a lim b, = 0. Pak lim a,b, = 0.

3. Pro kazdé velké n je a,, > ¢ >0 a L = lim b, = +00. Pak lim a,b, = L.
4. (ay) je omezend a lim b, = +o00. Pak lim a, /b, = 0.
)

. Pro kazdé velké n je a, > ¢ >0 i b, >0 alim b, = 0. Pak lim a, /b, =
+00.

6. Pro kazdé velké n je 0 < a, < ¢ a L =lim b, = +o00. Pak lim b, /a,, = L.

V ¢astech 3 a 5 muze také byt a, < ¢ < 0, v ¢asti 6 muze byt ¢ < a, < 0
a v ¢asti 5 muze byt b, < 0. Ctendf si tyto modifikace sém snadno presné
zformuluje a dokaze.

Je-li vyraz K+ L, KL ¢ K/L neurcity, neni v obecné situaci vyslednd limita
jednoznaé¢né urcena. Na piikladech ukdzeme, co se muze dit.

Uloha 3.1.5 Dokazte nasledugict tvrzent.

Tvrzeni 3.1.6 (dodatek 2 k AL) Pro kazdé A € R* existuji rediné posloup-
nosti (an) a (by,), pro néz plati ndsledujici.

1. lim a,, = 400, lim b, = —0co0 a lim (a,, + b,,) = A.
2. lim a,, =0, lim b,, = +c0 a lim a,b, = A.
3. lim a,, = lim b, =0 a lim a,, /b, = A.

4. lim a,, = +o0, lim b,, = +o00 a lim a, /b, = A.
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3.2 Rekurentni posloupnosti

Pocitani limit rekurentnich posloupnosti demonstrujeme na prikladu v dikazu
nésledujiciho tvrzeni. Podrobnéji se témito limitami zabyvame v MA 17.

o Limita jedné rekurentni posloupnosti. Zaéneme ale tlohou o nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym prumérem.

Uloha 3.2.1 (AG nerovnost) Pro kazdd dvé ¢isla a,b> 0 je atb > Vab.

Tvrzeni 3.2.2 (rekurentni limita) Posloupnost (a,) C Q bud ddna jako
a1 =1 a pro n > 2 vztahem a,, = “5* + 21— Pak lima,, = v/2.

an—1’ ——

Dikaz. Nejprve dokdzeme, ze ag > a3z > --- > 0, takze (a,,) konverguje podle
dusledku 2.3.4. Patrné vzdy a, > 0 a a, je definovdna pro kazdé n. Pro n > 2
je podle AG nerovnosti

ap = an—1/2 + 1/an—1 > 2\/ (an—1/2)/an—1 = \/i

Pro n > 3 pak plati a,_1 > an, pravé kdyz a,—1/2 > 1/a,—1, to jest pravé
kdyz an—1 > V2, coz je pravda. Necht a = lima, > /2. Podle AL a limit
podposloupnosti je

lima,,_1 1 a

=1 - =-4=.
@ = Aan 2 + lima,_1 2 + a

Tedy a/2 = 1/a, a> =2 a a = /2. O

Aby postup pfi hleddni limity rekurentni posloupnosti (a,) pfedvedeny vyse
byl spravny, musi se vzdy dokazat, ze lima, existuje. Naptiklad rekurentni
posloupnost (a,) dand jako a; =1 a a, = —a,—1, n > 2, nemd limitu lim a,, =
0, prestoze rovnice L = —L ma v R* jediné feseni L = 0. Limita posloupnosti
(an) = (1,-1,1,—1,...) neexistuje.

e Limita geometrické posloupnosti. Je to posloupnost mocnin

(") =(a,¢* ¢ -..), geR.

Uloha 3.2.3 (dalsi dodatek k AL) Pro kaidou posloupnost (ay,) je
lim a, =0 < lim |a,|=0.

Tvrzeni 3.2.4 (limita geometrické posloupnosti) Nechf je ¢ € R. Potom

pro |g| < 1 selimg¢™ =0, pro g =1 selimg™ =1, pro ¢ > 1 se limq¢"” = 400
a pro q < —1 tato limita neexistuge.
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Diuikaz. Necht |g| < 1. Podle posledni ilohy lze predpokladat, ze ¢ € [0, 1). Pak
(¢") neroste a je zdola omezend. Podle dusledku 2.3.10 m4 nezédpornou vlastni
limitu L. Protoze ¢ = ¢ - ¢!, plati rovnice L = ¢- L. Tedy L = 0/(1 —q) = 0.
Pro ¢ = 1 mame konstantni posloupnost (1,1,...). Necht ¢ > 1. Podle prvni
casti tohoto tvrzeni a ¢asti 5 tvrzeni 3.1.4 je lim¢™ = lim ﬁ = O%r = +o0.
Pro ¢ < —1 posloupnost (¢") nemd limitu, protoze podposloupnosti se sudymi
a s lichymi indexy maji rizné limity. a

3.3 Usporadani a limity
Probereme vztah limit a LU (R*, <). K této zdleZitosti se vratime v MA 1T,

e Obligatni véta jinak. Umime-li porovnat ¢leny dvou posloupnosti, umime po-
rovnat i jejich limity, a naopak. Ale které ¢leny obou posloupnosti mezi sebou
porovnavame? Zacneme tilohou.

Uloha 3.3.1 Kdyz A < B, pak ezistuje ¢, ze U(A,e) < U(B,¢), to jest vidy
reU(Ae) ayeU(B,e) =z <y.

Véta 3.3.2 (limita a uspofadani) Méjme rediné posloupnosti (ay,) a (by,), Ze
lima, = K alimb, = L. Potom plati ndsledujici.

1. Kdyz K < L, tak existuje ng, Ze pro kazZdé dva, ne nutné stejné, indexry
m,n > ng je apm < by.

2. Kdyz pro kazdé ng existuji indexy m a n, Ze m,n > ng & a,, > by, pak
K> L.

Dukaz. 1. Necht K < L. Podle tlohy 3.3.1 existuje ¢, ze U(K,e) < U(L,¢).
Podle definice limity méme ng, Ze plati implikace m,n > ng = a,, je v U(K,¢)
ab, vU(L,¢e). Tedy m,n > ng = any, < by.

2. Podle logiky je implikace ¢ = 1 totéz, jako jeji obména —ip = —p
(tloha 1.2.2). Obmeéna implikace v ¢asti 1 je ale prave ¢dst 2. o

Jednou ze zdhad vyuky matematické analyzy je, pro¢ se tato véta jinak uvadi
vzdy v daleko slabsi podobé: K < L = existuje ng, ze pro kazdé n > ng je
ap, < by,. Podobné druhd ¢dst. (Sdm jsem ovSem tyto slabsi verze také radu let
ucil.)

Uloha 3.3.3 Vysvétlete, proc¢ je pruni édst véty 3.3.2 s ruznymi indexy m a n
silnéjsi vysledek, nez obuykld verze s m = n.

Ostra nerovnost mezi ¢leny dvou posloupnosti muze v limité pfejit v rovnost.

Uloha 3.3.4 Uved'te priklad konvergentnich posloupnosti (an) a (by), Ze pro
kazdé m an je an, > by, ale lima, =limb,.
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Nasledujici tvrzeni déle zesiluje prvni ¢ast posledni véty.
Uloha 3.3.5 Dokazte ndsledujici tvrzent a formulujte odpovidajici druhou ¢édst.

Tvrzeni 3.3.6 (zesileni véty 3.3.2) Kdyzlima, = K, limb, =L a K < L,
pak existugi redlnd cisla a < b, Ze pro kaZdé m,n > ng je

am <a<b<b,

o Intervaly. Pro redlna ¢isla a a b oznacime uzavieny interval s konci a a b jako
I(a,b):

I(a,b) = [a,b] pro a <ba I(a,b) = [b,al proa >b.
M C R je konvexni{ mnozina, pokud pro kazdé a,b € M je I(a,b) C M.
Napiiklad kazdé okoli U(A,¢) je konvexni.

Tvrzeni 3.3.7 (o intervalech) Konvexni mnoZiny redlngch d&isel jsou prdvé
0, singletony {a} pro a € R, celé R a pro redind ¢isla a < b intervaly (a,b),
(=00,a), (a, +0), (a, b], [a, b), [a, b], (—o0, a] & [a, +00).

Dikaz. Z tranzitivity < plyne, Ze v8echny uvedené mnoziny jsou konvexni.
UkéZeme, Ze jiné konvexni realné mnoziny neexistuji. Nechf X C R s X #
0,R,{a} je konvexni mnozina a a € R\ X. Z konvexity X plyne, ze a € H(X)
(horn{ meze mnoziny X) nebo a € D(X) (dolni meze mnoziny X). Probereme
pouze prvni piipad, druhy se na néj prevede otoCenim nerovnosti.
Necht tedy H(X) # 0. Polozime b = sup(X). Necht D(X) = (. Pok u

b e X, pak X = (—o0,b]. Pokud b ¢ X, pak X = (—o0,b). Necht D(X) #

Pak polozime ¢ = inf(X), patrné ¢ < b. Pokud b ¢ X a c ¢ X, pak X = (c, b)
Pokud b ¢ X ac € X, pak X = [¢,b). Pokud b € X ac ¢X, pak X = (¢, b].
Koneéné pokud b € X a c€ X, pak X = [¢, b]. m]

Uloha 3.3.8 Existuji neprdzdné konecné intervaly?

Definice 3.3.9 (netrividlni intervaly) Interval I je netrividing, pokud I #
0,{a} proa €R.

e Véta o dvou strdznicich. Néasledujici véta je popularni vzhledem ke svému
nazvu. Zformulujeme ji trochu obecnéji, nez je obvyklé.

Véta 3.3.10 (dva straznici) Kdyz lima, =limb, = a, (¢,) CR a pro kazdé
velké n je ¢, € I(an,by), pak téZ lime, = a.

Diikaz. Necht posloupnosti (ay), (b,) a (¢,) jsou, jak uvedeno, a je dano e. Pak
pro kazdé velké n je an,b, € U(a,¢). Diky konvexité U(a, &) pro kazdé velké n
je ¢n € I(an,by) C U(a,e) a ¢, — a. m]

Obvykle se pozaduje a,, < ¢,, < b,. Dva straznici (a,) a (b,) mezi sebou vedou
podezielou posloupnost (¢,,) ke spole¢né limité a.

Uloha 3.3.11 Pro nevlastni limitu staci jeden straznik: kdyZ lim a, = —oo
a pro kaZdé velké n je b, < a,, pak i lim b, = —co. Podobné pro limitu +oo.
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3.4 Limes inferior a limes superior

Tyto latinské terminy znamenaji ,nejmensi limita“ a ,nejvétsi limita“.
e Hromadné body. Hromadné body posloupnosti jsou limity podposloupnosti.
Definice 3.4.1 (hromadné body) A € R* je hromadny bod posloupnosti (ay,),

pokud A = limb,, pro néjakou (b,) =X (an). H(an) (C R*) oznacéuje mnoZinu
hromadnygch bodi posloupnosti (ay).

Naptiklad (a,) = (n—14(—1)"n+1/n) ma hromadné body H (a,) = {—1, +oo}.
Uloha 3.4.2 Kazdd posloupnost md alesporni jeden hromadny bod.

e Limes inferior a limes superior posloupnosti. Jak jsme uz prozradili, jedna se
0 nejmensi, resp. nejvétsi, limitu podposloupnosti dané posloupnosti.

Definice 3.4.3 (liminf a limsup) Pro kaZdou posloupnost (a,) C R definu-
jeme liminf a,, = min(H (a,)) @ limsupa, = max(H/(ay)). Minimum a mazi-
mum bereme v LU (R*, <).

Musime ale dokéazat, ze tato minima a maxima existuji.

Véta 3.4.4 (liminf a limsup) Pro kaZdou (a,) C R je H(ay) # 0. MnoZina
H(a,) md v linedrnim uspordddani (R*, <) minimum i mazimum.

Dukaz. Necht (a,) C R. H(a,) # 0 podle tlohy 3.4.2. Dokdzeme existenci
max(H (a,)), pro minimum se argumentuje podobné. Necht A = sup(H (a,)),
brano v (R*, <) (diky tvrzeni 2.1.7 supremum A existuje). Dokdzeme, ze A je
v H(a,). Kdyz A = —oc0, je H(ay) = {—oo} a jsme hotovi, A € H(ay,).

Nechf A > —oo. Muzeme piedpoklddat, ze existuje realnd posloupnost
(bn) C H(ay,) s limb, = A. Pro A < +00 a pro A = +oo0 € H(a,) to plyne
z definice suprema. Pro A = 400 € H(a,,) jsme hotovi. Protoze kazdé ¢islo b, je
limitou podposloupnosti posloupnosti (ay,), snadno sestrojime podposloupnost
(am, ), ze pro kazdé n je an,, € U(by,1/n). Pak lima,,, = limb, = A a tedy
A € H(ay). O

Je jasné, ze kdyz limita lima, existuje, je H(a,) = {lima,}. Dokdzeme
nékolik dalsich vlastnosti liminfa a limsupu posloupnosti.

Tvrzeni 3.4.5 (liminf < lim sup) VZdy plati, Ze liminf a,, < limsup a,,. Rov-
nost nastdvd <= ewistuje lim a,. Pak liminf a,, = limsup a,, = lim a,,.

Diikaz. Nerovnost je zfejmé, protoze liminf a, = min(H (a,)) a limsupa, =
max(H (ay)). Plati-li rovnost, je mnozina H(a,) jednoprvkovd, (a,) nemd dveé
podposloupnosti s raznymi limitami a podle ¢asti 2 tvrzeni 2.2.4 m& (a,,) limitu.
Ta se rovnd liminf a,, a limsup a,,. Pokud liminf a,, # limsup a,,, posloupnost
(an) méa dvé podposloupnosti s ruznymi limitami a nem4 limitu. O
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Véta 3.4.6 (vlastnosti liminfa a limsupt) Necht (a,) je posloupnost, A =
liminf a, a B = limsupa,,.

1. Kdyz A = —o0, pak pro kazdé ¢ < 0 pro nekonec¢né mnoho n je a, < c.
Kdyz A = +o0, pak lim a,, = +o0.

2. Kdyz A € R, pak pro kaZdé ¢ pro nekonecné mnoho n je a, < A+¢e &
pro kazdé n > ng je a, > A —¢.

8. Kdyz B = +o0, pak pro kazdé ¢ > 0 pro nekoneéné mnoho n je a, > c.
Kdyz B = —o0, pak lima,, = —o0.

4. Kdyz B € R, pak pro kazdé € pro nekoneéné mnoho n je a, > B —¢ &
pro kazdé n > ng je a, < B+ €.

Dukaz. Dokazeme ¢éasti 1 a 2. Dukaz casti 3 a 4 je tloha nize.

1. Nechf A = —o0. Pak limb,, = —oo pro néjakou (b,) = (a,) a tvrzeni
ziejmé plati podle definice limity —oo. Nechtf A = +o0. Pak H(a,) = {+oc}
a podle ptedeslého tvrzeni se lim a,, = 4o00.

2. Necht A € R a je déno e. Protoze existuje (b,) < (a,) s limb,, = A, jisté
pro nekone¢né mnoho n je a, < A 4+ . Kdyby bylo a,, < A — ¢ pro nekonetné
mnoho n, méli bychom (¢,) < (a,) s limitou lim ¢, mens{ nez A — e. To nelze,
protoze A = min(H (a,)). Tedy pro kazdé n > ng je ap > A — €. ad

Liminfy a limsupy posloupnosti se pouzivaji v teorii ¢isel. Tfeba pro funkci 7(n)

poctu délitelu ¢&isla n (napifklad 7(6) = [{1,2,3,6}| = 4) se d4 dokézat, ze
log(r(n)) _

(log 2)(log n)/(log log n)

Zde (t(n)) = (1,2,2,3,2,4,2,4,3,4,2,6,2,4,...).

lim sup

Uloha 3.4.7 Dokazte &dsti 3 a 4 posledni véty.
Uloha 3.4.8 Uved'te posloupnost (a,) s H(a,) = R*.
Uloha 3.4.9 Ezristuje posloupnost (ay,), Ze H(a,) = [—1,0) U (0,1]2

Uloha 3.4.10 Pro a, = n(1 + (—1)") naleznéte liminf a,, a limsup a,.

3.5 AK rady

Dost se odchylime od zavedeni fad v
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred3.pdf
a vlastné viibec od standardniho zavedeni fad v u¢ebnicich analyzy.

e AK 7ady. Nasim cilem je rozsifit konecné soucty ) .y 7z, kde X je koneénd
indexovd mnozina a r, € R (takové soucty bereme jako zndmé), na souéty se
spocetnymi indexovymi mnozinami. OvSem tak, aby se zachovala komutativita
a asociativita s¢itani. To se realizuje v AK fadach.
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Definice 3.5.1 (AK fady) AK tada (absolutné konvergentni tada) je kaZdé
takové zobrazeni r: X — R definované na spocetné mnoziné X, Ze pro néjoké
c > 0 pro kaZdou konecnou mnozinu Y C X je ) .y |r(z)] < c. AK fadu
zapiSeme jako Y o x Tz, S Ty i=1(T).

Dilezitym piikladem AK fad jsou koneéné AK tady.
Definice 3.5.2 (koneéné AK fady) Konecnd AK tada je kaZdé takové zob-

razeni r: X — R definované na spocetné mnoziné X, Ze r(x) # 0 jen pro
konecné mnoho x € X. Opét je znacime symbolem )y To § 74 := 7(1).

Nase terminologie je korektni.

Uloha 3.5.3 Ka#dd konecnd AK Fada je AK Fada.

Koneé¢ny soucet ) |y 7, s konecnou X lze vzdy chapat jako kone¢nou AK fadu:
X libovolné (ale tak, abychom neinterferovali s dalsimi konstrukcemi) rozsifime
spotetnou mnozinou Y D X a pro z € Y \ X polozime r(z) = r, = 0.

Je-li Y cx7re AKTada aY C X, je jasné, ze )y 7, je rovnéz AK fada.
Nazveme ji AK podiadou AK fady > .y s

e Soucty AK tad. Jsou dany nésledujici vétou.

Véta 3.5.4 (soucty AK fad) Necht ) 7. je AK Fada. Pak pro kazdou
bijekci f: N — X existuje vlastni limita

n

s= lim 3 r(/() (€R)

i=1

a nezdvisi na f. Limitu s nazveme souctem AK rtady )y re. Oznacime ho
opét symbolem Y 5.

Diikaz. Necht Y wex Tz je AK fada, f,g: N — X jsou dvé bijekce a je ddno .
Polozime
c=sup({d_ ey Iz : Y C X a je konecnd}).

Vezmeme konecnou mnozinu Y C X, ze ¢ —e < Yy |re] < ¢ Pak pro
kazdou koneénou mnozinu Z C X \'Y je > _,|r.| < e. Vezmeme no, Ze
flnol], gl [no]] D Y. Pro kazdé m,n > ng pak je

| 2 r(F(0) = X r(9()] < Ypex,, el + Xaey, Iral <o te=2¢,
protoze X,,, a Y, jsou jisté konecné mnoziny obsazené v X \Y. Volba g = f ddva

cauchyovskost posloupnosti (22;1 r(f(i)): n € N). Ta ma podle véty 2.3.20
vlastni limitu s. Volba g # f ukazuje, ze tato limita nezavisi na bijekci f. O

Adjektivum ,absolutni“ obsazené ve zkratce AK neodkazuje tolik na absolutni
hodnotu, ale spiSe na to, ze soucet AK fady nezdvisi na poradi s¢itani.
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Uloha 3.5.5 Ukaste, 7e soucet kazdé konecné AK Tady chdpané joko AK rada
se rovnd souctu odpovidajictho konecéného souctu.

Tvrzeni 3.5.6 (aproximace souctu) Necht R = ) _y 7, je AK 7ada se
souctem s. Pak pro kaZdé € existuje takovd koneénd mnozinaY =Y (e,R) C X,
Ze pro kaZdou konecnou mnoZinu Z sY C Z C X je | c, 1z — 5| <e.

Diikaz. Nechf f: N — X je libovoln4 bijekce. Vezmeme ng, Ze pro n > ng
je | > re — 8| < €/2 a pro kazdou koneénou mnozinu M C N\ [ng] je
> ien ITr@)] < €/2. Polozime Y = f[[ng]]. Necht Z s Y C Z C X je konecna
mnozina. Pak

|Zmezrr_5|§‘Zmeer_5‘+ZzeZ\Y|rr|§5/2+5/2:5-
O

o AK tady zobecriuji koneéné soucty. Nyni ukazeme, Ze soucty AK fad jsou
komutativni a asociativni. Ziskali jsme tedy dobré rozsiteni konecnych souctu
na spocetné. Komutativita je zrejmy dusledek véty 3.5.4.

Dusledek 3.5.7 (komutativita AK fad) R =) _yr, bud AK fada. Pak
pro ¥V bijekci f: X — X je Y .y Ti@) AK Tada se stejngm souctem jako R.

VVVVVV

Véta 3.5.8 (asociativita AK fad) Necht R = 3 . r. je AK Fada, kterd
md soucet r, a'Y je rozklad mnozZiny X. Pro kaZdy blok Z €'Y oznacéime soucet
AK podrady Rz = ), ., 7 jako r(Z). Pak S = ),y 7(Z) je AK fada se
souctem s rovngym r.

Diikaz. Necht R a Y jsou, jak uvedeno. Pfiddnim nulovych séitancii je mozné
dosdhnout, ze Y i kazdy blok Z € Y je spocetnd mnozina. Nejprve dokdzeme,
7e S je AK fada. Necht

c=sup({d ez lrzl : Z C X aje konecna})

aY' = {Z,...,Z,} C Y je konetnd mnozina. Pro ¢ € [n] vezmeme podle
tvrzeni 3.5.6 koneéné mnoziny Z! = Y (27%, Rz,) (C Z;). Potlozime Zy = Z| U
..U Z,. Pak

Yzey M <3001 11(Zi) = Yaez, el + 1 X gez, =l S 1+ ¢

a Y ey r(Z) je AK fada.

Bud' déno e. Dokdzeme, 7e |r — s| < e. Podle tvrzeni 3.5.6 vezmeme koneéné
mnoziny X' =Y (¢/3,R) (C X),Y' =Y (/3,5) ={Z1,...,Z,} (CY), n €N,
aZl =Y (2 %/3,Rz,) (C Z;), i € [n]. Nechtf Xg =X'UZjU---UZ, aZ!=
(0\ UL, Z0) U Z,. Pak |r — s je

n—1
Sr = aexo Tal + 20000 | Xaezima = 1(Z0)l + 1 e zy o — 7(Za)l +
+ Y r(Zi) —s| <e/3+¢e/3+¢e/3=¢.
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Vskutku |r — s| < e. Protoze to plati pro kazdé e, nutné r = s. O

Uloha 3.5.9 Pro¢ jsme definovali mnoZinu Z!! tak, jak jsme ji definovali?

e Linedrni kombinace, suma a soucin AK tad. Popiseme tfi zakladni konstrukce
novych AK fad z AK fad jiz definovanych. Zaéneme linedrni kombinaci.

Tvrzeni 3.5.10 (LK AK fad) Nechf R=7) 7. aS =73 x5, jsou AK
fady se soucty r a s. Pak (a,b € R)

T =3 gex(ars + bsy)
je AK tada se souctem ar + bs.

Ditkaz. Necht ¢, resp. d, je kladnd konstanta dosvédéujici podle definice, Ze R,
resp. S, je AK fada. Necht Y C X je koneéna mnoZina. Pak

Dwey l0re +bss| <al Yooy 7| + 16 X pey [s2| < lalc +[bld.
Takze T je AK fada. Nechf f: N — X je libovolnd bijekce. Pak, podle AL,
Hm Y7 (arpy +bspy) = alim Y7 rpey +bUm D" | spi) = ar + bs.
T tedy mé soucet ar + bs. O

Suma a soucin jsou uz vice mnozinové konstrukce. Dukaz prvni z nich po-
nechame jako tlohu.

Uloha 3.5.11 Dokaste ndsledujici tvrzend.

Tvrzeni 3.5.12 (suma AK fad) Necht R =3 .7, a S =73
AK 7ady na disjunktnich mnozindch X a 'Y, se souc¢ty r a s. Pak

yey Sy Jsou

T=3 cxuyls kdety =7y prox e X aty=s, prox ey,

je AK tada se souctem t rovngm r + s.

Véta 3.5.13 (soucin AK fad) Necht R=3 7 aS =3 .y sy jsou AK
rady se soucty r a s. Pak

T= Z(w,y)eXxY TzSy
je AK tada se souctem t rovngm rs.

Diikaz. Dokdzeme, 7e T je AK fada. Necht horni mez c, resp. d, dosvédéuje
podle definice, Ze R, resp. 9, je AK fada a necht Z C X xY je koneénd mnoZina.
Vezmeme koneéné mnoziny X' C X aY’' CY,ze Z C X' xY’. Pak

Z(m,y)ez |Tm5y| < erX’ 72| - ZyEY’ ‘3y| <cd
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a T je AK fada. Pro dané ¢ < 1 dokdzeme, ze |t — rs| < e. Podle tvrzen{ 3.5.6
zvolime koneéné mnoziny Z = Y(¢/3,T) (C X xY), X' =Y (¢/3(|s| + 1), R)
(CX)aY =Y(e/3(]r] +1),5) (CY). Vezmeme koneéné mnoziny X” a Y,
ze X' cX'CcX, Y CcY'CYaZcCX'"xY" Pak |t —rs| je nejvyse

[t =, pexrsyn Tasyl + 1 X pexn Ta - D yeyn sy — 18| <
<SS+ 0)(s+0) —rs| s 18] < gty 2 101 < sy -

Takze |t —rs| < § + 5 + § = €. Plati to pro kazdé ¢ a proto t = 7s. ad

o AK tady versus standardni tady. Pro fadu Zzozl an, €Oz je vlastné posloupnost
(an) C R, se soucet standardné definuje jako lim(a; +- - - +ay,), kdyz tato limita
existuje. Vyhodou této definice je jeji jednoduchost. Jsou tu ale dvé nevyhody.
Definuje se pojem, ktery nefunguje, jak potfebujeme —v prvni pfednédsce jsme
v prvnim paradoxu vidéli, ze takovy soucet obecné zdvisi na potradi s¢itancu.
Standardné se absolutné konvergentni fady zavadéji az nasledné, my jsme je
zde zavedli hned na zacatku. Vétsina aplikaci fad, i kdyz ne vSechny, pracuje
s absolutné konvergentnimi fradami. Druhou nevyhodou standardniho pojeti fad
je prilisna svazanost s indexovou mnozinou N. Napiiklad dikaz exponencidlni
identity (pfedvedeme ho ve vété 4.3.4), coz je jedna ze zdkladnich aplikaci abso-
lutné konvergentnich tad, lze provést prirozené, elegantné a dostatecné presné
pravé v ramci AK fad, pomoci vét 3.5.8 a 3.5.13.
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Kapitola 4

Predniska 4. Rady. Limity
funkci. Elementarni funkce

Na rozdil od posledniho oddilu, kde jsme zavedli AK fady, v prvnim oddilu
kapitoly zalozené na ¢tvrté prednasce

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred4.pdf

prednesené 14. 3. 2024 pojmeme fady standardnim zpusobem. V tvrzeni 4.1.10
dokazeme divergenci harmonické fady a ve vété 4.1.22 odvodime vzorec pro
soucet geometrické rady. Riemannova véta 4.1.17 popisuje tiidu fad, jejichz
soucet 1ze pferovnanim libovolné zménit. V oddilu 4.2 zobecnime limity realnych
posloupnosti na limity funkci. Dokazeme vétu 4.2.12 o Heineho definici limity
funkce, ktera prevadi limity funkci na limity posloupnosti. V oddilu 4.3 uvedeme
na scénu Zakladni elementarni funkce: konstanty, exp x, logz, a®, cosz, sinzx,
tanx, cotx a inverzy poslednich ¢tyr. Ve vété 4.3.4 dokdzeme exponencidlni
identitu exp z - expy = exp(x + y).

Nové jsou oddily 4.4 a 4.5. Zavedeme Opravdu zakladni elementarni funkce.
Definice 4.4.4 a 4.4.13 jasné vymezuji Elementdrni funkce jako funkce, které
vzniknou ze Zékladnich elementarnich funkei opakovanym s¢itdnim, nadsobenim,
délenim a skladanim. V definici 4.5.1, resp. 4.5.6, pojmeme novym zpusobem
polynomy, resp. racionédlni funkce.

4.1 Standardni rady

V oddilu 3.5 jsme zavedli AK fady s komutativnimi a asociativnimi sou¢ty. Nyni
zavedeme tady standardné.

e Rady vseobecné. Rada je posloupnost (a,) C R. Znacime ji symboly 3 ay,,
> L a, neboiay +az+ ---. Cisla a, jsou jeji scitance. Jeji soucet je limita

lim (a1 +as +---+a,) (€RY),

n—roo
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existuje-li. Znac¢ime ho opét > an, Y .o, an nebo ag +as+---. Cleny posloup-
nosti (s,) = (a1 + - -+ + a,) jsou Cdstecné soucty s, fady. Soucet fady je tedy
limita lim s,,. Rada s vlastnim sou¢tem konverguje, jinak diverguje.

Uloha 4.1.1 Konvergence a divergence rady jsou robustni vlastnosti.

Pro soucty ale plati nasledujici.

Uloha 4.1.2 Pro kazdou konvergentni Tadu se zménou libovolného jediného
scitance jeji soucet zmeént.

Uloha 4.1.3 Kazdd 7ada a1 +as+..., pro niz pro kazdé n > ng je a,, > 0, md
soucet a ten neni —oo. Podobné kaZda rada se skoro vsemi sc¢itanci nekladnymi
md soucet, ktery nent +00.

Uloha 4.1.4 >°° 1 = +o0.

Pierovninim fady | a, rozumime fadu ) as,), kde f: N — N je bijekce.

Tvrzeni 4.1.5 (komutativni souéty) Md-li fada >_ a, jen konedné mnoho
zdpornych scitanci nebo jen koneéné mnoho kladnijch scitanci, pak vsechna jeji
prerovndni maji stejny soucet A.

Diikaz. Necht Y a, méa jen koneéné mnoho kladnych s¢itanci s indexy I C N,
f.9: N — N jsou bijekce a s, = >, agiy, tn = Dy ay(;). Vezmeme m, ze
flIm]],9[[m]] D I. Pak (s,) a (t,) od indexu m nerostou a podle dusledku 2.3.4
obé maji limitu. Dale neni tézké vidét, ze pro kazdé ny > m existuji ny, ng > m,
7€ tn, < Spy & Spy < tn,. Tedy lims,, = limt¢,. V piipadé, ze > a, mé jen
kone¢éné mnoho zdpornych s¢itanci, argumentujeme podobné. O

Nutnou podminkou konvergence fady >’ a, je, ze lima, = 0. Dokazuje to
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.1.6 (NPK fady) Kdyz ) a, konverguje, pak se lima, = 0.

Diikaz. Necht pro fadu Y a, je soucet s = lims,, = lim(a; + - - - + ay,,) vlastni.
Pak lima,, = lim(s,, — $,—1) =lims,, —lims,_1 =s—s=0. m|

Pokud tedy lim a,, neexistuje nebo neni 0, fada Y a,, diverguje. Pro soucet oo
NKP pochopitelné neplati.

Uloha 4.1.7 Zdivodnéte rovnosti v zdvérecném vypoctu v dukazu.

e Harmonickd rada. Je to fada > % I kdyz lim% = 0, uvidime, ze tato fada
diverguje a ma soucet 4oco.

Uloha 4.1.8 Kdyz (a,,) neklesa a md podposloupnost s limitou +o0o, potom téz
lima, = 4o0.
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Uloha 4.1.9 Kdyz fady S an a S by spliuji pro kazdé n > ng, Ze an > by,
a kdyz soucet Y b, = +00, potom i soucet Y a, = +00.
Tvrzeni 4.1.10 (soucet harmonické fady) > .7, 1 =14+i4+14+ - = 4o0.

1
n

. . 11, 1,111 1,1 5
Dukaz. Vezmeme fadu ) b, = stitaitststststomt Obecné
bor = bory g = -+ = bort1_| = 2,6% Pro Vn je % > b,. Céstecné soucty (sy)
fady Y by, rostou a pro k € Ny se Sor41_1 = %—&-2&4—4%4—- 2k 2,}+1 = %
Podle tlohy 4.1.8 se soucet Y b, = lims, = +oo. Podle ulohy 4.1.9 i soucet
E% = +00. m]

Podle tvrzeni 4.1.5 kazdé pferovnani harmonické fady ma soucet +oo. Jeji
gastecné soucty (h,) = (1,3, 4,2 L7 ) (C Q) jsou tzv. harmonickd &fsla.
Ze jdou do 400 dokézal uz v r. 1350 francouzsky scholastik Mikulds Oresme
(mezi 1320 az 1525-1382).

Véta 4.1.11 (asymptotika ¢isel h,,) Pron € N se harmonickd éisla
hn =logn+v+ an, kde a, =O(1/n).

Zde v = 0.57721 ... je tzv. Eulerova konstanta a symbolika a, = O(1/n) zna-
mend, Ze |a,| < ¢/n pro néjakou konstantu ¢ > 0.

Tuto vétu dokazeme v prednasce 14 pomoci integrala. Asymptotické znaceni
véetné O(-) zavedeme v oddilu 5.5.

Uloha 4.1.12 Dokazte, %e h, € N <= n = 1. Ndvod: m = (21 — 1)2%.

Uloha 4.1.13 (zatim nevyteseno) Fulerova konstanta vy je iraciondlnd éislo.

e Riemannova véta. V prvni pfednédsce jsme se setkali s fadou 1 — 1 + % —
% + % — % 4+ -+ % — % + ... se souctem 0. Ten jsme prerovnanim scitancu
zménili na kladny. Ve vété nize dokazeme, ze vhodnym pferovnanim muzeme
ziskat libovolny souéet. Zaéneme ale méné obecnymi zménami souéti. Necht
>0 | an je fada. Indexy jejich nezdpornych séitanct oznaéime jako ki < ko <

. a podobné jako z; < z3 < ... oznatéime indexy jejich zdpornych séitancu.
Je-li indext k,, nekone¢né mnoho, podle tvrzeni 4.1.5 maji v8echna prerovnani
fady Y ag, stejny soucet. Totéz plati pro piipadnou fadu 3 z,,.

Tvrzeni 4.1.14 (soucet +o0) > a, md prerovndni se soudtem —oo <=
soucet Y. a, = —oo. Podobné Y a, md prerovndni se souctem +oo <=
soucet > aj, = +00.

Diikaz. DokéZeme prvni tvrzeni a dikaz druhého pfenechidme tloze. Necht

> a,, = —oo. Muzeme piedpoklddat, ze indexu k,, je nekonecné mnoho. Je-li
jich jen kone¢né mnoho, podle tvrzeni 4.1.5 mé kazdé pferovndni rady Y a,
soucet —oo. Bijekci f: N — N, pro niz soucet ) afp,) = —oo, sestrojime
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v podobé prostych posloupnosti P, = (m,x) C N, k € Ny, jejichz ¢leny
jsou indexy k, a z,. Zatneme posloupnosti Py = (z,). V Py vezmeme néjaky
pocatecni usek Uy, ze EieUl a; < —1 — ag,. Za U; vlozime do Py index k;
a dostaneme tak posloupnost P;. V P} vezmeme néjaky pocatecni usek Us, ze
|Uz| > [Ur] & Y 2;cp, @i < =2 — ag,. Za Uz vlozime do Py index ky a dostaneme

tak posloupnost P,. A tak dél. Py, Py, Ps, ... ziejmé konverguji (vzhledem
k |U1] < |Us| < ...) ke hledané bijekei f.
Necht nenf pravda, ze Y a,, = —oo. Pak bud existuje jen konetné mnoho

indext z,, anebo soucet > a, € R. V prvnim piipadu podle tvrzeni 4.1.5
vSechna prerovndni fady > a, maji stejny soucet, ktery jisté neni —oo. Ve
druhém pripadu existuje ¢, ze pro kazdé n je Y. | a., > c. Odtud plyne, ze
zéddné prerovnéni fady > a, nemd soucet —oo. m]

Uloha 4.1.15 Druhou édst predeslého tvrzeni dokazte redukci na prunt cdst.

Tvrzeni 4.1.16 (neexistence sou¢tu) Rada Y a, md prerovndni bez souctu
< soucet Y a,, = —o0 a soucet Y ap, = +00.

Duikaz. Necht soucet Y a,, = —oo a soucet Y ag, = +oo. Vezmeme pocatecni
tsek Uy posloupnosti (z,,), ze ) ;cy, @i < —1. Vezmeme pocdtecni tsek V)
posloupnosti (ky,), Ze Zz‘evl a; > 2. Vezmeme pocatecni isek Us posloupnosti
(20)\ U1, 7€ )y, @i < —2. Vezmeme pocatecni tisek Vo posloupnosti (k) \ V1,
ze ZiEVz a; > 2. A tak da. Posloupnost

UV U Vy...CN

je bijekce fz N do N a fada ) af(,) nema soucet, protoze jak > ;" j apu) < —1,
tak Z?:l aygiy > 1 pro nekone¢né mnoho n.

Necht napiiklad soucet Y a. € R.V piipadu, ze Y ax, € R, argumentu-
jeme podobné. Pokud soucet > ax, = +oo, lehce se vidi, ze kazdé prerovnani
fady Y a, md soucet +oo. Pokud i > ax, € R, fada Y a, je AK fada a podle
véty 3.5.4 maji vSechna jeji prerovnani tyz (vlastni) soucet. |

Véta 4.1.17 (Riemannova) KdyZ fada 3 a, spliuje, Ze lima, = 0, soucet
> ag, = +00 asoucel ) a., = —oo, pak pro kaZdé A € R* md ) a, prerovndni
se souctem A. Také md prerovndni bez souctu.

Dukaz. Piipady A = +oo fesi tvrzeni 4.1.14. Pfipad neexistujiciho souctu resi
tvrzeni 4.1.16. Nech{ A = b € R. Induktivné definujeme prostou posloupnost
(pn) C N, kterd je bijekci z N do N a pro kterou se soucet >~ | a,, = b. Béhem
konstrukce budeme oznacovat (od zacatku) cleny posloupnosti (z,,) a (k) jako
Lpouzité“. Zacneme se vSemi Cleny obou posloupnosti nepouzitymi. Polozime
p1 = ki a index k; oznaéime jako pouzity. Necht uz jsou pi, pa, ..., pn de-
finované a s, = Y. | a,,. Pokud s, < b, pak p,11 je prvni nepouzity ¢len
posloupnosti (ky), ktery oznaéime jako pouzity. Pokud s, > b, pak p,i1 je
prvni nepouzity ¢len posloupnosti (z,,), ktery oznacime jako pouzity.
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Neni tézké vidét, ze pro nekonecné mnoho n plati jak s, < b, tak s, > b.
Tedy vycerpame (z,,) i (k) a (pn) je bijekce z N do N. Pro kazdé n > ng je

sp€lbtas, ,b+ar, |,
pricemz lim é,, = lim j,, = +o00. Protoze lima,, = 0, je lim s,, = b. O
Némecky matematik Bernhard Riemann (1826-1866) odhalil souvislost kom-
plexni funkce ((s) = > 1/n° s rozlozenim prvocisel.

e Absolutné konvergentni fady. Tyto fady jsme znaéné obecné probrali uz v mi-
nulém oddilu 3.5 o AK fadéch. Zde se na né podivdme standardné.

Definice 4.1.18 (abskon fady) > a, je absolutné konvergentni fada (abskon
Tada), pokud soucet Y |a,| < 4o0.

Je jasné, ze kazda abskon fada je AK fada.

Véta 4.1.19 (nekoneénd A-ova nerovnost) > a, bud abskon rada. Potom
> an konverguje a pro soucty plati nerovnost | Y. an| <3 |an|.

Diikaz. Necht Y a, je abskon fada s Edsteénymi soucty (s,) a > |a,| ma
Castecné soucty (t,). Konvergence fady > a, plyne z véty 3.5.4, ale zde ji
dokdzeme bez pomoci této véty. Podle pfedpokladu a véty 2.3.20 je (t,) Cau-
chyova posloupnost. Pro dané e tedy pro kazdé dva velké indexy m < n plati
nerovnost

|tn - tm| - Ham-‘rl‘ + |am+2| + -+ |arb|| - |a’m+1| + |a'm+2| +---+ |an| S £

(pro m = n jsou tyto soucty nulové). Diky konetné A-ové nerovnosti tedy pro
stejné indexy m < n plati i nerovnosti

|sn *3m| = |am,+1 +am+2 + - +an| S ‘am—&-l‘ + |am+2| + -+ |an| S €

a (sy,) je Cauchyova posloupnost. Podle véty 2.3.20 posloupnost (s,,) konverguje.
Tedy fada ) a,, konverguje.

Diky koneéné A-ové nerovnosti pro kazdé n plati nerovnost |s,| < ¢,, ekviva-
lentné —t, < s, < t,. Limitnim pfechodem n — oo dostdvame podle véty 3.3.2
pro soucty nerovnosti — Y- |an| < 3 an <Y |ay| a tedy | Y an| < Y lan|. O

Uloha 4.1.20 Kazdé prerovndni abskon tTady je abskon tada.

Tvrzeni 4.1.21 (o abskon fadach) > a, je abskon fada <= viechna jeji
prerovndni maji tyz vlastni soucet.

Dukaz. Implikace = plyne z véty 3.5.4. Pokud )" a,, neni abskon fada, pak
soucet > a,, = —oo nebo soucet »_ ap, = +o0o a podle tvrzeni 4.1.14 nékteré
prerovnani této fady nemad vlastni soucet. O

e Geometrické tady. Jsou to fady tvaru ZZOZO " =1+q+¢@+ - +q"+---,
kde ¢ € R je kvocient fady.
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Véta 4.1.22 (soucet GR) Soucet Sl o d™ je lflq pro —1 < ¢ < 1, 400 pro
q > 1 a neexistuje pro ¢ < —1.

Dukaz. Pro kazdé g € R\ {1} a kazdé n € N plati identita

sn=14q+@+ - +q =1 = 4
Pro ¢ < —1 tedy podle AL méame lim s5,,_1 = 400 a lim s5,, = —00, tedy lim s,
neexistuje. Pro ¢ = —1 je podobné so,—1 = 1 a s, = 0, fada opét nema soucet.
Pro —1 < g < 1 je limg™ = 0, takze podle AL mame soucet lim s,, = 1%(1. Pro
q = 1 se s, = n, takze mame soucet lims,, = +00. Pro ¢ > 1 se lim ¢" = +o0
a podle AL méme soucet lim s,, = +oo. ]

Jednou z aplikaci tohoto vzorce je tieba rovnost desetinného rozvoje a zlomku

27.272727- - =27(1 41072 +107* +...) = 27 o=y = 2520 = 300

Uloha 4.1.23 Proq € (=1,1) am € Z plati, 7e ¢™ +q™ T +q" 2+ .. = ﬂ—q.

Uloha 4.1.24 Kterd geometrickd Tada je abskon?
o Zeta (dzéta) funkce/Tada ((s). Je to funkce {(s): C\{1} — C definovand radou

¢(s) = Y. n~*. Zde uvazujeme jen realné s. Pouzijeme funkci realné mocniny a®
pro a > 0, kterou zavedeme za chvili v oddilu 4.3.
Definice 4.1.25 (fada ((s)) Pro s € R fada ((s) je ((s) = .

ns

Jeji konvergenci rozhodneme Cauchyovym kondenzacnim kritériem.

Véta 4.1.26 (CKK) Necht a; > az > -+ > 0 jsou redlnd ¢isla. Potom Fada
> an konverguje <= fada R = 2" - agn konverguje.

Diikaz. Nechf R ma soucet +o0o. Tedy i 3R = > 2""! - agn m4 soucet +oo.

; . 2k
Plati nerovnosti as > as, az+a4 > 2a4, as+---+ag > 4as, ..., ijzk—l-u aj >
2F=lag, -+ . Secteni davd, ze soucet > a, = +oo. Necht R konverguje. Plati
X ok+1_q
nerovnosti as + ag < 2as, ag + -+ a7 < day, ..., Z]‘:zk aj < Qka2k,
Secteni d4vd, ze fada Y a, konverguje. O

Véta 4.1.27 (o zeta funkci) Pro s <1 md 7ada ((s) soucet +00. Pro s > 1
tato rada konverguje.

Diikaz. Dokazat prvni tvrzen{ je tloha nize. Nechf s > 1. Rada R z CKK pro

fadu ((s) je
yan/(2r)r = (/2.

Protoze 0 < 1/2°~! < 1, tato geometrickd fada konverguje a podle véty 4.1.26
fada ((s) konverguje. |
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V MA 1+ dokdzeme, 7e ((2) = 72/6. Je to jeden z nejslavngjsich vysledki
§vycarského matematika Leonharda Eulera (1707-1783). V MA 17 téz dokdzeme,
ze ((3) je iraciondln{ ¢islo.

Uloha 4.1.28 Dokaste, e pro s < 1 se soucet Fady ¢(s) rovnd +oo.

Uloha 4.1.29 Pro kterd redind s konverguje Fada > nso 1/n(logn)®?

4.2 Limity funkci

Limity realnych posloupnosti, coz jsou vlastné funkce z N do R, rozsifime na
obecné funkce z M do R pro libovolnou mnozinu M C R.

e Prstencovd okoli a limitni body. Pro A € R* zndme e-okoli U(A4, ). Prstencové
e-okoli prvku A je definovano jako

P(A,e) =U(A, ¢)\ {4}
Prvek L € R* je limitni bod mnoziny M C R, kdyz
Ve(P(L,e)N M #0).

Mnozinu limitnich boda mnoziny M C R oznacime jako L(M) (C R*).

Uloha 4.2.1 Dokazte ndsledugici tvrzend.

Tvrzeni 4.2.2 (o limitnich bodech) Necht M C R a A € R*. Ndsledujici
turzent jsou vzdjemné ekvivalentni. (1) A € L(M). (2) Existuje posloupnost
(an) € M\ {A} s lima, = A. (3) Emxistuje prostd posloupnost (a,) C M
slima, = A. (4) Pro kazdé n € N je P(A,1/n)N M # 0.

Uloha 4.2.3 Zddnd konecénd mnozina M C R nemd limitn{ bod.
Uloha 4.2.4 Kazdd nekoneénd mnozina M C R md limitn{ bod.

Uloha 4.2.5 Kdyzbe L(M), pak ibe L(M\ {b}).

e Redlné funkce a jejich limity. Zavedeme a pfipomeneme nasledujici znaceni.

Definice 4.2.6 (znaéeni funkci) Pro M C R je F(M) ={f: f: M — R}.
Klademe R = Uy cp F(M). Pro f € F(M) definujeme Z(f) = {b € M :

f(b) = 0}. Definicni obor funkce g: X —Y je M(g) = X.

Definice 4.2.7 (limita funkce) Necht je f € F(M), A € L(M) a L € R*.
Kdyz pro kazdé e existuje 6, Ze

fIP(A, 6)] CU(L, ¢), ()

piseme limg_, o f(x) = L a rekneme, Ze funkce f md v A limitu L.
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Ano, vzhledem k definici obrazu mnoziny funkci v prvni prednésce staci misto
fIP(A,0) N M] psat jen f[P(A,J)]. Limita nezdvisi na hodnoté f(A). Funkce
f ani nemusi, a pro A = doo ani nemuze, byt v prvku A definovand. Pro
posloupnost (a,) C R, coz je funkce a: N — R, se lim, 4o a(z) = limay,.

Uloha 4.2.8 Jaké dalsi limitni body mdé mnozina N (C R) kromé +o0?
Pro A=a €R & L =b € R mizeme vztah lim,_,, f(x) = b zapsat jako
Vedd (e M(f)NO<|z—al <= |f(z) —b| <¢)

vevs

ratura jasné iikd, ze pro f € F(M) a A ¢ L(M) neni lim,_, 4 f(x) definovan4.
Pro ngjaké § pak je totiz P(A, )N M =@ a f[P(A,§)] = (. Inkluze (*) v definici
by pak platila pro kazdé L a kazdé e. Pokud napiSeme, ze lim,_, 4 f(x) existuje,
implicitné se tim rozumi, ze A € L(M(f)).

Tvrzeni 4.2.9 (jednoznaénost limity) Limita funkce je jednoznaénd — kdyz
lim, i f(x) = L ilim,x f(x) = L', pak L = L'.

Diuikaz. Pro kazdé e existuje 4, ze mnozina f[P(K,0)] (# 0) je obsazend v U(L, ¢)
ivU(L,e). Tedy Ve(U(L,e) NU(L',e) # 0). Podle tlohy 2.1.13se L =L". O

Limita restrikce funkce se rovna limité puvodni funkce.

Tvrzeni 4.2.10 (limita restrikce) Necht f € F(M), X je libovolnd mnoZina,
Ae L(XNM) anecht limy— 4 f(z) = L. Pak i lim,_4(f | X)(z) = L.

Dukaz. Pro dané € existuje 0, ze f[P(A4,0)] C U(L,¢). Z inkluze P(A,d)N (XN
M) C P(A,6) N M a z definice restrikce funkce dostavame inkluze

(fIX)[P(A, 6)] C fIP(A, 6)] CU(L, €).
Tedy lim,, 4(f | X)(z) = L. ]
Uloha 4.2.11 Uved'te priklad, kdy f € F(M), X je mnozina a lim,_, 4 f(x)
neexistuje, ale limy_, 4(f | X)(x) existuje (specidiné A € L(X N M)).
e Heineho definice limity funkce. Vidéli jsme, Ze limita posloupnosti je specialnim

piipadem limity funkce. Némecky matematik Eduard Heine (1821-1881) ukazal,
jak naopak limitu funkce zredukovat na limitu posloupnosti.

Véta 4.2.12 (Heineho definice LF) Necht je f € F(M) a K € L(M). Pak

lim, i f(z) = L <= pro kazdou posloupnost (a,) C M\ {K} slima, = K
se lim f(a,) = L.
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Dukaz. Implikace =. Necht lim,,x f(z) = L, (an) C M \ {K} mé limitu K
a je ddno e. Pak existuje §, ze pro Vo € P(K,6) N M je f(x) € U(L,e). Pro
toto J existuje ng, ze pro kazdé n > ng je a, € P(K,§) N M. Tedy n > ny =
flan) € U(L,e) a f(an) — L.

Obména — = —. Nechtf neplati, Ze lim, .k f(x) = L. Pak Je, Ze pro V¢
3b=b(8) € P(K,§) N M s f(b) & U(L,e). Pro n v N vezmeme § = 1 a pro
Vn vybereme bod b, = b(1) € P(K,1/n) N M, ze f(b,) € U(L,¢). Pak (b,) C
M\ {K} alimb, = K, ale =(lim f(b,) = L). Pravé strana ekvivalence tedy
neplati. O

V ditkazu obmény — = — jsme pouzili axiom vybéru, viz MA 1T,
Uloha 4.2.13 Jak jsme ho pouZili?
e Pdr limit. Spocitame si jednu limitu funkce. Diky identitdm x — y — 2’

T+y
T

a = y/—x vidime, ze limg;_, 1o (\/F* f) = limg 40 \/7+f

1

\/1+1/f+1 \/1+1/(+oo) 1 I+ 2'

11mx~>+oo

Uloha 4.2.14 Spoéz’tejte limity
1. limg o \/W 1’

2. hmx—>+oo\/1+7 VT’
3. lim, o S a

. 1
4. limg oo

4.3 Zakladni elementarni funkce

Postupné zavedeme pét podmnozin v R: Zakladni elementarni funkce (ZEF),
Elementdrn{ funkce (EF), Opravdu zdkladni elementdrni funkce (OZEF), poly-
nomy (POL) a raciondln{ funkce (RAC).

Definice 4.3.1 (ZEF) Zdkladni elementdrni funkce, zkratkou ZEF, jsou kon-
stantni funkce (konstanty) k.(x) s ¢ € R, expx, logz, a® sa >0, 2° s b € R,
0%, 2™ sm € 7Z, sinx, cosx, tanx, cot x, arcsin x, arccos x, arctan x a arccot x.

Ted postupné viechny tyto funkce definujeme.

e Konstantni funkce ¢ili konstanty jsou funkce k.: R — {c} s ¢ € R. Pro kazdé
z € R tedy ke(x) = c.

Uloha 4.3.2 Kolik je konstantnich funkci?

e Ezponencidla expx = exp(r) = e: R — R je ddna souctem -
00 =1).

(zde

nOn'

Uloha 4.3.3 Pro kazdé redlné x je expx abskon tada, tudiZ i AK Fada.
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Pomoci AK fad dokdzeme exponencialni identitu.

Véta 4.3.4 (exponencidlni identita) Vz, y (exp(z +y) = exp(z) - exp(y)).

Ditkaz. Nechf z,y € R. Véty 3.5.13 a 3.5.8 ddvaji rovnosti souéttu

m m n

eXPEL - eXPY = D (1 n)eNd T AT = 2ok meeN;; ml "l
m+n=

protoze expx je AK fa(%a. Diky algebraické tpravé a tloze 2.2.9 se posledni
- , k —
soucet Tovnd Y pe o & Yomeo (M)azmyFTm =30 Lz +y)F =exp(z+y). O

Uloha 4.3.5 Dokaste édsti 1-3 ndsledujicitho turzent.

Tvrzeni 4.3.6 (vlastnosti ) Pro exponencidlu plati ndsledugics.
1. Jeexp0 =1 a pro kazdé x € R jeexpx >0 a exp(—x) = 1/ exp(z).
2. Pro kazdé x,y € R plati, Ze x <y = expzr < expy.
8. Plati limity lim,_, oo expx =0 alim,_, o expx = +00.
4. Funkce exp je bijekce z R do (0,400).

Cést 4 dokdzeme v disledku 6.3.3.
o Eulerovo cislo e jee =expl :anoﬁ =24 g4 g+ - =2.71828---.

Uloha 4.3.7 Dokazte, Ze ¢islo e je iraciondlni. Ndvod: rovnici ). 7.1, =
) 7>0 5! m
vyndsobte ¢islem m).

e (Prirozeny) logaritmus log: (0,4+0c0) — R. Je to inverz exponencidly, log =

exp~!. Jeho vlastnosti tak dostaneme invertovanim vlastnosti exponencidly.
Uloha 4.3.8 Dokazte ndsledujici tvrzent.

Tvrzeni 4.3.9 (vlastnosti logaritmu) Plati ndsledugici.

I

1. Jelogl = 0 a pro kaZdé x,y > 0 plati, Ze logaxy = logx + logy a
r<y=logxr <logy.

e

2. Plati, Ze lim,_,ologx = —00 a lim,_, o logz = +00.
3. Funkce log je bijekce z (0,+00) do R.

e Redlnd mocnina a®. V ni a je zédklad a b je exponent. Uvedeme dvé vzdjemné
neporovnatelné definice dvou systému funkci s jednou proménnou. Prvni je
zalozena na vztahu a® = exp(bloga) a jeho rozsiten{ limitou lim,_, ., exp(z) =
0. Druha pouziva opakované nasobeni.
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Definice 4.3.10 (a® analyticky) Definujeme tii systémy funkei.

1. Pro a > 0 se funkce a* = exp(zloga) & je v F(R).

2. Pro b > 0 se funkce z° = exp(blogz) U {(0,0)} a je v F([0,+00)). Prob <0
se funkce x° = exp(blogz) a je v F((0, +0c0)).

3. Funkce 07 = ko | (0, +00).

Zde hodnotu 0° nedefinujeme a vzdy a® > 0. Liché odmocniny, to jest /z =
/3, &z = x'/°, atd., se nékdy definujf pro kazdé = € R, pak tieba /—8 = —2.
My pro né ale zaporné = nepovolujeme.

Definice 4.3.11 (a® algebraicky) Definujeme funkce ™, m € Z. Prom >0
sex™ =x-x-...-x sm éiniteli a je v F(R). Polozime 2° = ky (€ F(R)). Pro
m<0sex™=1/x7™ =ki/z™™ aje v F(R\ {0}).

Zde tedy definujeme 0° = 1 a mocnina a® miize byt zadporn4.

Uloha 4.3.12 Definice 4.3.10 a 4.3.11 mocniny a® na svém priniku souhlast.

Uloha 4.3.13 Dokazte, zZe pro kazdé x € R se e* = expx. Zde je vlevo redlnd
mocnina se zdkladem e = 2.71... a exponentem x a vpravo hodnota expo-
nencidaly.

Tvrzeni 4.3.14 (t¥i zdkladni mocninné identity) Pro redind ¢isla a,b > 0
& x,y plati identity

(a-b)* =a®-b", a*-a¥=a""" & (a®)! =a"".

Dikaz. (ab)® je exp(x log(ab)) = exp(z log a+xlogb) = exp(z log a) exp(x log b)
= a”b®. Podobné a®a? je exp(xloga)exp(yloga) = exp(zloga + yloga) =

exp((z + y)loga) = a*7¥. (a*)¥ je exp(ylog(exp(xzloga))) = exp(yzloga) =
a™. o

Ale ((—1)2)% =12 =1+#—1=(-1)! = (=1)%2, kde jsme pouzili ob& definice
redlné mocniny. Polsko-americky matematik Alfred Tarski (1901-1983), ktery
byl druhym nejvétsim matematickym logikem 20. stoleti, pfisel s domnénkou,
ze kazdd mocninnd identita, jako je tfeba z¥ - (2¥)¥ = 29 se dé odvodit
z piedchozich t¥{ zdkladnich identit (a dalsich zdkladnich vlastnost{ operaci
s¢itdni, ndsoben{ a umocniovéni). V r. 1981 jeho domnénku vyvratil britsky
matematik Alex Wilkie (1948), kdyz dokdzal, Ze mocninné identity jako

(T+2)+ (1 +z+2H))" (L+2%)" + (1 + 2% +2h)")”
=((1+2)"+ 1A +z+2)")" (1 +2%)Y + (1 + 22 +2hY)”

nelze odvodit ze tii zdkladnich mocninnych identit. Takovym identitdm nyni
ifkame Wilkieho identity. Pro podrobnosti viz MA 17.

Uloha 4.3.15 Dokazte, zZe pro redlnd cisla x,y > 0 plati uvedend Wilkieho
identita. Navod: (1 +z)- (1 4+ 22+ 2%) = (1 +2%) - (1 +z +2?).

60



Uloha 4.3.16 Ukazte, ze 0° je neurcity vjraz: pro kaidé nezdporné A € R*
existugi posloupnosti (a,) C (0,+00) a (b,) C R, Ze lima, = limb, = 0

n

a lim (a,)™™ = A. Proc to neplati se zdporngm A?

Definovat 0° jako 1 se ale ¢asto hodi.

e Kosinus a sinus. Funkce cos,sin: R — R pochézeji z geometrie, ale 1ze je

definovat i soucty fad. Pro kazdé ¢ € R se cost rovnd souctu y - (—1)" (t;;:ﬁ
t2n+1

(zde 0° = 1) a sint souctu Z:;o(*l)nm~ Tedy cost =1 — % + % -

asint=t— 5L +L ...
- 6 T 120 :

Uloha 4.3.17 Pro kazdé t je cost i sint abskon Tada, tedy i AK tada.

Mnozina bodt v roviné S = {(x,y) € R? : 22+ y? = 1} je jednotkova kruznice,
s polomérem 1 a stfedem (0,0).

Véta 4.3.18 (o bézkyni) Necht t € R. Bézkyné vybéhne z bodu (1,0) kruhové
drdhy S a bézi po ni jednotkovou rychlosti, prot > 0 proti a prot < 0 po sméru
hodinovijch rucicek. Pak v ¢ase |t| se bézkyné nachdzi v bodé (cost,sint) (€ S).

Presné geometrické zavedeni kosinu a sinu neni jednoducha véc, musi se zacit
definici délky oblouku kruznice, viz MA 1. Tam tuto vétu dokdZeme.

Cislo 7 1ze definovat dvéma zpisoby. Jednak m = 3.14159 .. .. je dvojndsobek
nejmensiho z > 0, ze cosx = 0. Déle 27 je obvod kruznice S: ¢as, kdy bézkyné
opét probéhne startem. Druhd definice je neformélni, protoze délka kruhového
oblouku bude definovédna az v MA 17. Tam také dokdZeme ekvivalenci obou
definic. Zakladni vlastnosti sinu a kosinu zde proto uvadime jen podminéné,
predpokladame vétu 4.3.18.

Uloha 4.3.19 Odvod'te = véty 4.3.18 ndsledugici tvrzend.

Tvrzeni 4.3.20 (sinus a kosinus) Sinus a kosinus magji ndsledugici vlastnosti.
1. Jsou to 2m-periodické funkce: cos(t + 2m) = cost a sin(t + 27) = sint.
2. Na intervalu [0,7/2] sinus roste z0 do 1.
3.Vt e [0,7] (sin(t) =sin(r — t)) a Vt € [0,2n] (sin(t) = —sin(27 — t)).
4. Pro kazdé t € R se cost = sin(t + 7/2) a cos®t +sin®t = 1.
5. Plati souctové vzorce: pro kazdé s,t € R se

sin(s £ t)

cos(s+tt) = coss-costFsins-sint.

sins-costdcoss-sint a

Uloha 4.3.21 (Eulerav vzorec) Vit (exp(it) = cost +isint), i = /—1.
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sint
cost

cost
sint”

e Funkce tangens a kotangens jsou definovany jako tant = a cott =

Uloha 4.3.22 M (tan) = R\{w :m€Z}, M(cot) =R\ {mn: meZ}.

Arkus sinus (inverzn{ sinus) a arkus kosinus (inverzni kosinus) je inverz re-
strikce sinu, resp. kosinu, na interval [—m/2, 7 /2], resp. [0, 7]. Jsou to bijekce

arcsin: [—1, 1] — [-7/2, n/2] a arccos: [-1, 1] — [0, 7] .

Funkce arkus tangens (inverzni tangens) a arkus kotangens (inverzni kotangens)
je inverz restrikce funkce tangens, resp. kotangens, na interval (—m /2, 7/2), resp.
(0, 7). Jsou to bijekce

arctan: R — (—7/2, 7/2) a arccot: R — (0, 7) .

4.4 Elementarni funkce

e Operace s funkcemi. Zacneme Ctyimi (bindrnimi) operacemi na mnoziné R
(viz definice 4.2.6). Necht f,g € R. Soucet f + g: M(f) N M(g) — R ma
hodnoty (f + g)(z) = f(x) + g(x). Souc¢in fg: M(f) N M(g) — R mé hodnoty
(fo)(x) = f(x) - g(x) = F(x)g(x). Podil f/g: M(f) N M(g) \ Z(g) — R, kde
Z(g) = {x € M(g) : g(x) = 0}, md hodnoty (/g)(x) = f(x)/g(z). Koneene,
jak vime z prvni pfednésky, slozenina f(g): M(f(g)) — R, kde je M(f(g)) =

{z € M(g) : g(x) € M(f)} (C M(g)), mé hodnoty (f(g9))(z) = f(g(z)). Na
rozdil od podilu dvou éisel je podil dvou funkei v R vzdy definovany!

Uloha 4.4.1 Dokazte ndsledujici tvrzent.

Tvrzeni 4.4.2 (monoidy funkci) Nechf R je jako v definici 4.2.6, O =
ko: R — {0} a 1g = k1: R — {1}. Algebraické struktury

Ramo = (Ra 0'R7 +) a Rmmo = (Ra 1737 )

jsou komutativni monoidy, takZe vyse definované operace + a - jsou komutativni
a asociativni a maji neutrdlni prvky Og a 1g. Nejsou to grupy, protoZe obecné
neexistuji inverzni proky (nicméné viz iloha 4.4.8). Operace - je distributivni
vzhledem k +, takze

flg+h)=({-9+(fh).

Necht f,g € R. Rozdil obou funkci je funkce f — g: M(f — g) — R s hod-
notami (f — g)(z) = f(z) — g(z), kde M(f —g) = M(f) N M(g).

Uloha 4.4.3 Dokaste, e pro kazdé dvé funkce f,g € R se f—g = fH+(k=1-9).

e Elementdrni funkce. Definujeme tiidu Elementarnich funkei EF. Casto je za
ni vydavana pfedchozi tiida ZEF.
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Definice 4.4.4 (EF 1) Funkce f € R je elementdrni <= v R existuji takové
funkce f1, fo, ..., fn,m €N, s f, = f, Ze pro kazdé i =1,2,...,n je f; € ZEF
nebo pro néjaké indexy j, k € N s 1 < g,k <1 je fi = f; + fr nebo fi = f; - fr
nebo fi = fj/fx nebo fi = f;(fx)-

Ptiblizné feceno, EF ziskame ze ZEF opakovanym s¢itanim, nadsobenim, délenim
a skldddnim. Rozdil dvou elementdrnich funkei je elementarni (iloha 4.4.3).
Identickd funkce idg = idg(z) = z: R — R je elementdrni, protoze log(exp) =
idg. Misto idg ¢asto piseme jen z. V opacném pofadi sklddani se exp(log) =
idg | (0, +00).

Uloha 4.4.5 Ukate, ze absolutni hodnota |x| € F(R) je elementdrni funkce.
Uloha 4.4.6 Cemu se rovnd podil konstantnich funkei ky/ko ?
Uloha 4.4.7 Je prézdnd funkce O elementdrni?

Uloha 4.4.8 Pro kazdou f € EF ezistuje jedind g € EF, ze M(g) = M(f)
af+g=kol|M(f).

Piipomenme si podle tvrzeni 3.3.7 typy redlnych intervali:
T= {wﬂ {a}a R, (a’a b)7 (700, a)7 (CL, +OO)7 (CL, b]v [av b)v [aa b]v (7003 a]v [CL, +OO)} ’
pro kazdé a,b € R s a < b.

Tvrzeni 4.4.9 (restrikce na intervaly) Pro kaZdou f € EF a kaZdy interval
Ie€Zjef|I€EF.

Dukaz. Sta¢i ukdzat, ze pro kazdy I € Z je g = ko|I € EF. Pak f + ¢
davd pozadovanou elementarni restrikci funkce f. Pro I = () vezmeme g =
k1/ko. Pro I = {a} vezmeme g = /a — x + v/ — a. Pro I = (—o0, b] vezmeme
g=+vb—x—+vb—2x. ProI =R vezmeme g = kg. Pro I = (a,b) vezmeme
g =log(x — a) + log(b — x) — log(x — a) — log(b — x). Samoziejmé z je idg, a je
ke a b je ky. Pro dalsi intervaly v Z kombinujeme tyto odmocniny a logaritmy
podobnymi zpusoby. o

Uloha 4.4.10 Popiste elementdrni funkce f a g s definicnimi obory M(f) = Z
a M(g) =R\ ({0} U{l/n: neZ\{0}}).

V ZEF je tada funkci, které lze vyjadfit z ostatnich a které tak jsou pro
generovani EF nadbytec¢né: cosx = sin(z + 7/2), tanx = 2L cotx = <&

cosx’ sina?

arccos x = 2 -+arcsinz, arctanz = arcsin (z/v/1 + 22) a arccot z =  —arctan z.
Pro redlné mocniny mame nésledujici redukci.

Uloha 4.4.11 Ukaste, Ze z funkci v definicich 4.3.10 a 4.3.11 si staci ponechat
funkce x° s b >0 a b ¢ N, které jsou v F([0, +00)).
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Tyto redundantni funkce ze ZEF vyradime a dostaneme nésledujici funkce.

Definice 4.4.12 (OZEF) Opravdu zdkladni elementdrni funkce jsou pravé tyto
funkce: k.(z) s c € R, expz, logx, 2° (€ F([0,+x))) sb >0 ab¢gN, sinz

a arcsinx.

Nevyjadtitelnost funkei 2%, b € (0, +00)\N, z ostatnich OZEF dokazeme v MA 1.
Elementarni funkce tedy muzeme definovat kompaktnéji.

Definice 4.4.13 (EF 2) V definici 4.4.4 lze tridu funkci ZEF nahradit uzsi
tridou OZEF.

Napiiklad funkce \/z = 2'/2, definovand na [0, +o0), je OZEF a ZEF. Vsimnéte
si, ze exp(2 logz) # \/z, protoze M (exp(4logz)) = (0,+00). K elementdrnim
funkcim se vratime v MA 17, kde také dokdzeme neelementdrnost nékterych
antiderivaci.

Elementarni funkce %' R\ {0} - {-1,1} mé hodnotu —1 pro z < 0 a1l
pro z > 0. Podob4 se funkci signum (znaménko) sgn: R — {—1,0,1} dané jako
sgnx =—1prox <0,sgn0=0asgnz=1proz>0.

Tvrzeni 4.4.14 (sgn neni elementdarni) Ovsem sgn ¢ EF.

Dikaz. Kazda elementarni funkce je spojitd, viz definice 6.1.1 a véta 6.6.14.
Funkce znaménka ale neni spojitéa. a

Nemeély by se tedy EF definovat sifeji, aby funkce znaménka byla elementarni?
Touto otazkou se budeme zabyvat jinde. Otéazkou existence spojitych neele-
mentérnich funkci se zabyvame v MA 17.

Uloha 4.4.15 Uved'te priklady funkci v EF, které v nékterych bodech svého
defini¢niho oboru nemaji vlastni derivaci.

4.5 Polynomy a racionalni funkce

Podobné jako v oddilu 3.5 i nyni se vyrazné odchylime od standardniho pojeti.
Polynomy a raciondlni funkce zavedeme jako podmnoziny v R pomoci omezeni
na generovani v definici 4.4.4.

e Polynomy. Predkldadame nésledujici pojeti polynomu.
Definice 4.5.1 (POL) Funkce f € R je polynom <= v R existuji takové
funkce f1, fo, ..., fn,n €N, s f, = f, Ze pro kazdé i = 1,2, ..., n je f; identita

idg nebo konstanta k., c € R, nebo pro néjaké indexy j,k € N s 1 < j,k < je
fi = fij + fr nebo fi = fj - fr. MnoZinu polynomi oznacime jako POL.
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Patrné kazdd funkee f;, ¢ € [n], je polynom. Polynomy v nasem pojeti tedy
vzniknou z konstant a identity opakovanym s¢itanim a nasobenim. Z tvaru po-
lynomu ag+aiz+- - -+a,x™, ktery je ve standardnim pojeti defini¢ni, je v nasem
pojeti tvar kanonicky, jehoz existenci a jednoznaénost ted dokdzeme. Pro f € R
an € Ny mocninu f™ definujeme pro n =0 jako f — f + k1 (= k1 | M(f)) a pro
n >0 jako f- f-...- fsmn Ciniteli.

Tvrzeni 4.5.2 (kanonicky tvar polynomu) KaZdy polynom p md M(p) =
R a bud p = kg je tzv. nulovy polynom, anebo p md jednoznacny kanonicky tvar

P=5oka, Cid) (= ao + arx + agx? + - + ana™),
kden € Ny, a; € R & a, # 0.

Diikaz. Z definice polynomu je jasné, ze mé definiéni obor R. Necht p je po-
lynom. Pak p = f,, ma generujici posloupnost fi,..., f, podle definice 4.5.1.
Uzijeme indukci podle n. Kdyz n = 1, pak p je bud nulovy polynom, anebo m4
kanonicky tvar p = k. -id% s ¢ # 0 i p = ko - id% + ki - idj. Nechf n > 1. Pokud
p = fn je konstanta nebo identita, jsme v pfedchozim pifpadu. Necht p = f;+ f
nebo p = f; - fr pro 1 < j, k < n. Polynom f; je bud nulovy, anebo m4 podle
indukce kanonicky tvar. Totéz plati pro fi. Pokud f; nebo fi je nulovy, snadno
vidime, Ze p je téZ nulovy nebo mé kanonicky tvar. Pokud f; i fi ma kanonicky
tvar, s pomoci tvrzeni 4.4.2 snadno vidime, Ze p je nulovy nebo ma kanonicky
tvar.

Jednoznac¢nost kanonického tvaru plyne z nésledujici dlohy (kterd vyplyva
7 existence kanonického tvaru). Necht polynom p ma dva rizné kanonické tvary.
S pomoci tvrzeni 4.4.2 neni tézké vidét, ze pak rozdil p — p ma také kanonicky
tvar. Podle tlohy 4.5.3 polynom p — p mé jen kone¢né mnoho nulovych bodu.
To je ale spor, protoze p — p = k. O

Stupen deg p nenulového polynomu p je index n € Ny v jeho kanonickém tvaru.
Stupen nulového polynomu se nékdy definuje jako —oo.

Uloha 4.5.3 Dokaste, e kazdy polynom p s kanonickym tvarem md konecnou
mnozinu nulovych bodi Z(p) ={b € R : p(b) = 0}.

Obor integrity je okruh, v némz souc¢in dvou nenulovych prvki je vzdy ne-
nulovy.

Uloha 4.5.4 Dokazte ndsledugjici tvrzent.

Tvrzeni 4.5.5 (POL je OI) Algebraickd struktura R[z] = (POL, ko, k1, +, )
tvori obor integrity.

e Raciondlni funkce. Definujeme je podobné jako polynomy, jen navic zapojime
operaci déleni. Uvidime ale, ze ve srovnani s polynomy se tim dostaneme do
znatelné slozitéjsi situace.
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Definice 4.5.6 (RAC) Funkce f € R je raciondlni < v R existuji takové
funkce f1, fo, ..., fn,n €N, s fr, = f, Ze pro kazdé i = 1,2,...,n je f; identita
idg nebo konstanta k., ¢ € R, nebo pro néjaké indexy j,k € N s 1 < 5,k < i
je fi = f; + fx nebo f; = f; - fx nebo fi = f;/fx. MnoZinu raciondlnich funkci
oznacime jako RAC.

Opét kazdd funkce f;, i € [n], je raciondlni. V nasem pojeti tedy raciondlni
funkce vygenerujeme z konstant a identity opakovanym s¢itdnim, nédsobenim
a délenim. Napiiklad funkce i: R\ {0} — R je raciondlni. Kazdy polynom
je raciondlni funkce, POL C RAC. Prdzdnd funkce @), kterd neni polynom, je
raciondlni, protoze tieba 0 = ky/ko.

Tvrzeni 4.5.7 (kanonické tvary v RAC) KaZdd raciondini funkce v # ()
mda M(r) = R\ Z, kde Z C R je koneénd mnozina, a existuji pro ni dva
polynomy p a q, Ze q # ko, Z = Z(q) ar =p/q.

Diikaz. Nechf r € RAC. Pak r = f, m4a generujici posloupnost fi,..., fn
podle definice 4.5.6. Opét indukce podle n. Kdyz n = 1, pak r je konstanta
nebo identita a r ma kanonicky tvar {, resp. 7. Necht n > 1. Kdyz r = f,
je konstanta nebo identita, jsme v piedeslém pifpadu. Nechtf tedy pro néjaké
1 <jk<njer = f;+ fx nebor = f; - fr nebo r = f;/fx. Pak f; = 0
nebo f; mé podle indukce kanonicky tvar. Totéz plati pro fi. Je-li f; nebo fi
prazdnd, je i 7 = (). Necht tedy mdme kanonické tvary f; = p/q, fr = p'/q,
M(f;) =R\ Z(q) a M(fx) =R\ Z(¢'). Probereme tfi uvedené piipady pro 7.
V prvnim piipadu se

pd'+p'q
r=fi+ o=

V citateli 1 ve jmenovateli jsou polynomy a qq’ # ko, protoze polynomy tvori
obor integrity. Déle M (r) = M(f;) " M(fx) =R\ (Z(¢) UZ(¢")) =R\ Z(¢q¢').
Méme tedy kanonicky tvar pro r. Ve druhém piipadu se

/
r=fife="15.

Jako v prvnim piipadu vidime, Ze to je kanonicky tvar pro r. Kone¢né ve tretim
piipadu se

_ ¢/ — pd)?
r= f]/fk = qq'p
V citateli i ve jmenovateli jsou polynomy. Pokud p’ = kg, je r = 0. Kdyz p’ # ko,
je qq'p’ # ko a M(r) = M(f;) N M(fx) \ Z(fx) se rovnd

R\ (Z(@QUZ())\ (Z)\Z(d) =R\ (Z(q)UZ(¢)UZ(p')) =R\ Z(qq'D') -

Opét mame kanonicky tvar pro r. |
B SN2 T P : .y < O0+lz ; 04-0z+1z?
Kanonické tvary raciondlnich funkei nejsou jednoznacéné. Napt. 557 1 (07

je kanonicky tvar raciondlni funkce z/z (= k1 |R\ {0}).
Na mnoziné RAC \ {0} definujeme relaci shodnosti ~ jako

res &4 r|M(s)=s|M(r).
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Uloha 4.5.8 Dokazte, Ze ~ je relace ekvivalence.

Napitklad k; ~ z/x ~ (x - (z —1))/(x - (x — 1)).
Uloha 4.5.9 Dokazte nasledugict tvrzent.
Tvrzeni 4.5.10 (téleso R(z)) Algebraickd struktura
R(z) = (RAC\A{0})/ ~, [kol~, [Fa]~, +, )

je téleso, tzv. téleso raciondlnich funkci.

Na rozdil od algebry jsou prvky naseho télesa R(z) opravdu funkce, presnéji
jejich ekvivalenéni bloky.

Uloha 4.5.11 Pro¢ jsme vyradili prdzdnou raciondlni funkci?
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Kapitola 5

Prednaska 5. Limity funkci

Kapitolu inspirovanou patou prednéskou
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred5.pdf

prednesenou 21. 3. 2024 za¢neme oddilem 5.1 o jednostrannych limitach funkci.
Tvrzeni 5.1.7 a 5.1.13 popisuji vztahy obyc¢ejnych a jednostrannych limit. Potom
v oddilu 5.2 zavedeme spojitost funkce v bodé. V tvrzeni 5.2.4 ji charakterizu-
jeme pomoci limit a v tloze 5.2.5 Heineho definici.

0ddil 5.3 obsahuje vétu 5.3.1 o limité monoténni funkce, vétu 5.3.3 o arit-
metice limit funkci, vétu 5.3.7 o limité funkce a usporadani a vétu 5.3.11 o dvou
funkénich straznicich. V oddilu 5.4 uvadime vétu 5.4.1 o limité slozené funkce.
Na rozdil od formulaci této véty v literatufe, které jsou implikacemi, nase formu-
lace je ekvivalence. V zavére¢ném oddilu 5.5 vysvétlime vyznam asymptotickych
symboli O, <, >, Q, 0, <, 0, w a ~.

5.1 Jednostranné limity

Vsimnéme si, ze doplnék bodu R\ {a} = (—o0,a) U (a, +00) se sklddé ze dvou
oddélenych intervalti— na rozdil od roviny R? se v R bod a ned4 ,,obejit“. Proto
se zavadéji limity funkci zleva a zprava. Za¢neme definici jednostrannych okoli.

e Jednostrannd okoli a jednostranné limitni body. Levé, resp. pravé, e-okoli bodu
beRje
U (bye)=(b—¢, b, resp. UT(b,e) = [b, b+¢).

Levé, resp. pravé, prstencové e-okoli bodu b je

P~(b,e)=(b—e¢,b), resp. PT(b,e) = (b, b+¢).

Bod b € R je levym, resp. pravym, limitnim bodem mnoziny M C R, pokud

Ve (P~ (b,e)N M #0), resp. Ve (PT(b, e) N M #0) .
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Mnoziny téchto bodu oznacime jako L™ (M), resp. LT (M) (C R). Bod b € R je
oboustranny limitni bod mnoziny M C R, kratce OLB, pokud

Ve (P (b,e)N M #0 A PH(b,e)N M #0).

Mnozinu téchto bodi oznacime jako L* (M) (C R). OLB jsou klicové v kritériu
lokalniho extrému zalozeném na anulovani derivace. Pro nekone¢na jednostranna
okoli a jednostranné limitni body nedefinujeme.

Uloha 5.1.1 be L™ (M), resp. be LT (M) <= 3 (a,) C (—o0,b) N M, resp.
(an) C (b,+00) N M, Ze lima, =b.

Uloha 5.1.2 Nechf M C R a b € R. Dokaste ndsledujici.
l.be L= (M) = be L(M),
2.be LT (M) = be L(M),
3.be L(M)=be L~ (M) nebobe LT(M) a

4. je mozné, e b € L(M), ale b L™ (M) nebo b & LT (M).

Podle tlohy 4.2.3 zddna kone¢nd realnd mnozina nemé limitni bod. Tim méné
ma& néjaky jednostranny limitni bod. Podle tlohy 4.2.4 kazda nekonecné realna
mnozina ma limitni bod. Pro jednostranné limitni body to neplati.

Uloha 5.1.3 Uved'te priklad nekonecné podmnoziny R, kterd nemd ani levy ani
pravy limitni bod.

Uloha 5.1.4 Dokazte, Ze kazZdd nekonecnd a omezend redind mnozZina md levy
limitnd bod nebo pravy limitni bod.

e Jednostranné limity funkci. Limitu funkce zjemnime jednostrannymi limitami.

Definice 5.1.5 (jednostranné limity) Nechf f € F(M), be L= (M) a L je
v R*. Pokud pro kaZdé e existuje 6, Ze f[P~(b,8)] C U(L,e), potom piseme
lim,_,,- f(z) = L a rekneme, Ze funkce f md v bodé b limitu zleva rovnou L.
Néhrada znaménka = znaménkem + ddvd limitu v b zprava lim,_,+ f(z) = L.

Jako limy_, 4 f(z) pro A ¢ L(M(f)) ani lim, ,,— f(z) pro b ¢ L~ (M(f)) neni
definovand. Totéz plati pro limitu zprava. Kdyz lim,_,,~ f(x) existuje, jako difv
to implicitné znamend, ze b € L~ (M(f)). Totéz plati pro limitu zprava.

Uloha 5.1.6 Dokaste ndsledugjici tvrzend.
Tvrzeni 5.1.7 (o jednostrannych limitach) Plati ndsledugici.
1. limg o f(2) = L = lim, .- f(x) = L nebo lim,_, .+ f(z) = L,

2. limy - f(z) =lim, o+ f(2) = L = lim,, f(z) =L &
3. lim,_ - f(z) = K, lim,_,o+ f(z) =L & K # L = lim,_,, f(z) neezistuje.

Tedy lim, ¢ sgn x neexistuje, protoze lim,_,o- sgnz = —1 a lim,_,¢+ sgnz = 1.
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Uloha 5.1.8 Dokaste ndsledugici tvrzend.

Tvrzeni 5.1.9 (jednoznacnost lim,_,,+ f(x)) Kdyz plati, Ze lim,_,+ f(z) =
K i Zelim,_,,+ f(x) = L, pak K = L (shodnd znaménka,).
Uloha 5.1.10 Dokazte ndsledujici tvrzent.

Pro b € R jako I~ (b), resp. I (b), oznaéime interval (—oo,b), resp. (b, +00).

Tvrzeni 5.1.11 (Heineho definice lim,_,,+ f(x)) Nechlf f € F(M) a b je
v LT (M). Paklim,_,,+ f(z) = L <= pro kazdou posloupnost (a,,) C MNI*(b)
s lima, =b selim f(a,) = L (shodnd znaménka).

Poznamename, ze nékdy se obycejné limity funkci piSou zbytecné slozité jako

jednostranné. Naptiklad se pise lim,_,q+ logx = —oc. Podle nasich definic limit
celou situaci vystihuje jednodussi lim,_,glogz = —oco. Zde

lim logz = lim logz = —o0,

z—0 z—0t

ale limita lim,_,o- logz neni definovand, protoze 0 ¢ L~ (M (logx)). Zavérem
jesté jeden vztah mezi obyc¢ejnymi a jednostrannymi limitami, ktery pouzijeme
v dukazu dusledku 5.4.5.

Uloha 5.1.12 Dokazte ndsledujici tvrzent.

Tvrzeni 5.1.13 (pouziti zizeni) Nechf f € F(M) a b € L*(M). Pak plati
ekvivalence, Ze lim,_ ¢ f(r) = L <= lim,_(f|IF(d))(z) = L (shodnd
znaménka,).

5.2 Spojitost funkce v bodu

e Spojitost funkce v bodu. Nasledujici definice je dulezité.

Definice 5.2.1 (spojitost funkce v bodu) Necht f € F(M). Funkce f je
spojitd v bodu b € M, kdyz pro kazdé e existuje &, Ze f[U(b,0)] C U(f(b),e).
Jinak Tekneme, Ze f je v b nespojitd.

Uloha 5.2.2 Kdy je tedy funkce f v bodu b € M(f) nespojiti?

Napiiklad sgn z je nespojitd v = = 0, ale vsude jinde je spojita. Kdyz b & M(f),
funkce f neni v b ani spojitd ani nespojitd. Pfi srovndn{ s limitou lim,_; f(x) =
L vidime, Ze L se nahradilo hodnotou f(b) a prstencové okoli P(b, ) obycejnym
okolim U (b, J).

Uloha 5.2.3 Funkce f je spojitd vb € M(f), prdve kdyz pro kazdé ¢ existuje 0,
zew € M(f)Alw— b < 6= |f(z) - F()] < <.
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Spojitost f v b neni ekvivalentn{ tomu, ze lim,_; f(z) = f(b). To plati jen
v limitnich bodech mnoziny M.

Tvrzeni 5.2.4 (o spojitosti v bodé&) Pro funkci f € F(M) & bod b € M N
L(M) jsou 1, 2 a 3 vzdjemné ekvivalentni. 1. Funkce f je v b spojitd. 2. Limita
limg_p f(z) = f(b). 3. Pro kaZdou posloupnost (a,) C M s lima, = b se
limf(an) = f(b)

Diikaz. Implikace 1 = 2. Necht f je spojita v b podle definice 5.2.1 a je dano
e. Tedy existuje 9, ze f[U(b,0)] C U(f(b),e). Pak b€ L(M(f)) ai f[P(b,0)] C
U(f(b),e) alimg—y f(x) = f(b).

Implikace 2 = 3. Necht lim, ., f(z) = f(b), (a,) C M m4 limitu lim a,, = b
a je dédno €. Tedy existuje 6, ze

fIP(b, )] CUf(b), ) - (%)

Vezmeme ng, 7ze n > ng = a, € U(b,d). Pak téz n > ng = f(an) € U(f(b),e):
pro a, # b pouzijeme inkluzi (x) a pro a, = b je f(a,) = f(b) € U(f(b),e).
Tedy lim f(an) = £(b).

Implikace 3 = 1, to jest =1 = —3. Nechf f neni spojitd v b. Pak existuje
takové ¢, ze pro Vd3a = a(d) € U(b,d) N M, ze f(a) & U(f(b),e). Pro kazdé
n vybereme néjaké takové a, = a(1/n) a dostaneme posloupnost (a,) C M, ze
lima, = b, ale f(a,) € U(f(b),e) pro kazdé n. Tedy (f(ay)) nemd limitu f(b)
a Cast 3 neplati. O

Posledni implikaci jsme opét dokazali s pomoci aziomu vybéru. Cést 3 popisuje
Heineho definici spojitosti funkce v bodu. Nasledujici uloha ji upfesnuje.

Uloha 5.2.5 V turzend 5.2.4 v ekvivalenci (1) <= (3) je moiné predpoklad
b € L(M) vynechat. TakZe funkce f je spojitd v bodu b € M(f) <= pro kaZdou
posloupnost (a,) C M slima, = b se lim f(a,) = f(b).

Prava strana této ekvivalence se nékdy bere jako definice spojitosti funkce
v bodu.

e Izolované body. Necht M C R. Mnozina M \ L(M) je tvorena takzvanymi
izolovanymi body mnoziny M.

Uloha 5.2.6 Bod b € M je izolovany bod mnoziny M C R, prdvé kdyz pro
néjaké e je U(b,e) N M = {b}.

Uloha 5.2.7 Nechf b € M C R. Pak b je bud limitni bod mnoziny M, anebo
izolovany bod mnoziny M.

Tvrzeni 5.2.8 (spojitost v izolovaném bodu) Kazdd funkce f € R je spo-
Jitd v kazdém izolovaném bodu mnoziny M (f).
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Dukaz. Necht f € F(M) ab e M je izolovany bod. Podle tlohy 5.2.6 existuje
8, ze U(b,d) N M = {b}. Pro toto ¢ inkluze f[U(b,0)] = f[{b}] = {f(b)} C
U(f(b),e) plati pro kazdé e. Takze f je spojitd v b podle definice 5.2.1. m

Kazdé posloupnost (a,) C R, tedy funkce a € F(N), je tak spojitd v kazdém
bodu n svého defini¢niho oboru N.

Uloha 5.2.9 Funkce f € F(M) neni spojité vb € M <= 3 posloupnost
(an) C M, zelima, =b alim f(a,) = A # f(b).

e Jednostrannd spojitost. Funkce f je zleva spojitd v bodé b € M(f), kdyz
pro kazdé e existuje 6, ze f[U™(b,0)] C U(f(b), e) Nédhradou znaménka —
znaménkem + dostaneme spojitost zprava.

Uloha 5.2.10 Funkce je v daném bodu spojita <= je v ném zleva i zprava
spojitd.

e Riemannova funkce. Je to funkce r € F(R) s hodnotami r(z) = 0 pro xz € R\Q
ar(2) =1 prozlomek 2 v zékladnim tvaru.

Tvrzeni 5.2.11 (o Riemannové funkci) Tato funkce je spojitd prdvé v ira-
citondlnich ¢islech.

Diikaz. Nechf z = o je zlomek v zakladnim tvaru a e < % Pro V ¢ 3 iracionalni
o € U(z,8). Ale r(a) = 0 ¢ U(r(z),e) = U(L,¢), takze funkce r nenf spojitd
v bodé x. Nechf x € R\ Q a je ddno € € (0,1). Definujeme

M={lz—2[: 2cQnU(z, 1)AL >e} a § =min(M).

Toto ¢ existuje a § > 0, protoze podle tlohy 5.2.12 je M neprézdna konec¢nd
mnozina kladnych ¢isel. Pro toto § je y € U(x,d) = r(y) € U(r(x),e) =
U(0,e) —pro kazdé y € U(z,0) je r(y) = 0 nebo r(y) = L < e. Proto je
funkce r spojita v bodu x. ]

Uloha 5.2.12 Pro¢ je M neprdzdnd konecnd mnozina kladnijch éisel?

5.3 Limity a usporadani, aritmetika limit
Nékteré vysledky o existenci limit posloupnosti, o jejich aritmetice a o jejich
vztahu k usporadani ted rozsifime na limity funkci.

o Limity monoténnich funkci. Nechf f € F(M) a X je libovolnd mnoZina.
Funkce f neklesd, resp. neroste, na X, pokud pro kazdé x < y v X N M je
f(z) < f(y), resp. f(z) > f(y). Kdyz f na X neklesa ¢i neroste, je na X
monoténni. Ano, X nemusi byt podmnozinou M.
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Véta 5.3.1 (limita monoténni funkce) Nechl f € F(M). Plati ndsledujici.
1. Kdyzb e L™ (M) a existuje 0, Ze f na P~(b,0) neklesd, pak

lim f(z) = sup(f[P (b, 8)]) .

z—b~

2. Kdyz 400 € L(M) a existuje 0, Ze f na U(+00,0) neklesd, pak

lim f(x) = sup(f[U(+o0, 0)]).

r—+o0
Suprema zde bereme v LU (R*, <).

Diitkaz. 1. Necht f, M, b a 6 jsou, jak uvedeno, a je déno e. Oznaéime si
A = sup(f[P~(b,0)]) a vezmeme libovolné a € U(A,¢) s a < A. Podle definice
suprema existuje ¢ € P~ (b,0) N M, ze a < f(c) < A. Polozime 6 = b — ¢. Pro
kazdé d € M s c < d <bjea< f(c) < f(d) < A, tedy (podle tlohy 2.1.12)
f(d) e U(A,e). Takze f[P~(b,0)] CU(A,¢) alim, ,,- f(z) = A.

2. Necht f, M a 6 jsou, jak uvedeno, a je ddno €. A := sup(f[U(+00,6)])
a vezmeme libovolné a € U(A,e) s a < A. Podle definice suprema existuje
c € U(H+oo,0) N M, ze a < f(c) < A. Polozime § = 1/c. Pro kazdé d € M
sc<djea< f(c) < f(d) < A, tedy (podle tlohy 2.1.12) f(d) € U(A,¢). Takze
flU(+00,0)] CU(A,¢e) alim,, 400 f(x) = A. 0

Pro oby¢ejné limity véta neplati: funkce sgn: R — {—1,0,1} na R nekless, ale
lim, o sgn x neexistuje. Nalezeni obycejné limity monoténni funkce prevedeme
pomoci tvrzeni 5.1.7 na nalezeni jejich jednostrannych limit. Ty nalezneme po-
moci pfedeslé véty a nésledujici tlohy.

Uloha 5.3.2 Popiste dalsi varianty véty: pro lokdlné nerostouct funkci a/nebo
limitu v b zprava, popr. v —oo.

o Aritmetika limit funkcd. Aritmetiku limit (AL) rozsifime z posloupnosti na
funkce. V dukazu vyuzijeme Heineho definici limity funkce.

Véta 5.3.3 (aritmetika limit funkci) Bud f,g € R, A€ L(M(f)N M(g)),
lim, 4 f(z) = K alim,,4g(x) = L. Pak se lim, ,o(f + g)(z) = K + L,
lim, . 4(fg)(x) = KL a lim,4(f/g)(z) = K/L, pokud vgraz napravo nent
neurcity.

Dukaz. Probereme jen podil, diukazy pro soucet a souéin jsou podobné a jed-
nodussi. Necht vyraz K/L neni neurcity. Pak L # 0 a tedy A € L(M(f/qg))
(iloha 5.3.4). Necht (a,,) € M(f/g) \ {A} je libovolné posloupnost s lima,, =
A. Podle implikace = v Heineho definici limity funkce se lim f(a,) = K
an lim f(an
gEang = lim '_Z;gang %
Protoze pro kazdou posloupnost (a,) jako vyse méa posloupnost (g((%‘g) =
((f/9)(ay)) tuto limitu, implikace < v Heineho definici limity funkce d&v4,

ze 1 limita lim, A (f/g)(z) = K/L. |

a lim g(a,) = L. Diky vété 3.1.2 dostdvame, ze lim
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Uloha 5.3.4 Proc pro L # 0 je A limitnim bodem mmnoziny M(f/g)?

Variantu pfredchozi véty s jednostrannymi limitami snadno dostane pomoci tvr-
zeni 5.1.13.

Uloha 5.3.5 Z véty odvod’te ndsledujici diisledek.

Disledek 5.3.6 (limita 1/g 1) KdyZz g € R a lim, ,4g9(x) = B # 0, pak
_ 1

e Limity funkci a LU (R*, <). Pfipomindme, Ze pro mnoziny M, N C R po-
rovnani M < N znamend, ze a € M,b € N = a < b. Také vime, ze pro kazdou
funkci f a libovolnou mnozinu X se

fIX] =X M(f)] ={f(z): 2 € XOM(f)}.

Véta 5.3.7 (limita funkce a uspofddani 1) Méjme limity lim, 4 f(z) =
K alim,,pg(z) =L (je mozné, Ze A # B). Pak plati ndsledugict.

1. Kdyz K < L, pak existuje 0, Ze f[P(A,d)] < g[P(B,9)].

2. Kdyz pro kazdé 6 > 0 existuje © € P(A,0) N M(f) ay € P(B,5)NM(g), Ze
f(x) > g(y), pak K = L.

Dikaz. 1. Protoze K < L, podle tlohy 2.1.13 existuje ¢, ze U(K,¢) < U(L,¢).
Pak podle predpokladu existuje §, ze f[P(A4,6)] € U(K,e) a g[P(B,d)] C
U(L,e). Tedy f[P(A,6)] < g[P(B,5))

2. Cést 2 je jen obména implikace v ¢ésti 1. O
Vétu lze zesilit podobné jako tvrzeni 3.3.6 zesiluje vétu 3.3.2.
Uloha 5.3.8 Dokaste ndsledujici tvrzend.

Tvrzeni 5.3.9 (limita funkce a usporadani 2) Necht jsou ddany dvé limity
lim,; 4 f(x) = K alim,pg(x) =L (A+# B lze). Pak plati ndsledugici.

1. Kdyz K < L, pak ezistuje § a dvé ¢&isla a,b, Ze f[P(A,d)] < {a} < {b} <
glP(B, 9)).

2. Kdyz pro kazdé § a kaZdd dvé éisla a < b existuje x € P(A,§) N M(f)
ay € P(B,5)NM(g), Ze f(x) > a nebo g(y) <b, pak K > L.

Uloha 5.3.10 Zformulujte verze véty 5.3.7 a tvrzeni 5.3.9 pro jednostranné
limity a dokazte je.

Vime, ze symbol I(a,b) oznacuje uzavieny redlny interval s konci a a b.
Véta 5.3.11 (dva funkéni straznici) Nechf je f,g,h € F(M), plati limity

lim, i f(z) = lim,—x g(x) = L a existuje 0, Ze pro kazdé x € P(K,0) N M je
h(z) € I(f(z),9(x)). Potom lim,_,x h(z) = L.
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Diikaz. Necht f, g, h, M, K, L a 0 jsou, jak uvedeno, a je ddno €. Vezmeme
0 < 0, 7e pro kazdé x € P(K,0) N M hodnoty f(z) a g(z) lezi v U(L,¢). Pro
tato x je h(z) € I(f(z),g(z)) C U(L,¢), protoze U(L,e) je konvexni mnozina.
Tedy h[P(K,0)] C U(L,¢) a lim,_, i h(z) = L. O

5.4 Limita slozené funkce

e Véta o limité sloZené funkce. Operace skladani funkci nemé u posloupnosti ob-
dobu. Nésledujici véta o limité slozené funkce je proto novinkou. Jeji formulace
v literatufe jsou implikace. Nase formulace je ekvivalence.

Véta 5.4.1 (limita sloZzené funkce) Bud lim, ,4g(x) = K, lim,_, i f(z) =
LaAecL(M(f(9)). Paklim,_,4 f(g9)(z) =L <= je splnéna alespori jedna
ze dvou ndsledujicich podminek.

1. Plati implikace, Ze K € M(f) = f(K) = L.

2. Existuje 0, Ze K & g[P(A,0)].

Kdyz ani jedna podminka neni splnéna, pak limita lim,_, 4 f(g)(x) bud neexis-
tuje, anebo se rovnd f(K), ale to neni L.

Diikaz. Necht A, g, K, f a L jsou, jak uvedeno, a je dano . Podle piedpokladi
existuje &', ze (a) f[P(K,d")] C U(L,e), a existuje 9, ze (b) g[P(A,d)] C
U(K,¢'). Necht plati podminka 1. Inkluze (a) pak zesili na inkluzi f[U(K, )] C
U(L,e) a

f(@)[P(A, 0)] = f[glP(A, 9)]] C fIU(K, d")] c U(L, €),

takze lim, 4 f(g)(x) = L.
Necht plati podminka 2. Piedeslé § mizeme vzit tak, ze navic § < 6, kde 0
je z podminky 2. Inkluze (b) pak zesili na inkluzi g[P(A,d)] C P(K,¢') a

F@IP(A, 9)] = flglP(A, 0)]] C fIP(K, &) C U(L, €),

takze opét lim,_, 4 f(g(z)) = L.

Necht ani podminka 1 ani podminka 2 neplati. Neplatnost podminky 1
znamend, ze K € M(f), ale f(K) # L. Neplatnost podminky 2 znamend,
ze pro kazdé n existuje a, € P(A,1/n) N M(g), ze g(a,) = K. Pak (a,) C
M(f(9)) \{A}, lim a,, = A a

lim f(g)(an) = lim f(g(an)) = lim f(K) = f(K) (#L).

Podle Heineho definice limity funkce tedy lim,_, 4 f(g(z)) bud’ neexistuje, anebo
se rovna f(K), coz vsak neni L. m|

Podminka 1 je splnéna vzdy, kdyz K ¢ M(f), napf. pro K = +o0o. Podobné

podminka 2 je splnéna vzdy, kdyz funkce g je prosta. Pak lze vétu vzdy pouzit
a dostavame tento dusledek.
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Dusledek 5.4.2 (kdy véta funguje) Bud'lim, , 4 g(x) = K, lim,_, i f(x) =
L a Ae L(M(f(g))). Predpokladejme, Ze K = too nebo Ze g je injekce. Pak
lim, 4 f(9)(x) = L.

Uloha 5.4.3 Dokazte tuto vétu pomoci Heineho definice limity funkce.

o Pouziti véty 5.4.1. Uvedeme nékolik pouziti véty o limité slozené funkce
¢i presnéji jejiho dusledku 5.4.2. Dvé ekvivalence limit funkci nize se casto
pouzivaji.

Dusledek 5.4.4 (posun argumentu do nuly) Necht f € F(M) a b € R.
Pak lim,p, f(x) = L < lim,_o f(z +b)(x) = L.

Diikaz. Nechf f a b jsou, jak uvedeno. Implikace =>: necht lim, ., f(z) = L.
Tedy b € L(M). Vezmeme vnégjsi funkei f, prostou vnitin{ funkei g(z) = = + b,
A=0aK =5>b.Je M(f(g)) =X ={x—-b: =z € M} a0 € L(X). Déle
lim, 0 g(x) = balim,_; f(x) = L. Dusledek 5.4.2 davd, ze lim, o f(x+b)(x) =
lim, 0 f(g)(x) = L.

Implikace <: necht lim, o f(z + b)(z) = L. Tedy 0 € L(X). Vezmeme
vnéjsl funkei g(z) = f(x + b), prostou vnitin{ funkei h(z) = z —b, A = b
a K =0.Je M(g(h)) = M(f) = M ab e L(M). Patrné lim,_,; h(z) = 0,
lim,,0g(x) = L a g(h) = f((x —b) +b) = f. Z dusledku 5.4.2 dostdvame, Ze
lim,p, f(z) = limg—p g(h)(z) = L. m|

Diisledek 5.4.5 (— 0% <= — +o0) Necht f € R. Pak lim, 4o f(x) = L
< lim, o+ f(1/x)(x) = L (shodnd znaménka,).

Diikaz. Omezime se na znaménko +, piipad s — je podobny. Implikace =: necht
limg 400 f(x) = L, takze 400 € L(M(f)). Vezmeme vnéjsi funkei f, prostou
vnitin{ funkci ¢ = 11(0,400), A = 0 a K = +oo. Patrné 0 € L(M(f(g)))
a lim, 0 g(z) = +oo. Podle dusledku 5.4.2 mame, ze L = lim,_,o f(g)(x) =
lim, o+ f(1/2)().

Implikace <: nechf lim, o+ f(1/x)(z) = L. Pro g jako vySe vezmeme
vngjsi funkci F' = f(g), prostou vnitini funkci g, A = 400 a K = 0. Pak
A € L(M(F(9))) a limyo F(z) = lim, o+ f(1/2)(z) = L. Patrné g(g) =
x| (0,400). Dusledek 5.4.2 ndm dévd L = lim,—, 1o F(g)(x), coz se rovnd li-
mité limg 100 f(9(9))(z) = limy— 100 f(z) (dloha 1.3.12). |

Vypocetni obraty, ze lim,_, f(z) = L <= limg o f(x +b)(x) = L a ze
lim,; 100 f(2) = L < lim, o+ f(1/2)(z) = L pouzivdme ve vypocetni
praxi bez premysleni. Vyse je jejich presnd podoba a formalni zduvodnéni.

Uloha 5.4.6 Pomoci vety 5.4.1 dokazte dusledek 5.3.6. Pro pohodli ¢tendre ho
tu zopakujeme.

Diisledek 5.4.7 (limita 1/g 2) Kdyz g € R a limy,ag9(x) = B # 0, pak

; 1 _ 1
lim,_, 4 9@ = B
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5.5 Asymptotické znaceni

Kuriéznim prunikem knih o vypocetni slozitosti a algoritmech s ucebnicemi
analyzy je znaCeni pro asymptotické chovani funkci, viz napiiklad dlohu 5.5.2.
Informaticky vzdélany étendi se s nim uz jisté setkal. Pojdme se podivat, jak
se asymptotické symboly definuji v analyze, respektive v této ucebnici.

o Asymptotické symboly O, < a dalsi. Tyto nemaji limitni povahu.

Definice 5.5.1 (O a <) Necht f,g € R a N C M(f) N M(g). Potom piseme
f(x) = O(g(x)) (na N) arekneme, Ze na mnoziné N je funkce f velké O z funkce
g, kdyz emistuje ¢ > 0, Ze pro kazdé v € N je |f(z)] < c-|g(z)|. Znaceni
f(z) < g(z) (na N) znamend totéz.

Napifklad 2022 + 100z — 1 = O(2?) (na [1,4+00)). Lze se setkat se znacenim
f =g+ O(h) (na N). Znamend, ze f — g = O(h) (na N). Znagen{ jako logx =
O¢(z°) (na [1,400)) znamend, ze implicitn{ konstanta ¢ > 0 je funkei parametru
€. Znaceni f > g (na N) a f = Q(g) (na N) znamenaji, ze g < f (na N).
Znaceni f = O(g) (na N) a f < g (na N) znamenaji, ze f < gi g < [ (na N).

Uloha 5.5.2 V [8, str. 19] je tato definice O: ,In particular, for f,g: N = N,
g = O(f) means that g(n) < ¢f(n) + ¢ for some constant ¢ > 1 and all n*.
Objasnéte vztah tohoto O k nasemu O.

Uloha 5.5.3 Zde je pdr otdzek na asymptoticky vztah O.

1. Jez? = O(z3) (naR\ (-1,1))?
2. Jex? =0(2®) (naR)?

3. Jex® =0(2?) (naR)?

4. Je 23 = O(2?) (na (—20,20))?

5. Je logz = O(x'/3) (na (0,+00))?
6. Jelogxz = O(x'/?) (na (1,+00))?

o Asymptotické symboly o, w a ~. Ty uz definujeme pomoci limit.

Definice 5.5.4 (0, w a ~) Necht f,g € R a A € L(M(f/g)). Potom piseme
f(z) =o(g(x)) (x = A) a Tekneme, Ze pro x — A je funkce f malé o z funkce

ﬁg; = 0. Znaceni f(z) =w(g(x)) (x = A) znamend totéz.

Piseme f(z) ~ g(x) (x — A) a Tekneme, Ze pro x — A je funkce f asymptoticky

rovna funkci g, jestlize lim,_, 4 % =1

g, jestlize limg_, 4

Znageni f = g+ o(h) (x — A), znamend, ze f — g =o(h) (z — A).

Uloha 5.5.5 Zde je pdr otdzek na asymptotické vztahy o a ~.
1. Je 22 = o(23) (x — +o0)?

2. Je z3 =o(2?) (x —0)?

3. Jex? =o(2®) (v —0)?
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4. Je (x+ 13 ~ a3 (2 —1)?
5. Je (z+1)> ~a® (z— +o00)?
6. Je e l/o" = o(x?%) (x —0)?

Symboly o, O a ~ zavedli P. Bachman a E. Landau. Symboly <, > a < pochazeji
od I. M. Vinogradova. O téchto matematicich piseme v MA 17T.

o Slavné asymptotiky. Pro x € R necht 7(x) je poéet prvoéisel nepiesahujicich z.
V 1. 1896 francouzsky matematik Jacques Hadamard (1865-1963) a, nezéavisle

na ném, belgicky matematik Charles Jean de la Vallée Poussin (1866-1962)
dokézali zndmou Prvociselnou vétu, ze

m(x)

Pro k,n € N necht r(n) je velikost nejvétsi mnoziny X C [n], kterd neobsa-
huje aritmetickou posloupnost délky k. V r. 1975 E. Szemerédi dokazal znamou
vétu, o niz jsme se uz zminili v zdvéru druhé prednasky, ze pro kazdé k je

~ logz (z — +00).

rie(n) =o(n) (n — +o00).

Pro x € R definujeme D(z) = |[{(m, n) € N> : mn < z}|.

Uloha 5.5.6 Ukaste, ze D(z) = Y on<e T(n), kde T(n) je pocet déliteli ¢isla n
(napr. 7(28) = |{1,2,4,7,14,28}| = 6).

Uloze odhadnout D(z) se ika (Dirichlettiv) problém déliteli. V r. 1849 némecky
matematik Peter L. Dirichlet (1805-1859) dokézal, ze

D(z) =xlogz + (27 — Dz + O(Vz) (x>2),

kde ~ je Eulerova konstanta. V r. 1903 to rusko-ukrajinsky matematik Georgij
F. Voronoj (1868-1908) zlepsil na

D(x):$10g$+(27—1)3:—|—O(x1/310ga:) (x >2).

Ve 20. stoleti prisla fada dalsich zlepseni odhadu chyby v problému délitela.
Soucasny rekord drzi britsky matematik Martin N. Huzley (1944), ktery v r. 2003
dokézal, ze pro kazdé ¢ je

D(z) = zlogz + (27 — )z + O (a"31/415%) (2 >2).

Pro n € N a néjaky algoritmus (Turinguv stroj) 7' pro ndsobeni celych éisel
definujeme T'(n) jako nejmensi k € N, ze T vyndsobi dvé n-cifernd ¢isla v nejvyse
k krocich. Skolsky algoritmus Ty mé rychlost Ty(n) = O(n?) (n € N). V r. 1960
rusky matematik Anatolij A. Karacuba (1937-2008) vymyslel algoritmus T,
ktery ndsobf s rychlosti Tk (n) = O(n'°e23) = O(n'?%5) (n € N). V r. 2021
australsky informatik David Harvey a holandsky informatik Joris van der Hoe-
ven (1971) nalezli algoritmus Ty g pro ndsobeni celych ¢isel s rychlosti

Tuu(n) =O(nlogn) (ne N\ {1}).

Uloha 5.5.7 Pro¢ tu nepiseme n € N?
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Kapitola 6
Prednaska 6. Spojité funkce

Budeme se zabyvat spojitymi funkcemi. Sestou piednasku
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred6.pdf

jsem prednesl 28. 3. 2024. V oddilu 6.1 zavedeme husté a fidké mnoziny a uve-
deme Blumbergovu vétu 6.1.11, podle niz kazda vsude definovana redlna funkce
mé spojité zizeni na néjakou hustou podmnozinu. Vétu dokdzeme v MA IT.
V oddilu 6.2 ve vété 6.2.3 dokdzeme, ze mnozina vSude definovanych spojitych
redlnych funkei je v bijekci s mnozinou R. Hlavnim vysledkem oddilu 6.3 je
véta 6.3.1 o nabyvani mezihodnot spojitymi funkcemi.

V oddilu 6.4 definujeme kompaktni mnoziny a ve vété 6.4.1 dokdzeme, ze spo-
jita funkce s kompaktnim defini¢nim oborem ma minimum i maximum. Definu-
jeme oteviené a uzaviené mnoziny realnych ¢isel, uvedeme jejich zakladni vlast-
nosti a ve vété 6.4.10 kompaktni mnoziny charakterizujeme. Podle tvrzeni 6.5.2
je spojita funkce na kompaktni mnoziné stejnomérné spojita. Podle tvrzeni 6.5.4
ma stejnomérné spojita funkce spojité rozsireni do kazdého vlastniho limitniho
bodu defini¢niho oboru. Oddil 6.6 se zabyvé zachovavanim spojitosti pii ope-
racich s funkcemi, naptiklad véta 6.6.1 se tyka aritmetickych operaci a véta 6.6.3
funkci definovanych sou¢tem mocninné fady. Véta 6.6.8 je vénovana slozenym
funkcim a véta 6.6.9 inverznim funkcim. Véta 6.6.14 dokazuje spojitost ele-
mentarnich funkei.

6.1 Blumbergova véta
e Spojité funkce. Podle definice 5.2.1 funkce f € F(M) je spojitd v bodu a € M,
pokud pro kazdé e existuje d, ze f[U(a,d)] C U(f(a),e). Nekolikrat pouzijeme
ekvivalenci, ze

[ je spojitd v a < V(a,) C M (lim a, = a = lim f(a,) = f(a)). (H)

Tato Heineho definice spojitosti funkce v bodé byla dokéazana v tloze 5.2.5.
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Definice 6.1.1 (spojité funkce) Funkce f € R je spojitd (na M(f)), je-li
spojitd v kazdém bodu b € M(f). MnoZinu spojitjch funkei f € F(M) oznacime
jako C(M). Polozime C = Jy;cp C(M).

Uloha 6.1.2 Kazdd funkce v R s koneénym definiénim oborem je spojitd.
Uloha 6.1.3 Kazdd konstantni funkce k, € F(R), a € R, je spojitd.
Uloha 6.1.4 Identickd funkce x = idg € F(R) je spojitd.

Tvrzeni 6.1.5 (spojitost a zizeni) Kdyz f € C a X je libovolnd mnoZina,
pak i f| X €C.

Diikaz. Necht f a X jsou, jak uvedeno, a jsou ddny b € M(f|X) a e. Tedy
b e M(f) aprotoze f € C, existuje 0, ze f[U(b,0)] C U(f(b),e). Oviem U(b,0)N
M(f)NX C U(b,8) N M(f), takze

(FIX)[U(, §)]  FIUD, )] CUf(b), €)

a restrikce f|X je spojitd v b. Plati to pro kazdy bod b € M(f|X), takze
fl1X ecC. m|

o Husté a 7idké mnoziny. Tyto mnoziny definujeme, kdyz N C M C R. Mnozina
N je hustd v M, kdyz pro kazdé a € M a ¢ je U(a,8) NN # (.

Uloha 6.1.6 N je husta v M <= pro kaZdy bod a € M ezistuje takovd
posloupnost (b,) C N, Ze limb,, = a.

Uloha 6.1.7 Ukazte, Ze obé mnoziny Q a R\ Q jsou husté v R.
Necht N ¢ M C R. Mnozina N je fidks v M, kdyz
V(a,b) CM3c,d(a<c<d<bANN(cd) =0)

—kazdy netrividlni interval v M obsahuje netrividlni podinterval disjunktni
s N.

Uloha 6.1.8 Dokaste, ze N = {1 : n € N} je fidkd v M = [0,1].

Tvrzeni 6.1.9 (hustota a spojitost) Nechtf f,g € C(M), N je hustd v M
W fIN=g|N. Pak = g.

Dukaz. Necht b € M a (ap,) C N ma lima, = b. (H): f(b) = f(lima,) =
lim f(a,) = limg(a,) = g (lima,) = g(b). o

Rekneme, ze funkce g € C je jadro funkce f € C, pokud g je zizeni funkce f
a M(g) je hustd v M (f). Funkei f z jddra snadno zrekonstruujeme: pro b € M(f)
vezmeme (a,) C M(g) s lima, =b a pak f(b) = lim f(a,).
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Tvrzeni 6.1.10 (komprese v C) KaZdd f € C md nejvjse spocetné jddro.

Dikaz. Staci dokazat, ze kazda mnozina M C R m4é nejvyse spocetnou hustou
podmnozinu N. Vezmeme néjakou posloupnost (a,) C Q, ze {a, : n € N} je
mnozina koneénych desetinnych rozvoju, a polozime N = J. 2, X,,, kde X,, =
{bn} pro néjaky bod b, € M s rozvojem shodujicim se na zacdtku s a,, pokud

takové by, existuje, a jinak X,, = 0 (opét uzivdme axiom vybéru). O

Kazdou funkci f € C tak muzeme zkomprimovat do nejvyse spocetné (spojité)
restrikce. Z ni pak f muzeme zpétky obnovit popsanymi limitami.
Nésledujici véta byla dokazana v roce 1922.

Véta 6.1.11 (Blumbergova) Kazdd funkce f € F(R) md spojité ziZeni na
néjakou mnozinu M C R hustou v R.

Americ}ty matematik Henry Blumberg (1886—1950) se narodil v severni Litvé ve
meésté Zagare, ale rodina jiz v r. 1891 emigrovala do Ameriky. Vétu dokazeme
v MA 17.

6.2 Pocet spojitych funkci

Ukéazeme, ze existuje bijekce mezi mnozinami C(R) a R.

e Cantor—Bernsteinova véta. O ni se pii dukazu existence takové bijekce opfeme.

Véta 6.2.1 (Cantor—Bernsteinova) Nechf X a Y jsou mnoZiny. Kdyz? exis-
tuji injekce f: X - Y ag: Y — X, potom existuje bijekce h: X — Y.

O G. Cantorovi jsme se jiz zminili, Feliz Bernstein (1878-1956) byl némecky
matematik. Vétu dokdzeme v MA 1T. Napitfklad (m,n) ~ 2™3™ je injekce
zNxNdoNan+— (1,n) je injekce z N do N x N, takze podle C.—B. véty

existuje bijekce z N x N do N. Takovou bijekci ale v nésledujici tdloze dokazeme
definovat bez pomoci jakékoli véty.

Uloha 6.2.2 Dokazte, e funkce s: Nx N = N, kde s(m,n) = (2m —1)-2"1,
je bijekce.
o Kolik je tedy spojityjch funkci f: R — R? Tolik jako redlnych ¢isel.

Véta 6.2.3 (pocet spojitych funkci) Existuje bijekce h: R — C(R).

Dukaz. Diky vété 6.2.1 sta¢i mit dvé injekce f: R — C(R) a g: C(R) — R.
Injekce f je popsand v tloze 6.2.4. Definujeme injekci g. Libovolnou funkci
j € C(R) zakédujeme do jediného cisla g(j) € R. Cisla v R bereme jako roz-
voje s vynechanymi znaménky +, napt. —m = —3.1415... nebo 2022.0000... .
Vezmeme dvé bijekce

rQ—-Nas:NxN—-N.
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V tloze 6.2.2 je s ddna vzorcem. Deset cifer 0, 1, ..., 9, desetinnou tecku .
a znaménko minus — kédujeme bijekei

c:{0,1,...,9,., —} =2 X = Y :={00, 01, ..., 09, 10, 11}
pomoci dvojic cifer, tieba jako
¢(0) =00, ¢(1) =01, ..., ¢(9) =09, ¢(.) =10 a ¢(—)=11.
Hodnotou ¢(j) € R pro j € C(R) je rozvoj
9(j) =0.a1aza3 ... agp—1 a2, --- €10, 1),

jehoz dvouclenné bloky cifer as,_1as, € Y kéduji hodnoty j(a) funkce j na
zlomcich a € Q. Podle tdlohy 6.1.7 a tvrzeni 6.1.9 je funkce j témito hodnotami
jednoznaéné urcéena. Necht tedy o € Q, r(a) =: k€ N a

jla) =b(k, 1)b(k, 2) ... b(k, 1) ...,
kde I € N a b(k,l) € X. Polozime n = s(k,l) a
agn—1 aA2n, = C(b(k7 l)) .

D4 se vidét, ze g je prostd, protoze z rozvoje g(j) € R funkei j jednoznaéné
zrekonstruujeme. Je jasné, ze nalezeni g(j) do [0,1) a do R je vlastné zkratka za
injekei g(j) — F(g9(j)) € [0,1), R, kde funkce F je definovéna za definic{ 1.7.13.
Podle ¢asti 2 véty 1.7.16 jde skuteéné o injekcei. O

Uloha 6.2.4 Dokazte, e zobrazeni a — ko je injekce z R do C(R).

Uloha 6.2.5 Pro ¥ neprdzdnou redlnou mnozinu M 3 bijekce h: R — C(M).

6.3 Nabyvani mezihodnot

Dokéazeme, ze spojité funkce zobrazuji intervaly na intervaly. V oddilu ?? uvidime,
Ze tuto vlastnost maji i vSechny funkce, které jsou derivacemi.

e Spojitd funkce nabyvd vsechny mezihodnoty. Obraz funkce signum sgn € F(R)
je mnozina sgn[R] = {—1,0, 1}, takze i kdyz 5 € (0, 1), neexistuje b se sgn(b) =
%. Pro spojité funkce se toto nestane.

Véta 6.3.1 (nabyvani mezihodnot) Necht a < b jsou v R, f € C([a,b]) &
fla) < e < f(b) nebo f(a) > c> f(b). Pak pro néjaké d € (a,b) se f(d) = c.

Diikaz. Necht f(a) < ¢ < f(b), ptipad f(a) > ¢ > f(b) je podobny. PoloZime
X ={z €la,b]: f(z) <c}ad=sup(X), patrné d € [a, b]. Ze spojitosti f
v a av bplyne, ze d € (a,b). Uvidime, ze f(d) < c a f(d) > ¢ vedou ke sporu,
tedy f(d) = c. Necht f(d) < c. Ze spojitosti f v d plyne existence §, ze pro
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kazdé z € U(d,d) Na,b] je f(x) < c. Pak ale X obsahuje &isla vétsi nez d,
coz je spor. Necht f(d) > c. Ze spojitosti f v d plyne existence §, Ze pro kazdé
x e U(d,d)N]a,b] je f(x) > c. Pak ale kazdé z < d a blizké d lezi mimo X, coz
je také spor. |

Uloha 6.3.2 Pro kazdyj interval I C R a kazdou funkei f € C(I) je f[I] interval.

Dusledek 6.3.3 (obraz funkce exp) Plati, Ze exp[R] = (0, 400). Tedy exp je
bijekce z R do (0, +00).

Dukaz. Protoze exp > 0 na R, je exp[R] C (0,400). Z limit lim, , o expz =
0 a limgiooexpx = +oo (Cast 3 tvrzeni 4.3.6), ze spojitosti exponencidly
(dusledek 6.6.6) a z véty 6.3.1 plyne, ze (0,4+00) C exp[R]. Tedy exp[R] =
(0, +00). Exponencidla roste a je proto bijekce. a

Uloha 6.3.4 Dokaste ndsledujict disledek.

Disledek 6.3.5 (alpinisticky) Horolezec zaéne o pulnoci vistup, po 24 ho-
dindch dosdhne vrcholu a pak zase 24 hodin sestupuje do zdkladniho tdbora.
Ukazte, Ze existuje cas to € [0,24], kdy se v obou dnech nmachdzi ve stejné
nadmorské vysce.

Funkce f € F(M) roste, resp. klesd, na (libovolné) mnoziné X, pokud pro
kazdé x <y v M NX je f(z) < f(y), resp. f(x) > f(y).

Disledek 6.3.6 (spojitost a prostota) Kdyz I C R je interval a f € C(I)
Jje prostd, pak f bud’ roste, anebo klesd.

Dikaz. Kdyby f ani nerostla ani neklesala, v I by se nasla tfi ¢isla a < b < c,
ze f(a) < f(b) > f(c) nebo f(a) > f(b) < f(c). V prvnim piipadu pro kazdé
ds f(a), f(e) < d < f(b) podle véty 6.3.1 existuji € (a,b) a y € (b,c), ze
d = f(xz) = f(y), ve sporu s prostotou funkce f. Druhy piipad vede na podobny
spor. U

Ted je snadné dokézat vétu 1.6.16, kterou zde zopakujeme jako disledek.

Dusledek 6.3.7 (Bolzano—Cauchyova véta) Necht I je interval, f € C(I)
& pro néjaké a,b € I je f(a)f(b) < 0. Pak existuje c € I, Ze f(c) =0.

Dikaz. Pokud f(a)f(b) =0, je f(a) = 0 nebo f(b) = 0. Pokud f(a)f(b) <0,
pak a # b & f(a) <0 < f(b) nebo f(b) <0 < f(a). Pouzijeme vétu 6.3.1. O
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6.4 Kompaktnost

Kompaktni mnoziny jsou zakladnim nastrojem analyzy. Budeme se ale zabyvat
jen redlnymi a prozkoumame jejich vztahy ke spojitym funkcim. Mnozina M C
R je kompaktni, kdyz kazd4d posloupnost (a,) C M méa podposloupnost (an,,, )
s limitou lima,,, v M. Podle Bolzano—Weierstrassovy véty a véty o limité
a usporaddni kazdy interval [a,b] je kompaktni. Pozd&ji vSechny kompaktni
mnoziny popiSeme.

o Minima a maxima. UkdZeme, Ze spojita funkce s kompaktnim defini¢nim obo-
rem vzdy nabyva nejmensi a nejvétsi hodnotu.

Véta 6.4.1 (minima a maxima) Necht f € C(M), kde M # 0 je kompaktni
mnozina. Pak existuji body a,b € M, Ze pro kazdé x € M je f(a) < f(z) < f(b).
Bod a, resp. b, je bod minima, resp. bod mazxima, funkce f.

Diikaz. DokéZeme existenci bodu maxima, minimum se ¥e§i podobné. Necht
A = sup(f[M]), brano v LU (R*, <). Patrné f[M] # 0 a lze vzit (a,) C M
s lim f(ay,) = A. N&jakd podposloupnost (@, ) ma lim a,,, =b € M. Podle (H)
se f(b) = lim f(am,) = lim f(a,) = A, specidlné A € R. Pro kazdé © € M tak
f@) < A= j(b). 0

Uloha 6.4.2 Spojité funkce f,g: 0,1) = R, f(z) = ﬁ a g(x) = z, nemaji
body maxima.

Zavedeme globdlni a lokdln{ extrémy funkci. Funkce f € F(M) md v bodu
b € M globdln{ maximum, resp. globdln{ minimum, kdyz pro Va € M je f(x) <
f(b), resp. f(z) > f(b). Rekneme, ze funkce f ma v b € M lokdlni maximum,
resp. lokdln{ minimum, kdyz pro ngjaké ¢ pro kazdé x € U(b,6) N M je f(z) <
f(b), resp. f(x) > f(b). Plati-li pro kazdé x # b tyto nerovnosti jako ostré (jako
<, resp. >), mluvime o ostrém globdlnim maximu, atd.

vvvvvv

kompaktnich mnozinach, zejména ve své obecné podobé v topologii.

Véta 6.4.3 (obraz kompaktu) Kdyz f € C(M) pro kompakini mnozinu M,
pak f[M] je kompaktni mnoZina.

Duikaz. Necht f a M jsou, jak uvedeno, a (b,) C f[M]. Vezmeme (a,,) C M, ze
f(ayn) = b, (pouzili jsme axiom vybéru), a podposloupnost (a,,) s lima,,, =
a € M. (H): lim f(am,) = f(a) = b, takze (bm,) = (f(am,)) mé limitu
limb,,, = b€ f[M]. Tedy f[M] je kompaktni. O

Uloha 6.4.4 Jak spolu, souvisi véty 6.4.83 a 6.4.17
e Oteviené a uzaviené mnoZiny. Mnozina M C R je oteviend, kdyz pro kazdy

bod b € M existuje §, ze U(b,0) C M. Mnozina M je uzaviend, kdyz jeji doplnék
R\ M je oteviend mnozina.
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Uloha 6.4.5 Plat{ ndsledugict.

1. Obé mnoZiny O a R jsou oteviené i uzavrené.

2. Sjednocent libovolného systému otevirengch mmnozin je otevirend mnoZina.
3. Pranik koneéného systému otevieniych mnozin je oteviend mnoZina.

4. Sjednoceni konecéného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnoZina.
5. Prianik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnoZina.

Tvrzeni 6.4.6 (o uzavienych mnozinach) MnoZina M C R je uzavrend,
<= pro kazdou konvergentni posloupnost (a,) C M jeji limita lezi v M.

Dukaz. =. Nechf M C R je uzaviend a (a,) C M ma lima, = a. Kdyz
a € R\ M, pak pro n&jaké ¢ je U(a,d) N M = . To ale vzhledem k a,, — a nen{
mozné, tedy a € M.

- = —. Kdyz M C R nenf uzaviend, existuje a € R\ M, ze pro kazdé n
méme néjaké a, € U(a,1/n) N M. Tedy (a,) C M & lima, = a € M (opét
uzivame axiom vybéru). m|

Tvrzeni 6.4.7 (obraz oteviené mnoziny) f € C(M) bud prostd funkce a M
bud’ oteviend mnoZina. Pak i f[M] je oteviend mnoZina.

Diikaz. Necht M a f jsou, jak uvedeno, a necht b € f[M]. Polozime a =
f~1(b) € M. Diky otevienosti M vezmeme né&jaky interval [a — 6,a + 6] C M.
Pak f(a—9) < b < f(a+9) nebo f(a—0) > b > f(a+0) (jak f(a—9), f(a+6) <
b= f(a), tak f(a —9), f(a+96) > b = f(a) vede podle véty 6.3.1 ke sporu
s prostotou f). Vezmeme e, ze ¢ < min({|f(a + §) — b|,|f(a — 0) — b|}). Pak
véta 6.3.1 déva, ze U(b,e) C f[(a — d,a + 6)] C f[M]. Tedy f[M] je oteviena
mnozina. O

Oteviené mnoziny si diky nasledujicimu popisu jejich struktury lze docela dobie
predstavit. Oteviené intervaly jsou intervaly tvaru (—oo,a), (a,+00) a (a,b)
sa<b.

Tvrzeni 6.4.8 (o otevienych mnoziniach) M C R je oteviend <= exis-
tuje nejuyse spocetny systém disjunktnich oteviengch intervali {I; : j € J}
s Ujes Ij = M.

Diikaz. M C R bud neprdzdnd oteviend mnozina (pro M = () tvrzen{ plati
trividlné s J = 00) a pro a € M definujeme I,, jako vzhledem k inkluzi maximaln{
otevieny interval I spliujici, ze a € I C M. Patrné I, = (inf A, sup B), infimum
a supremum bereme v (R*, <), kde A C R jsou ty b < a, ze (b,a) C M apodobné
B jsou ty b > a, 7e (a,b) C M. Pro a,b € M patrné vzdy bud I, = I, anebo
I, N I, = (). Hledany systém intervalu je tedy {I, : a € QN M}. ]

e Cantorovo diskontinuum. Uzaviend mnozina R\ M pak je sjednocenim ,me-
[13

zer® mezi témito intervaly I;. Kdyz |J| = n, je mezer nejvyse n + 1. Obtizné
predstavitelné je, ze pro spocetnou J mnoZzina mezer muze byt nespocetna.
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Takové uzaviené mnoziny se dosti Spatné predstavuji— piikladem je takzvané
Cantorovo diskontinuum, coz je mnozina

C = ﬂzo:1 C, (C [0, 1] = Co), C, = %Cnfl U (%Cnfl + %) .

Méné formélné feceno, C je to, co z intervalu [0, 1] zbude, kdyZ z néj vynechdme
otevienou prostredni tietinu (3, 2), ze zbytku [0, £]U[2, 1] vynechdme oteviené
prostiedni tretiny (§,3) a (5, 3), atd.

Uloha 6.4.9 C je nespocetnd uzaviend mnozina s ,délkou” rovnou 0.

e Charakterizace kompaktnich mnoZin. Mnozina M C R je omezend, existuje-li
¢ > 0, ze pro kazdé a € M je |a| < ¢ (takze M C [—c¢,(]). Nésledujici véta
popisuje vSechny kompaktni mnoziny v R.

Véta 6.4.10 (kompaktni redlné mnoziny) M C R je kompaktni <— M
je omezend a uzavrend.

Duikaz. Necht M je omezend a uzaviend a (a,) C M. Podle B.-W. véty méme
konvergentni podposloupnost (a,,, ) s lima,,, = a € R. M je uzaviend a podle
tvrzeni 6.4.6 je a € M. Tedy M je kompaktni.

Necht M nenf omezend. Sestrojime posloupnost (a,) C M, 7e |a, —a,| > 1
jakmile m # n. To se dédi na podposloupnosti, které tedy nekonverguji a M
neni kompaktni. Prvn{ élen a; je libovolny. Necht jsou definovédny aq, ag, ..., an
a spliji, ze |a; — a;| > 1 jakmile ¢ # j. Protoze M neni omezend, existuje
ant1 € M, ze |any1| > 1+ max({|a1],...,|an|}). Pak je |ant1 — a;] > 1 pro
kazdé i = 1,2,...,n. Takto dostaneme (a,).

Necht M neni uzaviend. Podle tvrzeni 6.4.6 existuje posloupnost (a,) C M
s lim a,, = a € R\ M. Stejnou limitu a m4 i kazdd podposloupnost, kterd tedy
v M nekonverguje. M neni kompaktni. O

Uloha 6.4.11 Kazdd mnozina [a,b] \ P(c,d) je kompaktni.

6.5 Stejnomeérna spojitost

je dulezité zesileni spojitosti funkce. Funkce f € F(M) je stejnomérné spojitd,
kdyz pro kazdé e existuje 9, ze vzdy

a,be MAla—b <= |f(a)— f(b) <e.

Mnozinu stejnomérné spojitych funkei f € F(M) oznacime jako UC(M) (U jako
yuniformné®). Polozime UC = J ;- UC(M).

Uloha 6.5.1 Stejnomérné spojitd funkce je spojitd, UC C C.

Naopak kazdé funkce spojitd na kompaktni mnoziné je stejnomérné spojita.

86



Tvrzeni 6.5.2 (kompaktnost a UC) M je kompakini = C(M) C UC(M).

Dukaz. Necht M C R je kompaktni a f € F(M) neni stejnomérné spojita.
Odvodime, ze f neni spojita. Negace hotejsi definice je, ze

JeVdda,be M (la—bl <5A|f(a) — f(b)] >¢) .

Pro n € N polozime 6 = 1/n a odpovidajici body a a b oznaéime a, a b,
(uzivdme axiom vybéru). Protoze M je kompaktni, (a,) a (b,) maji podpo-
sloupnosti s touz limitou ¢ € M (protoze |a, — b,| < 1/n). Pro jednoduchost
znacen{ predpokldddme, ze jiz lima,, = limb,, = ¢. Protoze |f(a,) — f(bn)| > €
pro kazdé n, obé posloupnosti (f(a,)) a (f(b,)) nemohou soucasné konvergovat
k f(c). Podle ekvivalence (H) tedy f neni spojitd v bodu ¢ € M . a

Uloha 6.5.3 Spojité funkce f,g: (0,1] — R, f(z) = 1/z a g(z) = sin(1/z),

nejsou stejnomerné spojité.

Nésledujici tvrzeni je mnohem dulezitéjsi, nez by se mohlo zdat.

Tvrzeni 6.5.4 (rozsifovani UC funkci) Necht f € UC(M) ab € L(M). Pak
existuje ¢, Ze pro kaZdou posloupnost (a,) C M s lima, = b se lim f(a,) = c.
Funkci f tak lze spojité rozsirit do bodu b hodnotou f(b) = c.

Duikaz. Necht f, M a b jsou, jak uvedeno, (a,), (al,) C M maji limitu lim a,, =
lima), = b a je ddno €. Vezmeme § zarucené stejnomeérnou spojitosti funkce f.
Pak pro velké m an je |am—al,| < 6, takze pro tatdz m an je | f(am)— f(al)] < e.
Volba (a,,) = (al,) ddva, ze posloupnost (f(a,)) je cauchyovskd. M4 tedy, podle
véty 2.3.20, limitu lim f(a,) = c. Pfi volbé (ay,) # (a},) vidime, Ze ¢ nezdvisi na
posloupnosti (ay,). O

Jak je predvedeno v [7], pomoci tohoto rozsifovani lze ve velké ¢dsti redlné
analyzy eliminovat nespocetné mnoziny, tedy zejména nespocetné funkce, a vy-
budovat ji jen za pomoci dédi¢né nejvyse spoc¢etnych mnozin. Stejnomérnd spo-
jitost funkce pfebird roli kompaktnosti defini¢ntho oboru.

6.6 Operace na funkcich a spojitost

Prozkoumame, pii kterych operacich s funkcemi se zachova spojitost.

o Aritmetika spojitosti. PFipomente si aritmetiku funkci ze ¢tvrté prednasky.
Véta 6.6.1 (aritmetika spojitosti) Nechf f,g € R. Plati ndsledugjici.

1. Jsou-li funkce f a g spojité v bodu b € M(f)NM(g), jsou spojité v b i funkce

f+gafg. Jsouli f ag spojité vbodube M(f/g), je spojité vb i f/g.
2. Kdyz f,g €C, pak i f+g,fg,f/g€C.
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Diikaz. 1. Probereme jen podil f/g, soucet a soucin se fesf podobné. Necht f,
g a b jsou, jak uvedeno, & (a,) C M(f/g) ma limitu b. Podle ekvivalence (H)
se lim f(a,) = f(b) alimg(a,) = g(b). Diky vété 3.1.2 se

lim(f/g)(an) = lim $(2=) = galiaes — LG8 — (7/9)(0).

Podle ekvivalence (H) je tedy f/g spojitd v b.
2. Plyne to z prvni ¢ésti. a

Uloha 6.6.2 Dokazte, ¢ POL,RAC C C. Polynomy a raciondlni funkce jsou
tedy spojité.

e Spojitost mocninnych Tad. Postupné dokazeme spojitost elementdrnich funkei
zavedenych v oddilech 4.3 a 4.4. Ty, co jsou definované skladdnim a inver-
tovanim, si nechame na pozdéji, nejdiiv se musi dokazat zachovani spojitosti
v téchto operacich. Spojitost exponencidly, kosinu a sinu, které jsou soucty moc-
ninnych fad, ale plyne hned z véty nize.

Véta 6.6.3 (spojitost MR) Necht pro (a,) C R mdme lim |a,|"/" = 0. Pak
pro kazdé x € R fada S(z) =) " ana™ je abskon a S(z) € C(R).

Diikaz. Nechf a, jsou, jak je uvedeno, a = € R. Pak 0 < |a,|'/"|z| < % pro

n > ng, takze a,z"| < (3)" pro n > ng. Rada 307 a,z™ je tedy abskon

a konverguje. Déle

1S(x+c)=S@)| = el | Yoy an Dy (5)dtam
< e300 an - (Jz] + )™t 2" — 0, kdyz ¢ — 0.

Funkce S je tedy spojitd v bodu z. o

Uloha 6.6.4 Vysvétlete, pro¢ v predeslém dukazu plati vysazend rovnost a jak
se dostane ndsledujici nerovnost.

Uloha 6.6.5 Dokazte, ze lim(n!)"/" = +o0.

Dausledek 6.6.6 (spojitost expz, cosz a sinx) Tyto tri funkce jsou spojité

na celém R.

Diikaz. Plyne to z definic e* = 3200 /27 cosz = Zfzo(—l)"% asinr =
2n+41

Zfzo(fl)"% a z véty 6.6.3 a tlohy 6.6.5. o

Dausledek 6.6.7 (spojitost tanxz a cotx) Obé funkce jsou spojité na svijch
definiénich oborech.
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Dukaz. Jak vime, tanz = % a cotx = Z>7. Spojitost téchto funkei tedy
plyne z dusledku 6.6.6 a z véty 6.6.1. a

o SloZené funkce a inverzy. Pripomenme si skladani funkci z oddilu 1.3. Pro

funkce f,g € R jejich slozenina f(g): M(f(g9)) — R md hodnoty f(g)(z) =
f(g(z)) a definiéni obor M(f(g)) ={x € M(g): g(z) € M(f)}.

Véta 6.6.8 (spojitost a skladani) Necht f,g € R. Pak plati ndsledugici.
1. Je-li g spojita vb e M(f(g)) a f v g(b), je f(g) spojitd v b.
2. Kdyz f,g€C, pak i f(g) € C.

Diikaz. 1. Necht f, g a b jsou, jak uvedeno, a (b,) C M(f(g)) je posloupnost
s lim b,, = b. Pak lim g(b,,) = ¢g(b) podle ekvivalence (H). Tedy, opét podle ekvi-
valence (H), lim f(g)(b,) = lim f(g(bn)) = f(g(b)) = f(g)(b) . Podle ekvivalence
(H) je tedy funkce f(g) spojitd v bodu b.

2. Plyne to z prvni ¢ésti. ]

Operace inverzu spojitost obecné nezachovava. Napiiklad funkce f: Ng — R
s hodnotami f(0) =0 a f(n) = % pro n > 0 je spojitd, ale jeji inverz 0 — 0
a % — n neni spojity v 0. Nésledujici véta tak nabyvé na dulezitosti.

Véta 6.6.9 (spojitost inverzu) Necht f € C(M) je prostd funkce. V kazdé
z ndsledugicich péti situact je jeji inverz f=+ € F(f[M]) spojity.

1. M je kompaktni mnozina.

2. M je interval.

3. M je oteviend mnoZina.

4. M je uzaviend mnoZina a funkce f je monotonni.

5. M C (a,b) je hustd v intervalu (a,b), f je monoténni a stejnomérné spojitd.

Dukaz. 1. Necht M je kompaktni, b € f[M] a (b,) C f[M] mé limb, = b.
Necht a = f~1(b) aa,, = f~1(b,) (€ M). Dokézeme, ze lim a,, = a, coz diky (H)
d4 spojitost funkce f~! v b. Dokdzeme, Ze kazdd podposloupnost posloupnosti
(an) mé podposloupnost s limitou a. Podle ¢dsti 3 véty 2.2.5 pak je lima,, = a.
Necht (a},) je podposloupnost posloupnosti (a,). Pouzijeme kompaktnost M
a vezmeme podposloupnost (a.,,) v (a),) s lim a,,, = ¢ € M. Podle ekvivalence
(H) je lim f(am,) = f(c) =b, protoze (f(am,)) je podposloupnost posloupnosti
(bn). Vzhledem k prostoté f se ¢ = a.

2. Necht M je interval. Podle disledku 6.3.6 f roste nebo klesa. Necht f
klesd, ptripad rostouci f je podobny. Podle véty 6.3.1 je f[M] interval. Necht
b € f[M] a je ddno e. Ukazeme, 7ze f~! je zprava spojitd v b. Je tomu tak,
kdyZ b je pravy konec intervalu f[M], pak Ut (b,8) N f[M] = {b}. Necht b neni
pravy konec intervalu f[M]. Protoze f~! klesa, a = f~1(b) € M nenf levy konec
intervalu M a bino ¢ je tak malé, ze [a — €,a] C M. Polozime

0=fla—¢e)—fla)=fla—e)—b>0.
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Podle véty 6.3.1 funkce f je (klesajici) bijekce z [a —e, a] do [b, b+ 0] a tedy také
z (a—e,a] do [b,b+ ). Tedy [b,b+6) C f[M]a UT(b, §)N f[M]=U"(b, §) =
[b,b+ 0). Takze

f_l[UJr(b’ 5)] = U_(a7 5) C U(a’ 5) = U(f_l(b)v ‘5)

a f~! je zprava spojitd v b. Spojitost funkce f~! v b zleva se dokédze podobné.
Podle tlohy 5.2.10 je f~! v b spojita.

3. Necht M je oteviend mnozina. Necht b € f(M), a = f~1(b) (€ M) a je
ddno e. Pro dostateéné malé ¢ je U(a,e) C M. Podle tvrzeni 6.4.7 je mnozina
flU(a,€)] > b oteviend a pro né&jaké 6 je U(b,0) C f[U(a,¢e)]. Tedy

f_l[U(b7 5)] C U(CL, 5) = U(f_l(b)’ 5)

a funkce f~! je spojitd v bodu b (podle definice 5.2.1).

4. Necht M je uzaviend mnozina a necht f roste, pro klesajici f se argu-
mentuje podobné. Pro spor necht pro néjaké b € f[M] s a = f~1(b) (€ M)
existuje takovd posloupnost (b,) C f[M], ze lim b, = b, ale lim f~1(b,) ne-
existuje nebo se lis{ od a. Podle ¢asti 2 véty 2.2.5 a podle tvrzeni 2.3.12 ma
(b,,) takovou klesajici nebo rostouci podposloupnost (c,), ze lim f~'(c,) = B
(€ R*) a B # a. Predpokldadame, ze (¢, ) klesa, ptipad rostouci (¢, ) je podobny.
Pak b < --- < ¢a < ¢, tedy a < --- < f7lea) < f7He1) (f i f71 roste).
Podle ¢4sti 2 véty 3.3.2 je B € [a, f~1(c1)) a tak, klicové, B € R (zde argument
selhavd, neni-li f monoténni). Dokonce B € M, protoze M je uzaviend. Diky
spojitosti f v B méme, ze f(B) = lim f(f~(c,)) = lim ¢, = b = f(a). To je
ale ve sporu s prostotou f, protoze B # a.

5. Uzijeme tvrzeni 6.5.4 a funkci f spojité rozsifime do funkce f: [a,b] — R.
Diky tvrzeni 3.3.6 a diky hustoté M v (a,b) je funkce f ryze monoténni a tedy
je prosté. Podle ¢asti 1 nebo ¢asti 2 je funkce (f)~! spojitd. Podle tvrzeni 6.1.5
je spojité i funkce (f)~1| f[M] = f~1. O

V MA 17 piedeslou vétu dokdZeme znovu v $irsim kontextu a ¢dst 5 dokonce
zobecnime.

Uloha 6.6.10 Ukaste na prikladech, Ze v ¢dsti 4 predeslé véty nelze ani jeden
z obou predpokladi (uzavienost M, monotonie f) vynechat.

e Elementdrni funkce. Dokonéime dukazy jejich spojitosti.
Uloha 6.6.11 Dokazte pomoct predeslé véty ndsledujict turzend.

Tvrzeni 6.6.12 (spojitost logx, arccosz, arcsinz, arctanx a arccotx) Tyto
funkce jsou spojité na sviych definicnich oborech.

Tvrzeni 6.6.13 (spojitost funkce x°) Pro kazdé pevnéb € (0, +00) je funkce
2% [0, +00) — [0, +00) spojitd.
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Diikaz. Spojitost v kazdém bodu x > 0 dostdvame z vyjadieni 2° = exp(blog ),
ze spojitosti exponencidly (dusledek 6.6.6) a logaritmu (tvrzen{ 6.6.12), ze spoji-
tosti konstantni funkce &, (iloha 6.1.3) a ze spojitosti souc¢inu funkef (véta 6.6.1)
a slozené funkce (véta 6.6.8). Spojitost v bodu & = 0 plyne pomoci tvrzeni 5.2.4
z limity

lim 2° = lim exp(blogz) = lim expy=0=0".

xz—0 x—0 Yy——00
Druhd rovnost zde plyne z véty 5.4.1 a z ¢asti 2 tvrzeni 4.3.9. Tteti plyne z
casti 3 tvrzeni 4.3.6. O

Rekapitulujme spojitost elementdrnich funkei.

Véta 6.6.14 (spojitost EF) EF C C, kazdd elementdrni funkce je spojitd.

Dikaz. Indukce podle generujici posloupnosti dané elementarni funkce f (de-
finice 4.4.13). Je-li f konstantni funkce, exponencidla, logaritmus, 2* s necelym
exponentem b > 0, sinus nebo arkus sinus, je spojitd diky, po fadé, iloze 6.1.3,
dusledkim 6.6.6 a 6.6.12, tvrzeni 6.6.13 a dusledkim 6.6.6 a 6.6.12. Je-li f
soucet, souc¢in, podil nebo sloZenina dvou jednodussich elementarnich funkci, je
spojitd diky indukci a vétam 6.6.1 a 6.6.8. ]
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Kapitola 7

Prednaska 7. Derivace
funkci

V sedmé pfednasce pfichazeji na scénu derivace. Prednesl jsem ji 4. 4. 2024 jako
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred7.pdf.

Zde je rozsitena, napiiklad o dukazy vzorcu pro derivaci slozené funkce a derivaci
inverzu.

V oddilu 7.1 definujeme obycejné i jednostranné derivace funkci pro zcela
obecné defini¢ni obory. V literatufe se ¢asto predpokladad, ze funkce je definovand
na néjakém okoli daného bodu nebo dokonce na néjakém netrividlnim intervalu.
Véta 7.1.7 je verze zndmé nutné podminky pro existenci lokalntho extrému pro
nasi obecnou situaci. Diferencovatelnost funkce implikuje jeji spojitost v daném
bodu (tvrzeni 7.1.10), ale i to, ze funkén{ hodnota je limitnim bodem oboru hod-
not funkce (tvrzeni 7.1.13 a tloha 7.1.15). Tvrzeni 7.1.20 uvadi piiklad nespojité
derivace. Druhy piiklad takové derivace je v zavéru v tloze 7.5.7.

0ddil 7.2 za¢neme standardni definici 7.2.1 te¢ny a v definici 7.2.7 zavedeme
limitn{ tecny. To je formalizace intuice tecny v bodu B € Gy jako limity posloup-
nosti se¢en prochdzejicich B a dalsim bodem v grafu jdoucim k B. Véta 7.2.9
dokazuje ekvivalenci obou definic. Ve vété 7.2.11 ukdzeme, ze teéna v B je
i limitou seCen prochazejicich dvéma body grafu jdoucimi k bodu B, ale jim
oddélenymi. K teénam se vratime v MA 1T,

Oddil 7.3 se zabyvéa aritmetikou derivaci. Tvrzeni 7.3.1 popisuje derivaci
linedrni kombinace, obecné neplats, ze (f +g)' = f'+¢'. Véta 7.3.3, resp. 7.3.6,
uvadi bodovou i globélni formu Leibnizova vzorce pro derivaci soucinu, resp.
vzorce pro derivaci podilu.

Oddil 7.4 je vénovéan derivacim slozenych funkei (véta 7.4.1) a derivacim
inverzu (véta 7.4.3 a dusledek 7.4.5). Vzdy uvadime bodovy i globéln{ tvar
vzorce a povolujeme libovolny defini¢ni obor. Dukazy vyuzivaji Heineho definici
derivace. V oddilu 7.5 ve vété 7.5.1 zderivujeme mocninnou fadu, ¢imz dosta-
neme derivace funkci e®, sinz a cosz. Odvodime i derivaci logaritmu, ale de-
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rivace ostatnich Zgkladnich elementdrnich funkef (definice 4.3.1) pfenechdvdme
uloham.

7.1 Derivace a lokalni extrémy

e Derivace funkce v bodu. Nasledujici definice je zdkladni. Jak jsme v tvodu
prozradili, v literatufe neni zdaleka stabilizovand. To u tak zakladni definice do-
cela prekvapuje. Jak uvidime zde a v dalsich prednaskach, pomoci derivaci lze
nalézt extrémni hodnoty funkei a v grafech uréit intervaly monotonie ¢ inter-
valy konvexity, resp. konkavity. Déale lze funkce s pomoci derivaci aproximovat
polynomy a vyjadfit mocninnymi fadami.

Definice 7.1.1 (derivace v bodu) Necht f € F(M) a bod b € M N L(M).
Derwace funkce f v bodu b je limita

L S@) = I0) @ SR~ )

z—b T —b h—0 h (€RY),

kdyz existuje. Znacime ji jako f'(b) nebo jako %(b),

Uloha 7.1.2 Jak dokdzete rovnost (x)?

Kdyz f/(b) € R, fekneme, ze funkce f je v bodu b diferencovatelnd. Funkee pak
ma u b lokdlni aproximaci linearni funkci, zvanou tecna:

f) = fb) + f'(b) - (x=b) + o(x=b) (z—=b).
——

te¢na chyba

Tvrzeni 7.1.3 (Heineho definice derivace) Necht funkce f € F(M) a bod
be L(M)NM. Potom f'(b) =B <= pro kaZdou posloupnost (a,) C M \ {b}
slima, =0b se limw = B.

Dikaz. Plyne to z definice 7.1.1 a véty 4.2.12. a

Pokud existuje f’(b), implicitné je b € M(f) N L(M(f)) a nebudeme to vzdy
explicitné zminovat.

e Jednostranné derivace. Definuji se pomoci jednostrannych limit. Necht f je

v F(M) abe L~ (M)N M. Potom limitu f”(b) = lim,_,, LZ=I®) (¢ R*)
nazveme levou derivaci (¢i derivaci zleva) funkce f v bodu b. Zménou znaménka
~ na znaménko * dostaneme pravou derivaci (¢i derivaci zprava) f/ (b) funkce

f v bodu b.

Uloha 7.1.4 Plat{ ndsledugict.

1. f'(a) =L = f'(a) = L nebo f! (a) = L.

2 f(a) = fi(a) = L > f'(a) = L.

3. fl(a) =K # L = f (a) = f'(a) neezistuje.
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Uloha 7.1.5 Jako v tvrzeni 5.1.13 o limitdch funkci i jednostrannd derivace
funkce se dd pomoci ziZeni funkce prevést ma obycejnou derivaci. Zformulujte
to presné a dokaZte.

bodi mnoziny M C R, zkratkou OLB (a je OLB mnoziny M, pravé kdyz
Vo (P~ (a,6) N M # O A PT(a,6) N M # 0)). Jejich mnozina je oznacend jako
L*E(M) (C R).

Uloha 7.1.6 Kazdij OLB mnoziny M je jejim limitnim bodem. Naopak to obecné
neplati.

Znamy vysledek o vztahu derivaci a extrému upravime pro obecné defini¢ni
obory funkeci.

Véta 7.1.7 (derivace a extrémy) Necht f € F(M), b€ MNL*(M) a necht
1/(b) (€ R*) existuje a neni 0. Potom v b funkce f nemd lokdlni extrém, takze
pro kazdé § existugi body c¢,d € U(b,6) N M s f(c) < f(b) < f(d).

Diikaz. Necht f, M a b jsou, jak je uvedeno, a je ddno d. Nechf f/(b) < 0,
piipad s f/(b) > 0 je podobny. Vezmeme tak malé €, ze U(f'(b),e) < {0}. Podle
definice 7.1.1 existuje 6 < 4, ze

zePb0)NM=D=L2200 cypm), )= D<o0.

Pro tato x < b je f(x) > f(b), protoze x — b < 0 a D < 0. Podobné pro tato
x > bje f(z) < f(b). Vezmeme jakékoli

ce Pt(b,0)nM adec P (b§)NM.
Prvky ¢ a d existuji, protoze b € L*(M). Tedy ¢,d € U(b,0) N M a f(c) <
f(b) < f(d). m

Uloha 7.1.8 Funkce f(x) = z: [0,1] = R md v 0 ostré globdlni minimum a v 1
ostré globdlni mazimum a pritom md nenulové derivace f'(0) = f'(1) = 1. Neni
to v rozporu s vétou?

Ptedeslou vétu vytkneme jesté jednou ekvivalentné, obménou implikace, v jeji
znameéjsi podobé nutné podminky existence lokalniho extrému.

Véta 7.1.9 (NPELE) Necht f € F(M), b € M a necht f md v b lokdini
extrém. Potom b & L*(M) nebo f'(b) neezistuje nebo f'(b) = 0.

Funkce f € R tak muze mit lokalni, tedy i globalni, extrémy jen v nasledujici
mnoziné ,podezielych“ bodu.

SUSP(f) = {be M(f): bg L*(M)V =3 f'(b) V f'(b) =0} (CM(f)).

e Derivace a spojitost. Diferencovatelnost funkce zesiluje bodovou spojitost.
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Tvrzeni 7.1.10 (derivace a spojitost) Funkce f € R je spojitd v kaZdém
bodu b € M(f), kde existuje vlastni derivace f'(b).

Diukaz. Necht f € R, b€ M(f) a existuje f'(b) € R. Tedy b € L(M(f)) a podle
véty 5.3.3 se

limg sy f(2) = g (£(0) + (= = 0) - L) = £(0) +0- f(b) = £(b).
Podle tvrzeni 5.2.4 je funkce f spojita v b. a

Uloha 7.1.11 Dokaste, Ze sgn’(0) = 400. Existence nevlastni derivace tak ne-
implikuje spojitost funkce v daném bodé.

Uloha 7.1.12 Dokaste, 7e (Jz])_(0) = —1 a (|z])!.(0) = +1. Podle casti 3
tlohy 7.1.4 tedy (|x])'(0) neexistuje. Spojitost v bodu tak samoziejmé nezarucugje
existenci derivace.

Nenulova derivace v bodu dava kromé véty 7.1.7 i nésledujici vysledek, ktery
se bude hodit pro derivovéani inverzni funkce.

Tvrzeni 7.1.13 (limitni body oboru hodnot) Necht f € F(M) a existuje
nenulovd vlastni derivace f'(b). Pak f(b) € L(f[M)).

Diuikaz. Necht f abe M NL(M) jsou, jak uvedeno, a je dano e. Diky f/(b) # 0
dle definice 7.1.1 existuje 4, ze pro kazdé x € P(b,6) N M je f(x) # f(b). Podle
tvrzeni 7.1.10 lze vzit ono ¢ tak malé, ze pro tato = je také f(x) € U(f(b),¢).
Protoze b € L(M), lze vzit a € P(b,5) N M. Pak f(a) € P(f(b),e)N f[M]. Tedy
1) € L(F[M)). 0

Uloha 7.1.14 Kdy? se 1(b) = oo, pak toto turzeni nemust platit.

Uloha 7.1.15 Turzent plati i pro f'(b) = 0, pokud f neni konstantni na Zddném
okoli U(b,6) N M.

e Priklady derivaci. Zderivujeme funkci v/z, jez je v F([0, +00)). Necht a > 0.
Pak

(v7)'(a) = lim,_, % =limsa ooyt AToay = M m _

Pro a > 0 je (1) (a) = ﬁ a (v/x)'(0) = 4oo. Nevlastni derivace je tedy
sluc¢itelnd se spojitosti funkce v daném bodé.

Uloha 7.1.16 Pro kazdé a > 0 spoéitejte (v/z)'(a) i (V) (a).

Uloha 7.1.17 (derivace konstant) Pro kazdé ¢ € R se k!, = k.
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e Derivace jako undrni operace na R. Pripomindme, ze F(M) s M C R je
mnozina vsech funkcei f typu f: M — R. Z bodovych hodnot derivace funkce
slozime novou funkci.

Definice 7.1.18 (derivace funkce) Pro f € F(M) necht D(f) = {b € M :

3f(b) € R} (C L(M)NM). Funkei f' € F(D(f)) s hodnotami f'(b) = 4L (b)
nazveme derivaci funkce f.

Derivace muze mit mensi definién{ obor nez ptivodn{ funkce. Napiiklad M (y/z) =
0,+00), ale D(y@) = M((v/&)) = M(51z) = (0, +5).

Uloha 7.1.19 Pro kazdou funkci f € R je zizeni f|D(f) spojité.

o Funkce s mespojitou derivaci. Sestrojime funkci f € R, ze f' & C. Necht
posloupnosti a3 > by > ag > by > --- > 0 maji limitu lima,, = limb, = 0
a a, — b, = o(b,) (n = o). Necht N = {0} U2, (bn,an) a necht funkce
f € F(N) mé hodnoty f(0) =0 a f(x) =x — by, pro x € (by, an).

Tvrzeni 7.1.20 (nespojita derivace) Pak je f' € F(N)\C, nebot f'(0) =0,
jinak f'(x) =1 a0 € L(N).
Dikaz. Pro x € (by,a,) se f'(z) = (x —b,) = 1. Ale 0 € L(N) a f'(0)

lim,_0 L% = 0, nebot pro z € (by, ay) je ‘@‘ < nzbu 50 (n — c0). O

x

Uloha 7.1.21 Pro¢ se lim “"b_b" =07

7.2 Standardni a limitni tecny

Definujeme teénu ke grafu funkce f € R v jeho bodu (b, f(b)). Graf funkce f
je mnozina bodi v roviné Gy = {(z, f(z)) : = € M(f)} (C R?). Podle nasi
definice funkce se f a G prakticky shoduji.

e Standardni tecny. Ty uz jsme zminili v souvislosti s diferencovatelnosti funkce
v bodu defini¢niho oboru.

Definice 7.2.1 (standardni teéna) Necht funkce f € F(M) je diferencova-
telnd vb e M NL(M). Teénou k jejimu grafu v bodé (b, (b)) rozumime primku
¢ (C R?) danou rovnici y = f'(b) - (x — b) + f(b), z € R.

Te¢na mé sklon f/(b) (€ R) a prochdzi bodem (b, f(b)).

Uloha 7.2.2 f a b bud'te jako v definici. Pak funkce x — f'(b) - (x — b) + f(b)

je jedind linedrni funkce aproximugjici f u b s presnosti o(x —b) (x — b).

Uloha 7.2.3 Napiste rovnici teény ke grafu funkce /T v bodé (a,/a).
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O tetnéch se casto iikd, ze jsou néjakymi limitami seCen, to jest piimek
jdoucich dvéma body grafu. Nikdy se uz ale neiekne, jakymi vlastné. Pojdme
to ted Fici.

e Nesuvislé primky. Podle geometrie roviny kazda nesvisla ptimka ¢ mé jedno-
zaéné vyjadieni £ = {(x,sx +1t): = € R}, kde s,t € R. Cislo s nazveme jejim
sklonem. Necht N (C P(R?)) je mnozina nesvislych p¥imek v roviné.

Uloha 7.2.4 Funkce p: N' = R?, dand jako p(f) = (p1(£), p2(£)) = (s, t), je
bijekce z mnoziny N nesvislijch primek do mnoziny R2.

Definice 7.2.5 (limity v N') Pro (¢,) CN al € N piseme lim{,, = £, prdveé
kdyz limpy (€,) = p1(€) a limpa(£y,) = pa(f).

Uloha 7.2.6 Necht A = (a,b) a A’ = (a/, V') jsou vR? & a # a'. Pak existuje

jedind primka £ € N, 2e A€ L i A’ € L. Tato primka £ md skion abj:l;.

Pifmku £ € N jdouci body A a A’ oznacime jako (A, A') = k(a,b,a’,V’). Lezi-li
body A a A’ na grafu funkce, mluvime o ¢ jako o se¢né tohoto grafu.

o Limitni tecny. Predkladame rigordzni definici te¢ny ke grafu funkce v podobé
limity posloupnosti secen.

Definice 7.2.7 (limitni teéna) Necht je funkce f € F(M), b € M N L(M)
a £ € N. Pokud pro kaZdou posloupnost (an,) C M \ {b} s lima, = b plati ve
smyslu definice 7.2.5, Ze

Tim (b, F(b). an f(an)) = .
nazveme primku £ limitnd tecnou ke Gy v bodu (b, f(b)).
V této definici teény nepotiebujeme hodnotu derivace f/(b).
Uloha 7.2.8 Kdyz { je limitni tecna ke Gy v bodu (b, f(b)), pak (b, f(b)) € €.
Dokéazeme, ze pojmy standardni te¢ny a limitni te¢ny splyvaji.

Véta 7.2.9 (tena <= lim. te¢na) Necht f € F(M), b€ MNL(M) at
je v N. Potom { je tecna ke Gy v bodu (b, f(b)) ve smyslu definice 7.2.1 <=
¢ je limitni tecna ke Gy v bodu (b, f(b)) ve smyslu definice 7.2.7.

Diikaz. Necht f, M, b a /¢ jsou, jak uvedeno. Implikace =. Piedpokladame, ze
existuje f/(b) € R a ze ¢ je déna rovnici

y=f'(0)-(z=b)+ f(0) = f'(0)-z+ f(b) = f'(B)f(D).

Necht (an,) € M\ {b} md lima, = b. S ¢, = W je pimka K, =
k(b, f(b), an, f(a,)) ddna rovnici /

y=cp(x—0b)+ f(b) = cpz + f(b) — c,b.
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Podle Heineho definice derivace se lim¢,, = f(b). Tedy lim(f(b) — ¢, b) = f(b) —
F/(0)f(b) a lim k,, = £ ve smyslu definice 7.2.5.

Implikace <. Necht ¢ je ddna rovnicf y = sz +t a necht (a,), ¢, a &k, jsou
jako vyse. Piedpoklddame, ze pro kazdou takovou posloupnost (a,,) se lim ,, = ¢
ve smyslu definice 7.2.5. Tedy vzdy lim ¢, = s a im(f(b) —c,b) = ( )—sb=t.
Podle Heineho definice derivace se pak s = f/(b). Takze t = f(b) — f'(b)b a £ je
tecna ke Gy v bodé (b, f(b)). O

e Tecna v chybéjicim bodu. Ukazeme, jak definovat te¢nu ke grafu funkce v jeho
bodu bez pouziti tohoto bodu. Dukaz nasledujiciho lemmatu je jasny.

Lemma 7.2.10 (jedna konvexni kombinace) Pro nezdapornd redlnd cisla r,

s, t, v, kde s,v > 0, polozZime o = Sv aﬁ— . Pak
T+t T t
:af_f_ﬁf
S+ S v

je konvexni kombinace s koeficienty a a B, protoze a,8 >0 a v+ = 1.

Véta 7.2.11 (te¢na v chybéjicim bodu) Nechf b € M je OLB mnoZiny
M CR, fe F(M\{b}) atl € N. Potom plati ekvivalence, Ze funkci f lze
r0z8irit do b hodnotou f(b) tak, Ze { je te¢na ke Gy v bodu (b, f(b)) <= pro
kazdé dvé posloupnosti (x,), (yn) C M spliujici, Ze vidy x, < b < y, a Ze
Ty Yn — b, se Um k(xy,, f(n), Yn, f(yn)) = € ve smyslu definice 7.2.5.

Diikaz. Necht b, M, f a { jsou, jak uvedeno. Implikace =. Piedpoklddame, Ze
jsme funkci f rozsffili do b néjakou hodnotou f(b), existuje f'(b) € R a pifmka
{ je ddna rovnici

y=10) (x=0)+ f(0) = f'(b) -+ f(b) — f'()b.

Necht’ (zr) a (yn) jsou popsané posloupnosti. Polozime r, = f(b) — f(z,),
=b—x,, t, = f(yn) — f(b) a v, =y, — b. Podle lemmatu 7.2.10 je sklon u,
secny

by = ’i(xm f(xn)a Yn, f(yn>)

grafu G konvexni kombinaci sklonu r,, /s, a t,/v, seten k(x,, f(zy),b, f(b))

a k(b f(0), Yn, [(yn)):

_ Sn)—f(@n) _ rotta . Tn L in
Un Yn—n  saton N, + B

kde a,, 8, > 0 a a, + B, = 1. Protoze limr, /s, = limt, /v, = f'(b), podle
véty 3.3.10 téz limu,, = f/(b). Se¢na £,, je dédna rovnic{

Yy= Un(x - :L'n) + f(xn) = UpT + f(xn) — UpTp .
Protoze limu,, = f'(b), limz, = b a lim f(x,) = f(b) (f je spojitd v b, protoze
f/(b) € R), je lim¥¢,, = ¢ ve smyslu definice 7.2.5.
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Implikace = = —. Nechf f nelze rozsifit do b Zddnou hodnotou f(b) tak, aby
¢ byla tecna ke G¢ v (b, f(b)). Kdyz tedy vezmeme to jediné ¢islo f(b) € R, ze
(b, f(b)) € £, akdyz s € R je sklon pfimky ¢, pak neplati, ze lim,_,; f(T) f(b)
Sestrojime dvé posloupnosti (z,), (y,) C M spliujici, ze vzdy z,, < b < Yn & 7€
Tn,Yn — b, ale ze neplati limita piimek lim &(xy,, f(2n), Yn, f(yn)) = L.

Prvni piipad je, Ze rozsifena funkce f neni spojita v b. Pak existuji posloup-
nosti (z,), (yn) C M spliujici, ze vzdy =, < b < yy, Ze limz, = limy, = b,
lim f(z,) = K, lim f(y,) = L, ale Ze neplati K = L = f(b) (dloha 7.2.12).
Pokud K # L, sklony secen ¢, = k(zn, f(zn), Yn, f(yn)) jdou do +oo, takze
uvedend limita pfimek neplati. Pokud K = L # f(b), pak pruseciky secen ¢,, se
svislou pfimkou (x = b) konverguji k (pfipadné nevlastnimu) bodu ruznému od
(b, f(D)). Podle tlohy 7.2.13 pak limita lim ¢,,, kdyz existuje, nemuze byt piimka
jdoucf bodem (b, f(b)) a uvedend limita pifmek opét neplati.

Zbyly druhy pripad je, ze rozsitena funkce f je spojitd v b, ale neplati rovnost
lim,_, M = 5. Pak existuje A € R*\ {s} a posloupnost (z,) C M \ {b},

ktera cela lez1 na jedné strané od b, ze limx,, = b a lim M = A. Muzeme
predpokladat, ze vzdy xz,, < b, piipad, ze vzdy z, > b, Je podobny Vezmeme
libovolnou posloupnost (y,) C M, ze vzdy y, > b a limy, = b. Pak lim f(y,) =
f(b) a z (y,) dokdzeme vybrat podposloupnost (Y, ), ze

limy, o L2200 — 4
(dloha 7.2.14). Protoze A # s, uvedend limita pifmek opét neplati. |

T nésledujici dlohy jsou vlastné lemmata pouzitd v dukazu véty a ¢tvrtd tloha
ukazuje nutnost predpokladu, ze body x,, a y, jsou oddélené bodem b.

Uloha 7.2.12 Kdyz b € M je OLB mnoZiny M CR a f € F(M) nent spojitd
v b, pak existuji posloupnosti (xy,), (yn) C M \ {b}, které z ruzngch stran kon-
verguji kb a existuji pro né limity lim f(xz,) = K a lim f(y,) = L, ale alespon
jedna z rovnosti K = f(b) a L = f(b) neplati.

Uloha 7.2.13 Necht £,,{ € N, (b,¢) € £, lim{,, = a (x = b) N L, = {(b,cn)}.
Pak lime,, = c.

Uloha 7.2.14 (z,,), (yn), (2n) a (un) bud’te takové posloupnosti, ze limz, =
limz, = b, Ze vidy x, # b, limy,, = limu, = ¢ a lim y" C = A. Pak existuje

posloupnost (my) C N, Ze lim *—"= = A.

Uloha 7.2.15 Podminka ve vété 7.2.11, Ze vidy x, < b < y,, je podstatnd.
Uved'te priklad funkce f € F(M) s teénou £ ke Gy v bodu (b, f(b)) a dvou
posloupnosti (), (yn) C M \ {b} spliujicich, Ze vidy x, # yn a Ze limz, =
limy, = b, ale Ze neplati rovnost im &(xy, f(Tn), Yn, f(yn)) = L.
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7.3 Aritmetika derivaci

Derivace f — f’ je undrni operace na R. Probereme jeji interakce s bindrnimi
operacemi +, - a /. Na interakce se skldddnim a inverzy se podivdme v dalsim
oddilu. V bodovych vzorcich zapojime nevlastni hodnoty derivaci. Globalni
vzorce pracuji pouze s vlastnimi hodnotami derivaci.

e Soucet. Bodové i globalné zderivujeme soucet dvou funkei.

Tvrzeni 7.3.1 (soucet) Necht jsou f,g € R a M = M(f) N M(g). Pak plati
ndsledugjici.

1. Kdyz f'(b) = K, ¢'(b)y =L, be L(M) a K + L nend neurcity vgraz, potom
(f +9)(b) = K + L.

2. Funkee (f' +¢')| L(M) je restrikce funkce (f + g)'.

Diikaz. 1. Necht K + L nenf neuréity vyraz a h = f + g. Patrné b € L(M(h))
a podle véty 5.3.3 se

R (b) = limg Lz(b) = limg,_p M + lim,,_, %:‘Z(b) =K+1L.

2. Necht h = (f'+ ¢')|L(M) a ¢ € M(h). Pak ¢ € D(f) N D(g) N L(M)
a podle prvni €dsti je (f +g)'(c) = f'(c) + ¢'(c) = h(c). 0

Ve druhé ¢asti je jasné, ze inkluze M ((f' +¢') | L(M)) C M((f + g)') muze byt
ostrd. Vezméme napiiklad f = |z| a g = —[z| (¢ F(R)). Pak M = L(M) =R
a (f+g) = ko, ale (f' +¢)|L(M) je ko|(R\ {0}). Napiiklad pro funkce
f(z) =sgn(z), g(z) = v/x a M = L(M) = [0,+00) prvni ¢dst tvrzeni déva, ze

(sgn(z) + v/x)'(0) = sgn’(0) + (Vz)'(0) = +o0 4 (+00) = +00.

Uloha 7.3.2 (sgn(z) — z)'(0) =2

e Soucin. Odvodime zndmy Leibniztiv vzorec pro derivaci sou¢inu, v bodovém
i globédlnim tvaru.

Véta 7.3.3 (souéin) Nechf jsou f,g € R a M = M(f) N M(g). Pak plati
ndsledugict.

1. Kdyz f'(b) = K, ¢'(b) = L, f nebo g je spojité v b, b € L(M) a vgraz
K g(b) + f(b) - L je definovan, pak (fg)'(b) = K - g(b) + £(b) - L

2. Funkce (f'g+ f¢')| L(M) je restrikce funkce (fg)'.

Dukaz. 1. Necht vyraz K - g(b) + f(b) - L je definovany, h = fg a g je spojitd
v b. Pripad, kdy f je spojitd v b, je pFenechdn tloze 7.3.4. Tedy b € L(M(h)),

W (b) = lim,_, L@@ 0O _ iy (@)= 0)ale)H ) al)=g(b)

z—b

a to se diky predpokladum a vété 5.3.3 rovna

limg L, 2O im, L g(x) + f(b) lim,, 29290 — Kg(b) + f(b)L
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2. Necht h = (f'g+ fg') | L(M) a c € M(h). Pak ¢ € D(f) N D(g ) L(M),
g je spojitd v ¢, protoze ¢'(c) € R, a podle prvni ¢asti je (fg)'(c) = f'(c)g(c) +
f(e)g'(c) = h(c).

Inkluze M ((f'g+ fg') | L(M)) C M((fg)') opét muze byt ostra.
Uloha 7.3.4 Vyreste jednoduse pripad, kdy je v b spojitd funkce f.

Uloha 7.3.5 Predpoklad bodové spojitosti jedné z funkci nelze pominout. Necht
f,9 € F(R), kde pro x # 0 je f(z) = —g(z) = sgnz a pro x = 0 je f(0) = —1
ag(0) = % Ukazte, Ze pak se pro b = 0 pravd strana Leibnizova vzorce rovnd
(+00) - 2+ (=1) - (—00) = +00, ale derivace (fg)'(0) neezistuge.

e Podil. Odvodime bodovy i globalni vzorec pro derivaci podilu.

Véta 7.3.6 (podil) Necht jsou f,g € R a M = M(f)NM(g)\ Z(g). Pak plati
ndsledugict.

1. Kdyz f'(b) = K, ¢'(b) = L, g je spojitd vb, b € L(M) a vjraz (K - g(b) —
f(b) - L)/g*(b) je definovany, pak (f/9)'(b) = (K - g(b) — f(b) - L)/g(b)>.

2. Funkee ((f'g— f9')/g%) | L(M) je restrikce funkce (f/g)’.

Diikaz. 1. Necht vyraz (K - g(b) — f(b) - L)/g(b)? je definovany, h = f/g a g je
spojitd v b. Tedy b € L(M(h)),

K (b) = lim,_, (03)/9(&6) f(b)/g(b) b f(@)g®)—f(b)g(b)+f(b)g(b)—f(b)g(x)

hmw—> g(x)g(b)(xz—b)

a to se diky piedpokladum a vété 5.3.3 rovnd

(I) f( g(z)—g(b)

) g(b) : f) s
limg W —lim, 9(@)g(®) limg_,p ~—b

_ (b)g(b)—f(b)g ®)
g(b)? )

hm'p—>b

2. Necht h = ((f'g — fg')/g*) | L(M) a ¢ € M(h). Pak ¢ € D(f) N D(g) N
L(M)\ (9),9] ebpoptavc protoze ¢'(c) € R, a podle prvni ¢dsti je (f/g) (c) =
(f'(c)g(c) = £(0)g'(c))/9(c)* = h(c). O

Inkluze M (((f'g — fg')/g*) | L(M)) € M((f/g)") opét mize byt ostra.

Uloha 7.3.7 Jako v tloze 7.5.5 uved'te priklad, ktery ukazuje, Ze predpoklad
spojitosti g v b nelze vynechat.

7.4 Derivace slozenych funkci a inverzi
Piipomindme, ze pro funkce f,g € R je jejich slozenina f(g) funkce

flg): {z e M(g): g(x) € M(f)} = R
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s hodnotami f(g)(z) = f(g(x)). Tedy M(f(g)) C M(g). Pro prostou funkci
f € R je jeji inverz f~! funkce

T fIM(A)] - R

s hodnotami f~(y) = <= f(x) = y. Tedy M(f~1) = f[M(f)]. Kdyz f
neni prostd, jeji inverz neni definovany.

e Slozend funkce. Bodové i globédlné zderivujeme slozenou funkci.

Véta 7.4.1 (slozenina) Necht jsou f,g € R a M = M(f(g)). Pak plati
ndsledujict.

1. Kdyz f'(g(b)) = K, ¢'(b) = L, g je spojitd vb, b € L(M) a K - L neni neurcity
vyraz, pak f(g)'(b) =K - L.

2. Funkee (f'(g) - ¢') | L(M) je restrikce funkce f(g)'.

Diikaz. 1. Necht f, g, M a b jsou, jak uvedeno. Pouzijeme Heineho definici
derivace. Necht f’(g(b))- ¢’ (b) neni neurcity vyraz a (a,) C M \ {b} je libovolnd
posloupnost s lim a,, = b. Pak podle predpokladu lim g(a,,) = g(b). Posloupnost
(an) rozlozime na dvé podposloupnosti (b,) a (¢,), které mohou byt konecné
i prazdné, tak, ze vzdy je g(b,) = g(b) a g(cy) # g(b). Ukdzeme, ze pro (x,) =
(bn) ipro (x,) = (cn), kdyZz (z,,) je nekoneénd, mame tutéz limitu

limy, o0 LOEDZLDE) — f1(5(b)) - g (b).

Tp—b

Pak i lim W = f'(g(b)) - ¢’(b) a podle Heineho definice derivace se
f(g)'(b) = f'(g(b)) - g'(b).

Necht (b,) je nekoneénd. Pak limb, = b a podle Heineho definice derivace
je ¢’(b) = lim 79(17 )=9() _ Jjy 4B)=9() ) g(b) = 0. Tedy

lim f(g)(bgj:l{(g)(b) = lim f(q(b?n—j;(‘](b)) =0= f’(g(b)) . g’(b) .

Necht (c;,) je nekone¢na. Pak lime,, = b, lim g(c,,) = g(b) a podle véty 5.3.3

a Heineho definice derivace se opét limM = hmw

Cn— cn—b
rovna
: Fg(en))=F(g(b)) . glcn)—g(b) Flg(en))=F(g(b)) s (cn)—g(b)
lim (Sl - S ) = lim DAl lim S

coz podle Heineho definice derivace je f'(g(b)) - ¢'(b).

2. Necht h = (f'(9)-¢') | L(M) ac € M(h). Pak c € M(f'(g9))ND(g)NL(M),
g je spojita v ¢, protoze ¢'(c) € R, a podle prvni éasti je (f(g))' (¢) = f'(g9(c)) -
¢(c) = h(c). 0
Inkluze M((f'(g) - ¢')| L(M)) C M(f(g)’") opét muze byt ostra.

Uloha 7.4.2 Bez spojitosti funkce g v b prond ¢ast véty nemust platit.
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e [nverz. Bodové i globalné zderivujeme inverz, dva vzorce ale rozdélime mezi
vétu a jeji dusledek. Funkce f € F(M) roste, resp. klesd, v bodé b € M, existuje-
lid,zeprokazdé x a2’ sb—d <z <b<a' <b+dje f(x) < f(b) < f(z),
resp. f(z) > f(b) > f(a').

Véta 7.4.3 (inverz) Necht f € F(M) je prostd funkce, existuje derivace f’(b)
(€ R*) a inverz f=1 je spojity v bodé c = f(b). Pak plati ndsledugici.

1. Kdyz f'(b) € R\ {0}, pak (f71)"(c) = 1/f/(b) = 1/ (f7*(c)).

2. Kdyz f'(b) = 0 a funkce f v bodé b roste, resp. klesd, pak (ffl),(c) = +o00,
T€Sp. —00.

3. Kdyz f'(b) = o0 a ¢ € L(f[M]), pak (f_l)/(c) =0.

Diikaz. Necht f, M, b a c jsou, jak uvedeno. Opét pouZijeme Heineho definici
derivace. Pro libovolnou posloupnost (b,) C f[M]\ {c} s limb,, = ¢ oznaéime
a, = f71(b,). Tedy (a,) C M \ {b} a podle piedpokladu lim a,, = b.
1. Necht f/'(b) € R\ {0}. Pak ¢ € L(f[M]) podle tvrzeni 7.1.13. Podle
véty 5.3.3 a Heineho definice derivace je
lim £ (béfif © — lim f(an>1—£<b> = lim f<ar17>—£<b> BRACK

an

Podle Heineho definice derivace se (f~1)"(c) = 1/f(b).
2. Necht f’(b) = 0. Pak ¢ € L(f[M]) podle tlohy 7.1.15. Necht f klesa

(resp. roste) v b. Pak existuje ng, ze n > ng = W < 0 (resp. --- > 0).
Piedesly vypocet a éast 5 tvrzeni 3.1.4 ukazujf, ze (f~1)'(b) = 0% = —00 (resp.

e — —’—OO).
3. Necht f'(b) = £o0 a ¢ € L(f[M]). Potom mdme (f~1)'(c) = £~ =0
podle ¢ésti 1. O

Uloha 7.4.4 Co se stane, kdyz se vynechd predpoklad spojitosti inverzu v c?

Dusledek 7.4.5 (globdlng) Necht f € R je prostd a M = {x € f[M(f)] :
1 je spojitd v x}. Pak funkce (ki/f'(f~1))| M je restrikce funkce (f~1)".

Diikaz. Necht h = (ki /f'(f~))| M a c € M(h). Pak c € M(f'(f~1)) N M\
Z(f'(f71), f~! je spojitd v ¢, protoze ¢ € M, a podle prvni ¢asti véty 7.4.3 je
(=1 (e) =1/ (f~H(e)) = h(o). O

Inkluze M((ki/f'(f~1)) | M) € M((f~')") opét mitze byt ostré.

7.5 Derivace Zakladnich elementarnich funkci

Zderivujeme funkce ve tfidé ZEF zavedené definici 4.3.1.

e FExponencidla, sinus a kosinus. Pro zderivovani téchto funkci potiebujeme
umét zderivovat mocninné rady.
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Véta 7.5.1 (derivace MR) Necht posloupnost (ag,a1,...) C R spliuje, Ze
lim |a,|Y/™ = 0. Pak pro kazdé ¢islo v € R je S(x) = S.0° , ana™ abskon fada
aS'(x) =3 (n+ at12" =T(z) € F(R).

Diikaz. Necht a,,, S a T jsou, jak uvedeno, a x,c € Rs ¢ # 0. Z véty 6.6.3 vime,
7e S,T € F(R) (lim(n+1)"/" = 1). Odhadneme U = 1L(S(z+c)—S(z))—T(z)|:
U<3oiilanal [ 27 o(z+¢)a ™7 — (n+1)2"|, coz s y = [c] + |z] je

< el oty lanal - 5 3 (vt

< el 3202y langal -yt 3000 27 < e 3200 lansa] - (2y)"

Pro ¢ — 0 to jde k 0. Tedy S’(x) = lim.—0 M =3 o(nt+1api12™ =
T(x). a
Uloha 7.5.2 Zdivodnéte odhady veliciny U v dikazu.

Dusledek 7.5.3 (expz, cosz a sinz) Je (expz) = expz, (cosz) = —sinz a
(sinz)’ = cosz.

Dukaz. Podle predeslé véty mame, ze

! n+1)z"
(expz)' = (ano m"/”') = ano ((:Jri)g =expwx,
2n

n_x / n n+2)z>" ! 3
(c052) = (X,s0(~1)" ) = Spso(—1)HHEEDE— = —sing a

. n—1 x27=1 \/ n (2n4+1)z2"
(sinz) = (Lo (D" Emmgy) = Sz~ 1) S = cosa.

O

Odvodime derivace ostatnich funke{ v ZEF. Ohledné konstant je jasné (nakonec
i z ulohy 7.1.17), ze pro kazdé c € R je k., = ko.

e Logaritmus. Dokdzeme, ze (logz)’ = 1| (0, +00). Podle dusledku 7.4.5, uzitého
sf=expraM = M(log x) = (0,400), je funkce

1

W M:m‘M:(%|(0,+OO))|M:%|(O,+OO)

restrikef funkce (logz)’. Ale M ((logx)") € M (lo
11(0,+00). Odtud také vidime, ze (log|z|)’ =

), takze (logx) =
{0})-

8 \»—Ao-q

x) = (0,400
(€ F(RA

e Redlnd mocnina.

Uloha 7.5.4 Odvod'te ndsledujici derivace. 1. Pro a > 0 se (a*) = a* - lo
2. Prob# 1 se (z°) =bx®1. 3. Prob =1 se (2%) = ky | [0,4+00). 4. (0*)’
ko|(0,400). 5. Prom € Z s m # 0 se (™) = ma™ *. 6. Prom = 0 s
(™) = ko.

e Tangens a kotangens.

||Q
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Uloha 7.5.5 Odvod’te derivace (tanz)' =1/ cos®z a (cotx) = —1/sin’z.
o [nverzni trigonometrické funkce.

1

Uloha 7.5.6 Odvodte derivace (arcsinz) = ﬁ, (arccosz) = —

Va2
(arctanz)’ = ﬁ a (arccotx) = fﬁ.
e Vzorce pro derivace funkci v ZEF shrneme podle defini¢nich obori.
1. Obor R. Zde se (expz)’ = expx, (sinz)’ = cosz, (cosz)’ = —sinuz,
(arctanz)’ = 1+1ch a (arccot z)’ = _H—%' Pro m € N se (z™) = ma™~1,

pro m = 0 se (™) = ko a pro ¢ € R se (k.(z))" = ko(z).

2. Obor R\ {0}. Zde se pro m € Z, m < 0, derivace (z™)" = ma™"!
a (log|a) = 3.

3. Obor [0, +0c). Zde se pro b > 1 derivace (z°) = br®~1 a pro b = 1 se
(2°) = k1 | [0, +00).

4. Obor (0,+00). Zde se pro b < 1 derivace (z°) = ba*~! a (logz) =
2 1(0, +00).

5. Obor R\ {km +m/2: k € Z}. Zde se (tanz)’ = 1/(cos z)?.

6. Obor R\ {k7: k € Z}. Zde se (cotz) = —1/(sinx)%.

7. Obor (—1,1). Zde se (arcsinz)’ = \/11_? a (arccosz) = —\/11_7 (zde se
V= xt/?).

Prednasku zakonc¢ime druhym piikladem nespojité derivace, ktera tentokrat
bude vsude definovana. Prvni ptiklad jsme uvedli v tvrzeni 7.1.20.

Uloha 7.5.7 f € F(R) bud ddina jako f = x*sin(1/z) U {(0,0)}. Receno po-
staru, f(0) =0 a f(x) = 2?sin(1/z) pro x # 0. Dokazte, Ze D(f) = R, ale Ze
fréc.

Zde tedy f =idg -idg - sin(ky/idg) U {(0,0)}.
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Priloha A
Reseni tloh

Otaznik misto navodu k feSeni znamend, ze feSeni neni autorovi uc¢ebnice zndmo.

Uloha 1.1.1 Necht (@i,j)7=1 ma polozky a;; > 0. Ukdzeme, Ze celkovy soucet po
fadcich R = 3772, 3777 ai,; se rovnd supremu

A =sup ({Z(z‘,]‘)el aij | I C N? je konetnd}) ,

branému v (R*, <). Tato rovnost plati stejné pro celkovy soucet po sloupcich. Ziejmé
A < R. Necht ¢ < R je libovolné. Pak existuje m, ze ¢ < 337", 377, a;,;. Podobné
nahlédneme, ze pak existuji ni,...,nm v N, Ze stdle c < > 7", Z;”:l aij. Tedy R< A
aR=A.

Uloha 1.2.1 alfa, beta, velkd gama, gama, velkd delta, delta, epsilon, zéta, éta, velka
théta, théta, varthéta, idta, kappa, velka lambda, lambda, mi, ny, velké ksi, ksi, omi-
kron, velké pi, pi, rd, velké sigma, sigma, tau, velké ypsilon, ypsilon, velké fi, fi, varfi,
chi, velké psi, psi, velkd omega, omega. Neuvedené kapitalky se shoduji s latinkou,
napt. A pro «, H pro n apod.

Uloha 1.2.2 Nalevo je N, pravé kdyz ¢ je P, ale ¢ je N. Coz je totéz, jako ze = je
P a —p je N, coz je ekvivalentni neplatnosti pravé strany.

Uloha 1.2.3 Kdy# neexistuje individuum a v oboru formy ¢(x), aby platil vyrok ¢(a),
znamend to, ze pro kazdé individuum a z tohoto oboru vyrok ¢(a) neplati a plati vyrok
—¢(a). Podobné se dokdze druhd tautologie.

Uloha 1.2.5 Odpovéd zélezi na tom, jaké rovnosti mezi prvky této mnoziny nastavaji.
Jsou-li véechny ruzné, ma M pét riznych prvkia. Pokud a = b =2 = {0, {0}} a pokud
a # {a}, coz axiom fundovanosti zarucuje, ma M jen dva riazné prvky.

Uloha 1.2.7 Prazdné mnoziné 0.

Uloha 1.29 P={neN: n> IAVILmeN(Im=n= (I=1Vm=1))}
Uloha 1.2.10 Pokud M € M, pak M & M. Pokud M & M, pak M € M.
Uloha 1.2.11 (p = ) A (¥ = @) <= (p <= 1) je tautologie.

Uloha 1.2.12 To hned plyne z axiomu extenzionality. A a B jsou podle definice
disjunktni, pravé kdyz nemaji spole¢ny prvek, tedy praveé kdyz je jejich prunik prazdna
mnozina.
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Uloha 1.2.13 Priinik prazdné mnoziny A neni definovany. Vb € A (:c € b) vlastné
znamend Vb (b € A = z € b). Pro prdzdnou mnozinu A tato implikace plati vzdy, pro
libovolné z, protoze jeji predpoklad neni nikdy splnén. Prunik prdzdné mnoziny by
tedy méla byt mnozina vSech mnozin. Vime, Ze tento koncept vede ke sporu.

Uloha 1.2.14 Ne, tato rovnost rozhodné vzdy neplati. Jsou-li napiiklad A a B dis-
junktni, pak |A\ B| = |A]|.

Uloha 1.2.15 P(0) = {0} a |[P({1,2,...,n})| = 2".

Uloha 1.2.17 Plati-li prava strana ekvivalence, plati i leva diky axiomu extenzionality.
Necht X = (A, B) = (C, D). Podle definice dvojice je X bud jednoprvkovd mnozina,
jejiz jediny prvek je jednoprvkovd mnozina {Y} (slozky dvojice se rovnaji), anebo X
je dvouprvkovd mnozina, jejiz jeden prvek je jednoprvkova mnozina {Y'} a druhy je
dvouprvkovd mnozina {Y, Z} (slozky dvojice jsou ruzné). Pouzijeme opakované axiom
extenzionality. V prvnim piipaduse Y = A= B =C =D. VedruhémseY = A =C,
tudiz se Z =B = D.

Uloha 1.2.19 Plyne to z axiomu extenzionality, z piredeslé tlohy a z toho, Ze kazda
uspofddand k-tice A ma |A| = k prvka.

Uloha 1.3.4 Implikace < je trividlni. Necht jsou funkce (A,B, f)a(C,D,g) shodné,
takze f = g a f je funkciondlni relace mezi A a B i mezi C a D. Pro libovolny prvek
a € A pro néjaky b € B je (a,b) € f. OvSem také (a,b) € Cx D, takzea € Ca A C C.
Uplné stejné je C C Aa A=C.

Uloha 1.3.5 Ani jedna rovnost obecné neplati.
Uloha 1.3.6 Pravé kdyz X =Y.

Uloha 1.3.7 Pro prostotu, konstantnost a identi¢nost to je pravda, pro surjektivitu
a bijektivnost ne.

Uloha 1.3.8 Obé znagen{ se mohou objevit soucasné, jen kdyz funkce f je injekce,
a pak souhlasi.

Uloha 1.3.9 Protoze f': fIX] — X je bijekce, mame (f~")7': X — f[X], takze
pro f[X] #Y se (f7')! a f mnozinové lidl. Jsou ale vidy shodné. Oviem plati, ze
(FH™H7t: fIX] = X, takze ((f~)7") "' a f~! se mnozinové rovnaji.

Uloha 1.3.10 Je to pravda.

Uloha 1.3.11 Necht f a g jsou injekce a f(g)(z) = f(g)(y). Tedy f(g(z)) = f(g(y))
a g(x) = g(y). Tedy z = y a f(g) je injekce. Nechf g: X — Y a f: Y — B jsou
surjekce a b € B. Protoze f je surjekce, existuje y € Y, ze f(y) = b. Protoze g je
surjekce, existuje z € X, ze g(z) = y. Tedy f(g9)(z) = f(g(z)) = f(y) =ba f(g) je
surjekce. Jsou-li g: X — Y a f: A — B neprdzdné surjekce a, napiiklad, Y N A = 0,
pak f(g): @ — B neni surjekce.

Uloha 1.3.12 Obor hodnot funkce f(g(h)) vlevo i funkce f(g)(h) vpravo se rovna
oboru hodnot Y funkce f. Staci tedy dokézat, ze f(g(h)) = f(g)(h) jako mnoZiny.
Coz plati, obé mnoziny se rovnaji mnoziné téch dvojic (z,y) € M(h) X Y, ze existuji
a € M(g) & be M(f), ze h(z) =a, gla) =ba f(b) =y.

Uloha 1.3.13 Vezmeme Y = h[X], g(z) = h(z) a f = idy-.
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Uloha 1.3.14 Kdy?z f je bijekce, pak inverz g = f~! m4 pozadované vlastnosti. Necht
naopak zobrazen{ g: Y — X je, jak uvedeno. Protoze g(f)(z) = z, funkce f je prosta.
Protoze M(f(g)) =Y, funkce f je na.

Uloha 1.3.15 Préavé kdy# definiéni obor je prazdnd nebo jednoprvkova mnozina.

Uloha 1.3.18 Nechf R je relace ekvivalence na A # @ (pro préazdnou A vse plat{
trividlng) a [a]r je blok ekvivalence. Patrné a € [a]r, takze prvky v A/R jsou neprazdné
a|JA/R = A. Necht a,b € A, [alr N[b]r # 0 a ¢ € [a]r. Existuje tedy prvek
d € [a]rN[b]r. Z cRa, aRd a dRb tranzitivitou R plyne, Ze cRb a tedy c¢ € [b]g. Takze
[a]r C [b]r. Opac¢nd inkluze se ukdze stejné, takze [a|r = [b]r. Prvky v A/R jsou tedy
vzajemné disjunktni.

Pokud b,c € [a]r, pak bRa a cRa, takze (R je relace ekvivalence) i bRc. Pokud
bRc, b € [alr a ¢ € [a]r, pak bRa, cRa’, takze aRa’'. Tedy [a]r = [a]r a b, c leZf ve
spole¢ném bloku.

Uloha 1.3.19 Nechf X je rozklad mnoziny Y # () a R =Y/X. Pro y € Y vezmeme
blok Z € X sy € Z. Tedy yRy a R je reflexivni. Pro y,y’ € Y s yRy' existuje blok
ZeX,z7ey,y € Z. Tedy iy’ Ry a R je symetrickd. Necht y,vy', v’ € Y syRy ay' Ry".
Existujf tedy bloky Z,Z7' € X, ze y,y € Z ay',y" € Z'. Pak ale ZNZ' # () a tedy
7Z = 7'. Takze i yRy" a R je tranzitivni.

Podle definice je jasné, ze x,y € Z € X, pravé kdyz z(Y/X)y.

Uloha 1.3.20 Necht R, A # ( a B jsou, jak je uvedeno. Dokdzeme prvni rovnost.
Vime, ze C = A/R je rozklad mnoziny A, tedy S = A/C je relace ekvivalence na A.
Ukézeme, ze S = R. Necht a,b € A. Pak aSb, pravé kdyz existuje blok D € C, ze
a,b € D. Jak vime z ilohy 1.3.18, a, b lezi ve spoleéném bloku rozkladu C, pravé kdyz
aRb. Tedy S = R.

Dokézeme druhou rovnost. Vime, ze S = A/B je relace ekvivalence na A, tedy
C = A/S je rozklad mnoziny A. Ukédzeme, ze C = B. Opét a,b € A lezi spoletné
v ngjakém jeho bloku, pravé kdyz aSc. Coz ale nastava, pravé kdyz a, b lezi spolecné
v néjakém bloku rozkladu B. Tedy C = B.

Uloha 1.4.2 Vzdy a < a, protoze a = a. Tranzitivita < plyne z tranzitivity < a totéz
plati pro trichotomii.

Uloha 1.4.3 Soucasné neplati ani a < baa = b, ani b < a a a = b, protoze <
je ireflexivni. Nelze ani a < b a b < a, protoze pak tranzitivita < dédva opét spor
s ireflexivitou.

Uloha 1.4.4. Kdyz m a n jsou dvé maxima mnoziny B, je n < m i m < n, takze
m = n. Podobné pro minima.

Uloha 1.4.5 Necht (A4, <) je linearni uspofadani a B = {b1,...,b,} C A, n € N,

je neprazdna kone¢nd mnozina. Pro ¢ = 1,2,...,n prvek b; postupné porovnavame
v < pomoci trichotomie s pfedchozimi prvky bi,...,b;—1. Dostaneme tak né&jakou
permutaci 7 mnoziny [n], v niz bray < brzy < -+ < brny. Pak bray = min(B)

a by () = max(B).
Uloha 1.4.7 Plyne to hned z jednozna¢nosti maxim a minim.

Uloha 1.4.8 Necht ¢ = sup(B). Pak ¢ je horni mez B. Necht a < ¢. Protoze ¢ je
nejmensi horni mez B, prvek a uz neni horni mez B a existuje uvedené b. Naopak
méjme ¢ uvedenymi vlastnostmi. Rikaji vlastné, Ze ¢ je nejmensi horni mez mnoziny
B, takze ¢ = sup(B).
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Podobné se dokaze ekvivalence, ze ¢ € A je infimum mnoziny B, pravé kdyz ¢ < b
pro kazdé b € B a pro kazdé a € A s ¢ < a existuje b € B, ze b < a.

Uloha 1.5.1 Reflexivita i symetrie jsou jasné. DokdZeme tranzitivitu. Necht a/b ~ c/d
ac/d ~e/f. Tedy ad = bc a ¢f = de. Pak ale adf = bcf = bde, tedy adf = bde.
Nenulové d lze zkrétit (Z je obor integrity) a af = be, tedy a/b~e/f.

Uloha 1.5.3 Necht o € Q. Protozlomek p, € a dostaneme zkracenim libovolného
protozlomku 7 € a do zdkladniho tvaru. Tato funkce a — po je hledand bijekce. Je
jednoznacné, protoze dva ruzné prvky v Z, jsou neekvivalentni v relaci ~. Dokézeme
to. Kdyz %7 T € Z, jsou v zdkladnim tvaru a % ~ 7 pak kn = mi. Kazdd mocnina
prvocisla délici k tedy déli m a naopak. Podle Zakladni véty aritmetiky se k = m
atedyil=n.

Uloha 1.5.5 KdyZ Ox a 0’ jsou dva aditivni neutrdlni prvky, pak diky komutativité
séitani je Ox = Ox + 0y = 0’y + 0x = 0’x. Podobné pro ndsobeni. Kdyz o + 8 = Ox
a a + v = Ox, pak diky asociativité a komutativité sé¢itdni se v = (o« + 8) + v =
(a+7v) + B = B. Podobné pro multiplikativni inverzy.

Uloha 1.5.6 Vezmeme séitdni a ndsoben{ v Z modulo 2: 0+0=1+1=0,0+1=
140=1,1-1=1a0-0=0-1=1-0=0. Je to kone¢ny obor integrity, takze téleso.

Uloha 1.5.8 V kazdém okruhu Ro plati rovnost Orz = Og. Plyne pfi¢tenim —(0rz)
k rovnosti Orz = (Or + Or)z = Orz + Ogx ziskané distributivitou a neutralitou Og.
Tudiz —x = (—1gr)z. Polozime © —y = z + (—y). Pak (z + y)(x —y) = (z + y)(z +
(—1R)y) = 2> + (=1r)zy + oy + (—1r)y* = 2* — y*. Tedy (—2)® = =, protoze
Or = (z + (—z))(z — (—z)) = * — (—x)?. Kdyby v uspofddaném télese Ty bylo
17 < Of, prictenim —17 dostaneme Or < —17. Druhy axiom usporadani pak dava
0r < (=17)? = 12 = 1r. Tedy vazdy Or < lp. Piicitdnim 17 dostdvame, ze Or <
lr <lr+1lr<lr+1r+1r <.... Tedy T je nekonecné.

Uloha 1.5.10 0-1 #£1- 1.

Uloha 1.5.12 Nechf (A, <) je linearni uspofadani. Pak sup(f) = min(H(0)) =
min(A), kdyz toto minimum existuje. Pro shora neomezenou podmnozinu B nenf
sup(B) definovano, protoze H(B) = 0.

Uloha 1.5.13 Funkce a — —a prevadi infima na suprema.

Uloha 1.5.14 Tyt bud 1iplné uspoiddané téleso. Uvazime podmnozinu Ny = {1r +
1r+---+1p | n € N s¢itanct}. Staci ukdzat, ze Ny nenf shora omezend. Kdyby byla,
polozime s = sup(Nr). Podle definice suprema existuje © € Np, ze s — 1 < = < s.
Pak ale s < x 4+ 17 € N, coz je spor.

Uloha 1.5.17 Zb>a by vynésobenim &islem 2b plynulo, ze 2b% > 2ba > a?, ve sporu
s rovnosti a®> = 2b%. Kdyz a € N je sudé (resp. liché), pak a = 2c¢ (resp. a = 2¢ — 1)
pro néjaké ¢ € Na a® = (2¢)2 = 2-2¢% (resp. a®> = (2c — 1) =2 (2¢* —2¢+1) — 1)
je sudé (resp. liché). Kdyz a € Z a b € Z \ {0} spliuji rovnost a® = 2b%, pak i a # 0
a (£a)? = 2(&b)2

Uloha 1.5.19 Pro zlomky s,7 > 0 s s > 2 nerovnost (s — r)? > 2 plati, pokud

52 —2 > 2sr — r?, tedy napf. pro kazdé kladné r < (s®> — 2)/2s. Pro zlomky r,s
ss> <2 s>0ar € (0,1) (pak r* < r) nerovnost (s + r)> < 2 plati, pokud

2sr + 12 < 2 — 5%, tedy napf. pro kazdé kladné r < min(1, (2 — s%)/(2s + 1)).

109



Uloha 1.6.1 Reflexivita a symetrie relace ~ jsou trividlni. Tranzitivita snadno plyne
pomoci trojihelnikové nerovnosti.

Uloha 1.6.2 Staéi dokézat, ze kdy# posloupnosti (an) a (bn) v C jsou shodné podle
definice, pak spliiuji i tuto formalné silngjs{ podminku. Necht tedy |a, — b,| < 1/2k
pro kazdé velké n. Protoze (an) je Cauchyova, pro kazdé velké m a n plati, ze |am —
an| < 1/2k. Podle trojihelnikové nerovnosti pro kazdé velké m a n je |am — bn| <
|am — an| + |an — bn| < 1/2k+1/2k = 1/k.

Uloha 1.6.10 Snadno se ovéii, ze pro kazdé dva zlomky a a b plati, ze fla—1b) =
fla) = f(b), f(a-b) = f(a)- f(b) a Ze a <, pravé kdyZz f(a) < f(b).
Uloha 1.6.11 Pro z = 0 nerovnost z < y pfejde v rovnost zz =0 =0 = y=z.

Uloha 1.6.13 Kdyz a1 < a2 < --- < b jsou zlomky, pak (an) je Cauchyova posloup-
nost. Dukaz je stejny.

Uloha 1.7.2 Nechf X je neprazdnd koneénd mnozina (pro prazdnou to plati trividlné
s prdzdnym zobrazenim f). Axiomem vybéru postupné vybirdme prvky f(1) € X,
F2) e X\{f(D}, f(3) e X\ {f (1), f(2)}, ... dokud to jde, to jest dokud zbyvajici
mnozina je neprazdna. Protoze X je konetnd mnozina, nepodaii se ndm v f sestrojit
injekci z N do X. V jistém kroku m € N vyc¢erpame prvky v X a dostaneme bijekci
f:[m] = X. Hodnoty f(n) € X pro n > m doplnime libovolné.

Uloha 1.7.3 Tuto bijekci jsme nalezli v predeslém dukazu.

Uloha 1.7.6 Funkce f: N — Z dané jako f(1) =0, f(2) =1, f(3) = —1, f(4) = 2,
f(5) = =2, f(6) =3, ... je bijekce.

Uloha 1.7.8 Y = 0.

Uloha 1.7.9 Necht f: P(X) — X je injekce. Pak mame inverz f~1: f[P(X)] = P(X)
a definujeme mnozinu Y = {x € f[P(X)] | = ¢ f~ (=)} (C X). Pro prvek y = f(Y)
dostaneme z y € Y zndmy spor.

Uloha 1.7.12 Je to celkem jasné.

Uloha 1.7.15 Tyto dvojice (ruzné od kladné a zdporné nuly) jsou jednozna¢né uréené
ciframi pfed maximalnim tsekem devitek.

Uloha 1.7.18 Hodnoty funkce f mimo Y piesmérujeme do Y a tim dostaneme fo.
Bijekce g je jasna. Funkce h je surjekce, protoze surjekce jsou vsechny tfi funkce fo,
F~! a g a slozenina na sebe navazujicich surjekc je surjekce (iloha 1.3.11).

Uloha 2.1.1 Existuje kladné realné ¢islo epsilon, ze pro kazdé kladné redlné ¢islo delta
existuji takova dvé redlna Cisla a a b z mnoziny M, Ze a a b jsou blize nez delta, ale
funkéni hodnoty f(a) a f(b) jsou vzddlené alespon epsilon.

Uloha 2.1.2 Nerovnost staéi dokdzat pro n = 2, pro vétsi n se pouZije indukce. Necht
a,b € R jsou libovolnda redlna ¢isla. Maji-li stejné znaménko nebo je-li alesponn jedno
z nich nula, pak |a+b| = |a|+]b|. Maji-li ruznd znaménka, pak |a+b| < max({|al,|b|}) <
|af + [b].

Uloha 2.1.5 +00, —00, —00 a nedefinovano.

Uloha 2.1.6 (R, <) jsme rozsitili pfiddnim nekoneéen tak, ze —co £ —oo 1 +00 £
400 a rozsifend relace < je tedy ireflexivni. Jeji tranzitivita je také jasna. Naptiklad
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z —00 < a a a < oo mame podle definice, ze —co < +0co0. Podobné ostatni piipady.
Trichotomie se v rozsiteni také zachovala.

Uloha 2.1.8 Tyto mnoziny jsou §) a {—oo}.

Uloha 2.1.12 Okol{ bodii a nekoneéen jsou intervaly a tedy konvexni mnoziny.

Uloha 2.1.13 Pro A, B € Rsta¢i vzit e < BgA. Pokud A = —o0 a B = +00, vezmeme

€ libovolné. Pokud A = —o0 a B € R, vezmeme € < IBIﬁ'

Uloha 2.1.14 To plyne hned z definic okoli.

Uloha 2.1.15 Opét to plyne hned z definic okoli.

Uloha 2.1.18 Kromé V; jsou vSechny ostatni vlastnosti robustni.

Uloha 2.1.20 Patrné

Yn—ymn _ n1/6_1 0—1 _ —1 _
Tn = /A 7 oF T of =

diky kladnosti odmocniny n~4,

Uloha 2.2.2 Reflexivita plyne z volby m,, = n. Tranzitivita je celkem jasna p#i pouziti
,vynechdvaciho“ pojeti podposloupnosti.

Uloha 2.2.3 Jsou to tfeba posloupnosti (0,1,0,1,...) a (1,0,1,0,...).

Uloha 2.2.7 Necht (b,) a (a,) jsou uvedené posloupnosti a je déno e. Existuje tedy

ng, ze n > nog = an € U(L, ). Pak existuje n1, ze n > n1 = my, > no. Pak pro kazdé
n>ni je by = am, € U(L,e) alimb, = L.

Uloha 2.2.8 Lehce se vidi, ze posloupnost (m,) C N dosvédéujici, ze (b,) <* (an),
ma rostouci podposloupnost.

Uloha 2.2.9 Koeficient u a/b" 7 je roven poétu zpusobu, jak v sou¢inu (a+b)™ zvolit
j Cinitelq, v nichz vybereme ¢islo a. Ve zbylych n — j ¢initelich vybereme ¢islo b. Pocet
j-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny je pravé (?)

1/n

Uloha 2.2.11 Plyne to negaci limity n™/™ — 1.

Uloha 2.3.1 Pokud takové ¢ existuje, pro kazdé n je —c < an < c a (an) je omezend
zdola i shora, takze je omezen4 podle definice. Necht je naopak (a,) omezend podle
definice, takze d < a, < ¢ pro kazdé n a néjaka ¢isla d a ¢. Potom |a,| < max({|d|,|c|})
pro kazdé n.

Uloha 2.3.2 Poslednich pét tykajicich se omezenosti.

Uloha 2.3.5. Pokud (an) napf. neklesd od n = m a b, = a, pro kazdé n > ng, pak
(bn) neklesd od n = max({m,no}).

Uloha 2.3.6 Pokud napf. (an) neroste, pak pro kazdé n plati implikace am > an =
m < n, takze (an) kvazineroste. Podobné pro neklesajici posloupnost.

Uloha 2.3.7 Je to napiiklad posloupnost (1,0,2,1,3,2,4,3,5,...). Kvazinekles, ale
zadny koncovy tsek neni monoténni.

Uloha 2.3.8 Posloupnost (a.) C R je kvazimonoténni, prévé kdyz

Vlﬂm(n>m:>anzal)\/VlElm(n>m:>an§al).
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Uloha 2.3.11 Pokud (an) napt. kvazineklesd od n = m a b, = an pro kazdé n > no,
pak (bn) kvazineklesd od n = max({m,no}).

Uloha 2.3.13 Zobecnéni k4, Ze pro kazdé (konecné & nekoneéné) LU (X, <) kazd4
posloupnost (a,) v X md monoténni podposloupnost. Dukaz je téméf stejny.

Uloha 2.3.16 Lehce se vidi, ze limita ¢ této podposloupnosti splituje nerovnosti a <
c<hb.

Uloha 2.3.18 Pokud v dané cauchyovské posloupnosti (a,) nahradime éleny a; az
a, hodnotami a} a7 aj,, vznikl4 posloupnost (a},) je stdle cauchyovska, protoze index
no lze vzdy vzit vétsi nez m.

Uloha 2.3.19 Necht (an) je Cauchyova. Pak existuje no, ze pro kazdé m,n > no je
|am — an| < 1. Podle A-ové nerovnosti pro kazdé n je |an| < 1+ max({|ail,.-., |ane|})
a posloupnost (a,) je omezend.

Uloha 2.3.21 Je to napiiklad posloupnost (1,1.4,1.41,1.414, . ..) koneénych zkracen{
desetinného rozvoje &sla v/2.

Uloha 2.3.22 V ditkazu jsme pouzili B.-W. vétu, jejiz dikaz je zalozen na exis-
tenci vlastni limity omezené monoténni posloupnosti. A pro to potiebujeme existenci
suprema, resp. infima, pfislusné mnoziny realnych ¢isel.

Uloha 2.3.23 cerny

Uloha 2.3.24 Tenkrét na Vychodé bylo pro pfislusny slovnik nutné navstivit knih-
kupectvi nebo knihovnu. Jind moznost byla zeptat se nékoho ze Slovenska.

Uloha 2.3.26 Ukédzeme, ze f(n) je superaditivni funkce. Slova, kterd spliiuji obé
podminky nazveme pifpustnymi. Necht je m,n € N, a1...asm) je piipustné slovo
nad abecedou [m] s maximélni délkou a by ...bs(n) je pifpustné slovo nad abecedou
{m+1,...,m+n} s maximdln{ délkou. Konkatenace

u=a.. .af(m)b1 . .bf(n>

je piipustné slovo nad abecedou [m + n], takze f(m)+ f(n) < f(m+n). Jak vime, ze
u neobsahuje abba? Diky tomu, Ze se slovo abba nedd napsat jako konkatenace dvou
slov nad disjunktnimi abecedami.

Uloha 2.3.27 Argumentuje se jako v ptedeslé tloze. Klicové opét je, ze slovo abab
nelze napsat jako konkatenaci dvou slov nad disjunktnimi abecedami.

Uloha 2.3.28 Ovsem slovo aabb lze napsat jako konkatenaci dvou slov nad dis-
junktnimi abecedami, aabb = aa bb, a predesly argument uzivajici Feketeho lemma
nelze pouzit.

Uloha 2.3.29 Ukézeme, ze pro kazdé pevné k je funkce r,(n) subaditivni. Mnozinu
A C 7 neobsahujici AP délky k nazveme piipustnou. Nechf m,n € Na A C [m + n]
je piipustnd mnozina maximaln{ velikosti |A| = rr(m + n). Lehce se vidi, Ze mnoziny

A'=mlnAa A" ={zeh]|z+me A}

jsou pfipustné (neobsahovani AP délky k se dédi na podmnozZiny a zachovdvéd posu-
nem). Tedy ri(m +n) = |A| = |A'| + |A"| < ri(m) + ri(n).

Uloha 3.1.1 Na rovnosti a = (a 4 b) 4+ (—=b) & a = (a — b) + b pouzijeme obyéejnou
A-ovou nerovnost a vysledky upravime.
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Uloha 3.1.3 1. Necht lan| < d pro kazdé n, L = —oo a je ddno ¢ < 0. Patrné pro
kazdé velké n je b, < ¢ — d. Tedy pro kazdé velké n je an + b, < d+c—d = ¢
a an + b, - —o0. Piipad, ze L = +o00 je podobny.

2. Necht |an| < d pro kazdé n, b, — 0 a je ddno e. Patrné pro kazdé velké n je
|bn| < e/d. Tedy pro kazdé velké n je |anbn| < d(e/d) =€ a anb, — 0.

3. Necht an, ¢, L = 400 a by, jsou, jak uvedeno, a je ddno d > 0. Patrné pro kazdé
velké n je bp, > d/c. Tedy pro kazdé velké n je anb, > c-(d/c) =d a anbp — +00 = L.
Dalsi piipady jsou podobné.

4. Necht |a,| < d pro kazdé n, b, — +o00 a je ddno e. Patrné pro kazdé velké n
je |bn| > d/e. Tedy pro kazdé velké n je |an/bn| = |an| - (1/]bn]) < d(1/(d/e)) = €
a an/bp — 0.

5. Necht an, ¢ a b, jsou, jak uvedeno, a je déno d > 0. Patrné pro kazdé velké n je
0 < by, < ¢/d. Tedy pro kazdé velké n je an/bn > ¢/(c/d) = d a an/bn — +oo. Dalsi
ptipady jsou podobné.

6. Necht a,, ¢, L = —0c0 a b, jsou, jak uvedeno, a je ddno d < 0. Patrné pro kazdé
velké n je b, << dec. Tedy pro kazdé velké n je by, /an < (dc)/c=dab,/an = —c0 = L.
Dalsi piipady jsou podobné.

Uloha 3.1.5 1. Pro A € R vezmeme a,, = n, b, = —n + A. Pro A = 400 vezmeme

an =n, b, = —y/n. Pro A = —oco vezmeme a,, = \/n, b, = —n.

2. Pro A € R\ {0} vezmeme a, = sgn(A)/n, b, = n|A|. Pro A = 0 vezmeme
an =0, b, = n. Pro A = 400 vezmeme a,, = 1/n, b, = n?. Pro A = —co vezmeme
an = —1/n, b, = n’.

3. Pro A € R vezmeme a, = A/n, b, = 1/n. Pro A = foo vezmeme a, = 1/n,
b, = +1/n? (shodné znaménka).

4. Pro A € R\ {0} vezmeme a, = An, b, = n. Pro A = 0 vezmeme a,, = n,
b, = n?. Pro A = +00 vezmeme a,, = £n?, b, =n (shodnd znaménka).

Uloha 3.2.1 Tato nerovnost je ekvivalentni nerovnosti (v/a — v/0)? > 0.
Uloha 3.2.3 Plyne to z identity |a, — 0] = ||an| — 0] (= |an|).

Uloha 3.3.1 Pro A, B € R vezmeme libovolné ¢ < B;A. Pro A= —-coa B =+

vezmeme libovolné e. Pro A = —co a B € R vezmeme libovolné ¢ < min({1, ‘B‘%})
Podobné pro A € R a B = +o0.

Uloha 3.3.3 Mnozina dvojic posloupnosti ((an), (bn)), pro néz existuje no, ze am < bn
pro kazdé m,n > ng, je vlastni podmnozinou mnoziny dvojic posloupnost{ ((an)7 (bn)),
pro néz existuje no, ze an < b, pro kazdé n > ng.

Uloha 3.3.4. Napiiklad (a,) = (1) a (b) = (0,0,...).

Uloha 3.3.5. Necht (a»), (bn), K a L jsou, jak uvedeno. Patrné miizeme vzit takové
¢islo ¢, ze K < ¢ < L. Podle ulohy 2.1.12 existuje ¢, ze U(K,¢) < U(c,e) < U(L,¢).
Pak staci vzit libovolnd dvé ¢&isla a,b € U(c,e) s a < b. Pro kazdé velké m a n je
am € U(K,e) a b, € U(L,¢), takze am < a a b < by,.

Uloha 3.3.8 Ano, kazda jednoprvkovd mnozina {a} je takovym intervalem.

Uloha 3.3.11 Necht lim an = —0o0, bn, < an pro kazdé velké n a je ddno ¢ < 0. Pak
pro kazdé velké n je b, < an < ¢, tedy b, < ¢, a limb,, = —o0. Pfipad s limitou 400
je podobny

Uloha 3.4.2 Podle &4sti 1 véty 2.2.5 mé kazdéd posloupnost podposloupnost, jez ma
limitu.
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Uloha 3.4.7 Césti 3 a 4 1ze zredukovat na ¢ésti 1 a 2 pomoci identity liminf a,, =
— limsup(—an).

Uloha 3.4.8 V m-tém kroku, m € N, m-ty tsek posloupnosti (a,) projde éisla —m,
—-m+1/m, —m+2/m, ..., m.

Uloha 3.4.9 Neexistuje, protoze H(an) N R je vidy uzaviens mnozina.
Uloha 3.4.10 H(a,) = {0, +oc}.

Uloha 3.5.3 Necht Y wex Tz je konetnd AK fada a Y = {z € X : r; # 0}. Polozime
c=73 ,cy ITz], coz je konetny soucet. Pro kazdou koneénou mnozinu Z C X pak jisté

plati, ze Zzez |ra| = Zzezmy lre| < c.

Uloha 3.5.5 Opét nechf R = Y _ 7. je konetna AK fada a V = {z € X :
ry # 0} (coZ je koneénd mnozina). f: N — X bud bijekce. Je jasné, Ze posloupnost
(>- 7r(f(3))) je eventudlné konstantni s konstantou > _ 7, takze R mé soucet
rovny kone¢nému souctu » . 7.

z€Y

Uloha 3.5.9 Mnoziny Z, jsou po dvou disjunktni. KdyZ = probihd bijektivné vSechny
prvky mnoZiny Xo, probihd tim bijektivné postupné viechny prvky mnozin Z7, ...,
!/ ZN.
n—1s “n

Uloha 3.5.11 Necht horni meze c a d dosvédcuji, ze R a S jsou AK fady a Z C XUY
je konetnd mnozina. Pak |5, re| < |3 cpnx el F 12 pezny el < c+daT
je AK fada. Nechf f: N — X a g: N — Y jsou bijekce. Z nich definujeme tuto
bijekci h: N = X UY: h(2n — 1) = f(n) a h(2n) = g(n). Pak t = im > " | the) =
320 rpy + im0, se) =7+ s.

Uloha 4.1.1 Existenci ani neexistenci limity posloupnosti neovlivni zména koneéné
mnoha jejich ¢lenu.

Uloha 4.1.2 Necht > an a Y by jsou konvergentn{ fady, pficemz pro néjaké m plati,
7€ by, = an pron #m a by, = am + ¢, kde ¢ # 0. Necht (s,,) a (t,) jsou posloupnosti
¢astecnych souctu. Pak ziejmeé ¢, = s, pron < m a t, = s, + ¢ pro n > m, takze pro
soucty téchto fad plati, ze > b, =limt, = c+lims, =c+ Y an.

Uloha 4.1.3 Céstecné soucty od jistého indexu neklesaji, resp. nerostou.
Uloha 4.1.4 Zde S$n = n, takze lim s,, = 4o00.

Uloha 4.1.7 Prvni rovnost plyne z definice ¢astecného souctu. Druhd z aritmetiky
limit posloupnosti. Ttet{ z pfedpokladu a z limity podposloupnosti. Ctvrta je trividlni.

Uloha 4.1.8 Vzhledem k monotonii posloupnost (an) ma limitu L. Limitu L maji
i vSechny podposloupnosti, takze L = +o0.

Uloha 4.1.9 Nechf (s,) a (t,) jsou &stecné soucty obou fad. Patrné existuje kon-
stanta c, ze pro kazdé n > ng plati nerovnost s, > t, + c. Protoze lim(t, + ¢) = +o0,
z véty o jednom straznikovi plyne, ze i lim s,, = 4-0c0.

Uloha 4.1.12 Necht n > 2. Z predpokladu, ze 1+%—|—~ . -—1—% = m € N, odvodime spor.
Kazdy jmenovatel j =1, 2, ..., n napiSeme podle ndvodu ve tvaru j = a(j) - 2000 kde
a(j) € N je liché a b(j) € No. Pro jo = 2¥, kde k € N je nejvétsi cislo s 2% < n, je toto
vyjadienf tvaru jo = 1-2%. Pro kazdé j € [n]\ {jo} je b(j) < k. Tedy 1+ 1441 =
(a+b)/(a-2%), kde a := a(1)a(2)...a(n) € N je liché &slo a b € N je sudé &islo, protoze
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je souc¢tem n — 1 sudych &fsel. Citatel a + b je tedy liché ¢fslo a mocninu 28 > 2 ve
jmenovateli nelze zkratit. Rovnost (a+b)/(a-2%) = m je tak nemozna. Tento argument
vlastné dokazuje, ze pro zadné n > 2 neplati rovnost h,, = % s lichym jmenovatelem [.

Uloha 4.1.13 777

Uloha 4.1.15 Od fady 3" an se prejde k fadé 3 (—an).

Uloha 4.1.20 Je to specidlni pfipad dusledku 3.5.7.

Uloha 4.1.23 Plyne to z rovnosti ¢™ +¢™ " + - =¢™ - (14+q+---).

Uloha 4.1.24 Kazd4, kterd konverguje, takze pravé a jen s kvocientem g € (—1,1).
Uloha 4.1.28 Vyplyva to z divergence harmonické fady.

Uloha 4.1.29 Pravé pro s > 1, opét podle CKK.

Uloha 4.2.1 Nechf M a A jsou, jak uvedeno, a necht plati 1, takZe A je limitni bod M
podle uvedené definice. Pro kazdé n vybereme &islo a, € P(A,1/n) N M a dostaneme
tim posloupnost (a,) C M\ {A} s limitou A, takze plati 2. Pak pro kazdé m existuje ¢,
ze aiy...,am € U(A,€). Z (an) tak muzeme vybrat prostou podposloupnost a plati 3.
Necht plati 3 a (b,) C M je prostd posloupnost s limitou A. Pro dané n je b, €
U(A,1/n) pro kazdé velké m a z téchto jen pro nejvyse jedno m se b, = A, takze jisté
P(A,1/n) N M # ( a plati 4. Je jasné, ze 4 = 1.

Uloha 4.2.3 Nechf §) # M C R je koneéns mnozina a = € R je libovolné é&slo.
Vezmeme e mensi, nez je nejmensi vzddlenost mezi = a prvkem v M \ {z} (pokud
M\ {z} =0, klademe € := 1). Pak P(z,e) "M = () a x nen{ limitnim bodem mnoziny
M. Diky omezenosti M ani —oco ani +00 neni jejim limitnim bodem.

Uloha 4.2.4. Necht M C R je nekone¢nd mnozina. Je-li neomezend, je —oco nebo +oo
jeji limitni bod. Necht M je omezend. Diky nekone¢nosti M pomoci AC z M vybereme
prostou posloupnost (an) C M. Z ni pomoci tvrzeni 2.3.12 vybereme monoténni pod-
posloupnost (b ). Podle omezenosti (b, ) a véty o limité monoténni posloupnosti mame
vlastn{ limitu lim b, = b. Protoze (b,) C M a b, # b pro kazdé n, podle tlohy 4.2.1
vidime, Ze b je limitni bod mnoziny M.

Uloha 4.2.5 Plyne to hned z ¢asti 2 tvrzeni 4.2.2.
Uloha 4.2.8. Uz zadné.

Uloha 4.2.11 Tieba A=0, M = {1 |neN}, X = {1 [n €N}, f=0na M\ X
a f=1naX.

Uloha 4.2.13 Z kazdého prvku mnoziny {{z € P(K,1/n)N M : f(z) € U(L,e)} :
n € N} jsme vybrali prvek.

Uloha 4.2.14. 1. Diky algebraické tpravé (z < 0, takze © = —|x|) ﬁ =
2
1 ;. . . 1 _
77\/1“72“71”1‘ dostavame pro x — —oo limitu Y yraws
2. Uprava m = V1+x+ x ddvd pro z — +oo limitu /1 + (+00) +

VI = +oo.

3 a 4. Tyto limity jsou trividlni, prvni neexistuje a druhd se rovna 0.

Uloha 4.3.2 Tolik, jako realnych ¢isel, k. — c¢ je bijekce z mnoziny konstant do R.
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Uloha 4.3.3 Vezmeme m, 7e m > 2|z|. Pak pro kazdé n > m je [#"/n!| < (|z|™/m!) -
(1/2)"=™ = (2]z|)™/m! - (1/2)". Pak pouzijeme odhad zalozeny na geometrické radé.

Uloha 4.3.5 1. exp0 = 1 je trivialita a zbytek plyne z exponencidlni identity. 2. Pro
x < yjee’ —e” =e"(e¥ ¥ —1) > 0 podle exponencidlni identity. 3. Pro x > n je
e” > n, takze limgy_ 400 €° = 400. Déle limy—_ oo € = 1/limy 400 €® = 1/(400) = 0.

Uloha 4.3.7 Pro spor necht 2]20 % =2=sn,méeN Upravou navrzenou v navodu

dostaneme, ze r = >, 7]"—,' =n-(m—1)!—-.- € N. To ale neni{ mozné, protoze
1 00 T m42

0<r< g2t 27 = gz < L

Uloha 4.3.8 1. logl = 0 plyne z exp0 = 1. Pfeklopenim grafu podle piimky y =
x dostaneme z rostouci funkce expx opét rostouci funkci logz. Pro x,y > 0 diky
exponencidlni identité mdme rovnost exp(logx + logy) = x - y, takze logz + logy =
log(zy). 2. Tyto limity zase lehce vidime ze vztahu grafii exponencidly a logaritmu
pomoci pieklopeni podle ptimky y = x. 3. To plyne z ¢asti 4 pfedchoziho tvrzeni.

Uloha 4.3.12 Za¢neme s a*, a > 0. Proz =0 je exp(zloga) =exp0=1.Proz € N
je exp(zloga) = exp(loga + - -+ + loga) s z s¢itanci log a, coz se diky exponencidlni
identité rovnd exp(loga) - ... -exp(loga) =a-...-a s x Ciniteli a. Pro kazdé = € N je
diky exponencidlni identité exp((—z)loga) = 1/exp(zloga). Tedy a” souhlasi s z™.
Pokracujeme s z°. Necht b € N, z > 0. Pak opét exp(blog z) = exp(logz+- - -+log z) =
exp(logz)-...-exp(logz) =x-... -z s b ¢initeli . Dale 0° =0 =0-...-0. Nechf b =0
ax >0 Pak x® =1. Nechf b € Z s b < 0 a x > 0. Pak opét pomoci exponencidlni
identity je 2° = 1/27° Tedy x® souhlasi s ™. Kone¢né 0° = 0 pro = € N také souhlasi
saz™.

Uloha 4.3.13 Podle definice 4.3.10 se ” = exp(z loge). Ovsem diky definici e = exp 1
vidime, Ze se to rovna exp x.

Uloha 4.3.15 S A = 14z, B=14z+2% C=1+2>aD=1+z>+2* pronéz se
podle ndvodu AD = BC = E, méme dokézat, ze (AY+BY)"-(C*+D*)Y = (A*+B")Y.
(CY+DY)". Ekvivalentng, z%Ezyc(H(E)y)z(H(%)w)y = E"(14+(5)")Y(1+(2)Y)".

. . . B _ o . 7 A
Coz ale plati, protoze 7 = & a 5 = F a ndsoben{ je komutativn{.

Uloha 4.3.16 Pro A = 0 polozime a, = 1/n™ a b, = 1/n. Pro 0 < A < 1 polozime
an =A™ a b, =1/n. Pro A =1 polozime a, = b, =1/n. Pro 1 < A < 400 polozime
an = 1/A™ a b, = —1/n. Pro A = 400 polozime a, = 1/n™ a b, = —1/n. Protoze
a® <0, jen kdyz b € Z \ {0}.

Uloha 4.3.17 Postupujte jako v tloze 4.3.3.

Uloha 4.3.19 1. Za &as 27 bézkyné obéhne jedno kolo a dostane se do stejné pozice.
2. Tak se chova y-ové soutfadnice polohy bézkyné v prvni ¢tvrtiné jejiho obéhu kola. 3.
Plyne to ze symetrie dréhy podle y-ové osy a podle pocdtku soufadnic (0,0). 4. Prvn{
vztah plyne z geometrického faktu, ze otoCeni S kolem pocdtku o 7/2 (v kladném
sméru) je ekvivalentni prohozen{ soufadnych os. Druhy vztah prosté vyjadiuje, ze

kazdy bod na S mé od pocatku euklidovskou vzdélenost 1. 5. Zkuste vyhleddvani
obrézku pro ,geometric proof of summation formulae for sinus and cosinus*.

Uloha 4.3.21 Porovnejte mocninné fady pro exponencidlu, kosinus a sinus.

Uloha 4.3.22 Z vlastnost{ kosinu a sinu vime, jaké jsou jejich nulové body.
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Uloha 4.4.1 Plyne to z komutativity, asociativity a distributivity operaci 4+ a - na R
a z toho, ze tyto vlastnosti ma i mnozinovy prunik: MNN=NNM, (MNN)NP =
MN(NNP)aMn(NNP)=(MnNN)N(Mn P). Cislo 0, resp. 1, je samoziejmé
neutraln{ vzhledem ke séftdni, resp. ndsobeni, na R a také vidy RN M = M. Z4adna
funkce f € R s M(f) # R ale nem4 ani aditivn{ ani multiplikativn{ inverz.

Uloha 4.4.3 Hodnoty funkci f — g a f+ f—1 - g se patrné shoduji a stejné tak i jejich
defini¢ni obory: M(f) N M(g) = M(f) N (RN M(g)).

Uloha 4.4.5 |z| = (z - z)'/2.

Uloha 4.4.6 Je to prazdnd funkce 0.

Uloha 4.4.7 Ano, podle predeslé tlohy. Ale tieba i z'/2 + (—z — 1)Y/2 = (.
Uloha 4.4.8 g=k_1-f.

Uloha 4.4.10 Napiiklad f(z) = /sin(nz) + \/—sin(rz) a g(z) = m, kde 7 je
kr a x je idg.

Uloha 4.4.11 Pro a > 0 méme vyjadieni a® = exp(zloga). Pro b € N mdme vyjadieni
w2 =z -x-... x][0,400) (s pomoci tvrzeni 4.4.9). Pro b = 0 méme vyjidieni
2% = k1] (0,4+00) (s pomoci tvrzeni 4.4.9). Prob € Z s b < 0 a > 0 mame vyjadieni
z = exp(blog ). Pro 0* mame vyjadeni 0° = kg | (0, +00). Pro funkce 2™, m € Z, je
jejich vyjadreni z ostatnich ZEF jasné.

Uloha 4.4.15 Napiiklad arcsin z, || nebo arcsin(sin ).

Uloha 4.5.3 Necht p # ko méa kanonicky tvar Z?:O ajz?. Indukei podle degp = n
dokézeme, ze | Z(p)| < n. Pron = 0 to plati, pak p = ka, s ao # 0 a p nemé nulovy bod.
Necht n > 0. Pokud p nem4 nulovy bod, nerovnost plati. Necht p(a) = 0, a € R. Pak p
(v kanonickém tvaru) vydélime polynomem z — a = idr — k, se zbytkem a dostaneme
vyjadieni p = (z—a)q s néjakym polynomem g stupné n—1. Pro kazdé b # a s p(b) =0
je q(b) = 0. Indukci tak [ Z(p)| =1+ |Z(p) \{a}| <1+ |Z(¢)| <1+ (n—1) =n.

Uloha 4.5.4 Diky tvrzen{ 4.4.2 zbyva dokézat jen existenci aditivnich inverzi a de-
fini¢ni vlastnost oboru integrity. Inverzy existuji diky tloze 4.4.8 a tomu, ze kazdy
polynom mé definié¢ni obor R. Nenulovost sou¢inu dvou nenulovych polynomu plyne
z vynésobeni jejich kanonickych tvaru.

Uloha 4.5.8 Reflexivita a symetrie relace ~ jsou zfejmé. DokdZeme tranzitivitu. Necht
7 ~ s a s~ t. Uvazime kanonické tvary téchto rac. funkci: r = 3, s = £ at = %. Podle
predpokladu r = s na M(r) N M(s) =R\ Z(bd) a s =t na R\ Z(df). Takze r =t na
R\ (Z(bd)U Z(df)) = R\ Z(bf)\Z(d) = (M(r)NM(t))\ Z(d). Diky spojitosti r a t
v kazdém bodu z € M(r) N M(t) N Z(d) se r a t rovnaji i na M(r)NM(t) ar ~t.

Uloha 4.5.9 Nechf r,s,t,7,s'" € RAC\ {0}. Nenf tézké vidét (pomoci spojitosti
rac. funkcf), Zezr ~r" as~ s plyneir+s~7r +s ar-s~r'-s. Mazeme tak
mezi sebou s¢itat a ndsobit celé ekvivalenéni bloky. Komutativita a asociativita s¢itani
a ndsobenf{ a distributivni{ zdkon v R(z) plynou hned z aritmetiky v R. Pro existenci
inverzu potfebujeme prévé ekvivalencni bloky. K [r]~ = [p/q]~ je aditivnim inverzem
[(=p)/a]~, jejich soucet je [ko/q]~ = [ko]~. Podobné k [r]. = [p/q]~ # [ko]~ (tedy
p # ko) je aditivnim inverzem [g/p]~, jejich souéin je [pq/qp]~ = [ki]~.

Uloha 4.5.11 Protoze na RAC relace ~ neni relaci ekvivalence.
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Uloha 5.1.1 Necht b € L™ (M). Z pramiku P~ (b, 1/n) N M pro kazdé n € N vybereme
bod a, a dostaneme hledanou posloupnost (a,). Kdyz b ¢ L™ (M), pak pro ngjaké e
je P~ (b,e)NM = ) a pozadovana posloupnost neexistuje. Pro Lt (M) argumentujeme
podobné.

Uloha 5.1.2 Prvni dvé implikace plynou z toho, ze jednostranné prstencové okoli je
obsazené v oboustranném. Tteti implikaci dokéZeme. Necht b je limitni bod mnoziny
M. Existuje tedy takovd posloupnost (a,) C M \ {b}, Ze lima, = b. Ta m4 takovou
podposloupnost (am,, ), ze am,, > b pro kazdé n nebo am,, < b pro kazdé n. Tedy b je
pravym nebo levym limitnim bodem mnoziny M. 4. Napf. 0 je limitni bod mnoziny
[0,1), ale nen{ jejim levym limitnim bodem.

Uloha 5.1.3 Je to napiiklad mnozina N C R.

Uloha 5.1.4 Viz fesenf tlohy 4.2.4.

Uloha 5.1.6 1. Zde je a limitni bod mnoziny M, takze, jak vime, je jeji levy nebo pravy
limitni bod. 2. Toto plyne z inkluze P(a,§) C P~ (a,d’)UP" (a,d"”), § = min({5’,5"}).
3. Kdyby lim,—q f(z) = A, stacl vzit tak malé ¢, ze U(A,e) a U(K,¢), ¢i U(A,e)
a U(L,¢), jsou disjunktni a dostaneme spor.

Uloha 5.1.8 Diikaz je podobny dukazu tvrzeni 4.2.9.

Uloha 5.1.10 Dikaz je podobny dikazu véty 4.2.12.

Uloha 5.1.12 To plyne z rovnosti obrazi f[P*(b,8)] = (f | I*(b))[P(b, 4)].

Uloha 5.2.2 Pravé kdy? existuje posloupnost (b,) C M(f), ze lim b, = b, ale lim f(b,,)
neexistuje nebo se nerovnd f(b). Nebo, podle tlohy 5.2.9, pravé kdyz existuje posloup-
nost (bn) C M(f) s limb, = b, kterd mé limitu lisici se od f(b).

Uloha 5.2.3 Reseni nerovnosti |z — b| < 8, resp. |f(z) — f(b)| < &, je prave U(b, ),
resp. U(f(b), ). Neostré nerovnosti jsou ekvivalentni, sta¢i trochu zmensit ¢ ¢i e.

Uloha 5.2.5 Pokud b € M \ L(M), existuje 8, ze U(b,8) N M(f) = {b}. Jediné
posloupnosti v M(f) limitici k b pak jsou eventudlné konstantni posloupnosti (a.)
s an = b pro n > ng. Pak ale lim f(an) = f(b), coz souhlasi s tim, ze f je (trividlné
nebo podle tvrzen{ 5.2.8) v takovém bodu b vzdy spojité.

Uloha 5.2.6 Kdyz b € M je izolovany, nenf limitn{ a existuje &, ze M N P(b,e) = (.
Pak M NU(b,e) = {b}. Kdyz b € M neni izolovany, je limitni a pro kazdé e je
M N P(b,e) # 0. Tedy pro kazdé e je M NU(b,e) # {b}.

Uloha 5.2.7 To hned plyne z definice izolovaného bodu.

Uloha 5.2.9 To plyne hned z Heineho definice spojitosti funkce v bodu a z ¢ésti 3
véty 2.2.5.

Uloha 5.2.10 Necht f je spojita v b € M(f) aje dano . Pak existuje 8, ze f[U (b, 8)] C
U(f(b),2). Tedy J[U~ (5,8)] C U(f(b),<) i [IU*(b,6)] C U(f(b),2), protore U™ (5,5)
i UT(b,6) je obsazené v U(b,§). Takze f je spojitd v b zleva i zprava.

Necht f je spojitd v b € M(f) zleva i zprava a je ddno . Pak existuji §’ a 8",
ze flU(b,8)] C U(f(b),e) a flUT(b,8)] C U(f(b),e). Polozime § = min({5’,5"}).
Dostaneme, ze f[U(b,8)] C U(f(b),e), protoze U(b,5) C U™ (b,8") UUT(b,6"). Takze
f je spojitd v b.
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Uloha 5.2.12 Kazdé &islo v M je kladné, protoze x je iraciondlni. V U(x,1), coz je
interval délky 2, lez{ jen konetné mnoho zlomku se shora omezenym jmenovatelem,
takze M je konetnd mnozina. V U(z, 1) ale také lezi alespon jedno celé &islo, takze

M # 0.

Uloha 5.3.2 Nechf f € F(M). Prob e L™ (M) a f nerostouci na P~ (b, §) nahradime
supremum infimem. Pro b € LT (M) a f neklesajici (resp. nerostouci) na Pt (b,6)
vezmeme infimum (resp. supremum). Pro +o0o € L(M) a f nerostouci na U(+00,4d)
nahradime supremum infimem. Pro —oco € L(M) a f neklesajici (resp. nerostouci) na
U(—00,d) vezmeme infimum (resp. supremum).

Uloha 5.3.4 M(f/g) = M(f) N M(g) \ Z(g) a existuje 8, ze Z(g) NU(A,8) = 0.
Uloha 5.3.5 Je to specialni piipad tieti casti véty s f = ki, kdy f/g = 1/g.

Uloha 5.3.8 1. Predesly dukaz véty se snadno upravi, pro K < L existuje ¢ a redlna
¢isla a,b, ze U(K,e) < {a} < {b} < U(L,¢). 2. Opét jen obménénd implikace.

Uloha 5.3.10 Jen se pfidé jednostrannost limit. Dukazy jsou redukce pomoci tvr-
zeni 5.1.13 na obyc¢ejné limity.

Uloha 5.4.3 Necht (a,,) € M\{A} malima, = A aje dino . Podle pfedpokladii exis-
tuje &', ze f[P(K,d")] C U(L,¢), a existuje 8, Ze g[P(A,§)] C U(K,d"). Pak pro velké n
je glan) € U(K,0). Plati-li podminka 1, pro stejné n je i f(g(an)) € U(L,e) — piipadné
hodnoty g(an) = K funkce f posild na f(K) = L € U(L,¢). Tedy lim f(g)(an) = L
a podle Heineho definice limity funkce se limy— 4 f(g)(x) = L. Plati-li podminka 2, pro
velké n je dokonce g(an) € P(K,0d). Pro stejné n je i f(g)(an) € U(L,€) a podle He-
ineho definice limity funkce zase limz— 4 f(g)(z) = L. Pfipad, Ze ani jedna podminka
neplati jsme vyfesili pomoci Heineho definice limity funkce uz v puvodnim dukazu.

Uloha 5.4.6 Pouzijeme vétu 5.4.1 s vngjsi funkef 1/z, vnitin{ funkei g, A= Aa K =
B. Ted je vzhledem ke spojitosti 1/x splnéna prvni podminka.

Uloha 5.5.2 V [§] se (asi) N = {0,1,2,...}. Nenf tézké vidét, ze g = O(f) podle této
definice, praveé kdyz g = O(f + 1) (na Ng) podle definice 5.5.1.

Uloha 5.5.3 1. Ano. 2. Ne (problém u 0). 3. Ne (problém u £oc). 4. Ano. 5. Ne
(problém u 0). 6. Ano.

Uloha 5.5.5 1. Ano. 2. Ano. 3. Ne. 4. Ne. 5. Ano. 6. Ano.

Uloha 5.5.6 Pro k € N's k < z se pocet dvojic (m,n) € N?> s mn = k rovna 7(k).
Uloha 5.5.7 Protoze pro n = 1 se nlogn = 0.

Uloha 6.1.2 Pouzijeme tvrzeni 5.2.8, kazdy bod defini¢niho oboru je izolovany.

Uloha 6.1.3 Plyne to z toho, ze pro kazdé z € R, § a ¢ je k.[U(z,8)] = {a} C
U(ka(x)75) = U(a,s).

Uloha 6.1.4 Zde pro kazdé a € R a dané e staci vzit § = &, protoze z[U(a,d)] =
U(a,?d).

Uloha 6.1.6 Necht N je hustd v M & a € M. Pro kazdé n vezmeme bod b, v N N
U(a,1/n) a dostaneme posloupnost (b,) C N s limb, = a. Kdyz (bn,) C N mé
limb, = a € M, pak pro kazdé § je b, € U(a,d) pro kazdé velké n.
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Uloha 6.1.7 Ukézeme, ze pro kazdd dvé redlnd ¢isla a < b interval (a,b) obsahuje
zlomek « i iraciondln{ &islo 3. Vezmeme o = 7* pro n&jaké m € Z a tak velké n € N,

mf a tak velké n € N,

ze % < b — a. Podobné vezmeme [ =
ze % <b-—a

Uloha 6.1.8 Nechf 0 < a<b<lan€ N je nejvétsi ¢islo, ze l > “"'b . Pak netrividlni
interval (max({a, 55 }), “52) je obsazeny v (a,b) a je dlSJuIlktnl s N.

Uloha 6.2.2 Funkce s je na N, protoze kazdé prirozené ¢islo je soucin lichého ¢isla
a mocniny dvou. Tato vyjddfen{ jsou jednoznac¢né: kdyz (2k —1)2'=! = (2m —1)2" 1,
pak I = n (jinak by 2 délila liché ¢islo), tedy i k = m a s je prosta.

Uloha 6.2.4 Podle ulohy 6.1.2 jsou konstanty spojité. Z k, = kp plyne, ze a = b.

Uloha 6.2.5 Injekce z R do C(M) je opét déna konstantnimi funkcemi. Injekei z C(M)
do R definujeme jako pro M = R, pouze misto Q vezmeme né&jakou nejvyse spocetnou
mnozinu N C M hustou v M a obor hodnot N funkce r a prvni slozku N defini¢niho
oboru funkce s pfipadné nahradime neprdzdnym koneénym pocateénim tsekem N.

Uloha 6.3.2 Nechf a < ¢ < b's a,c € f[I]. Pak podle véty je i ¢ € f[I]. Tedy f[I] je
interval.

Uloha 6.3.4 Staci dokézat, ze pro kazdé dvé spojité funkee f,g: [0,1] — R spliujici
f(0)=g(1) =0a f(1) = g(0) = 1 existuje t € (0,1), ze f(¢t) = g(t). Vezmeme spojitou
funkci h = f — g: [0,1] — R a pouzijeme vétu o nabyvani mezihodnot.

Uloha 6.4.2 Pro kazdé = € [0,1) akazdé y € (z,1) plati, ze f(y) > f(z) a g(y) > g(z).

Uloha 6.4.4 Véta 6.4.3 = véta 6.4.1, jak hned uvidime, kompaktni mnozina je ome-
zend a uzaviend, takze ma minimum i maximum.

Uloha 6.4.5 1. Z¥ejmé z definice. 2. Necht A; C R, j € J, jsou oteviené mnoziny a b
je vU,c; Aj = A. Pak existuje jo € J, ze b € Aj,. Tedy existuje 6, ze U(b, ) C Ajq.
Pak ale i U(b,8) C A a A je oteviend mnoZina. 3. Nechf A1, ..., A, jsou oteviené
mnoziny a b € (;_,; A; =: A. Podle pfedpokladu existuji ¢isla d;, ze U(b, d;) C A; pro
kazdé j =1,...,n. Prod := min({é1,...,0,}) je U(b,0) C A a A je oteviend mnozina.
4. To plyne pomoci de Morganova vztahu, ze prunik dopliku je doplnék sjednocent.
5. Opét pomoci de Morganova vztahu.

Uloha 6.4.9 Je to uzaviend mnozina, protoze je primikem uzavienych mnozin. Je
nespocetnd, protoze to je mnozina téch bodu z [0, 1] JeJIChZ rozvoj se zakladem 3 ma
cifry jenom 0 a 2. M4 ,délku“ 0, protoze 1 — 5 — £ — o= — - - =0.

Uloha 6.4.11 [a,b]\ P(c, ) = [a,b]N(R\ ((¢—8,c¢)U (¢, c+0))), takie jde o uzavienou

a omezenou mnozinu.

Uloha 6.5.1 Necht f: M — R je stejnomérné spojitd, ¢ € M a je dédno €. Pro toto ¢
vezmeme § zarucené stejnomeérnou spojitosti. Pak jisté f[U(c,d)] C U(f(c),¢e), takze
f je spojitd v c.

Uloha 6.5.3 Necht a,, := % aby = % Pak lim(an —ant1) = lim(bp, —bpy1) =0,
ale pro kazdé n se f(anti) — f(an) =1 a f(bpt1) — f(bn) = 2.

Uloha 6.6.2 Plyne to z aritmetiky spojitosti, z definice polynomi a racionalnich
funkei a ze spojitosti konstant a identity.
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Uloha 6.6.4 V rozdilu an(x 4+ )™ — apz™ pouzijeme binomickou vétu, zrusime anz™
a vytkneme c. Trojtihelnfkovd nerovnost dava, ze |an > 1, (7)c" 2" 7| je nejvyse
lan| 30, (%) ]el*" |7 Cisla |c| i |z| nahradime alespori tak velkym &islem |z| + |c].
V n — 1-té mocniné ho vytkneme a soucet binomickych koeficientu je < 2™.

Uloha 6.6.5 Staci dokdzat, ze pro kazdé ¢ > 0 se limc"/n! = 0. Pro velké n je
nezdpornd posloupnost (¢"/n!) klesajici, takze mé limitu d > 0 a existuje m, ze d =
inf({c"/n! | n > m}). Necht pro spor d > 0. Pak pro dostatetné velké n > m je
d-(n+1)/c>c"/n!. Tedy d > "' /(n 4 1)!, coz je spor, a d = 0.

Uloha 6.6.10 Funkce f dand jako f(z) = z na (0,1) a s hodnotou f(2) = 1 je
spojitd a rostouci, ale jeji inverz f~': (0,1] — (0,1) U {2} nenf spojity v 1. Funkce f
s hodnotami f(0) = 1, f(n) = 1 — L pro n € N m4 uzavfeny definiéni obor No C R
a je prostd a spojitd, ale jejf inverz f~': {1— 1 | n € N} U{1} — Ng nenf spojity v 1.

Uloha 6.6.11 log x je spojity podle kazdé z casti 2—4 véty, arccosz a arcsinx podle
kazdé z ¢asti 1, 2 a 4 a arctanz a arccot x podle kazdé z ¢asti 2—4.

Uloha 7.1.2 Pomoc{ diisledku 5.4.4.
Uloha 7.1.4 Je to vlastné instance tvrzeni 5.1.7.

Uloha 7.1.5 Necht f € F(M) abe MNL*(M). Pak plati ekvivalence, ze f4(b) = L
<~ (f|I*())(b) = L (shodnd znaménka). Je to vlastné instance tvrzeni 5.1.13.

Uloha 7.1.6 Prvni tvrzeni je ziejmé z definic. Cislo 0 je limitnim bodem intervalu
(0,1), nen{ ale jeho OLB.

Uloha 7.1.8 Neni, konce intervalu [0, 1] nejsou jeho oboustrannymi limitnimi body.

Uloha 7.1.11 Patrné se sgn’_(0) = lim,_,— =% = +00. Podobné sgn’, (0) = +oo.
Podle ¢asti 2 ulohy 7.1.4 se sgn’(0) = +o0.

Uloha 7.1.12 Patrné se (|z])(0) = lim,_,,- —2=0 = —1 a podobné pro derivaci
zprava.

Uloha 7.1.14 Napiiklad funkce sgnz ma sgn’(0) = +o00 a pfitom 0 neni limitnim
bodem jejtho obrazu {—1,0,1}.
Uloha 7.1.15 Plyne to z faktu, ze f je spojitd v b.

Uloha 7.1.16 Jednostranna derivace (v/z)"(0) neni definovans, protoze 0 nenf levy
limitni bod defini¢niho oboru [0, 4+00) odmocniny. Ostatni jednostranné derivace se
rovnaji obycejnym derivacim.

Uloha 7.1.17 Pro kazdé o # b se b =ke() — 0 — 0 Tedy k. = ko.

Tr— xr—
Uloha 7.1.19 To piesné tika tvrzeni 7.1.10.
Uloha 7.1.21 To je pravé piedpoklad, ze an — b, = o(by) (n — o0).

Uloha 7.2.2 To vyplyvé z limity lima—_s Li(w = f'(b).

r—

Uloha 7.2.3 Pro a > 0 tato rovnice je y = £/2/a 4+ /a/2. V a = 0 funkce \/z nenf
diferencovatelnd.

Uloha 7.2.4 Naopak zfejmeé kazdd dvojice (s, t) uréuje jednozna¢nou nesvislou piimku
y = sx +t a tyto dvé korespondence jsou vzdjemné inverzni.
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Uloha 7.2.6 Reseni soustavy sa+t = b, sa’ +t = b’ s danymi a, a’, b, b’ a nezndmymi
s, t je jednozna¢né a jeho slozka s ma uvedené vyjadieni.

Uloha 7.2.8 Necht piimka ¢ dand rovnici y = sz + t je limitni te¢na ke Gy v bodu
(b, f(b)). Vezmeme libovolnou posloupnost (b,) C M(f) \ {b}, Ze bn, — b. Necht je
pifmka k(bn, f(bn),b, f(b)) dédna rovnici y = spx + tn. Pak s, — s, tn — ¢ a vzdy
Snb+tn = f(b). Tedy f(b) = snb+tn — sb+t, sb+t = f(b) a (b, f(b)) € L.

Uloha 7.2.12 Nechf b, M a f jsou, jak uvedeno. Podle Heineho definice limity funkce
a véty 2.2.5 muzeme vzit posloupnost (a. ), kterd limiti k b z jedné strany a ma limitu
lim f(an) # f(b). Pak uz stac¢i vzit libovolnou posloupnost (by ), kterd limiti k b z druhé
strany a pro kterou existuje lim f(by,).

Uloha 7.2.13 Necht jsou £, a £ dany rovnicemi y = s,x +t, a y = sz + t. Podle
predpokladu plati, ze lims,, = s a limt, = t. Ale c = sb+t a ¢, = spb + tn, takze
lime, =lim(sp,b+t,) =---=sb+t=c

Uloha 7.2.14 Nechf d, je infimum téch e, Ze gz:é € U(A,e). Patrné muzeme
predpoklddat, ze vzdy y, # c¢ nebo ze A = 0. Pak neni tézké induktivné definovat
rostouci posloupnost (m,) C N, Ze vidy % € U(A,dn + 2). Tim jsme hotovi,
protoze limd,, = 0.

Uloha 7.2.15 Vezmeme b = 0, M = R, f(z) = z*sin(1/z) pro & # 0, f(b) =
f0) =0, z, = ﬁ a yn = ﬁ (n € N). Pak f’(0) = 0, ale sklon seény

2, 2
K(Tn, f(2n), yn, fyn)) je L

Yn —Tn

2.n?% tedy > ¢ > 0 pro kazdé n.

Uloha 7.3.2 (sgn(z) — v/2)'(0) = lim, 0 122 = oF = +oo.

x

Uloha 7.3.4 Patrné fa=gf.

Uloha 7.3.5 Snadno se vidi, ze f'(0) = +o0, ¢'(0) = —o0, (fg)(z) = —1 pro x # 0
a 7e (f9)(0) = ~1. Tedy (fg)-(0) = +oo, (fg)+(0) = —co & (fg)'(0) neexistue.

Uloha 7.3.7 Jen zménime hodnotu f v 0 na f(0) = 1. Pak % =

((+o0) - % _ % . (*oo))/% = 400, ale (f/g)(z) = —1proxz # 0a (f/g)(0) = 1. Derivace
(f/g)'(0) opét neexistuje.

Uloha 7.4.2 Bez spojitosti g v b nemusi vzorec (f(g)) (b) = f'(g(b)) - ¢'(b) platit
v tom smyslu, Ze pravd strana muze byt definovand, ale levd ne. Vezmeme f(z) = x~,
g(x) je modifikované znaménko s hodnotou g(0) = 3 a b= 0 (M = L(M) = R). Pak
f'(g(b)) = (22)(3) =1, ¢’ (b) = +oo a pravé strana je 1-(+00) = +00, ale f(g)(z) =1
pro kazdé = # 0 a f(g)(0) = 1, takze (f(g))'(b) neexistuje.

Uloha 7.4.4 Pak vzorec (f~')'(¢) = 1/f'(f~*(c)) nemusi platit, v tom smyslu, ze
prava strana muze byt definovand, ale leva ne. Naptiklad pro f(z) = z—1 na (—o0,0),
f(0) =0a f(z) =+ 1 na (0,+00), coz je zprosténé znaménko, a ¢ = 0, se pravd
strana rovnd 1/f'(f~'(c)) = 1/f(0) = 1/(+00) = 0, ale leva nen{ definovand, protoze
0 ¢ L(M(f™1)) = L((—00, —1) U{0} U (1, +00)).

Uloha 7.5.2 V prvnf nerovnost pouzijeme tpravu, ze pro n = 0 se %(an (z+c)"—a™x™)
rovnd 0 apron > 1je an Z;L;()l (x+c)?2"~'77. Pak n nahradime n+1. Ve druhé nerov-

nosti pouzijeme tpravu, ze 3 7_, (2 + c)z" 7 — (n+1)z" = eyl A GO T
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(Binomickd véta), pfitemz n > 1. Pak pouzijeme A-ovou nerovnost a |c| i |z| na-
hradime alespoii tak velkou veli¢inou y = |¢| + |z|. Ve tfeti nerovnosti vytkneme y" ™!
a soucet binomickych koeficienti je < 27. Ve ¢tvrté nerovnosti je Z?zl 29 < ontl,

Uloha 7.5.4 1. Derivace (a®)’ = (exp((zloga))’ = --- = a® - loga plyne z druhé &ésti
véty 7.4.1, z disledku 7.5.3 a z derivace (k¢ - idr)’ = ke. 2. Uvedend derivace plyne
prob < 1az >0 (nebot (2°)(0) = 4+00) zderivovanim funkce exp(blog ) s pouzitim
druhé ¢dsti vety 7.4.1, dusledku 7.5.3, druhé ¢ésti tvrzeni 7.3.1, derivace logaritmu
a definice funkce x°. Kdyz b > 1, jesté se snadno ovéif z definice, ze (°)'(0) = 0.
3. Toto plyne hned z definice funkce z°. 4. Toto plyne hned z definice funkce 0. 5.
Pouzije se Leibniziiv vzorec, definice funkce =™ a derivace idy = ki. 6. Pouzije se
derivace k) = ko.

Uloha 7.5.5 Derivace funkce tan z = SInZ plyne z derivaci (sinz)’ = cosz a (cosz)’ =

—sinz, z identity sin® z 4 cos® x = k1 a z druhé &ésti véty 7.3.6. Podobné pro cot z.

Uloha 7.5.6 Derivace funkce arkus sinus plyne z derivace (sinx) = cosz, ze vztahu
cos | (=5,%) = /1 —(sin [ (=%, %))? a z dusledku 7.4.5. Podobné pro zbylé tfi deri-
vace.

Uloha 7.5.7 Patrné f’(z) = (2 sin(1/x) —cos(1/x))U{(0,0)} & C. Hodnota f'(0) =0
se dokaze z definice derivace.
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Rejstrik

Cisla stran ve sklonéném fontu odkazujf na vyskyt definice pojmu, na dilezitou pasiz
a na vétu s dukazem.

AK tada, 46 Dedekind, Richard, 14
konecna, 46 =, definiéni rovnost, 2
podiada, 46 derivace funkce
soucet, 46 D(f), 96

Archimédés ze Syrakus, 13 diferencovatelnost, 93

aritmeticka posloupnost, 37 jako funkce, 96

aritmetika redlnych ¢cisel v bodu, 93
jednicka, 15 zleva, 93
nasobeni, 15 zprava, 93
nula, 15 Dirichlet, Peter L., 78
séitdni, 15 disjunkce, 2

uspotfadéni, 15
arkus kosinus, 62
arkus kotangens, 62
arkus sinus, 62
arkus tangens, 62
axiom

extenzionality, 5

fundovanosti, 106

ekvivalence, 2

Elementarni funkce, EF, 63, 64, 62-64
Euler, Leonhard, 56

Eulerova konstanta (), 52

Eulerovo ¢islo, e = 2.71..., 59
exponenciala, exp x, 58

extremalni kombinatorika, 36

1n}d1{kce, 13 Fekete, Michael, 36
vybéru, 81 funkce, 7
argument, 7
Bernstein, Felix, 81 bod maxima, 8/
Binomicka véta, 31 bod minima, 8/
Blumberg, Henry, 81 C, 80
Bolzano, Bernard, 19 C(M), 80
defini¢ni obor, 7
Cantor, Georg, 14 F(M), 56
Cantorovo diskontinuum, 86 hodnota, 7
Cauchy, Augustin-Louis, 14, 35 identicka, &
celd ¢ast cisla inverzni, 8
dolni, 29 klesajici, 83
horni, 29 klesajici v bodé, 103
celé ¢islo, 11 konstantni, 8
¢islo m, 61 M(f), 7
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monoténni, 72
na (surjekce), 8
neklesajici, 72
nerostouci, 72
obor hodnot, 7
obraz mnoziny, 7
operace, 7
posloupnost, 7
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