Prednaska 6, 27. biezna 2015

Rafinovanéj$im pocitanim s integrily lze odvodit! piesnou asymptotiku
faktorialu, tzv. Stirlingovu formuli

n n
n! ~ 27m<—) , M — 00 .
e
Podobné 1ze odhadovat i nekonecné fady a jejich soucty, ale k tomu jsou
tieba integraly pres nekonec¢né intervaly. Proa € R a f : [a,+00) — R, kde

f € R(a,b) pro kazdé b > a, polozime

= i /abf,

a b—+o00

pokud tato limita existuje (povolime i nevlastni hodnotu limity).

Tvrzeni (integralni kritérium konvergence). Necht a je celé cislo a
funkce f: [a,4+00) = R je na [a,+00) nezdpornd a nerostouci. Pak

Zf(n):f(a)+f(a+1)+f(a—|—2)+---<+oo = +Oof<+oo.

Rada tedy konverguje, pravé kdyz konverguje odpovidagici integrdl.

Diikaz. Posloupnost ¢astecnych souctt rady je neklesajici a jeji limita tedy
existuje a je vlastni nebo +o0o. Diky monotonii f je f € R(a,b) pro kazdé re-
alné b > a. Diky nezdpornosti f je f:/ f> fab f, jakmile ' > b. Podobné tedy
limp s ¢ oo f; f existuje a je vlastni nebo +oc0. Pro celé ¢islo b > a vezmeme

déleni D = (a,a+ 1,a + 2,...,b) intervalu [a, b]. Madme nerovnosti

b b b—1
> s =s(r.D)< [ 1 <5(0.0) =3 f0).
i=a+1 a i=a
Z nich je jasné, ze omezenost posloupnosti ¢astecnych souctt rady implikuje
omezenost hodnot integralt f; f pro kazdé realné b > a a naopak. Obé limity
jsou tedy soucasné vlastni nebo soucasné +oc. a

LOdvozeni se najde tieba v mém textu Kombinatorické pocitdini na
http://kam.mff.cuni.cz/"klazar/kpoc99.ps



V prvnim pfikladu na aplikaci tohoto kritéria rozhodneme o konvergenci rady

o0

Z%, s>0.

n=1
Pro s #1 je
+oo

= (1 -5 lim 2z —-1),

r—-+00

+oo dr .731_5
/1 xs 1—s5

coz se rovnd +oo pro 0 < s < la (s—1)"! pro s > 1 (pro¢?). Pro s =1 je

1

oo dx
/ — =logz|[® = lim logz = 400 .
1 €T Tr—r—+00

Podle integralniho kritéria tedy fada konverguje, pravé kdyz s > 1. V druhém
prikladu rozhodneme o konvergenci rady

o0

1
z;nlogn '

Zde

+oo
/ = loglogz|;° = lim loglogx — loglog2 = 400 .
5 xlogx T—+00

Podle integralniho kritéria tedy rada diverguje. Cviceni: rozhodnéte o kon-
vergenci fady Y ., 1/n(logn)®, s > 1.

Integralem jsme faktorial n! odhadli a nyni ukdZeme, opét s pomoci inte-
gralu, jak lze n! rozsifit pii zachovani rekurence n! = n - (n — 1)! na funkci
definovanou na celém intervalu [1,+00).2

Tvrzeni (funkce Gamma). Funkce

+oo
D(z) / 1o~ dt : [1,400) — (0, 450)
0

2Nasledujici klasick4 integralni definice funguje na vétsim intervalu z € (0, +00), ale
pro jednoduchost (pro z < 1 je nutné integral i u dolni integraéni meze 0 definovat limitou)
se omezujeme na mensi interval x € [1, +00).



splriuje na intervalu [1,+00) funkciondlni rovnici
IM'z+1)=al(x).

MameT'(1) =1 a I'(n) = (n — 1)! pro celd ¢isla n > 2.

Diikaz. Ukazme, 7e I'(x) je korektné definovand. Pro kazdé pevné = > 1 je
integrand nezdporna spojitd funkce (pro z = 1 a t = 0 klademe 0° = 1).
Protoze lim,_, . t* te™"/? = 0 (exponenciala porazi polynom), pro kazdé
t € [0, +00) mame nerovnost

tw—le—t — tl‘—le—t/Q . 6—t/2 S Ce—t/2

I

kde ¢ > 0 je konstanta zavisejici jen na z. Integraly pres konecné intervaly
0, 0] jsou tedy definované, pro b — 400 neklesaji a maji vlastni limitu:

b b
/ t" et dt < / ce P =c(1—eb?/2)dt <c.
0 0

Hodnota I'(z) je tak korektné definovana pro kazdé > 1. Pro z = 1 mame

r(1) = /0+o° et = (—e ) FF =0 — (—1) = 1.

Funkcionalni rovnici odvodime integraci per partes:
+oo +o0o
Mlz+1) = / et dt = £7(—e [ - / 2t (—e ) dt
0 0

+o0o
= 0—o+a:/ et dt
0
= zl'(x).
Hodnoty I'(n) z ni plynou indukei. O

Jesté tii poznamky k funkci I'(z). Zaprvé, samotné rozsiteni faktoridlu vy-
feSenim rekurence f(z + 1) = zf(x) né&jakou funkci f : [1,+00) — R neni
nic zazracného a da se udélat jednoduse i bez integrali. Vezmeme si funkci
f definovanou na [1,2) jako f(1) =1 a jinak tplné libovolné&, napiiklad jako
f(z) = 1, a na cely interval [1,400) ji protdhneme pravé pomoci vztahu
flx+1)==zf(x). Pro f =1 na [1,2) tak dostaneme f(x) =x — 1 na [2,3),
f(z) = (z — 1)(x — 2) na [3,4) a tak dal. Tato funkce spliiuje na [1,+00)
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rovnici f(x +1) = xf(z) a f(1) =1, takze i f(n) = (n — 1)!. Dokonce je na
definicnim intervalu spojita. Jeji graf vsak nevypada moc hezky, protoze v
bodech 2,3,4,... mé ,Spicky* — f v nich nemé derivaci (mé rtzné jedno-
stranné derivace). Pokud navic po f(x) chceme, aby na [1,400) méla prvni
derivaci, popiipadé i dalsi derivace, tak tato jednoducha konstrukce nestaci.
Pak se musime obrétit ke I'(z), o niz se da ukazat, Ze na [1, +00) ma derivace
vSech 14dt. Zadruhé, bylo by hez¢i mit rozsifeni faktorialu splnujici primo
vztah f(n) = n!l. Z tohoto hlediska je hotejsi definice funkce I'(x) trochu ne-
sikovna. Vznikla vsak historicky, stejné jako nazev funkce, a jiz je zavedena
(a nelze s tim nic udélat). Zatteti, jaké jsou néjaké dalsi hodnoty I'(x), kromé
bodl z =1,2,3,...7 Da se tfeba spocitat, ze

I'(3/2) = g = 0.8862... .

Funkce I'(z) spliiuje fadu dalsich zajimavych vztaht a identit.

Jako zavérecnou aplikaci integralu pripomeneme vzorce pro plochu, délku
kiivky a objem rotacniho télesa. Plochu rovinného utvaru U(a, b, f) (jsou to
body (z,y) v roviné spliujici a < x < ba 0 <y < f(z)) pod grafem funkce
f jsme viceméné definovali jako fj f.

Pro funkci f : [a,b] — R mizeme délku jejiho grafu G = {(z, f(x)) €
R? | a < x < b} jakozto oblouku ktivky definovat jako limitu délek lomenych
¢ar L spojujicich konce G a s body zlomu na G, kdyz délka nejdelsi tsecky v
L jde k 0. Kdyz je f pékna funkce, napriklad f’ je spojité, tato limita existuje
a mizeme ji spoéitat R. integralem. Usecka v L spojujici body (z, f(z)) a
(x + A, f(x + A)) mé podle Pythagorovy véty délku

\/A2+(f(w+A)—f(x))2=A\/1+(f(xJFAA)_f(x)) ,

a hodnota zlomku je podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté rovna f’(«)
v néjakém mezibodé o (lezicim mezi x a = + A). Délka lomené ¢ary L tak
je vlastné pfimo Riemannova suma pro jisté déleni intervalu [a,b] s body a

funkei /1 + (f'(t))2. Dostéavame néasledujici vzorec.

Tvrzeni (délka oblouku ki¥ivky). Necht f : [a,b] — R md na [a,b]
spojitou derivaci f' (takze /1 + (f')? € R(a,b)). Pak

b
délka({(z, f(z)) €R? | a < z < b}) = / VI+(F0)2dt.
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Pro podmnozinu M C R? trojrozmérného prostoru miizeme jeji objem
definovat jako limitu, pro n — oo, sou¢tu objemi 1/n?® krychli¢ek K v mno-
Ziné

{K =[5 <[5 <[5 labee Z& K C M}
Je-1i M hezk4, tato limita existuje a mtizeme ji spocitat integralem. Uvedeme
si jeden specialni ptipad.

Tvrzeni (objem rotaéniho télesa). Nechl f € R(a,b) a f > 0 na [a,b].
Pro objem rotacniho télesa

V={(@y2)eR [a<z<b& Vi +22 < f(z)}

vzniklého rotaci (vIR?) rovinného titvaru U(a, b, f) pod grafem funkce f kolem
osy x plati vztah

b
objem(V) = 7r/ f()? dt .

Vzorec se dostane rozfezanim V' rovinami kolmymi na osu x na platky
tloustky A > 0 a sectenim jejich objemt. Objem platku mezi rovinami kol-
mymi v bodech (z,0,0) a (z + A,0,0) je pfiblizné 7 f(z)*>A, nebot to je
zhruba vélec s (kruhovou) podstavou o poloméru f(z) a vyskou A.

Cviceni: pomoci prvniho vzorce spoctéte délku obvodu kruznice a pomoci
druhého objem koule.

Diferencialni pocet funkci nékolika proménnych

Budeme pracovat v m-rozmérném euklidovském prostoru R™, m € N, coz
je mnozina vSech uspofadanych m-tic redlnych ¢isel x = (21,29, ...,2y) S
x; € R. Je to m-rozmérny vektorovy prostor nad télesem R — jeho prvky
miizeme mezi sebou scitat a odecitat a skaldrné je nasobit redlnymi cisly.
Vzdalenosti v R™ méfime pomoci (euklidovské) normy, coz je zobrazeni ||-|| :
R™ — [0, +00) dané formuli

||| = /22 + a3+ + 22, .

Vlastnosti normy (a € R, z,y € R™):



1. (nezdpornost a nenulovost) ||z|| > 0 a ||z|]| = 0 <= =z =0 =
(0,0,...,0),

2. (homogenita) ||az|| = |a| - ||z|| a

3. (trojuhelnikova nerovnost) ||z + y|| < ||z| + ||y]|-

Z normy dostavame (euklidovskou) vzdalenost d(z,y) : R™ x R™ — [0, +00)
mezi dvéma body x a y v R™:

dz,y) =llz =yl = V(@1 =y + (@2 =92 + - + (@m = ym)? -
Vlastnosti vzdélenosti (z,y,z € R™):
1. (nezapornost a nenulovost) d(z,y) > 0a d(z,y) =0 < z =y,
2. (symetrie) d(z,y) = d(y, x) a
3. (trojihelnikova nerovnost) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

A7 na trojuhelnikovou nerovnost, jejiz dikaz da trochu praci, jsou vSechny
vlastnosti normy i vzdalenosti zfejmé z definice.

(Oteviend) koule B(s,r) s polomérem r > 0 a stfedem s € R” je mnozina
bodl v R™ se vzdalenosti od s mensi nez r:

B(s,r)={z e R" |||z —s| < r}.

Otevrend mnoZina v R™ je podmnozina M C R™ s tou vlastnosti, ze s kazdym
svym bodem x obsahuje i néjakou kouli se stiedem v z:

M je oteviend <— Ve e M Ir >0: B(z,r) C M .



