Prednaska 3, 6. brezna 2015

Joseph Liouville (1809-1882) jako prvni dokéazal existenci transcendent-
nich ¢isel a také nasel kritéria pro neelementarnost primitivnich funkei.

Véta (Liouville, 1835). Necht f,g € R(x) jsou raciondlni funkce (podily
polynomai). Pak se primitivni funkce

[

(na néjakém intervalu neobsahujicim zddny koten jmenovateli funci f a g)
da vyjadrit elementdrnimi funkcemi, prdve kdyzZ existuje takovd raciondlni
funkce a € R(x), Ze f =d' +ag'.

Vétu dokazovat nebudeme. Podstatou je implikace =, implikace < je trivi-
alni, protoze (ae?)’ = (a' + ag’)e’.

Priklad. Dokéazeme podle L. véty neelementarnost primitivni funkce

/6952, relR.

Zde f = 1 a g = x%. Primitivni funkce by byla elementarni, pouze kdyz
f =d + ag pro néjakou rac. funkci a, tedy

1=d +2za .

Ukazme, Ze se tato rovnice nedé splnit zddnou rac. funkci a = p/q, kde
p,q € Rlz], ¢ # 0, jsou nesoudélné polynomy (nemaji spoleény kofen). Jisté
p # 0. Kdyz je g konstantni, je a = p polynom. Pak vlevo deg1 = 0, ale
vpravo deg(a’+2za) = 1+dega > 1, spor. KdyZ ¢ neni konstantni, vezmeme
néjaky jeho kofen a € C, s nasobnosti m € N. Tedy ¢(z) = (v — a)"r(z),
kde r(a) # 0, rovnéz p(a) # 0. Rovnici s a = p/q prepiSeme ekvivalentné
jako
0=—¢*+p'q—pqd +2pq .

V polynomech —¢?, p'q, —pq’ a 2xpg mé a jako kofen po fadé nasobnost 2m,
>m, m—1a>m (pro a =0 je ndsobnost m + 1). Minimum nésobnosti



m—1 se nabyva jednoznacné, pro jediny ze ¢tyt polynomi, takze se nemohou
souctem zrusit a secCist na 0. Rovnost je nemozna a mame opét spor. a

Vratime se k Riemannové integralu. Kdyz D = (ag,a4,...,a;5) a D' =
(bo, by, ...,b;) jsou déleni intervalu [a,b] a D C D', to jest pro kazdé i =
0,1,...,k existuje j, ze a; = b; (tudiz k <), Fekneme, ze D’ je zjemnéni D
nebo ze D' zjemnuje D.

Lemma. KdyZ f : [a,b] = R a D,D’ jsou dvé déleni |a,b], pFicemZ D’
zjemnuje D, pak

s(f,D') 2 s(f, D) a S(f, D) <5(f,D).

Diikaz. Uvéazime-li definici sum s(f, D) a S(f, D) a to, ze D’ lze vytvofit z
D postupnym pridavanim bodi, vidime, Ze obé€ nerovnosti staci dokazat v
situaci, kdy D = (ap = a < ay = b) a D' = (ay = a < a} < a}, = b). Podle
definice infim hodnot funkce f mame

mo= inf f(z)< inf f(z)=my a me< inf f(z)=m].

ap<z<ai ap<z<a} al <z<al,
Tedy
SED) = (0 = gy + (a5 —
> (ay — ag)mo + (a3 — ay)mo
= (ay — ag)mo = (b—a)my
= s(f,D).
Nerovnost S(f, D") < S(f, D) se dokaze podobné. O

Dusledek. KdyZ f : [a,b] = R a D, D’ jsou dvé délent |a,b], pak
s(f,D) < S(f, D).

Dikaz. Necht E = DUD' je spole¢né zjemnéni obou déleni. Podle predeslého
lemmatu mame

s(f,D) <s(f,E) <S(f,E) < S(f, D).
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Pfesnéji, prvni a posledni nerovnost plati podle Lemmatu, a prostfedni je
trivialni, z definice horni a dolni sumy. O

Tvrzeni (dolni integral nepfesahuje horni). Necht f : [a,b] — R,
m = infocp<p f(2), M = sup,c,«, f(x) a D,D" jsou dvé délent intervalu
la, b]. Pak plati nerovnosti

m(b—a)SS(f,D)S/fS/fSS(f,D’)SM(b—a)-

Diikaz. Prvni a posledni nerovnost jsou specialni pripady Lemmatu. Druha
a predposledni nerovnost plynou hned z definice dolniho a horniho integralu
jakozto suprema, respektive infima. Podle Dusledku je kazdy prvek mnoziny
dolnich sum, jejiz supremum je f; f, mensi ¢i roven kazdému prvku mnoziny

hornich sum, jejiz infimum je fab f. S pouzitim definice infima (nejvétsi dolni
mez) a suprema (nejmensi horni mez) odtud vyplyva prostfedni nerovnost:

Pro kazdé déleni D je s(f, D) dolni mezi druhé mnoziny, tedy s(f, D) < f; f,
tedy f: f je horni mezi prvni mnoziny, tedy f; f< fab f. a

Tvrzeni (kritérium integrovatelnosti). Necht f : [a,b] — R. Potom
feR(a,b) < Ve>03D: 0< S(f,D)—s(f,D) <e.

Jingmi slovy, f mad Riemanniv integrdl, praveé kdyz pro kazZdé € > 0 je pro
néjaké déleni D intervalu |a,b] odpovidajici horni suma o méné nez € vétsi
nezZ odpovidagici dolni suma.

Diikaz. Implikace =. Predpokladame, Ze f méa na [a,b] R. integral, tedy

f:f = fabf = fff € R. Necht je ddno ¢ > 0. Podle definice dolniho a
horniho integralu existuji déleni E a E» tak, Ze

s(f,E1)>/ibf—%:/abf—§ a S(f,E2)<ff+§:/abf+g.

Podle lemmatu tyto nerovnosti plati i po ndhradé F; a Es jejich spole¢nym
zjemnénim D = F; U E,. Sec¢tenim obou nerovnosti dostaneme

S(f7D)—s(f,D)</bf+§+(—/aber%):a.

a
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Implikace <. Predpokladame platnost uvedené podminky s € a D. Pro
dané ¢ > 0 vezmeme odpovidajici déleni D a podle definice dolniho a horniho
integralu dostaneme

ffgS(f,D)<s(f,D)+5§/abf+e, tedy ff—/abfq.

Tato nerovnost plati pro kazdé € > 0, a tak podle ptedchoziho tvrzeni mame
fabf = fabf € R. Tedy f mé na [a, b] R. integral. O

Piiklad (omezena funkce bez integralu). Funkce f : [0,1] — {0,1}
definovand jako f(a) = 1, kdyZ o je raciondlni ¢islo, a f(a) = 0, kdyZ « je
iraciondlni, jiz se Tikd Dirichletova funkce, nemd na [0, 1] R. integrdl, i kdyz
je omezend.

To je jasné, kazdy interval (s kladnou délkou) obsahuje body, kde ma f
hodnotu 0 a rovnéz i body, kde méa hodnotu 1. Tedy s(f, D) =0a S(f,D) =1

pro kazdé déleni D a L
1 1

/f:0</f:1.
J0 0

Jako druhy piiklad spoc¢teme podle definice, ze

1
/xzdle/?).
0

Pron =1,2,... vezmeme déleni D,, = (0, %, ..., =L 1), Pak

n

S

n

s(f,Dn):Zl(i_l)Q:n‘3(12+22+---+(n—1)2)

- n n
=1

a podobné

n LN\ 2
S(f, D) :Z%(%> =n 312+ 22+ +0n?).
=1

Tedy S(f, D,) — s(f, Dn) = % — 0 pron — oo a f(r) = 2> méa na [0,1] R.
integral podle predchoziho kritéria. Stac¢i ukazat, ze pro n — oo je

Sy =14 24t =031+ 0(n?) .
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Protoze 1 +2+---+n <n? z

n n

(n—|—1)3—13:2((i+1)3—i3):Z(3i2+3i+1):35n+3ii+n

=1 =1 =1

opravdu mame, ze

n

Zz’ =n®/3+0(n?) .

n3 +3n%+2n

Sy =
3

Henri Lebesgue (1877-1941) dokazal vétu charakterizujici funkce s Rie-
mannovym integralem, kterou si uvedeme bez diikazu. Nejprve ale zavedeme
mnoziny miry nula. Mnozina M C R mé nulovou (Lebesgueovu) miru, kdyz
pro kazdé € > 0 existuje posloupnost intervalt I, I5, ... takova, ze

f:|]i|<5 a MC[OJL
=1 =1

Definice 1ika, ze se M d& pokryt intervaly libovolné malé celkové délky. Uve-
deme zakladni vlastnosti mnozin realnych ¢isel s nulovou mirou. Dikazy si
rozmyslete jako cviceni.

e Kazda konecna nebo spocetna mnozina ma nulovou miru.
e Podmnozina mnoziny s nulovou mirou méa také nulovou miru.

e Ma-li kazda z mnozin A, Ay, ... nulovou miru, mé i jejich sjednoceni
o
U4
n=1
nulovou miru.

e Interval s kladnou délkou nema nulovou miru.

Napriklad cel4 mnozina racionélnich ¢isel Q méa nulovou miru.

Véta (Lebesgueova, charakterizujici integrovatelné funkce) Funkce
f: la,b] = R md Riemanniv integrdl, pravé kdyZ je omezend a mnoZina
jejich bodu nespojitosti md nulovou miru.



Otazka posluchace. FEzistuje nespocetnd mnozina redlnych cisel s nulovou
mirou?

Existuje. Klasickym prikladem je tzv. Cantorovo diskontinuum. Je to mno-
Zina

Xo= (V0.5 Ulm e Ulgm i Ul 3] U U 5
n=1

— to, co zbude z intervalu [0, 1] vyhodime-li prostiedni tietinu (3, %), pak
prostfedni tfetinu z kazdé z obou zbylych krajnich tietin, tj. pak vyhodime
12y (7 8

(5> 3)U(§, 5), pak vyhodime z kazdé ze zbylych ctyfech devitin jeji prostiedni

tretinu a tak dale do nekonec¢na. Jinymi slovy

XC = {oz = Z?il az/?f | a; € {0,2}}

— X jsou praveé ta cisla z [0, 1], v jejichz rozvoji pfi zakladu 3 se vyskytuji
pouze cifry 0 a 2 (a nikde cifra 1). Naptiklad

1/3 = (0.02222...)5 € X¢ nebo 1/4 = (0.020202...); € X¢

ale 5/8 = (0.121212...);3 € X¢. Z této korespondence s nekoneénymi po-
sloupnostmi 0 a 2 je vidét, ze X je nespocetna. Neni ani tézké ukazat, ze
ma nulovou miru (cviceni).



