Prednaska 2, 9. fijna 2013

Pripomenme si latku o metrickych prostorech vylozenou v poslednich
dvou pfednaskach LS MAII (viz zapisy z téchto pfednasek). Necht (M, d) je
MP. Koule se stifedem v bodé€ a € M a polomérem R > r > 0 je mnozina

B(a,r) ={x e M | d(z,a) <7} .

Mnozina X C M je oteviena, kdyz pro kazdy bod a € X existuje polomér
r > 0, ze B(a,r) C X. Dopliiky otevienych mnozin do M jsou takzvané
uzaviené mnoziny. Definice konvergence a limity v obecném MP-u je zfejma:
pro posloupnost (a,) C M a bod a € M

lima, = a znamend, ze limd(a,,a)=0,

¢imz jsme vSe prevedli na konvergenci na realné ose. Definici lze vyslovit i
v -0 formé. To ucinime pro definici spojitého zobrazeni mezi dvéma MP-y:
je-li (IV,e) dalsi MP, zobrazeni f : M — N je spojité, pokud

Ve >0,a€e M 36 >0: f(B(a,d)) C B(f(a),e).
Vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin a spojitych zobrazeni:

e Mnoziny ) a M jsou vzdy oteviené i uzaviené. Sjednoceni (resp. pri-
nik) libovolné mnoha otevienych (resp. uzavienych) mnozin je oteviena
(resp. uzaviend) mnozina. Prinik (resp. sjednoceni) kone¢né mnoha
otevienych (resp. uzavienych) mnoZin je oteviend (resp. uzaviend)
mnozina.

e Mnozina A C M je uzaviend, pravé kdyz pro kazdou konvergentni
posloupnost (a,) C A jeilima, € A.

e Zobrazeni f : M — N mezi MP-y je spojité, pravé kdyz kazda oteviena
mnozina Y C N mé v f otevieny vzor:

V) ={zeM| f(z) €Y}

je oteviend podmnozina M (tzv. topologickd definice spojitosti).



Dokazme si posledni vlastnost (tento dikaz v LS nebyl). Necht je zob-
razeni f spojité podle definice, Y C N je oteviend mnozina a a € f~1(Y).
Tedy f(a) € Y, diky otevienosti Y je B(f(a),r) C Y pro né&jaké r > 0 a
diky spojitosti f pak existuje s > 0, ze f(B(a,s)) C B(f(a),r) C Y. Tedy
B(a,s) C f71(Y). Ukézali, jsme, ze f~!(Y) je oteviend mnozina v M. Na-
opak, necht je f topologicky spojité zobrazeni a jsou dany a € M a ¢ > 0.
Koule B(f(a),e) C N je oteviena mnozina (tloha 1) a diky topologické spo-
jitosti f je f7(B(f(a),e)) oteviend mnoZina v M, kterd obsahuje bod a.
Tedy existuje polomér § > 0, Ze B(a,d) C f~1(B(f(a),e)). Coz znamena, Ze
f(B(a,0)) C B(f(a),e) — f je spojité zobrazeni podle definice.

Kompaktni mnoZiny. Podmnozina A C M MP-u (M, d) je kompaktni,
mé-li kazda posloupnost (a,) C A konvergentni podposloupnost s limitou v
A. Podmnozina A C M je omezend, kdyz A C B(a,r) pro néjakou kouli v
M.

Vlastnosti kompaktnich mnozin:

o Jeli (M, d) kompaktni MP a A C M je uzaviena, pak je A kompaktni.

e Je-li A kompaktni, potom je A uzavienad a omezena. Opacna implikace
obecné neplati.

e Opacna implikace plati v euklidovskych prostorech: A C R" je kom-
paktni <= A je uzaviena a omezena.

e Jelli f: M — N spojité zobrazeni mezi MP-y a A C M je kompaktni
podmnozina, potom je f(A) kompaktni podmnozina N.

e Jeli f: M — R spojita realnd funkce a A C M je kompaktni pod-
mnozina, pak mnozina f(A4) C R ma minimum i maximum, tj. f na A
nabyva nejmensi i nejveétsi hodnotu.

Jako pouziti posledni vlastnosti jsme si v LS uvedli (ale nedokézali) Za-
kladni vetu algebry: kazdé nekonstantni polynomialni zobrazeni f z komplexni
roviny C do sebe (C se bere jako euklidovsky prostor R?),

fZ)=ap" 4+ +taz+a: C=C(;€Ca,#0,n=1),

mé nulovy bod, to jest, f(zy) = 0 pro néjaké z, € C. Dikaz je uveden v
zapisu z posledni prednasky v LS a bude se zkouset.

Konec¢né, v LS jsme si uvedli i topologickou definici kompaktnosti, jejiz
ekvivalenci s ptivodni definici si nyni dokdZzeme. Rekneme, 7e A C M je



topologicky kompakini, kdyz kazdy systém otevienych mnozin {X; | i € I}
v M pokryvajici A — |J;c; X; O A — ma kone¢ny podsystém {X; | i € J},
J C I je kone¢na, ktery stale pokryva A.

Véta (obé definice kompaktnosti jsou ekvivalentni). MnoZina A v me-
trickém prostoru (M, d) je kompaktni, prave kdyz je topologicky kompaktni.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti A = M (pro¢? — uloha 11).
Implikace =. Necht je (M, d) kompaktni a necht

Uxi=m

el

je jeho pokryti otevienymi mnozinami. Nejprve ukazeme, ze pro kazdé 6 > 0
existuje takova kone¢na mnozina S C M, Ze pro kazdy bod a € M existuje
bod b € S s d(a,b) < . Kdyby to nebyla pravda, snadno sestrojime neko-
nec¢nou posloupnost (a,) C M, Ze d(a,,, a,) > 0 pro kazdé dva indexy m < n
(jak? — tloha 11). Tato posloupnost vSak neméd, ve sporu s predpokladem
o M, konvergentni podposloupnost. Pro kazdé 6 > 0 proto takova konecna
mnozina S C M existuje, nazveme ji d-siti. Vlastnost o-sité S tedy je, Ze

L B(b,6) =M.

besS

Predpokladejme nyni pro spor, ze horejsi pokryti M otevienymi mnozinami
X,; neméa konecné podpokryti. Z toho plyne, oznacime-li si jako S,, n
1,2,..., (1/n)-sit, ze pro kazdé n € N existuje ,zvlastni“ bod b, € S,,
koule B(b,, 1/n) neni obsazend v zddné z mnozin X;. (Kdyby pro néjaké n
zvlastni bod v .5, neexistoval, dokézali bychom z mnozin X; vybrat konecné
podpokryti: pro kazdy bod b € S,, bychom vzali jednu mnozinu X; spliiujici
X; D B(b,1/n), a tyto X; by, diky vlastnosti (1/n)-sité, pokryvaly M.)
Uvazme posloupnost

N«
@

(b,) C M

zvlastnich bodt. Podle predpokladu o M mé konvergentni podposloupnost
(bk, ) s limitou b € M. Protoze X; pokryvaji M, existuje mezi nimi mno-
zina Xj;, ze b € X;. Vzhledem k otevienosti X; existuje polomér r > 0, Ze
B(b,r) C Xj. Vezmeme tak velké N € N, zZe d(by,,b) < /2 (limby, =) a
soucasné 1/ky < r/2. Z trojihelnikové nerovnosti vyplyva, ze pak

B(ka,l/k’N) C B(b,?") C Xj .
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To je ale spor s tim, Ze by, je zvlastni bod v Sk, . Odvodili jsme spor, takze z
mnozin X; Ize vybrat konecné podpokryti a = je dokdzana. Opacna implikace
priste.

10.

11.

Ulohy

. Dokazte, ze v metrickém prostoru (M, d) je kazda koule B(a,r) ote-

viena mnozina a kazda uzaviend koule B(a,r) = {x € M | d(a,z) < r}
uzaviena mnozina.

. Je kone¢nd mnozina v MP-u vzdy uzaviena?

Mnozina v MP-u je obojetnd, je-li soucasné oteviend i uzaviena. Na-
leznéte vSechny obojetné mnoziny euklidovské roviny R2.

Naleznéte vsechny obojetné mnoziny diskrétniho MP-u; v ném maji
kazdé dva rtzné body vzdalenost 1.

Kdy je diskrétni MP kompaktni?

Ukazte na prikladu, ze nekonec¢né sjednoceni uzavienych mnozin nemusi
byt uzaviend mnozina. Podobné pro sjednoceni a oteviené mnoziny.

Necht f : [a,b] — R je spojita funkce. Je uzaviena koule B(f,1) v
MP-u (Cla, b], dmax) funkei spojitych na [a,b], s maximovou metrikou,
kompaktni?

Rozhodnéte, zda prinik dvou kompaktnich mnozin je kompaktni mno-
Zina, a totéz pro sjednoceni.

Tataz otazka pro nekonecna sjednoceni a nekonecné pruniky.

Necht K C R? je uzaviend koule (kruh) v euklidovské roviné se sttedem
v poc¢atku a polomérem 1, ktera je pokryta otevienou mnozinou A O K.
Dokazte, ze
inf |lz—y|[>0.
zeK,ycR2\ A

Doplnte dva detaily pfedchoziho ditkazu: pro¢ muzeme piedpokladat,
7e A = M, a jak pomoci neexistence d-sité sestrojime popsanou po-
sloupnost.



