KOMBINATORICKÉ POÈÍTÁNÍ 1999

MARTIN KLAZAR

Tento text je pomìrnì vìrným zápisem pøednáźek, které jsem konal v letním semestru v r. 1999 na MFF UK v Praze. Na øadì pøíkladù ilustruje pou¿ití metody generujících funkcí (GF) v kombinatorické enumeraci. K jeho vylepźení pøispìli cennými pøipomínkami a opravami Jakub Èerný, Jan Foniok, Pavel Podbrdský, Pavel Pøíhoda a Patricie Rexová. Patøí jim mùj dík. S díky rovnì¿ zmiòuji podporu grantu GAUK 158/99.

Martin Klazar

OBSAH I. Úvod aneb Catalanova èísla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 II. Stirlingova formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 III. Dvakrát o záhadné mocninì 4^n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 IV. Lagrangeova inverzní formule. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26 V. Schröderova a Motzkinova èísla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 VI. Pou¿ití GF v teorii pravdìpodobnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 VII. Pou¿ití GF v teorii èísel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 VIII. Exponenciální GF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 Literatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

1. pøednáźka 3.3.1999

I. ÚVOD ANEB CATALANOVA ÈÍSLA

Na pøíkladu Catalanových èísel si pøedvedeme hlavní rysy enumerativní kombinatoriky.

1. Kombinatorická struktura. Na poèátku stojí enumerativní problém

| tøída kombinatorických struktur, které chceme spoèítat. My se nejprve podíváme na zakoøenìné rovinné stromy (struènì zr stromy nebo jen stromy). Zr strom je koneèný strom s vytèeným vrcholem, kterému øíkáme koøen, a lineárním uspoøádáním na ka¿dé mno¿inì dìtí. (Pøi orientaci hran smìrem od koøene mno¿ina dìtí sestává z koncù hran vycházejících z jednoho vrcholu.) Stromy znázoròujeme obrázkem:

@@ @ � � @@ @ � � @@ @ � � •

• •

• • • •

• • •

Koøen je nejní¿e, orientace hran souhlasí se smìrem nahoru a lineární uspoøádání jsou zachycena smìrem zleva doprava. To napøíklad znamená, ¿e následující dva stromy jsou rùzné:

@@ @ � � • • • • • @@ @ � � • • • • •

Mno¿inu vźech neprázdných stromù oznaèíme T a pro n ∈ N, kde N = {1, 2, . . .}, de˛nujeme T (n) = {T ∈ T : v(T ) = n}, kde v(T ) je poèet vrcholù T . Chceme spoèítat èísla c_n = |T (n)|. Napøíklad c_1 = c_2 = 1, c_3 = 2 a c_4 = 5:

@@ �rr r r @@ �r r r r @^@ �^�r r r r_{@@ �}r r r r r 2. Kombinatorický rozklad. Strom T následujícím zpùsobem rozlo¿íme:

T ≠ • ⇒ @@ @ � � • T = @@ @@ @@ � � • •

T_1

T_2

Tedy T = (T_1, T_2), kde T_1 je podstrom zakoøenìný v prvním dítìti koøene T a T_2 je zbytek T . Stromy T_i jsou v¿dy neprázdné a v(T ) = v(T_1) + v(T_2). Dostáváme bijekci f : T \{•} → T × T , f(T ) = (T_1, T_2), v(T ) = v(T_1) + v(T_2).

3. Rekurence. Pøedchozí rozklad dává rekurenci

c_1 = 1 a c_n = n−1∑ i=1 c_ic_{n−i} pro n > 1.

Tak¿e c_5 = c_1c_4 + c_2c_3 + c_3c_2 + c_4c_1 = 2 · 5 + 2 · 2 = 14.

4. Generující (vytvoøující) funkce. Posloupnost {c_n}_{n≥1} zakódujeme

do koe˛cientù mocninné øady C(x) = ∞∑ n=1 c_nx^n = ∑ T ∈T x^{v(T )}. Øíká se jí (obyèejná) generující funkce posloupnosti {c_n}_{n≥1}. Místo výrazu "generující funkce\ budeme pro jednotné i mno¿né èíslo psát zkratku GF. Z 2, popø. 3 plyne | toto je klíèový krok kombinatorické enumerace | relace C(x) − x = C(x) · C(x). Dospíváme k rovnici pro GF.

4a. Rovnice pro GF. Sice, oznaèíme-li C(x) jako C,

C^2 − C + x = 0.

Dostali jsme kvadratickou rovnici. Jindy to mù¿e být algebraická rovnice vyźźího stupnì nebo diferenciální èi funkcionální rovnice. Pro GF s více promìnnými dostaneme soustavu rovnic. Naźi rovnici umíme vyøeźit; èasto ale takové źtìstí nemáme.

4b. Explicitní formule pro GF. Podle støedoźkolské algebry

C =^1_2 (1 − √ 1 − 4x). Ze znamének ± jsme zvolili −, proto¿e C má nulový absolutní èlen. Nás vźak zajímá hlavnì èíslo c_n = [x^n]C; symbolem [x^n] se oznaèuje koe˛cient u x^n v následné mocninné øadì. Poèítáme dále.

4c. Explicitní formule pro c_n. Binomická vìta praví, ¿e

(1 + y)^α = ∞∑ k=0 ( α k ) y^k, kde α ∈ R je pevné a ( α k ) =^1_{k!} α(α − 1) · · · (α − k +1). Proto pro n > 0 máme

c_n = [x^n](−^1_2 (1 − 4x)^{1/2}) = −^1_2 (−4)^n ( 1/2 n ) . A to se rovná

(−1)^{n+1} ·^1_2 · 4^n · 1 2 ·^{−1}_2 ·^{−3}_2 · . . . ·^{−(2n−3)}_2 n! = 2^{n−1} · 1 · 3 · . . . · (2n − 3) n! . Tudí¿ (zlomek rozźíøíme (n − 1)!)

c_n =

(2n − 2)! (n − 1)!n! = 1 n ( 2n − 2 n − 1 ) . Èísla c_n jsou tzv. Catalanova èísla.

Ne v¿dy se nám v kombinatorické enumeraci podaøí dopoèítat se a¿ k výsledku typu 4c, mnohdy uvízneme ve stadiu 4b nebo u¿ ve stadiu 4a. To vźak není ¿ádné neźtìstí, i tehdy se dá o hledaných poètech zjistit mnoho zajímavých vìcí.

5. Nová rekurence. Pomocí GF nyní odvodíme rekurenci pro c_n, která je

praktiètìjźí ne¿ ta v 3. Ze vzorce pro C = C(x) v 4b plyne, ¿e

C^′ = 1 √ 1 − 4x a tedy (1 − 4x)C^′ = −2C + 1.

To jest, 2C + (1 − 4x)C^′ − 1 = 0.

Vlevo máme mocninnou øadu, která má vźechny koe˛cienty nulové a souèasnì je vyjádøena pomocí C. Pro ka¿dé n > 0 tak dostáváme rovnici

2c_n + (n + 1)c_{n+1} − 4nc_n = 0.

Tak¿e (2 − 4n)c_n + (n + 1)c_{n+1} = 0 a c_{n+1} = 4n − 2 n + 1 · c_n. To se samozøejmì dostane snadno i ze vzorce pro c_n v 4c, ale právì pøedvedený postup funguje, i kdy¿ takový vzorec nemáme k dispozici. Nepotøebujeme vlastnì ani 4b a vystaèíme si s 4a! Rovnici C^2 −C +x = 0 derivujeme podle x a vyjádøíme C^′,

2C · C^′ − C^′ + 1 = 0 a C^′ = 1 1 − 2C , a výsledek zjednoduźíme,

C^′ = C − 1/2 (1 − 2C)(C − 1/2) = C − 1/2 −2C^2 + 2C − 1/2 = C − 1/2 2x − 1/2 . Pøi racionalizaci zlomku jsme vyu¿ili, ¿e C splòuje kvadratickou rovnici. Dospíváme opìt k diferenciální rovnici (1 − 4x)C^′ = 1 − 2C.

Trocha terminologie. Posloupnost komplexních èísel A = {a_n}_{n≥0} se nazývá P-rekurzivní, existuje-li èíslo m ∈ N a celoèíselné polynomy p_0, p_1, . . . , p_m (ne vźechny nulové) takové, ¿e pro ka¿dé n ∈ N platí

p_0(n)a_n + p_1(n)a_{n+1} + · · · + p_m(n)a_{n+m} = 0.

Pokud m = 1, je A hypergeometrická posloupnost. Podíl sousedních èlenù pak splòuje a_{n+1}/a_n ∈ Z(n), tj. je racionální funkcí v n. (Racionální funkce je podíl dvou polynomù.) Catalanova èísla jsou pøíkladem P-rekurzivní a dokonce hypergeometrické posloupnosti.

Novou rekurencí se Catalanova èísla dobøe poèítají:

c_6 = 18 6 · 14 = 42, c_7 = 22 7 · 42 = 132, c_8 = 26 8 · 132 = 429, . . .

Nenapadá vás nìco pøi pohledu na paritu c_n?

6. Kongruenèní vlastnosti. Kdy je c_n liché? Odpovìï: tehdy a jen tehdy,

je-li n mocnina 2. Teï výbornì poslou¿í posmívaná rekurence 3, naopak 5 je pro tuto úlohu pøíliź tì¿kopádná. Modulo 2 máme c_1 ≡ 1 a, pro n > 1,

c_n = n−1∑ i=1 c_ic_{n−i} ≡ 0 pro n = 2m + 1 a

≡ c^2_m pro n = 2m.

Indukcí podle n plyne okam¿itì, ¿e c_n ≡ 1, právì kdy¿ n = 2^m.

7. Jak rychle c_n rostou? Odhadneme je Stirlingovou formulí n! ∼ √ 2πn ( n e )n , tj. n! √ 2πn(n/e)^n → 1 pro n → ∞. Formule zahrnuje dvì nejdùle¿itìjźí matematické konstanty, Eulerovo èíslo e = 2.71828 . . . a Ludolfovo èíslo π = 3.14159 . . ., a doká¿eme ji pozdìji. Proto¿e c_n = 1 n ( 2n − 2 n − 1 ) = 1 n ( 2n n ) n^2 2n(2n − 1) ∼ 1 4n ( 2n n ) , máme asymptotiku c_n ∼ 1 4n · √ 2 · 2πn(2n/e)^{2n} ( √ 2πn(n/e)^n)^2 = n^{−3/2} 4 √ π · 4^n. Vyźli jsme z 4c, metoda GF vźak umí odvodit asymptotiku, i kdy¿ známe jen vztah typu 4a.

2. pøednáźka 10.3.1999

8. Jak rozumìt pojmu GF? Dvìma vzájemnì se doplòujícími zpùsoby.

8a. Formálnì èili algebraicky. C(x) nebo jinou GF chápeme jako

prvek C[[x]], okruhu mocninných øad v jedné promìnné s komplexními koe˛cienty. Jeho prvky jsou nekoneèné posloupnosti A = {a_n} = {a_n}_{n≥0} komplexních èísel, s nimi¿ poèítáme formálnì podle "zøejmých\ pravidel. Pro A = {a_n} a B = {b_n} z C[[x]] mají souèet A + B, souèin AB, derivace A a integrál A n-tou slo¿ku postupnì a_n + b_n, ∑n i=0 a_ib_{n−i}, (n + 1)a_{n+1} a^1_n a_{n−1} (0-tá slo¿ka se zde de˛nuje jako 0). Prakticky pou¿íváme samozøejmì radìji zápis A = ∑ n≥0 a_nx^n. Posloupnost mocninných øad A_1, A_2, . . . formálnì konverguje k A, jeli pro ka¿dé pevné n ∈ N_0 = {0, 1, . . .} posloupnost komplexních èísel [x^n]A_1, [x^n]A_2, . . . a¿ na koneènì mnoho èlenù rovna [x^n]A. Jinými slovy, posloupnost koe˛cientù n-té mocniny x se stabilizuje po koneènì mnoha krocích na [x^n]A. Nekoneèné souèty a souèiny se v C[[x]] de˛nují jako formální limity posloupností èásteèných souètù a souèinù.

Dùle¿itou operací je substituce neboli dosazení jedné mocninné øady do druhé. Pro A = ∑ n≥0 a_nx^n a B = ∑ n≥0 b_nx^n polo¿íme A(B) = ∑ n≥0 a_nB^n. Pro b_0 = 0 tento nekoneèný souèet formálnì konverguje a A(B) je de˛nována. Pro b_0 ≠ 0 nemá obecnì formální smysl (mù¿e mít smysl analyticky). Jeli jen koneènì mnoho koe˛cientù a_n nenulových, je A(B) de˛nována pro ka¿dé B. Tak¿e mocninná øada e^{ex−1} je dobøe de˛nována, ale výrazu e^{ex} z formálního hlediska nerozumíme. Shrnuto: dosadit mù¿eme jen mocninnou øadu s nulovým absolutním èlenem.

Pokud a_0 ≠ 0, de˛nujeme multiplikativní inverz A pomocí substituce jako

A^{−1} = 1 A = 1 a_0 · 1 1 + ((a_1/a_0)x + (a_2/a_0)x^2 + · · ·) = 1 a_0 ∑ n≥0 (−1)^n((a_1/a_0)x + (a_2/a_0)x^2 + · · ·)^n.

Dìlit v C[[x]] tedy mù¿eme jen øadami s nenulovým absolutním èlenem.

Podobnì, je-li a_0 = 0 a a_1 ≠ 0, existuje jednoznaèný funkcionální inverz A znaèený A^{⟨−1⟩} a je to øada B splòující vztah A(B) = x.

Odtud pro koe˛cienty B = A^{⟨−1⟩} dostáváme rovnice vyjadøující jednoznaènì {b_n} z {a_n}. Napøíklad, podle 4a, (x − x^2)^{⟨−1⟩} = C(x). K tomuto pøíkladu se vrátíme v pøednáźce o Lagrangeovì inverzní formuli.

Popsané operace splòují spoustu identit známých z analýzy. Platí napøíklad Leibnizova formule pro derivaci souèinu nebo identita log(e^x) = log(1 + (e^x − 1)) = x. (Formálnì e^x = ∑ n≥0 x^n/n! a log(1 + x) = ∑ n≥1(−1)^{n−1}x^n/n; e^{log x} nemá smysl, proto¿e funkce log x není de˛nována jako mocninná øada.) Nebudeme se jimi podrobnì zabývat. Formální hledisko je podrobnì popsáno v úvodu Gouldena a Jacksona [7] a trochu v Stanleym [21]. Algebøe mocninných øad se vìnuje Ruizova kniha [18].

8b. Analyticky, to jest komplexnì analyticky. Prvky C[[x]] se

pak chápou ve smyslu komplexní analýzy. V pár odstavcích nelze pochopitelnì ani zhruba pøiblí¿it tuto rozsáhlou a podivuhodnou disciplínu. Chceme spíźe ètenáøku i ètenáøe nasmìrovat a motivovat k jejímu studiu. Význam komplexní analýzy pro odvozování asymptotik v enumeraci je nezastupitelný a její moc je obèas skoro zázraèná.

Jak plyne z 7, øada C(x) = ∑ n≥1 c_nx^n = ∑ n≥1 1 n ( 2n − 2 n − 1 ) x^n konverguje vźude uvnitø kruhu |x| ≤ 1/4 (i na hranici) a diverguje vźude mimo nìj, proto má polomìr konvergence 1/4. Podle jedné ze základních vìt komplexní analýzy splòuje polomìr konvergence R øady ∑ n≥0 a_nx^n vztah 1 R = lim sup n→∞ |a_n|^{1/n}. Koe˛cienty tedy rostou velmi zhruba jako (1/R)^n. Na druhé stranì je R roven absolutní hodnotì dominantní singularity funkce de˛nované pøísluźnou øadou. Dominantní singularita je singularita nejbli¿źí poèátku. Rychlost rùstu absolutních hodnot koe˛cientù je urèena chováním funkce v okolí dominantních singularit. A toto chování se pozná ji¿ z výsledkù typu 4b nebo 4a. To je v kostce princip analytických metod v kombinatorické enumeraci.

Napøíklad ∑ n≥1 c_nx^n de˛nuje funkci

C(x) =^1_2 (1 − √ 1 − 4x), která je holomorfní v kruhu |x| < 1/4, ale v 1/4 má singularitu ( √ 0). Proto R = 1/4 a i bez 4c je nabíledni, ¿e ze vźech exponenciel popisuje rychlost rùstu èísel c_n nejlépe 4^n.

V kombinatorické enumeraci a_n ovźem nejsou obecná komplexní èísla, ale nezáporná celá èísla. Podle Pringsheimovy vìty má øada s nezápornými reálnými koe˛cienty v polomìru konvergence v¿dy singularitu. Mezi dominantními singularitami se proto v¿dy musí vyskytovat kladné reálné èíslo. V enumeraci nám proto jako GF nikdy nemù¿e vyjít tøeba funkce 1 x^4 − 3x + 3 , proto¿e ta nemá dokonce vùbec ¿ádnou reálnou singularitu.

9. Nedá se vzorec pro Catalanova èísla odvodit bez GF? Exis-

tuje øada takových dùkazù. Uká¿eme si dva.

9a. Dùkaz pomocí møí¿ových cest. Jako Z^2 oznaèíme mno¿inu møí-

¿ových bodù {(a, b) : a, b ∈ Z}, pøièem¿ Z = {. . . , −1, 0, 1, . . .}. Cestou budeme rozumìt posloupnost v = v_0v_1 . . . v_n bodù z Z^2, kde v_{i+1} − v_i je (0, 1) (krok na sever) nebo (1, 0) (krok na východ); cesta tedy sebe samu nikdy neprotne.

Nechż B(n) je mno¿ina vźech cest z (0, 0) do (n, n) a A(n) ⊂ B(n) podmno¿ina tìch z nich, které se nikdy nedostanou pod diagonálu y = x.

Pozorování. Máme bijekci mezi T (n) a A(n − 1).

Dùkaz. Obraz stromu T ∈ T (n) získáme tak, ¿e T obcházíme dokola ve smìru hodinových ruèièek. Zaèneme od koøene a za krok vzhùru (dolù) udìláme v cestì krok na sever (východ). Inverzní zobrazení postupuje stejnì opaèným smìrem. Pøíklad:

@@ @ � � • • • • • ←→

• • • • • • • • •

Nyní je pozorování zøejmé. 2

Tak¿e |T (n)| = |A(n − 1)|. Potøebovali bychom spoèítat |C(n)|, kde C(n) je mno¿ina cest z (0, 0) do (n, n), které se pod diagonálu dostanou. Pak u¿ |A(n)| spoèteme snadno: |A(n)| = |B(n)| − |C(n)| a |B(n)| = ( 2n n ) . (Cesty v B(n) odpovídají n-prvkovým podmno¿inám 2n-prvkové mno¿iny.)

Ka¿dá cesta v ∈ C(n) má alespoò jeden spoleèný bod s pøímkou y = x−1. První z nich buï r. Poèáteèní úsek v od (0, 0) do r zobrazíme zrcadlením (x, y) → (y+1, x−1) podle pøímky y = x−1, zbytek v ponecháme nezmìnìný. Dostaneme cestu w z (1, −1) do (n, n). Pøíklad:

� � � � � � � �

� � � � � � � �

• • •

•

(0, 0) v ↘

(5, 5)

(1, −1) w↖ r y = x y = x − 1

Pozorování. Zobrazení v → w je bijekce mezi C(n) a mno¿inou vźech cest z (1, −1) do (n, n).

Dùkaz. Je zøejmé, ¿e jde o zobrazení do a ¿e je prosté. Ka¿dá cesta w z druhé mno¿iny má vzor v C(n): poèátek a konec w le¿í na rùzných stranách od y = x − 1, w tudí¿ protíná y = x − 1 a vzor se dostane zrcadlením poèáteèního úseku. 2

Druhá mno¿ina cest z pøedeźlého pozorování má zjevnì ( 2n n−1 ) prvkù (n+1 krokù na sever a n − 1 krokù na východ). Podle hoøejźí diskuse dostáváme c_n = |T (n)| = |B(n − 1)| − |C(n − 1)| = ( 2n − 2 n − 1 ) − ( 2n − 2 n − 2 ) , co¿ je (2n − 2)! − (2n − 2)!^{n−1}_n (n − 1)!(n − 1)! = 1 n ( 2n − 2 n − 1 ) .

3. pøednáźka 17.3.1999

Trik se zrcadlením se nazývá Andrého princip odrazu. Pochází od D. Andrého (1840{1917) ([1]), který ho pou¿il pøi øeźení následujícího hlasovacího problému (ballot problem). Ve volbách soupeøí dva kandidáti. Kandidát P dostal celkem p hlasù a kandidát Q celkem q hlasù. Platí q > p, tak¿e Q vyhrál a porazil P . Jaká je pravdìpodobnost, ¿e Q neustále vedl pøed P v ka¿dém okam¿iku hlasování? Vźechny prùbìhy hlasování pova¿ujeme za stejnì pravdìpodobné. Zkuste si to spoèítat jako DOM CV.

9b. Dùkaz pomocí uzávorkování. Druhý dùkaz publikoval Ru-

benstein v r. 1994 v [17]. Uzávorkováním rozumíme posloupnost u = a_1, a_2, . . . , a_{2n}, kde a_i = [ nebo a_i =] a máme celkem n levých a n pravých závorek. Dobré uzávorkování je uzávorkování, jeho¿ ka¿dý poèáteèní úsek obsahuje alespoò tolik levých závorek jako pravých. Nechż B(n) je mno¿ina vźech uzávorkování s 2n závorkami a A(n) ⊂ B(n) je podmno¿ina dobrých uzávorkování.

Pozorování. Máme bijekci mezi T (n) a A(n − 1).

Dùkaz. Prakticky stejný jako pro møí¿ové cesty. Krok vzhùru (dolù) pøi obcházení stromu nyní odpovídá levé (pravé) závorce. 2

Zatím to jsou møí¿ové cesty v trochu jiném hávu. Vyu¿ijeme vlastnosti uzávorkování, která nám je dùvìrnì známa ji¿ ze základní źkoly.

Pozorování. Uzávorkování u = a_1, a_2, . . . , a_{2n} je dobré, právì kdy¿ mù- ¿eme {1, 2, . . . , 2n} spárovat do n dvojic i_1 < j_1, . . . , i_n < j_n tak, ¿e a_{ik} = [, a_{jk} =] a nikdy nenastane i_a < i_b < j_a < j_b. Toto spárování je navíc jednoznaèné. Dvojicím a_{ik} a a_{jk} budeme øíkat páry (závorek).

Dùkaz. Není-li u dobré, pak jeho nìkterý poèáteèní úsek obsahuje více ] ne¿ [. Pak ale popsané spárování zjevnì nemù¿e existovat. Naopak, nechż u je dobré. Indukcí podle n doká¿eme existenci a jednoznaènost spárování. Zøejmì a_i = [ a a_{i+1} =] pro nìkteré i. Pak i a i+1 musejí být spolu v ka¿dém spárování. Z u vyhodíme a_i a a_{i+1}, èím¿ dostaneme zase dobré uzávorkování. Nyní u¿ijeme indukèní pøedpoklad. 2

Tvrzení. Pro obecné uzávorkování u máme rozklad

u = u_1]u_2] . . .]u_k]v[v_k[. . . [v_2[v_1,

kde k ≥ 0 a u_i, v_i a v jsou dobrá uzávorkování. Tento rozklad je jednoznaèný.

Dùkaz. Jednoznaènost plyne hned z de˛nice dobrého uzávorkování: poèáteèní dobré úseky u_1 a u^′_1 musejí být v obou pøípadných rozkladech stejné, tak¿e u_1 = u^′_1, a stejnì tak dále. Oba rozklady splývají.

Uká¿eme existenci. Pro dobré u rozklad triviálnì existuje (k = 0 a u = v). Nechż u není dobré. Pak mù¿eme psát u = u_1]r, kde u_1 je dobré (a r není vùbec uzávorkování). Ze symetrie máme, ¿e té¿ u = s[v_1, kde v_1 je dobré (a s není uzávorkování). Poèáteèní úsek u_1[ a koncový úsek ]v_1 se nepøekrývají, jinak by toti¿ celé u bylo dobré. Tak¿e máme rozklad u = u_1]v[v_1, kde u_1 a v_1 jsou dobrá a v nyní je uzávorkování (mo¿ná prázdné). Na v u¿ijeme indukèní pøedpoklad a máme hledaný rozklad. 2

Uva¿me nyní následující zobrazení F : B(n) → A(n). Dané u ∈ B(n) rozlo¿íme jako u = u_1]u_2] . . .]u_k]v[v_k[. . . [v_2[v_1 podle posledního tvrzení a de- ˛nujeme F (u) = u_1[u_2[. . . [u_k[v]v_k] . . .]v_2]v_1,

tj. otoèíme nespárované závorky. Je jasné, ¿e F (u) je dobré a ¿e otoèené závorky se spárují spolu: závorka u_1[u_2 se závorkou v_2]v_1 atd.

Tvrzení. V zobrazení F má ka¿dé w ∈ A(n) právì n + 1 vzorù. Dùkaz. Nechż w ∈ A(n). Hnízdo ve w je takový systém do sebe vnoøených párù −[−[. . . [−] . . .]−]− ze spárování w, ¿e sousední páry . . . [−[. . .]−] . . . u¿ neoddìluje ¿ádný jiný pár w a ¿e úplnì vnìjźí pár není obsa¿en v ¿ádném páru w (úplnì vnitøní pár mù¿e obsahovat jiné páry w). Snadno se vidí, ¿e F (u) = w, právì kdy¿ u vznikne z w otoèením závorek v nìkterém (i pøípadnì prázdném) hnízdì w. Po chvilkové meditaci je stejnì tak jasné, ¿e w obsahuje pøesnì n + 1 hnízd: ka¿dý pár w je úplnì vnitøním párem právì jednoho hnízda a pak máme jeźtì prázdné hnízdo. 2

Zøejmì |B(n)| = ( 2n n ) a podle posledního tvrzení |A(n)| =^1_{n+1} |B(n)| = 1 n+1 ( 2n n ) = c_{n+1}. Podle hoøejźí bijekce |T (n)| = |A(n − 1)| = c_n.

10. Dalźí kombinatorické struktury poèítané Catalanovými èísly. Stanley [22] jich uvádí 66. My jich uvedeme jen pár. Struktury ilu-

strujeme v¿dy pøíkladem pro c_4 = 5.

Triangulace n-úhelníku: �@ � � BB B �@ � � �@ @@ @ BB B �@ � � � � �@@ @@ Posloupnosti pøirozených èísel 1 ≤ a_1 ≤ a_2 ≤ · · · ≤ a_n splòující a_i ≤ i:

111, 112, 113, 122, 123.

Posloupnosti pøirozených èísel 1 ≤ a_1 < a_2 < · · · < a_n splòující a_i ≤ 2i:

12, 13, 14, 23, 24.

Permutace mno¿iny {1, 2, . . . , n} neobsahující rostoucí podposloupnost délky 3:

132, 213, 231, 312, 321.

(Jen jedna permutace je zakázána.)

Permutace mno¿iny {1, 2, . . . , n} neobsahující podposloupnost typu 312, tj. ty a_1a_2 . . . a_n, ¿e neexistují tøi indexy i_1 < i_2 < i_3, ¿e a_{i1} > a_{i3} > a_{i2} :

132, 213, 231, 123, 321.

(I zde je zakázána jen jedna permutace.)

Nekøí¿ící se rozklady {1, 2, . . . , n}. To jest rozklady {1, 2, . . . , n} = P_1 ∪ P_2 ∪ · · · P_k, pro nì¿ neexistují 1 ≤ a < b < c < d ≤ n tak, ¿e a, c ∈ P_i a b, d ∈ P_j pro nìjaké i ≠ j. Pro n = 3 jich máme pìt: 1|2|3, 12|3, 13|2, 23|1, 123. Je to ovźem trochu nejapný pøíklad.

Hromádky mincí v rovinì s n mincemi v dolní øadì:

ffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfi ffiflfflfiffiflfflfi

ffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfi ffiflfflfiffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfi ffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfi ffiflfflfi

Nakonec zmíníme zajímavý výsledek kolegy P. Valtra ([24] a [25]). Nìjakých n bodù v rovinì tvoøí konvexní øetìzec, pokud | uspoøádáme-li je podle vzrùstajících hodnot x-ových souøadnic jako b_1, b_2, . . . , b_n | jsou smìrové vektory b_{i+1} − b_i uspoøádány monotónì proti smìru hodinových ruèièek. Nechż A_n je jev, ¿e n bodù vybraných náhodnì a nezávisle v jednotkovém ètverci tvoøí konvexní øetìzec. Nechż B_n je jev, ¿e tyto body tvoøí vrcholy konvexního n-úhelníku. Je jasné, ¿e kdy¿ nastane A_n, nastane i B_n: Pr(A_nB_n) = Pr(A_n).

Platí ([25]):

Pr(A_n|B_n) =

Pr(A_nB_n) Pr(B_n) = Pr(A_n) Pr(B_n) = 1 c_n . Pravdìpodobnost jevu A_n podmínìná jevem B_n je rovna pøevrácené hodnotì Catalanova èísla!

11. Zjemnìní Catalanových èísel. Nechż n(a, b) je poèet stromù

s a vrcholy a b listy, kde list je vrchol bez dítìte. Polo¿íme n(1, 1) = 1. Napøíklad n(4, 2) = 3 a n(4, 1) = n(4, 3) = 1. Zøejmì n(a, b) > 0, právì kdy¿ 1 ≤ b ≤ a − 1 (kromì a = 1). Dále je jasné, ¿e a−1∑ b=1 n(a, b) = c_a = 1 a ( 2a − 2 a − 1 ) . Co se dá o èíslech n(a, b) øíci? Nasadíme na nì GF a uvidíme. Pøipomínáme, ¿e pro T ∈ T poèítá v(T ) poèet vrcholù stromu T . Zavedeme jeźtì funkci l(T ), která poèítá poèet listù T . De˛nujeme GF o dvou promìnných C(x, y) = ∑ T ∈T x^{v(T )}y^{l(T )} = ∑ a,b≥1 n(a, b)x^ay^b.

4. pøednáźka 24.3.1999

Kombinatorický rozklad 2 z 1. pøednáźky nám dává vztah C(x, y) − xy = C(x, y) · (C(x, y) − xy + x). Nezapomnìli jsme na to, ¿e jednovrcholový T_2 nepøispívá ¿ádným listem. Tak¿e, oznaèíme-li na chvíli C(x, y) jako C,

C^2 − C · (1 − x + xy) + xy = 0 a C =^1_2 (1 − x + xy − √ (1 − x + xy)^2 − 4xy ).

Je jasné, ¿e substituce y = 1 (kterou mù¿eme provést, proto¿e C(x, y) je mocninná øada v x, jejími¿ koe˛cienty jsou polynomy v y, nikoli mocninné øady v y) vymazává informaci o listech. To jest, C(x, 1) = C(x) a substituce y = 1 v posledním vzorci dává formuli 4b z 1. pøednáźky.

Èísla n(a, b) jsou tzv. Narayanova èísla. Platí pro nì vzorec n(a, b) = 1 a − 1 ( a − 1 b )( a − 1 b − 1 ) . Máme n(a, b) = [x^ay^b]C(x, y), ale neznám ¿ádný efektní výpoèet, kterým bych vám poslední vzorec odvodil z formule pro C(x, y). Pomocí Lagrangeovy inverzní formule (LIF) se dá odvodit z kvadratické rovnice pro C(x, y), ale k LIF se dostaneme a¿ pozdìji.

Symetrie binomických koe˛cientù ( n m ) = ( n n−m ) je ji¿ témìø naźí druhou pøirozeností. Je pozoruhodné, ¿e Narayanova èísla mají tuto vlastnost také: n(a, b) = n(a, a − b). Mù¿eme to dokázat z explicitního vzorce pro n(a, b), kombinatoricky pomocí bijekce nebo pomocí GF. Ovźem¿e volíme poslední mo¿nost. Substituce x := xy, y := 1/y pøevádí C(x, y) na mocninnou øadu D = D(x, y) = C(xy, 1/y), pøièem¿ pro a > 1 platí [x^ay^b]D = [x^ay^{a−b}]C. Staèí tedy ukázat, ¿e D − x = C − xy. To je ale témìø oèividné, proto¿e pro D dostáváme vzorec

D =^1_2 (1 − xy + x − √ (1 − xy + x)^2 − 4x )

a, jak se snadno pøesvìdèíme,

(1 − x + xy)^2 − 4xy = (1 − xy + x)^2 − 4x.

II. STIRLINGOVA FORMULE

Nyní slíbený dùkaz Stirlingovy formule. Pro n → ∞ platí

n! = (1 + O(n^{−1})) √ 2πn ( n e )n .

Lemma. Pro m → ∞ platí

log m = ∫ m+1/2 m−1/2 log x dx + O(m^{−2}).

Dùkaz. Jak známo, ∫ log x = x log x − x a log(1 + x) = x −^{x2}_2 +^{x3}_3 − · · ·.

Tak¿e

(x log x − x)|^{m+1/2}_{m−1/2} = m log m + 1/2 m − 1/2 + log(m^2 − 1/4) 2 − 1 = m log ( 1 + 1 m − 1/2 ) + log(1 − 1/(4m^2)) 2 + log m − 1 = m m − 1/2 − m 2(m − 1/2)^2

− 1 + O(m^{−2}) + log m = −1 2(m − 1/2)^2

+ O(m^{−2}) + log m

= log m + O(m^{−2}). 2 S pou¿itím lemmatu a Taylorova rozvoje pro logaritmus máme, ¿e

log n! = n∑ m=2 log m = n∑ m=2 (∫ m+1/2 m−1/2 log x · dx + O(m^{−2}) )

= c_1 + O(n^{−1}) + ∫ n+1/2 3/2 log x · dx = (n + 1/2) log(n + 1/2) − (n + 1/2) + c_2 + O(n^{−1}) = n log n − n +^1_2 log n + c + O(n^{−1}).

Odlogaritmování nám dává vztah

n! = (1 + O(n^{−1})) √ dn ( n e )n , kde d > 0 je neznámá konstanta. Spoèítáme, ¿e d = 2π. (Postupujeme podle cvièení v Tenenbaumovi [23].)

Pou¿ijeme tzv. Wallisùv integrál

W_n = ∫ π/2 0 (cos x)^ndx. Je nabíledni, ¿e W_0 = π/2 a W_1 = 1. Integrace per partes dává

W_n = sin x · (cos x)^{n−1}|^{π/2}_0 + (n − 1) ∫ π/2 0 sin^2 x · (cos x)^{n−2} · dx.

= 0 + (n − 1)(W_{n−2} − W_n).

(Pou¿ili jsme rovnost sin^2 x = 1 − cos^2 x.) Tak¿e, pro n > 1,

W_n = n − 1 n · W_{n−2}. Pomocí této rekurence a ji¿ dokázané neúplné Stirlingovy formule dostáváme

W_{2n} =

(2n − 1)(2n − 3) · . . . · 1 2n(2n − 2) · . . . · 2 · π 2 = (2n)!

(2^nn!)^2 · π 2 ∼ π 2 · √ 2 dn . Podobnì

W_{2n+1} = 2n(2n − 2) · . . . · 2 (2n + 1)(2n − 1) · . . . · 1

· 1 =

(2^nn!)^2 (2n + 1)! ∼ √ d 8n . Z de˛nice W_n plyne bez trápení, ¿e W_n < W_{n−1} < W_{n−2}. Proto, podle rekurence, 1 < W_{n−1} W_n < W_{n−2} W_n = 1 + 1 n − 1 .

Tedy W_{n−1}/W_n → 1 pro n → ∞. Nutnì (π/2) · √ 2/dn √ d/8n → 1. To je ovźem mo¿né, jen kdy¿ d = 2π.

III. DVAKRÁT O ZÁHADNÉ MOCNINÌ 4^n

Obrazce. Postupujeme podle èlánku Woana, Shapira a Rogerse [28].

Obrazec velikosti n je dvojice møí¿ových cest (typu sever-východ, známe je z druhé pøednáźky) délky n, které mají spoleèný poèáteèní a koncový bod, ale jinak se neprotínají. Mno¿inu obrazcù velikosti n oznaèíme jako A(n).

Vìtièka. Pro ka¿dé n platí |A(n)| = c_n =^1_n ( 2n−2 n−1 ) . Poprvé to dokázal v r. 1959 Levine [11] a pak o deset let pozdìji jinak Pólya [15]. Jako pøíklad uvádíme prvky mno¿iny A(4): t t t t t t t t t t Nás ale více zajímá

Vìta. Pro ka¿dé n platí

P_n := ∑ X∈A(n) Plocha(X) = 4^{n−2}.

To objevil a dokázal nìkdy pøed rokem 1985 Schwarzler. Napøíklad v posledním obrázku máme ètyøi obrazce s plochou 3 a jeden obrazec s plochou 4, co¿ dohromady dává 16.

Woan, Shapiro a Rogers uvádìjí, ¿e není známo, zda se pro ka¿dé n dá beze zbytku a bez pøekrývání pomocí c_n obrazcù velikosti n (mù¿eme je otáèet) pokrýt źachovnice 2^{n−2} × 2^{n−2}. Pøípad n = 5 se ètrnácti obrazci a standardní źachovnicí 8 × 8 je prý "amusing puzzle\. Vyzkouźejte si puzzle za DOM CV.

5. pøednáźka 31.3.1999

Dùkaz vìtièky. Odvodíme explicitní vzorec pro obecnìjźí velièinu b(n, k) rovnající se poètu k-otevøených obrazcù velikosti n, jimi¿ rozumíme dvojice møí¿ových cest délky n se spoleèným poèáteèním vrcholem, které se jinak neprotínají a jejich¿ koncové vrcholy mají vzdálenost k √ 2. Platí rekurence (k ≥ 1, b(n, 0) = 0) b(n, k) = b(n − 1, k − 1) + 2b(n − 1, k) + b(n − 1, k + 1). Jsou toti¿ dvì mo¿nosti, jak obì cesty po jednom kroku zùstanou stejnì daleko, ale jen jedna mo¿nost, jak se po jednom kroku rozejdou nebo sejdou o √ 2. Indukcí podle n doká¿eme vzorec b(n, k) = k n ( 2n n − k ) . Pro n = 1 platí: b(1, 0) = 0 a b(1, 1) = 1. Dále jde jen o manipulaci s binomickými koe˛cienty. Proto¿e 2k = (k − 1) + (k + 1), mù¿eme po dosazení vzorce do pravé strany rekurence zjednoduźovat: b(n, k − 1) + 2b(n, k) + b(n, k + 1) = k − 1 n ( 2n n − k + 1 ) + 2k n ( 2n n − k ) + k + 1 n ( 2n n − k − 1 )

= k − 1 n ( 2n + 1 n − k + 1 ) + k + 1 n ( 2n + 1 n − k ) . (Pou¿ili jsme základní rekurenci ( a b ) = ( a−1 b ) + ( a−1 b−1 ) .) Rozepíźeme-li^{k−1}_n = k−1 n −^k_{n+1} +^k_{n+1} a stejnì tak i^{k+1}_n , dostaneme, znovu s pou¿itím základní binomické rekurence, ¿e se poslední výraz rovná k n + 1 ( 2n + 2 n − k + 1 )

+ 1 n(n + 1) ( (n + k + 1) ( 2n + 1 n − k ) − (n + 1 − k) ( 2n + 1 n − k + 1 )) . Rozdíl v závorce je roven nule a tak

b(n + 1, k) = b(n, k − 1) + 2b(n, k) + b(n, k + 1) = k n + 1 ( 2n + 2 n − k + 1 ) .

Tím jsme vyøídili i |A(n)|, neboż |A(n)| = b(n − 1, 1) = 1 n − 1 ( 2n − 2 n − 2 ) = 1 n ( 2n − 2 n − 1 ) = c_n. 2 Dùkaz vìty. GF pro èísla b(n, 1) ji¿ máme:

D(x) := ∑ n≥1 b(n, 1)x^n = ∑ n≥1 c_{n+1}x^n = C(x) x − 1. (C(x) je GF Catalanových èísel.) Tvrdíme, ¿e GF pro èísla b(n, k) je rovna ∑ n≥1 b(n, k)x^n = ∑ n≥1 b(n, 1)x^n) k = D(x)^k. Abychom to nahlédli, v k-otevøeném obrazci velikosti n rozdìlíme obì cesty na úseky délky l_1, l_2, . . . , l_k, kde l_1 je jednoznaènì urèený poèet krokù od poèátku do okam¿iku, kdy jsou obì cesty naposledy daleko √ 2, l_2 je jednoznaènì urèený poèet krokù od této chvíle do okam¿iku, kdy jsou obì cesty naposledy daleko 2 √ 2 a tak dále. Jistì l_1 + l_2 + · · · + l_k = n. Poèet mo¿ností pro i-tý úsek obou cest je ale stále b(l_i, 1), proto¿e źikmým posunutím úseku dolní cesty o (i − 1) √ 2 ztoto¿níme poèáteèní vrcholy a obdr¿íme 1-otevøený obrazec velikosti l_i. Tudí¿ b(n, k) = ∑ b(l_1, 1)b(l_2, 1) · · · b(l_k, 1), kde sèítáme pøes vźechny k-tice pøirozených èísel l_i splòující l_1 + l_2 + · · · + l_k = n. To je pøesnì koe˛cient u x^n v D(x)^k.

Pro pøirozené m rozumíme m-diagonálou diagonální (severozápadní smìr) posloupnost m jednotkových ètvereèkù. Dále, B(n, m) oznaèuje celkový poèet vźech m-diagonál ve vźech obrazcích X ∈ A(n). Napøíklad obrazec

•

• pøispívá 3 do B(8, 1), 3 do B(8, 2), 1 do B(8, 3) a 0 do B(8, m) pro m > 3.

Je jasné, ¿e hledaná plocha P_n se rovná ∑ m≥1 mB(n, m). Tvrdíme, ¿e GF pro èísla B(n, m) je

B_m(x) := ∑ n≥1 B(n, m)x^n = ∑ n≥1 b(n, m)x^n 2 = D(x)^{2m}.

Vskutku, m-diagonála rozdìluje obrazec X ∈ A(n) na dva m-otevøené obrazce velikosti l_1 a l_2, kde l_1 + l_2 = n. Proto B(n, m) = ∑ b(l_1, m)b(l_2, m), kde sèítáme pøes dvojice pøirozených èísel splòující l_1 + l_2 = n.

Pro GF celkové plochy dostáváme formuli

P (x) := ∑ n≥1 P_nx^n = ∑ n≥1 x^n ∑ m≥1 mB(n, m) = ∑ m≥1 m ∑ n≥1 B(n, m)x^n = ∑ m≥1 mB_m(x) = ∑ m≥1 mD(x)^{2m}. Binomická vìta pro exponent −2 praví, ¿e

x + 2x^2 + 3x^3 + · · · = x (1 − x)^2 . Proto P (x) =

D(x)^2 (1 − D(x)^2)^2 . Proto¿e D(x) = C(x)/x − 1 a C(x)^2 − C(x)+ x = 0, máme D = C^2/x. Tak¿e

P (x) =

C^4/x^2 (1 − D)^2(1 + D)^2 = C^4/x^2 (2 − C/x)^2C^2/x^2 = C^2 (2 − C/x)^2 = x^2C^2 (2x − C)^2 = x^2C^2 4x^2 − 4xC + C^2 = x^2C^2 4x^2 − 4xC + C − x = x^2C^2 (1 − 4x)(C − x) = x^2 1 − 4x .

Tudí¿ P_n = [x^n]P (x) = [x^n]x^2/(1 − 4x) = 4^{n−2}. 2

Stromy. Náź druhý pøíklad pracuje se (zakoøenìnými a rovinnými)

stromy. Postupujeme podle èlánku Klazara [9]. Je-li v ∈ V (T ) vrchol stromu T ∈ T , oznaèuje d(T, v) poèet jeho dìtí.

Vìta. Platí

k_n := ∑ T ∈T (n) ∑ v∈V (T ) 2^{d(T,v)} = 1 2 ( 4^{n−1} + ( 2n − 2 n − 1 )) . Dùkaz. Nejprve k_n vylo¿íme trochu jinak. Koźżata jsou tyto stromy:

@@ @ � � @@ @ � � • • • • • • • • • • . . . (Stromy výźky 1.) Koźtì K je obsa¿eno ve stromu T tehdy, kdy¿ se K objevuje v T jako orientovaný podgraf. Oèividnì k_n poèítá vźechna koźżata obsa¿ená ve vźech stromech T ∈ T (n), proto¿e 2^{d(T,v)} je poèet tìch koźżat obsa¿ených v T , jejich¿ koøen splývá s v.

Na zále¿itost s koźżaty se nyní podíváme z jejich hlediska. Zøejmì je k_n rovno také poètu rozźíøení nìjakého koźtìte K na nìjaký strom T ∈ T (n). Generické rozźíøení K na T vypadá takto:

@@ @ � �@ @@ � @@ @ � �_• • •

T_2

T_1 T_3

U_1

U_2

S_1

S_2

K je vyznaèeno tuènì, v naźem pøíkladu má k = 2 vrcholy. Do mezer mezi sousedními hranami K vkládáme libovolnì a nezávisle 2k − 1 stromù T_i ∈ T . Z koøene K spustíme cestu s l ≥ 0 vrcholy (v naźem pøíkladu je l = 2), do nich¿ zakoøeníme libovolnì a nezávisle 2l stromù U_i a S_i. Jediné omezení je, ¿e celkový poèet vrcholù musí být n.

Po chvilkové meditaci nad obrázkem vidíme rovnost

K(x) := ∑ n≥1 k_nx^n = ∑ l≥0 ( C(x)^2 x )l · ∑ k≥1 x^k ( C(x) x )2k−1 . Tak¿e K(x) = 1 1 − C^2/x · x C · C^2/x 1 − C^2/x = x^2C (x − C^2)^2 = x^2C (2x − C)^2 = x^2C 4x^2 − 4xC + C − x = x^2C (1 − 4x)(C − x) = x 1 − 4x · x C = x 1 − 4x · 1 + √ 1 − 4x 2 = 1 2 ( x 1 − 4x + x √ 1 − 4x ) . Pomocí binomické formule s exponentem −1/2 dostáváme

k_n = [x^n]K(x) =^1_2 [x^{n−1}]((1 − 4x)^{−1} + (1 − 4x)^{−1/2}) = 1 2 ( 4^{n−1} + ( 2n − 2 n − 1 )) . 2 6. pøednáźka 7.4.1999

V celém poèítání jsme ale o koźżatech potøebovali vìdìt jen to, ¿e pro ka¿dé n ∈ N máme právì jedno koźtì s n vrcholy. (Tomu odpovídá koe˛cient 1 u x^k v první formuli pro K(x).) Dál ji¿ nic nezávisí na tvaru koźtìte. Dokázali jsme více:

Pozorování. Nechż S, S ⊂ T je tøída stromù, v ní¿ je pro ka¿dé n ∈ N právì jeden strom s n vrcholy. Nechż, pro T ∈ T , funkce w_S (T ) poèítá celkový poèet zpùsobù, jak se nìjaký strom z S objevuje ve stromu T jako orientovaný podgraf. Pak

w_S (n) := ∑ T ∈T (n) w_S (T ) = 1 2 ( 4^{n−1} + ( 2n − 2 n − 1 )) . Dùkaz. Stejný jako pro tøídu koźżat. 2

Pomocí pozorování odvodíme dalźí výsledek, v nìm¿ se "záhadnì\ objevuje mocnina ètyø. Pøipomínáme, ¿e ka¿dý strom T ∈ T je té¿ èásteènì uspoøádaná mno¿ina: pro dva vrcholy u a v polo¿íme u ≤_T v, právì kdy¿ u le¿í na cestì spojující koøen a v. Øekneme, ¿e vrcholy u a v jsou ve stromu T porovnatelné, pokud u ≤_T v nebo v ≤_T u.

Vìta. Platí ∑ T ∈T (n) #{(u, v) ∈ V (T ) × V (T ) : u a v jsou v T porovnatelné} = 4^{n−1}.

Dùkaz. Pozorování pou¿ijeme pro tøídu stromù S rovnou cestám:

. . . • • • • • • • • • •

Nyní w_S(n) poèítá vźechny dvojice vrcholù (u, v) ve vźech stromech T ∈ T (n), ¿e u ≤_T v. Hledaná hodnota se proto rovná dvojnásobku w_S(n) minus poèet diagonálních dvojic (u, u) (bez odeètení bychom je zapoèetli dvakrát): 2w_S(n) − ∑ T ∈T (n) ∑ u∈V (T ) 1 = 4^{n−1} + ( 2n − 2 n − 1 ) − n · c_n = 4^{n−1}. 2 IV. LAGRANGEOVA INVERZNÍ FORMULE

Lagrangeova inverzní formule (LIF) je velmi u¿iteèný klasický výsledek o mocninných øadách.

Vìta (LIF). Nechż φ(u) ∈ C[[u]] je mocninná øada splòující φ(0) = 1 a w = w(u) ∈ C[[u]] je jednoznaènì urèené øeźení funkcionální rovnice w = u · φ(w).

Pak [u^n]w =^1_n [u^{n−1}]φ(u)^n.

Je-li f(u) ∈ C[[u]] dalźí mocninná øada, platí obecnìji [u^n]f(w) =^1_n [u^{n−1}]f^′(u)φ(u)^n.

Dùkaz. Pozdìji. 2 Ekvivalentní dùsledek. Nechż φ(u) ∈ C[[u]], pøièem¿ [u^0]φ = 0 a [u^1]φ = 1. Pak [u^n]φ^{⟨−1⟩} =^1_n [u^{n−1}] ( u φ(u) )n . Dùkaz. Øada w = w(u) = φ^{⟨−1⟩}(u) je øeźením rovnice u = φ(w), kterou pøepíźeme jako w = u · (w/φ(w)). Zbytek plyne pomocí LIF. Obdobnì se naopak odvodí LIF z výsledku o funkcionálním inverzu. 2 Pøedvedeme si nìkolik klasických pou¿ití LIF. Nejprve spoèítáme stromy T ∈ T s daným poètem vrcholù, jejich¿ ka¿dý vrchol má stupeò (tj. poèet dìtí) rovný 0 nebo 3. Hledaný poèet oznaèíme jako a_n | napøíklad a_1 = 1, a_2 = 0 a a_7 = 3 | a de˛nujeme GF A = A(x) = ∑ n≥1 a_nx^n. Má-li strom T více vrcholù ne¿ jeden, má jeho koøen tøi dìti a v nich jsou zakoøenìné tøi stromy tého¿ typu. Dostáváme rovnici A = x + xA^3 = x(1 + A^3), která je źitá na míru LIF. Podle ní a_n = [x^n]A =^1_n [x^{n−1}](1 + x^3)^n =^1_n [x^{n−1}] n∑ k=0 ( n k ) x^{3k} = 1 n ( n (n − 1)/3 )

pro n − 1 dìlitelné tøemi a a_n = 0 jinak.

Úplnì stejnì se spoèítají stromy, jejich¿ vrcholy mají stupeò rovný 0 nebo k. I vzorec pro Catalanova èísla vyplyne pomocí LIF: rovnice C^2 − C + x = 0 se pøepíźe jako C = x 1 − C a podle LIF

c_n = [x^n]C =^1_n [x^{n−1}](1 − x)^{−n}

=^1_n [x^{n−1}] ∑ k≥0 ( −n k ) (−x)^k = 1 n ( −n n − 1 ) (−1)^{n−1} = 1 n · (−n) · (−n − 1) · . . . · (−2n + 2) (n − 1)! · (−1)^{n−1} = 1 n · n · (n + 1) · . . . · (2n − 2) (n − 1)! = 1 n ( 2n − 2 n − 1 ) . Podívejme se, co nám LIF øekne o øeźení w = w(t) ∈ C[[t]] rovnice w = t · e^w. Øíká, ¿e [t^n]w =^1_n [t^{n−1}]e^{nt} = n^{n−1} n! . Tak¿e w(t) = ∑ n≥1 n^{n−1}t^n n! . Podobnost s Cayleyovou formulí n^{n−2} pro poèet vźech oznaèených (ne zakoøenìných rovinných) stromù na mno¿inì {1, 2, . . . , n} není náhodná, takto ji pozdìji odvodíme. Obecná verze LIF s (napøíklad) f(t) = t^2 nám dá

[t^n]w(t)^2 =^1_n [t^{n−1}]2te^{nt} = 2 n · n^{n−2} (n − 2)! . Koe˛cient [t^n]w(t)^2 lze vźak spoèítat pøímo z de˛nice, vyjde jistá suma. Porovnáním tak jako vedlejźí produkt LIF dostáváme identitu n−1∑ i=1 ( n i ) i^{i−1}(n − i)^{n−i−1} = 2(n − 1)n^{n−2}.

(Vźe jsme vynásobili n!.) Jde o speciální pøípad Abelova zobecnìní binomické formule.

Nezávislé mno¿iny. Jako poslední pøíklad u¿iteènosti LIF nalezneme

celkový poèet vźech nezávislých mno¿in ve vźech stromech T ∈ T (n). Postupujeme podle Klazara [9]. Mno¿ina X ⊂ V (T ) je nezávislá, nejsou-li ¿ádné její dva vrcholy spojené hranou. Poèet vźech (vèetnì ∅) nezávislých podmno- ¿in v T oznaèíme w(T ) a poèet tìch z nich (opìt vèetnì ∅), které neobsahují koøen stromu T , jako z(T ). Zajímají nás velièiny

w(n) := ∑ T ∈T (n) w(T ) a z(n) := ∑ T ∈T (n) z(T ). Pro ilustraci uvádíme hodnoty funkcí w a z na ètyøvrcholových stromech:

@@ �s s s @@ �s s s s @^@ �^�s s s s_{@@ �}s s s s s w(T ) = z(T ) = 9 8 8 6 8 6 9 5 8 5

Vìta. Platí w(n) = 1 n − 1 ( 3n − 3 n ) a z(n) = 1 n ( 3n − 2 n − 1 ) . Dùkaz. Jak poèítat w(T ) a z(T ) pro daný strom T ? Je-li T jednovrcholový, máme z(T ) = 1 a w(T ) = 2. Má-li T více vrcholù, oznaèíme jako T_1, T_2, . . . , T_k podstromy zakoøenìné v dìtech koøene T . Lehce se nahlédnou rekurence

z(T ) = k∏ i=1 w(T_i) a w(T ) = k∏ i=1 w(T_i) + k∏ i=1 z(T_i). První je jasná, nezávislou mno¿inu ve stromu T neobsahující koøen dostaneme tak, ¿e v ka¿dém podstromu T_i zvolíme libovolnì nezávislou mno¿inu. V druhé rekurenci jeźtì pøipoèteme nezávislé mno¿iny, které koøen obsahují.

De˛nujeme GF

F (x) = ∑ n≥1 w(n)x^n = ∑ T ∈T w(T )x^{v(T )} a G(x) = ∑ n≥1 z(n)x^n = ∑ T ∈T z(T )x^{v(T )} (v(T ) poèítá vrcholy stromu T ). Rekurence se pøekládají do rovnic G(x) = x ∑ k≥0 F (x)^k = x 1 − F (x) F (x) = x ∑ k≥0 G(x)^k + x ∑ k≥0 F (x)^k = x 1 − G(x) + x 1 − F (x) . Dostali jsme soustavu F = x 1 − G + x 1 − F a G = x 1 − F .

7. pøednáźka 14.4.1999

Eliminujeme-li ze soustavy G (G v první rovnici nahradíme x/(1 − F )), obdr¿íme po úpravách vztah F^3 − 2F^2 + (1 + 2x)F + x^2 − 2x = 0. To moc nadìjnì nevypadá. Eliminujeme-li F (z druhé rovnice vyjádøíme F jako F = 1 − x/G a dosadíme do první rovnice F = x/(1 − G) + G), obdr¿íme po úpravách vztah G^3 − 2G^2 + G − x = 0. Jinými slovy, G = x (1 − G)^2 . A to je jiná káva. Podle LIF

z(n) = [x^n]G(x) =^1_n [x^{n−1}](1 − x)^{−2n}

=^1_n [x^{n−1}] ∑ k≥0 ( −2n k ) (−x)^k = . . . = 1 n ( 3n − 2 n − 1 ) . Jak ale dopoèítat w(n)? Uká¿eme, ¿e je splnìna lineární diferenciální rovnice 3xF^′ − 4xG^′ − 2(F − G) = 0.

Ta pro koe˛cienty dává relaci (3n − 2)w(n) = (4n − 2)z(n). Vzorec pro z(n) tak po lehkých úpravách poskytne i vzorec pro w(n): w(n) = 1 n − 1 ( 3n − 3 n ) . Zbývá dokázat onu relaci mezi xF^′, xG^′ a F − G. Z výchozí soustavy pro F a G je jasné, ¿e F − G = x 1 − G . Zderivujeme-li podle x kubickou rovnici pro G a vyjádøíme-li G^′, dostaneme G^′ = 1/(3G^2 − 4G + 1). Tak¿e xG^′ = x 3G^2 − 4G + 1 = 1 1 − 3G · x 1 − G . Koneènì, zderivujeme-li podle x rovnici F = x/(1 − G) + G, dostaneme F^′ = G^′ + 1/(1 − G) + xG^′/(1 − G)^2. Díky x/(1 − G)^2 = G máme F^′ = G^′ + 1/(1 − G) + GG^′. Tak¿e

xF^′ = x 1 − G + (1 + G)xG^′ = 2 − 2G 1 − 3G · x 1 − G . Z tìchto vyjádøení xF^′, xG^′ a F − G vyplývá, ¿e jejich lineární kombinace s koe˛cienty 3, −4 a −2 je identicky nulová. 2

Dùkaz LIF. Postupujeme podle knihy Gouldena a Jacksona [7]. Od

C[[x]] pøejdeme k obecnìjźí struktuøe

C((x)) = { ∑ n≥k a_nx^n : a_n ∈ C, k ∈ Z}, to jest k rozvojùm s koneèným poètem mocnin se záporným exponentem. Øíká se jim Laurentovy øady. (C((x)), +, ·) je tìleso: oznaèíme-li pro f ∈ C((x)) jako val(f) nejmenźí k ∈ Z takové, ¿e [x^k]f ≠ 0, máme f = x^{val(f)}g, kde g ∈ C[[x]] a [x^0]g ≠ 0, a 1/f = x^{−val(f)}g^{−1} (jak víme, g^{−1} v C[[x]] existuje).

Reziduem f ∈ C((x)) rozumíme koe˛cient [x^{−1}]f. Jeho výsadní postavení plyne ze skuteènosti, ¿e x^{−1} jako jediná celoèíselná mocnina x^n, n ∈ Z není derivací ¿ádné øady g ∈ C((x)).

Pozorování. Pro ka¿dé dvì Laurentovy øady f, g ∈ C((x)) platí identity [x^{−1}]f^′ = 0 a [x^{−1}]f^′g = −[x^{−1}]fg^′.

Dùkaz. První rovnost je ona základní vlastnost rezidua. Druhá plyne z ní a z Leibnizovy formule (fg)^′ = f^′g + fg^′. 2 Tvrzení (reziduum a substituce). Nechż f, r ∈ C((x)) jsou Laurentovy øady, pøièem¿ k = val(r) > 0 (aby substituce f(r(x)) byla de˛novaná). Pak k[x^{−1}]f(x) = [x^{−1}]f(r(x))r^′(x).

Dùkaz. Nejprve ovìøíme speciální pøípad f(x) = x^n, n ∈ Z. Pro n ≠ −1 [x^{−1}]r(x)^nr^′(x) =^1_{n+1} [x^{−1}](r(x)^{n+1})^′ = 0, podle základní vlastnosti rezidua. Vlevo máme té¿ nulu: k[x^{−1}]x^n = 0.

Nechż n = −1. Máme r(x) = bx^kh(x), kde b ≠ 0 a h ∈ C[[x]] splòuje h(0) = 1. Tedy existují mocninné øady 1/h a log(h). (Jak víme, log(h) = log(1 + (h − 1)) = ∑ n≥1(−1)^n(h − 1)^n/n.) Podle základní vlastnosti rezidua [x^{−1}]r(x)^{−1}r^′(x) = [x^{−1}]b^{−1}x^{−k}h(x)^{−1} · (bkx^{k−1}h(x) + bx^kh^′(x)) = [x^{−1}](kx^{−1} + h^′(x)/h(x)) = k + [x^{−1}](log h(x))^′ = k. Vlevo máme taky k: [x^{−1}]kx^{−1} = k.

Pro obecnou Laurentovu øadu f(x) = ∑ n≥l a_nx^n se k[x^{−1}]f rovná ka_{−1}.

Co¿ se rovná pravé stranì, podle pøedchozí úvahy toti¿ [x^{−1}] ∑ n≥l a_nr(x)^nr^′(x) = [x^{−1}]a_{−1}r(x)^{−1}r^′(x) = a_{−1}k. 2 Vlastní dùkaz LIF. Dokazujeme vìtu ze strany 26. Øada w = w(x) ∈ C[[x]] je øeźením rovnice w = x · φ(w). Polo¿íme ˘(x) = x/φ(x). Pak, podle pøedpokladu o φ(x), val(˘) = 1. Dále ˘(w(x)) = x, a tak w(x) = ˘(x)^{⟨−1⟩}. Pro libovolnou mocninnou øadu f a èíslo n ∈ N dostáváme [x^n]f(w(x)) = [x^{−1}]x^{−(n+1)}f(˘(x)^{⟨−1⟩}) = [x^{−1}]˘(x)^{−(n+1)}f(x)˘^′(x) = −^1_n [x^{−1}]f(x)(˘(x)^{−n})^′ =^1_n [x^{−1}]f^′(x)˘(x)^{−n} =^1_n [x^{n−1}]f^′(x)φ(x)^n.

Na druhý øádek jsme pøeźli pomocí substituce x := ˘(x) a posledního tvrzení. Na ètvrtý jsme se dostali pomocí druhé rovnosti z posledního pozorování. Pøi pøechodu na pátý jsme ˘(x) nahradili x/φ(x). 2

V. SCHRÖDEROVA A MOTZKINOVA ÈÍSLA

Jsou to blízcí pøíbuzní Catalanových èísel, proto¿e jejich GF splòují kvadratické rovnice.

Schröderova èísla. P buï konvexní n-úhelník s vrcholy oèíslovanými

1, 2, . . . , n proti smìru hodinových ruèièek. Rozøezáním P rozumíme jakýkoli (i prázdný) systém úhlopøíèek v P , v nìm¿ se ¿ádné dvì úhlopøíèky nekøí¿í. Napøíklad pro n = 5 máme tìchto 11 rozøezání:

�@ �@ � �_{. . .} �@ @@ @ �@ � � � � . . . �@@ @@ Jako a_n oznaèíme poèet vźech rozøezání P a jako b_n poèet tìch, v nich¿ z 1 nevychází ¿ádná úhlopøíèka. Tak¿e a_1 = a_2 = b_1 = b_2 = 0, a_3 = b_3 = 1, a_4 = 3, b_4 = 2 atd. Nalezneme GF

F = F (x) = ∑ n≥1 a_nx^n a G = G(x) = ∑ n≥1 b_nx^n. Uvá¿íme rozøezání P , v nich¿ z 1 vychází alespoò jedna úhlopøíèka. Rozøíznutím P podle nejlevìjźí z tìchto úhlopøíèek dostaneme rozøezání P_1 a P_2, pøièem¿ v prvním z 1 nevychází úhlopøíèka, druhé je obecné a mnohoúhelníky P_1 a P_2 mají celkem n + 2 vrcholù. Z tohoto rozkladu plyne rovnice

F = G + GF x^2 .

8. pøednáźka 21.4.1999

Druhou rovnici G = 2xF + x^3 dostaneme tak, ¿e rozøezání P (n > 3), v nich¿ z 1 nevychází ¿ádná úhlopøíèka rozdìlíme na dvì skupiny podle toho, zda vrcholy n a 2 jsou nebo nejsou spojeny. Oba pøípady se lehce pøevedou na obecné rozøezání (n−1)-úhelníka, a tak vidíme, ¿e v obou skupinách máme a_{n−1} rozøezání.

Eliminujeme-li ze soustavy G, dostaneme pro F rovnici

2F^2 + (3x^2 − x)F + x^4 = 0.

Pro F tak máme formuli

F = F (x) =^1_4 x(1 − 3x − √ x^2 − 6x + 1).

Zvolili jsme øeźení se znaménkem minus, proto¿e F (x) = x^3 + · · ·. Víme, ¿e a_3 = 1, a_4 = 3, a_5 = 11. Odvodíme rekurenci pro poèítání a_n. Místo F budeme pracovat s H =^F_x =^1_4 (1 − 3x − √ 1 − 6x + x^2) = ∑ n≥3 a_nx^{n−1}. Proto¿e

(x − 3) · H =^1_4 (−3 + 10x − 3x^2 − (x − 3) √ . . .) (1 − 6x + x^2) · H^′ =^1_4 (−3 + 18x − 3x^2 − (x − 3)√. . .),

splòuje H diferenciální rovnici

(1 − 6x + x^2)H^′ − (x − 3)H = 2x.

Pro n > 1 je tedy koe˛cient u x^n v mocninné øadì vlevo roven nule, co¿ je vyjádøeno vztahem a_{n+2}(n + 1) − a_{n+1}(6n − 3) + a_n(n − 2) = 0. Tak¿e

a_{n+2} =

(6n − 3)a_{n+1} − (n − 2)a_n n + 1 . Dostáváme hodnoty

a_6 =

21 · 11 − 2 · 3 5 = 45, a_7 =

27 · 45 − 3 · 11 6 = 197, . . . Posloupnost

{s_n}_{n≥1} = {a_n}_{n≥3} = {1, 3, 11, 45, 197, 903, 4279, 20793, . . .}

se nazývá posloupností Schröderových èísel. Je pojmenována podle E. Schrödera, který ji zavedl v roce 1870 v [19].

Uvedeme si tøi explicitní vzorce pro s_n vyskytující se v literatuøe.

s_n = 1 2 n∑ j=0 1 j + 1 ( 2j j )( j + n 2j )

s_n = 1 n + 1 n∑ j=0 (−1)^j2^{n−j} ( n + 1 j )( 2n − j n )

s_n = ⌊(n+1)/2⌋ ∑ j=0 (−1)^j

(2n − 2j − 1)!! j!(n + 1 − 2j)! · 3^{n+1−2j} 2^{2+j} (n > 1). V posledním vzorci (2m + 1)!! oznaèuje lichý faktoriál, souèin 1 · 3 · 5 · . . . · (2m + 1).

Za DOM CV uhodnìte, která ze tøí formulí se dá odvodit LIFou, a odvoïte ji tak.

Singularita funkce √ 1 − 6x + x^2 nejbli¿źí k poèátku se dostane z kvadratické rovnice x^2 − 6x + 1 = 0, její¿ øeźení jsou 3 ± 2 √ 2. Schröderova èísla tedy rostou zhruba jako (3 − 2 √ 2)^{−n} = (3 + 2 √ 2)^n = (5.828 . . .)^n.

Dalźí struktura poèítaná Schröderovými èísly. Pro pevné n ∈

N uva¿me rozklad mno¿iny [l] = {1, 2, . . . , l} (l mù¿e být libovolné) na n blokù, pøièem¿ (i) ¿ádná dvì èísla m a m + 1 nejsou v tém¿e bloku, (ii) jde o nekøí¿ící se rozklad a (iii) 1 a l jsou v tomté¿ bloku. Poèet takových rozkladù oznaèíme jako r_n. Pøipomínáme, ¿e nekøí¿ící se rozklad je ten, pro nìj¿ neexistují ètyøi èísla 1 ≤ a < b < c < d ≤ l a dva rùzné bloky A a B tak, ¿e a, c ∈ A a b, d ∈ B. Tyto struktury se dají pøehlednìji reprezentovat pomocí posloupností.

Místo rozkladu [l] na n blokù vezmeme posloupnost u = a_1a_2 . . . a_l, kde a_i = a_j tehdy a jen tehdy, kdy¿ i a j jsou v tém¿e bloku rozkladu. Pøidáme jeźtì normalizaèní po¿adavek: {a_1, a_2, . . . , a_l} = {1, 2, . . . , n} a 1 ≤ i < j ≤ n implikuje, ¿e první výskyt i v u pøechází první výskyt j. Posloupnost u je pak pro daný rozklad urèena jednoznaènì. Je jasné, jak z ní rozklad zpìtnì vyèteme. Hoøejźí podmínka (i) øíká, ¿e a_j ≠ a_{j+1} pro ka¿dé j. Podmínka (ii) zakazuje výskyt podposloupnosti typu abab. Podmínka (iii) chce, aby a_l = 1 (v¿dy a_1 = 1). Napøíklad r_3 = 3, jak dosvìdèují rozklady

1231, 12321 a 12131.

Tvrzení. Posloupnost {r_n}_{n≥2} je posloupnost Schröderových èísel.

Dùkaz. Odvodíme rovnici pro GF F = ∑ n≥1 r_nx^n = x + x^2 + 3x^3 + · · · .

Vezmeme libovolný rozklad [l] na n blokù vyhovující podmínkám (i){(iii) a reprezentujeme ho posloupností u. Výskyty jednièky rozdìlují u na úseky: u = 1u_11u_21 . . . 1u_k1. Úseky u_i se mohou nezávisle na sobì (vzhledem k podmínce (ii) nesdílejí symboly) volit jako neprázdné rozklady splòující podmínky (i) a (ii). Podmínku (iii) obecnì nesplòují (u_i nesplòují ani normalizaèní po¿adavek, to je ale jen formální závada). Neèiní to velký problém, snadno se toti¿ vidí, ¿e poèet rozkladù majících m blokù a splòujících (i) a (ii) je pro m > 1 roven 2r_m (chybìjící koncovou jednièku lze v¿dy pøidat); pro m = 1 máme jen jeden takový rozklad. Dostáváme rovnici F = x ∑ k≥0 (2F − x)^k = x 1 + x − 2F , to jest kvadratickou rovnici

2F^2 − (1 + x)F + x = 0.

Jejím øeźením je mocninná øada

F = F (x) =

1 + x − √ 1 − 6x + x^2 4 . Co¿ je, a¿ na nepodstatné odchylky, vzorec pro GF Schröderových èísel. 2

Motzkinova èísla. Zavedl je Th. Motzkin v roce 1948 v [13], kdy¿ zkou-

mal následující problém. Na kru¿nici je umístìno n bodù. Kolika zpùsoby se dají spojit vzájemnì disjunktními tìtivami? őádné dvì tìtivy nemají spoleèný bod a jejich poèet je libovolný, mezi 0 a n/2. Poèet mo¿ností oznaèíme jako m_n.

Úlohu mírnì pøeformulujeme. Máme dáno n bodù nakreslených ve vodorovné øadì. Kolika zpùsoby je (ne nutnì vźechny) mù¿eme spojit oblouky, které vźechny le¿í nad touto øadou a jsou vzájemnì disjunktní? Pro n = 4 to lze 9 zpùsoby:

• • • • , • • • • , . . . , • • • • .

Rovnice pro GF M = ∑ n≥0 m_nx^n = 1 + x + 2x^2 + · · ·

se odvodí lehoulinouèce. První z bodù buï není nebo je koncovým bodem oblouku. Není-li, mù¿eme zbylých n − 1 bodù propojovat oblouky libovolnì. Je-li, urèuje druhý konec oblouku dvì skupiny bodù, které mají dohromady n − 2 èlenù, a na ka¿dé z nich mù¿eme libovolnì a nezávisle na druhé kreslit oblouky (mezi skupinami oblouk vést nemù¿e). Struènì øeèeno,

M = 1 + xM + x^2M^2.

Kvadratická rovnice x^2M^2 + (x − 1)M + 1 = 0 dává vzorec

M = M(x) = 1 − x − √ 1 − 2x − 3x^2 2x^2 = 1 − x − √ (1 − 3x)(1 + x) 2x^2 . Posloupnost {m_n}_{n≥1} = {1, 2, 4, 9, 21, 51, 127, 323, 835, . . .} je posloupnost Motzkinových èísel. Je jasné, ¿e rostou zhruba jako 3^n.

Rekurence pro m_n se odvodí podobnì jako pro Schröderova èísla. Ponecháváme to za DOM CV.

Explicitní formule? Jedna plyne pøímo ze samé de˛nice:

m_n = ∑ k≥0 ( n 2k ) · # dobrých uzávorkování s k dvojicemi závorek = ∑ k≥0 1 k + 1 ( 2k k )( n 2k ) . Oblouky toti¿ vytváøejí dobrá uzávorkování, která jsme spoèetli ve tøetí pøednáźce. Jiná mo¿nost je vyu¿ít binomickou vìtu a rozvinout podle ní (1 − 3x)^{1/2}(1 + x)^{1/2} v hoøejźím vzorci. To po menźím výpoètu dá vztah

m_n = 1 2 · 4^{n+1} n+2∑ i=0 (−1)^{n+1+i}3^ic_ic_{n+2−i},

kde c_n = ( 2n−2 n−1 ) /n jsou Catalanova èísla a c_0 = −1/2.

Dalźí struktura poèítaná Motzkinovými èísly. Jsou jí zakoøe-

nìné rovinné stromy s n vrcholy, v nich¿ ¿ádný vrchol s pøípadnou výjimkou koøene nemá jen jedno dítì. (Øadu dalźích struktur poèítaných m_n uvádìjí Donaghey a Shapiro v [4].) Poèet tìchto stromù oznaèíme a_n. Kupøíkladu a_5 = 4:

HHH � � AA A @@ �

@@ �

@@ �

@@ � @@ � • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •

Uká¿eme, ¿e a_n jsou a¿ na posun indexu Motzkinova èísla. Pomocná GF B = ∑ n≥0 b_nx^n = x + x^3 + · · ·

poèítá stromy, v nich¿ vùbec ¿ádný vrchol nemá jen jedno dítì. Pro ni máme | z rozkladu na podstromy zakoøenìné v dìtech koøene | vztah

B = x(1 + B^2 + B^3 + · · ·) = x ( 1 1 − B − B ) . Tak¿e (1 + x)B = x 1 − B . Celkem dostáváme pro B rovnici (1 + x)B^2 − (1 + x)B + x = 0. Hledaná GF A = ∑ n≥0 a_nx^n splòuje

A = x(1 + B + B^2 + · · ·) = x 1 − B = (1 + x)B.

Z rovnice pro B tak dostaneme hned rovnici pro A, toti¿

A^2 − (1 + x)A + x(1 + x) = 0.

Jejím vyøeźením dostáváme motzkinovský vzorec

A = A(x) =^1_2 (1 + x − √ 1 − 2x − 3x^2)

a vźe je jasné.

9. pøednáźka 5.5.1999

Literatura a informace o kombinatorické enumeraci. 1.

Knihy. Comtet: Advanced Combinatorics [2], Goulden a Jackson: Combinatorial Enumeration [7], kapitoly ve van Lintovi a Wilsonovi: A Course in Combinatorics [26], Wilf: Generatingfunctionology [27], kapitola v Lovászovi: Combinatorial Problems and Exercises [12], Stanley: Enumerative Combinatorics Vol I [21] a právì vyźlý Vol II [22], pasá¿e v Knuthovi: The Art of Computer Programming [10], dvì kapitoly v Handbook of Combinatorics [8] a sice 21. Gessel a Stanley: Algebraic Enumeration a hlavnì 22. Odlyzko: Asymptotic Enumeration Methods. Vìtźina toho ovźem v knihovnì v Karlínì není. 2. Èasopisy. Napøíklad Journal of Combinatorial Theory A, Discrete Mathematics, European Journal of Combinatorics, . . . 3. Internet. Electronic Journal of Combinatorics (EJC) [5], Discrete Mathematics & Theoretical Computer Science [3], aj. Stránky hyperaktivních kombinatorikù: Flajolet, Gessel, Knuth, Odlyzko, Sloane, Zeilberger, . . . (dalźí odkazy viz www stránka EJC). Sloane: Handbook of Integer Sequences na Sloanovì www stránce, který vyźel nejprve kni¿nì [20]. Umo¿òuje testovat, zda vaźe oblíbená posloupnost èísel je pøítomna v rozsáhlé databázi (tj. zda se tímto nebo ekvivalentním problémem u¿ nìkdo zabýval), popø. zda tam je pøítomna modi˛kace vaźí posloupnosti.

VI. POUőITÍ GF V TEORII PRAVDÌPODOBNOSTI

Vìtvící se náhodný proces. Jedinec zplodí k dìtí s pravdìpodob-

ností p_k, kde k = 0, 1, 2, . . . , a umírá. Jeho dìti mají opìt dìti se stejnými pravdìpodobnostmi, umírají a vźe pokraèuje stejnì dále. Zajímají nás poèty jedincù v n-té generaci, zejména, co se dá øíci o pravdìpodobnosti q_n, ¿e v n-té generaci (tím pádem i v dalźích) vźichni vymøeli.

Je mo¿ný i technicko-budovatelský pohled Rényiho [16], podle jeho¿ knihy zde postupujeme. Na první z mnoha stínítek dopadne elektron, pøi srá¿ce zanikne, ale vytvoøí k nových elektronù s pravdìpodobností p_k. Vzniklé elektrony dopadnou na druhé stínítko a ka¿dý z nich vytvoøí podle tého¿ zákona dalźí elektrony atd. Rozumí se, ¿e události vzniku elektronù v jednotlivých srá¿kách jsou vzájemnì nezávislé.

Dùle¿itým parametrem popisujícím náź proces je M = ∑ k≥0 kp_k, støední (oèekávaná) hodnota poètu dìtí jedince, popø. poètu elektronù zrozených ve srá¿ce.

Vìtièka. Existuje limita q pravdìpodobností vymøení q_n,

lim_{n→∞} q_n = q, a q { = 1 pro M ≤ 1 a < 1 pro M > 1.

Dùkaz. Vylouèíme degenerované pøípady p_0 = 0, 1 a pøedpokládáme, ¿e 0 < p_0 < 1. Zavedeme GF G(z) = ∑ k≥0 p_kz^k, GF rozdìlení pravdìpodobnosti, nástroj v teorii pravdìpodobnosti hojnì u¿ívaný. Podobnì de˛nujeme

G_n(z) = ∑ k≥0 p_{n,k}z^k, kde p_{n,k} udává pravdìpodobnost, ¿e n-tá generace obsahuje k jedincù. Klademe G_1 = G. Proto¿e ∑∞ k=0 p_{n,k} = 1, máme G_n(1) = 1. Je rovnì¿ oèividné, ¿e funkce G_n jsou de˛novány pro ka¿dé |z| < 1. Platí kruciální vztah

G_{n+1}(z) = G_n(G(z)),

proto¿e [z^l]G_{n+1}(z) = p_{n+1,l} = ∑ k≥0 p_{n,k} ∑ ... p_{l1} p_{l2} · · · p_{lk} , kde sèítáme pøes vźechny k-tice celých èísel 0 ≤ l_1, l_2, . . . , l_k splòující l_1 + l_2 + · · · + l_k = l, a to je pøesnì [z^l]G_n(G(z)). GF G_n(z) je tedy n-násobnou slo¿eninou G(G(· · · G(z) · · ·)).

Patrnì q_n = p_{n,0} = G_n(0). Pravdìpodobnosti q_n tvoøí rostoucí posloupnost: q_{n−1} = G_{n−1}(0) < G_{n−1}(G(0)) = G_n(0) = q_n. Limita q = lim q_n tedy existuje. Proto¿e té¿ q_n = G(G_{n−1}(0)) = G(q_{n−1}), limitní pøechod vede na rovnici q = G(q). Limita q je pevným bodem funkce G. Jistì jím je 1, neboż G(1) = ∑ p_k = 1.

Uká¿eme, ¿e pro M ≤ 1 jiný pevný bod v [0, 1] není a pro M > 1 je právì jeden dalźí.

� � � � � y

z y = z

0 1

1

p_0 G

M ≤ 1

r r r r r � � � � � y

z y = z

0 1

1

p_0 G

M > 1

r r r r r r r_q

G má mocninný rozvoj s nezápornými koe˛cienty. Je proto, stejnì jako její vźechny derivace, v intervalu [0, 1] nezáporná. G je rostoucí a konvexní. Proto¿e G(0) > 0 a M = G^′(1), pro M ≤ 1 se její graf pøibli¿uje k pøímce y = z shora a protne ji a¿ v z = 1. Tudí¿ q_n = G(G(· · · G(0) · · ·)) → 1.

Pro M > 1 se v levém okolí 1 pøibli¿uje graf G k pøímce y = z zdola a nìkdy pøedtím ji v z = q musí protnout. Prùseèík je zjevnì jen jeden. Z z < q plyne G(z) < G(q) = q. Tudí¿ q_n = G(G(· · · G(0) · · ·)) → q < 1. 2

Støední hodnota M_n = ∑∞ k=0 kp_{n,k} poètu potomkù v n-té generaci splòuje M_n = M^n, neboż M_n = G^′_n(1) a G^′_n(1) = G^′_{n−1}(G(1)) · G^′(1) = G^′_{n−1}(1) · G^′(1) = M_{n−1} · M a M_1 = M. Shròme na závìr, co se dìje pro jednotlivá M.

Nechż M > 1. Pak q_n → q < 1 a M_n roste exponenciálnì k nekoneènu. Proto¿e G_n(z) → q pro ka¿dé z ∈ [0, 1), máme p_{n,k} → 0 pro ka¿dé pevné k > 0 (to platí pro ka¿dé M), a tak

Pr(# potomkù v n-té generaci je > k | jeźtì nevymøeli) → 1

pro ka¿dé pevné k a n → ∞.

Pro M < 1 máme q_n → 1 a M_n jde exponenciálnì k nule. Pro M = 1 jde pravdìpodobnost vymøení rovnì¿ k 1, ale støední hodnota poètu potomkù je v ka¿dé generaci 1.

Házení mincí a èekání na slovo. Postupujeme dle Odlyzka v [8]. A =

a_1a_2 . . . a_k ∈ {P, O}^k je slovo délky k, k > 0, nad abecedou {P, O} ("panna nebo orel\). Házíme poctivou mincí (P i O padají s pravdìpodobností 1/2) a zajímá nás, jak dlouho musíme v prùmìru èekat, ne¿ se v posloupnosti výsledkù objeví A jako souvislé podslovo. Odpovìï nalezneme pomocí GF .

Nechż F_A(z) = ∑ n≥0 f_A(n)z^n = 1 + · · · ,

kde f_A(n) je poèet slov z {P, O}^n neobsahujících A, a

G_A(z) = ∑ n≥1 g_A(n)z^n, kde g_A(n) poèítá slova v {P, O}^n, která obsahují A na zaèátku, ale nikde jinde.

Velièinu c_A(j) de˛nujeme jako 1, pokud se poèáteèní úsek A délky k − j shoduje s koncovým úsekem té¿e délky, a jako 0 jinak. Tak¿e v¿dy c_A(0) = 1. Korelaèní polynom C_A(z) je de˛nován jako

C_A(z) = k−1∑ j=0 c_A(j)z^j. Napøíklad pro A_0 = P OP OP P OP máme C_{A0} (z) = 1 + z^5 + z^7.

Odvodíme, ¿e obì GF splòují soustavu

2zF_A = F_A − 1 + G_A a z^kF_A = C_AG_A.

Slovo v ∈ {O, P }^n, A ⊄ v, buï libovolné. První rovnice vyplývá z faktu, ¿e po pøidání O nebo P pøed v se A mù¿e vytvoøit, ale jen na zaèátku. Druhá rovnice se dostane uvá¿ením slov tvaru Av. Ka¿dé z nich má jednoznaèný rozklad Av = BAw, kde Aw obsahuje A jen na zaèátku. (Vezmeme poslední výskyt A v Av.) Patrnì je B poèáteèním úsekem A, A = BC, a tedy i A = CD. C je tedy shodným poèáteèním i koncovým úsekem A. Sumací pøes C dostáváme druhou rovnici.

Soustava má øeźení

F_A(z) = C_A(z) z^k + (1 − 2z)C_A(z) a G_A(z) = z^k z^k + (1 − 2z)C_A(z) .

Tvrzení. Støední èekací doba na A je 2^kC_A(1/2).

Dùkaz. Jako p_n oznaèíme pravdìpodobnost, ¿e se A objeví poprvé po n hodech, a q_n pravdìpodobnost, ¿e se A bìhem n hodù neobjeví. Zøejmì p_n = q_{n−1} − q_n a q_n = f_A(n)(^1_2 )^n. Proto

E(# hodù, ne¿ se A objeví) = ∑ n≥1 np_n = ∑ n≥1 n(q_{n−1} − q_n) = ∑ n≥0 q_n = ∑ n≥0 f_A(n)(1/2)^n = F_A(1/2).

= 2^kC_A(1/2). 2 Na A_0 = P OP OP P OP nutno v prùmìru èekat 2^8(1 + (^1_2 )^5 + (^1_2 )^7) = 266 hodù.

10. pøednáźka 12.5.1999

VII. POUőITÍ GF V TEORII ÈÍSEL

V následujících pìti úlohách postupujeme podle Newmanovy knihy [14].

Rozklad na aritmetické posloupnosti. X ⊂ N je (nekoneèná)

aritmetická posloupnost, má-li tvar X = {a, a + d, a + 2d, a + 3d, . . .}, kde a, d ∈ N. Konstanta d > 0 se nazývá diference X.

Tvrzení. Mno¿inu pøirozených èísel N = {1, 2, . . .} nelze rozlo¿it na disjunktní sjednocení (alespoò dvou, ale koneènì mnoha) aritmetických posloupností se vzájemnì rùznými diferencemi.

Dùkaz. Øeknìme, ¿e to mo¿né je. Tedy

N = S_1 ∪ S_2 ∪ · · · ∪ S_l,

kde S_i = {a_i, a_i + d_i, a_i + 2d_i, . . .}, d_i ≠ d_j a S_i ∩ S_j = ∅ pro i ≠ j a l ≥ 2. Øeèeno GF, ∑ k≥1 z^k = ∑ k∈S1 z^k + ∑ k∈S2 z^k + · · · + ∑ k∈S_l z^k z 1 − z = z^{a1} 1 − z^{d1} + z^{a2} 1 − z^{d2} + · · · + z^{al} 1 − z^{dl} .

Co¿ je sporná rovnost: je-li d nejvìtźí d_i, jde pro z → e^{2πi/d} právì jeden její èlen (v absolutní hodnotì) do nekoneèna a ostatní mají koneèné limity. 2

Dokonalé pravítko. Dokonalé pravítko je n-tice 0 ≤ a_1 < a_2 < · · · <

a_n celých èísel vyznaèující se tím, ¿e rozdíly a_i−a_j, i > j, probíhají vźech N = ( n 2 ) hodnot 1, 2, . . . , N. Pøíkladem dokonalého pravítka je ètveøice (0, 1, 4, 6) | na odmìøení vzdáleností 1, 2, . . . , 6 nám staèí jen uvedené ètyøi rysky.

Tvrzení. Pro n > 4 dokonalé pravítko neexistuje.

Dùkaz. Nechż 0 ≤ a_1 < a_2 < · · · < a_n je dokonalé pravítko a n > 4. Pak GF A(z) = n∑ k=1 z^{ak} splòuje rovnici A(z)A(1/z) = N∑ k=−N z^k + n − 1. (Rozdíly a_i − a_j dávají jednou ka¿dé z èísel ±1, ±2, . . . , ±N a n krát èíslo 0.) Proto¿e

z^{−N} + z^{−N+1} + · · · + z^N = z^{−N} (z^{2N+1} − 1) z − 1 = z^{N+1/2} − z^{−(N+1/2)} z^{1/2} − z^{−1/2} , e^{iφ} = cos φ+i sin φ a A(e^{−iθ}) je èíslo komplexnì sdru¿ené k A(e^{iθ}), dostáváme po dosazení z = e^{iθ} do hoøejźí rovnosti nerovnost

0 ≤ |A(e^{iθ})|^2 = A(e^{iθ})A(e^{−iθ}) = sin(N + 1/2)θ sin θ/2 + n − 1. Pro spor staèí nalézt θ tak, ¿e poslední zlomek je menźí ne¿ −(n−1). Polo¿íme θ =^{3π}_{n2−n+1} . Pak sin(N + 1/2)θ = sin^{n2−n+1}_2 θ = −1, 0 < sin θ/2 < θ/2 a pro n ≥ 5 opravdu

sin(N + 1/2)θ sin θ/2 < − 2 θ = − 2n^2 − 2n + 2 3π < −(n − 1), proto¿e 2n^2 − 2n + 2 − 3π(n − 1) > 2n^2 − 2n + 2 − 10(n − 1) = 2(n − 3)^2 − 6 ≥ 2 > 0. 2

Eulerova identita. Èíselným rozkladem n ∈ N rozumíme rozklad n

na souèet pøirozených sèítancù, pøièem¿ na poøadí nezále¿í. Napøíklad èíslo 6 má celkem jedenáct rozkladù:

6 = 6 = 3 + 3 = 2 + 2 + 1 + 1 = 5 + 1 = 3 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1 = 4 + 2 = 3 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1. = 4 + 1 + 1 = 2 + 2 + 2

Z nich ètyøi pou¿ívají vzájemnì rùzné sèítance (6, 5 + 1, 4 + 2 a 3 + 2 + 1) a rovnì¿ ètyøi pou¿ívají jen liché sèítance (5 + 1, 3 + 3, 3 + 1 + 1 + 1 a 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1). Euler dokázal, ¿e to není náhoda.

Tvrzení. Pro ka¿dé n ∈ N se poèet rozkladù r_n èísla n na rùzné sèítance rovná poètu rozkladù l_n èísla n na liché sèítance.

Dùkaz. Doká¿eme, ¿e se GF R = ∑ n≥0 r_nx^n = 1 + x + · · · a L = ∑ n≥0 l_nx^n = 1 + x + · · ·

rovnají. Není slo¿ité si uvìdomit, ¿e

R = (1 + x^1)(1 + x^2)(1 + x^3) · · · a L = 1 (1 − x^1)(1 − x^3)(1 − x^5) · · · . Ovźem 1 + x^i = (1 − x^{2i})/(1 − x^i), a tak opravdu

R = (1 − x^2)(1 − x^4)(1 − x^6)(1 − x^8) . . . (1 − x^1)(1 − x^2)(1 − x^3)(1 − x^4) . . . = L. XXXX XXXX XXXX XXXX XXXX XXXX 2 Rozmìòování bankovky. Kolika zpùsoby se dá rozmìnit bankovka

hodnoty n korun na jedno-, dvou- a tøíkorunové mince? Je-li a_n poèet vźech mo¿ných rozmìnìní, je GF èísel a_n dána formulí ∑ n≥0 a_nx^n = 1 (1 − x)(1 − x^2)(1 − x^3) . Po chvilce poèítání ovìøíme identitu 1 (1 − x)(1 − x^2)(1 − x^3) = 1/6 (1 − x)^3 + 1/4 (1 − x)^2 + 1/4 1 − x^2 + 1/3 1 − x^3 .

Ale 1 (1 − x)^2 = d dx ( 1 1 − x ) = ∑ n≥0 (n + 1)x^n 1 (1 − x)^3 = 1 2 · d^2 dx^2 ( 1 1 − x ) = ∑ n≥0 (n + 2)(n + 1) 2 x^n a zbývající dva èleny jsou geometrické øady. Získáváme formuli

a_n =

(n + 2)(n + 1) 12 + n + 1 4 + { 1/4 pro n sudé 1/3 pro n dìlitelné tøemi,

která se kompaktnì zapíźe jako

a_n = ⌊ n^2 12 + n 2 + 1 ⌋ . Sèítací funkce není skoro konstantní. Pro A ⊂ N de˛nujeme

sèítací funkci r_A(n) jako poèet øeźení rovnice n = a + a^′, a ≤ a^′, a, a^′ ∈ A. Funkce de˛novaná na N je skoro konstantní, pokud je konstantní od urèitého n_0 dále.

Tvrzení. Pro ¿ádnou nekoneènou A není r_A(n) skoro konstantní. Dùkaz. Sporem pomocí GF. Z GF A(z) = ∑ a∈A z^a mno¿iny A snadno odvodíme GF sèítací funkce: ∑ n≥1 r_A(n)z^n =^1_2 (A(z)^2 + A(z^2)).

Byla-li by r_A(n) skoro konstantní, mìli bychom pro nìjaké c ∈ N a polynom P s celoèíselnými koe˛cienty rovnici 1 2 (A(z)^2 + A(z^2)) = P (z) + c 1 − z .

Ta je pro z → −1^+ sporná. A(z^2) → ∞, A(z)^2 ≥ 0 a levá strana jde do nekoneèna. Pravá vźak jde ke koneèné limitì P (−1) + c/2. 2

11. pøednáźka 19.5.1999

VIII. EXPONENCIÁLNÍ GF

V této pøednáźce postupujeme volnì podle Stanleyho [22]. Exponenciální GF posloupnosti {a_n}_{n≥0} je de˛nována jako mocninná øada ∑ n≥0 a_nx^n n! . Proè jsou EGF u¿iteèné? Proto¿e se dobøe chovají ke kombinatorickým konstrukcím.

Souèinová formule. Mìjme dva typy struktur, F a G, které jsou de-

˛novány na mno¿inì [n] = {1, 2, . . . , n}. Jejich poèty oznaèíme jako f_n a g_n. Na [n] de˛nujeme novou strukturu H: vezmeme uspoøádanou dvojici mno¿in (A, B), kde A ∩ B = ∅ a A ∪ B = [n], na A de˛nujeme F-strukturu a na B (nezávisle na pøedchozí volbì) G-strukturu. Poèet tìchto slo¿ených struktur oznaèíme jako h_n. Nechż

F (x) = ∑ n≥0 f_nx^n n! , G(x) = ∑ n≥0 g_nx^n n! a H(x) = ∑ n≥0 h_nx^n n! jsou pøísluźné EGF. Pak platí souèinová formule H(x) = F (x)G(x). Dùkaz není slo¿itý. Zøejmì

h_n = n∑ k=0 ( n k ) f_kg_{n−k}, proto¿e ( n k ) je poèet voleb dvojic (A, B) s |A| = k a f_kg_{n−k} je poèet voleb F-struktur a G-struktur pro dané (A, B). Rovnici vydìlíme n! a máme

[x^n]H = h_n n! = n∑ k=0 f_k k! · g_{n−k} (n − k)! = [x^n]F G.

Kompozièní formule. F, G, f_n a g_n buïte jako výźe. Z F a

G opìt budujeme slo¿enou strukturu H: vezmeme neuspoøádaný rozklad {A_1, A_2, . . . , A_k} mno¿iny [n], to jest A_i ≠ ∅, A_i ∩A_j = ∅ a A_1 ∪A_2 ∪· · ·∪A_k = [n], na {1, 2, . . . , k} de˛nujeme F-strukturu a na ka¿dé mno¿inì A_i de˛nujeme G-strukturu (vźechny volby jsou nezávislé). Pomocí h_n opìt oznaèíme poèet slo¿ených struktur. Jsou-li F (x), G(x) a H(x) pøísluźné EGF, platí kompozièní formule H(x) = F (G(x)). Pozor: nyní nutnì G(0) = g_0 = 0. Dùkaz je zase pøímoèarý. Zøejmì

h_n = ∞∑ k=1 f_k k! ∑ ··· ( n m_1 m_2 . . . m_k ) g_{m1} g_{m2} . . . g_{mk} , kde ve vnitøní sumì sèítáme pøes vźechny k-tice pøirozených èísel (m_1, m_2, . . . , m_k) splòující m_1 + m_2 + · · · + m_k = n. Multinomický koe˛cient udává poèet uspoøádaných rozkladù (A_1, A_2, . . . , A_k) mno¿iny [n] na èásti s pøedepsanými mohutnostmi |A_i| = m_i. Musíme ho jeźtì vydìlit k!, abychom dostali poèet neuspoøádaných rozkladù. Zbylé èleny f_k a g_{m1} g_{m2} . . . g_{mk} udávají poèty voleb F-struktur a G-struktur. Po vydìlení n! máme

[x^n]H = h_n n! = ∞∑ k=1 f_k k! ∑ ··· g_{m1} m_1! · . . . · g_{mk} m_k!

= [x^n]F (G(x)).

Bellova èísla. Kolik je vźech neuspoøádaných rozkladù [n] na ne-

prázdné podmno¿iny? Nechż jich je b_n. Napøíklad b_3 = 5:

123, 1|23, 2|13, 3|12 a 1|2|3.

Pro nalezení EGF èísel b_n provedeme triviální kompozièní konstrukci. Fstrukturu de˛nujeme jako "být mno¿inou\, EGF pak je ∑ n≥0 1x^n/n! = e^x a G-strukturu jako "být neprázdnou mno¿inou\, její EGF je ∑ n≥1 1x^n/n! = e^x −1. Slo¿ená H-struktura je zjevnì strukturou rozkladù na neprázdné èásti. Podle kompozièní formule mají b_n EGF ∑ n≥0 b_nx^n n! = e^{ex−1}.

Èísla {b_n}_{n≥1} = {1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, . . .} se nazývají Bellovými èísly. Byla pojmenována podle E. T. Bella (1883{ 1960), který napsal známý soubor medailonù matematikù Men of Mathematics. Pod pseudonymem psal té¿ sci-˛ novely.

Cayleyho formule. Známý kombinatorický drahokam: poèet t_n ozna-

èených (tj. izomor˛smus nebereme v úvahu) stromù na mno¿inì [n] se rovná n^{n−2}. Nyní se jedná nikoli o zakoøenìné rovinné stromy, ale o vźechny neorientované stromy. Místo t_n nalezneme poèet z_n zakoøenìných stromù, to jest stromù s jedním vyznaèeným vrcholem; jejich strukturu oznaèíme jako Z. To staèí, neboż z_n = nt_n. Odvodíme rovnici pro EGF Z(x) = ∑ n≥1 z_nx^n n! . Vyhozením koøene se Z-struktura rozpadne znovu na nìkolik Z-struktur (jejich koøeny jsou sousedé zmizelého koøene). Obecná Z-struktura na [n] se tedy dostane následující rekurzivní konstrukcí: nejprve vezmeme uspoøádaný rozklad (A, B) mno¿iny [n]. Na A zvolíme strukturu "být jednoprvkovou mno¿inou\ (její¿ EGF je zjevnì x) a na B provedeme kompozièní konstrukci s vnìjźí strukturou "být mno¿inou\ (EGF je e^x) a vnitøní strukturou rovnou Z (EGF je Z(x)). Podle souèinové a kompozièní formule obdr¿íme rovnici Z(x) = xe^{Z(x)}. Podle LIF z_n n! = [x^n]Z(x) =^1_n [x^{n−1}](e^x)^n = 1 n · n^{n−1} (n − 1)!

a z_n = n^{n−1}. Tak¿e t_n = n^{n−2}.

2-regulární grafy. Oznaème d_n poèet vźech oznaèených 2-regulárních

grafù na [n], to jest neorientovaných grafù bez smyèek a paralelních hran, jejich¿ ka¿dý vrchol má stupeò 2; izomor˛smus nebereme v úvahu (jakou úlohu dostaneme v opaèném pøípadì?). Pro kontrolu, d_1 = d_2 = 0, d_3 = 1 a d_4 = 3. EGF pro d_n získáme pomocí kompozièní formule. Vnìjźí struktura je struktura "být mno¿inou\ s EGF e^x a vnitøní struktura je struktura souvislých 2-regulárních grafù èili cyklù. Má EGF G(x) = ∑ n≥3 (n − 1)! 2 · x^n n! = 1 2 ∑ n≥3 x^n n = 1 2 ( log 1 1 − x − x − x^2 2 ) , neboż z n! permutací a_1a_2 . . . a_n mno¿iny [n] jich v¿dy 2n urèuje tý¿ cyklus. (Liźí-li se jen cyklickým poøadím nebo obrácením.) Dostáváme vzorec ∑ n≥3 d_nx^n n! = exp(G(x)) = e^{−x/2−x2/4} √ 1 − x . Odtud se dá získat asymptotika. Za DOM CV odtud odvoïte rekurenci pro d_n. Pou¿ijte logaritmickou derivaci.

Souvislé grafy. Jako a_n oznaèíme poèet souvislých oznaèených grafù

na mno¿inì [n]. Napøíklad a_1 = a_2 = 1 a a_3 = 4:

� � @@ @ � � @@ @ � � @@ @ s s s s s s s s s s s s Èísla a_n neznáme, ale známe poèty b_n úplnì vźech gafù na [n]: b_n = 2(^{n2}). (Odpovídají podmno¿inám mno¿iny {E : E ⊂ [n] & |E| = 2}.) Podle kompozièní formule je mezi EGF A(x) = ∑ n≥1 a_nx^n n! a B(x) = ∑ n≥1 b_nx^n n! vztah B(x) = exp(A(x)).

Aplikujeme-li na obì strany operátor x^d_{dx} log (tj. logaritmická derivace násobená x), dostaneme vztah xB^′ = xA^′B. Odtud dostáváme po úpravách rekurenci pro a_n:

a_n = 2(^{n2}) − 1 n n−1∑ k=1 ka_k ( n k ) 2(^n

�k_2 ) . Tak¿e tøeba

a_4 = 64 −^1_4 (1 · 1 · 4 · 8 + 2 · 1 · 6 · 2 + 3 · 4 · 4 · 1) = 38.

V mateøské źkolce. Dìti, kterých je n, se rozdìlí do skupinek. V ka¿dé

z nich se vźechny kromì jednoho vezmou za ruce a postaví do krou¿ku kolem zbylého dítìte. Krou¿ek se mù¿e skládat i jen z jednoho dìcka. Kolika zpùsoby se to dá udìlat?

Krou¿ek s dítìtem uprostøed se ze skupinky i dìtí dá vytvoøit i(i − 2)! zpùsoby (proè?). Pro EGF hledaných poètù a_n dostáváme podle kompozièní formule vzorec ∑ n≥2 a_nx^n n! = exp( ∑ i≥2 i(i − 2)! i! x^i)

= exp( ∑ i≥2 x^i i − 1 ) = exp(x log 1/(1 − x)) = ( 1 1 − x )x .

12. pøednáźka 26.5.1999

Hádanka: èemu se rovná ∑ n≥0 x^n n! ? Ka¿dý ví, ¿e e^x. A èemu se rovná ∑ n≥0 n^x n! ? Pro x ∈ N se rovná eb_x. Pro Bellova èísla tak platí

b_n = 1 e ∑ m≥0 m^n m! . Tuto tzv. Dobinského formuli ponecháme bez dùkazu. Lze jej nalézt napøíklad v Lovászovì cvièebnici [12].

Jiná zajímavá reprezentace b_n pochází od Flajoleta [6]: ∞∑ n=0 b_nx^n = 1 1 − x − x^2 1 − 2x − 2x^2 1 − 3x − 3x^2 . . .

.

Ani toto vyjádøení GF Bellových èísel øetìzovým zlomkem nebudeme dokazovat.

Není vźak tì¿ké nahlédnout rekurenci (n > 0)

b_n = n−1∑ k=0 ( n − 1 k ) b_{n−1−k} = n−1∑ k=0 ( n − 1 n − k − 1 ) b_{n−1−k} = n−1∑ k=0 ( n − 1 k ) b_k. V rozkladech [n] uvá¿íme blok X obsahující èíslo 1. Mno¿inu X\{1} s |X| = k +1 mù¿eme volit ( n−1 k ) zpùsoby a nezávisle na nich b_{n−1−k} zpùsoby rozklad {2, 3, . . . , n}\X. Vìtièka. GF Bellových èísel splòuje vztahy B(x) = ∑ n≥0 b_nx^n = 1 +^x_{1−x} B(^x_{1−x} ) = ∑ k≥0 x^k (1 − x)(1 − 2x) · · · (1 − kx) . Dùkaz. Obì formulace jsou jednoduźe ekvivalentní. Sèítanec x^k (1 − x)(1 − 2x) · · · (1 − kx) toti¿ substitucí x := x/(1 − x) pøejde na x^k/(1 − 2x)(1 − 3x) · · · (1 − (k + 1)x). Substitucí, vynásobením x/(1 − x) a pøiètením 1 se proto nekoneèný souèet nemìní a B(x) splòuje funkcionální rovnici. Na druhou stranu jejím iterováním dostáváme pro B(x) náź nekoneèný souèet.

1. Dùkaz pomocí GF. Vyu¿ijeme poslední rekurenci a binomickou vìtu pro záporný celoèíselný exponent.

B(x) − 1 = ∑ n≥1 b_nx^n = ∑ n≥1 x^n n−1∑ k=0 ( n − 1 k ) b_k = ∑ k≥0 b_k ∑ n>k ( n − 1 k ) x^n = ∑ k≥0 b_kx^{k+1} ∑ n>k ( n − 1 n − k − 1 ) x^{n−k−1} = ∑ k≥0 b_kx^{k+1} ∑ m≥0 ( k + 1 + m − 1 m ) x^m

= ∑ k≥0 b_kx^{k+1}(1 − x)^{−k−1} = x 1 − x ∑ k≥0 b_k ( x 1 − x )k

=^x_{1−x} B(^x_{1−x} ).

2. Bijektivní dùkaz. Písmenem N oznaèíme mno¿inu vźech normálních slov, to jest koneèných slov u nad abecedou N = {1, 2, . . .}, která mají tyto dvì vlastnosti : (i) v u jsou pou¿ita právì èísla 1, 2, . . . , n pro nìjaké n ∈ N a (ii) pro ka¿dá dvì èísla 1 ≤ i < j ≤ n první výskyt i v u pøedchází první výskyt j. (Normální slova by nám mìla být povìdomá z pøednáźky o Schröderových èíslech.) Mno¿ina vźech rozkladù [l], kde l probíhá N, je zjevnì v bijekci s N . Normální slovo u = a_1a_2 . . . a_l kóduje rozklad [l]/ ∼, kde relace ekvivalence ∼ je dána vztahem i ∼ j ⇔ a_i = a_j, a ka¿dý rozklad [l] je kódován právì jedním normálním slovem délky l. Proto, oznaèuje-li |u| délku u, platí B(x) = ∑ n≥0 b_nx^n = ∑ u∈N x^{|u|}. Je-li u = a_1a_2 . . . a_l normální slovo, nafouknutím u rozumíme ka¿dé slovo tvaru 00 . . . 0a_10 . . . 0a_20 . . . 0a_3 . . . a_l0 . . . 0, kde první úsek nul pøed a_1 obsahuje alespoò jednu nulu a ostatní úseky nul mohou být i prázdné. Slova, která takto z u vzniknou, poèítá podle délek GF x 1 − x · ( 1 1 − x )l · x^l. Pro mno¿inu N^′ vźech nafouknutí vźech slov u ∈ N tak platí ∑ u∈N 0 x^{|u|} = x 1 − x ∑ u∈N ( x 1 − x )|u| =^x_{1−x} B(^x_{1−x} ).

Na druhou stranu se ale nafouknutím vlastnì skoro nic nezmìnilo, ∑ u∈N 0 x^{|u|} = ∑ u∈N x^{|u|} − 1 = B(x) − 1, proto¿e N^′ se skládá z neprázdných normálních slov nad abecedou {0, 1, 2, . . .}. Tak¿e B(x) − 1 =^x_{1−x} B(^x_{1−x} ). 2

Nechż S(n, k) oznaèuje poèet rozkladù [n] na právì k neprázdných blokù. Èíslùm S(n, k) se øíká Stirlingova èísla druhého druhu. (Stirlingova èísla prvního druhu støídají znaménko a poèítají permutace [n] s daným poètem cyklù.)

Pozorování. ∑ n≥0 S(n, k)x^n = x^k (1 − x)(1 − 2x) · · · (1 − kx) . Dùkaz. Plyne po chvilce zamyźlení nad strukturou normálních slov.

S(n, k) je právì poèet u ∈ N délky n s k symboly. Takové u se dá rozlo- ¿it na u = 1u_12u_2 . . . ku_k,

kde u_i je slovo (i prázdné a ne nutnì normální) nad abecedou {1, 2, . . . , i}. Slova u_i mù¿eme takto volit libovolnì a nezávisle na sobì. Poèet u_i délky l je i^l. Podle délek je poèítá GF 1 1 − ix . Normální slova s k symboly tak podle délek poèítá GF x^k k∏ i=1 1 1 − ix = x^k (1 − x)(1 − 2x) · · · (1 − kx) . 2 Formule vyjadøující B(x) nekoneèným souètem tak pouze zachycuje rozdìlení tøídy vźech rozkladù na podtøídy podle poètu blokù.

Pøesto¿e má B(x) nulový polomìr konvergence a je pouze mocninnou øadou, leckdy se hodí. Uká¿eme si dvì její pou¿ití.

Øídké rozklady. Øídkými rozklady [n] rozumíme rozklady, v nich¿

¿ádná dvì po sobì jdoucí èísla i, i + 1 nele¿í ve stejném bloku. Jejich poèet oznaèíme r_n. Napøíklad r_4 = 5: 1|2|3|4, 13|24, 1|3|24, 13|2|4 a 14|2|3. Následující výsledek (i zesílení, které neuvádíme) dokázal Yang [29].

Vìtièka. Pro ka¿dé n ∈ N platí r_n = b_{n−1}.

Dùkaz. Uva¿me mno¿inu R ⊂ N normálních slov kódujících øídké rozklady. Normální slovo u padne do R, právì kdy¿ v nìm není ¿ádné bezprostøední opakování. Nadutím u = a_1a_2 . . . a_l ∈ R rozumíme ka¿dé slovo tvaru a_1a_1 . . . a_1a_2a_2 . . . a_2 . . . a_la_l . . . a_l, kde a_ia_i . . . a_i je libovolné slovo nad {a_i} délky alespoò jedna. Mno¿ina vźech nadutí vźech u ∈ R je právì N . Slova vzniklá nadutím pevného u ∈ R délky l jsou podle délek poèítána GF ( x 1 − x )l . Tak¿e B(x) = ∑ u∈N x^{|u|} = ∑ u∈R ( x 1 − x )|u| = ∑ n≥0 r_n ( x 1 − x )n . Oznaèíme-li GF èísel r_n jako R(x), dostáváme odtud s pomocí identity pro B(x) vztah 1 +^x_{1−x} B(^x_{1−x} ) = B(x) = R(^x_{1−x} ).

Substitucí x := x/(1 + x)) ho pøevedeme na 1 + xB(x) = R(x). Opravdu r_n = b_{n−1}. 2

Periodiènost zbytkù Bellových èísel. V první pøednáźce jsme

prozkoumali paritu Catalanových èísel a zjistili jsme, ¿e jejich zbytky modulo 2 netvoøí periodickou posloupnost. (Periodickou posloupností rozumíme posloupnost, v ní¿ se od jistého èlenu opakuje jeden koneèný úsek.) Bellova èísla se na rozdíl od Catalanových chovají v tomto ohledu spoøádanì.

Tvrzení. Pro ka¿dé m ∈ N je posloupnost {b_n mod m}_{n≥0} periodická. Dùkaz. Pro m ∈ N a mocninné øady S, T ∈ Z[[x]] pomocí S ≡ T mod m oznaèíme kongruenci po koe˛cientech, to jest [x^n]S ≡ [x^n]T mod m pro ka¿dé n ∈ N_0. Je oèividné, ¿e z S_1 ≡ T_1 a S_2 ≡ T_2 plyne S_1S_2 ≡ T_1T_2 a S_1 + S_2 ≡ T_1 + T_2. Tak¿e (kongruence jsou v¿dy modulo m) se B(x) rovná ∑ k≥0 x^k (1 − x)(1 − 2x) · · · (1 − kx) ≡ m−1∑ l=0 x^l (1 − x)(1 − 2x) · · · (1 − lx) ∑ r≥0 ( x^m (1 − x)(1 − 2x) · · · (1 − mx) )r

= 1 1 − x^m/Q(x) m−1∑ l=0 1 Q_l(x) , kde Q_l(x) = (1 − x)(1 − 2x) · · · (1 − lx) a Q(x) = (1 − x)(1 − 2x) · · · (1 − mx). Celkovì B(x) ≡ S(x) T (x) , kde S(x), T (x) ∈ Z[x] a T (0) = 1. Existuje tedy posloupnost celých èísel {v_n}_{n≥0} taková, ¿e b_n ≡ v_n a {v_n}_{n≥0} má racionální GF^{S(x)}_{T (x)} . Nechż T (x) = t_kx^k + t_{k−1}x^{k−1} + · · · + 1, t_i ∈ Z. Ze vztahu T (x) ∑ n≥0 v_nx^n = S(x)

plyne pro n > deg S(x) rekurence

v_n + t_1v_{n−1} + · · · + t_kv_{n−k} = 0.

Èísla v_n splòují lineární rekurenci s konstantními koe˛cienty a posloupnost jejich zbytkù modulo m (vlastnì modulo jakékoli èíslo) je nutnì periodická (proè pøesnì?). Díky b_n ≡ v_n toté¿ platí i pro Bellova èísla. 2

Reference

[1] D. André, Solution directe de probl„eme résolu par M. Bertrand, C. R.

Acad. Sci. Paris 105 (1887), 436{437.

[2] L. Comtet, Advanced Combinatorics, D. Reidel, Dordrecht, 1974.

[3] Discrete Mathematics & Theoretical Computer Science,

http://dmtcs.loria.fr/

[4] R. Donaghey and L.W. Shapiro, Motzkin numbers, Journal of Combinatorial Theory A 23 (1977), 291{301.

[5] The Elektronic Journal of Combinatorics,

http://www.combinatorics.org/ejc-wce.html

[6] P. Flajolet, Combinatorial aspects of continued fractions, Discrete Mathematics 32 (1980), 125{161.

[7] I. P. Goulden and D. M. Jackson, Combinatorial Enumeration, John Wiley & Sons, New York, 1983.

[8] R. L. Graham, M. Grötschel, and L. Lovász (eds.), Handbook of Combinatorics, Elsevier, Amsterdam, 1995.

[9] M. Klazar, Twelve countings with rooted plane trees, European Journal of Combinatorics 18 (1997), 195{210.

[10] D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, Volumes 1{3 , Addison-Wesley, Reading, 1997, 1998, 1998. [Poslední vydání.]

[11] J. Levine, Note on the number of pairs of non-intersecting routes, Scripta Mathematica 24 (1959), 335{338.

[12] L. Lovász, Combinatorial Problems and Exercises, North Holland, Amsterdam, 1993. [Poslední vydání.]

[13] Th. Motzkin, Relations between hypersurfaces cross ratios, and a combinatorial formula for partitions of a polygon, for a permanent preponderance and for nonassociative products, Bulletin American Mathematical Society 54 (1948), 352{360.

[14] D. J. Newman, Analytic Number Theory, Springer Verlag, New York, 1998.

[15] G. Pólya, On the number of certain lattice polygons, Journal of Combinatorial Theory 6 (1969), 102{105.

[16] A. Rényi, Teorie pravdìpodobnosti, Academia, Praha, 1972.

[17] D. Rubenstein, Catalan numbers revisited, Journal of Combinatorial Theory A 68 (1994), 486{490.

[18] J. M. Ruiz, The Basic Theory of Power Series, Friedr. Viewegh & Sohn, Braunschweig, 1993.

[19] E. Schröder, Vier combinatorische Probleme, Zeitschrift für Mathematik und Physik 15 (1870), 361{376.

[20] N. J. A. Sloane, A Handbook of Integer Sequences, Academic Press, New York and London, 1973.

[21] R. P. Stanley, Enumerative Combinatorics, Volume 1 , Wadsworth & Brooks/Cole, Monterey CA, 1986.

[22] R. P. Stanley, Enumerative Combinatorics, Volume 2 , Cambridge University Press, Cambridge UK, 1999.

[23] G. Tenenbaum, Introduction to Analytic and Probabilistic Number Theory, Cambridge University Press, Cambridge UK, 1995.

[24] P. Valtr, Probability that n random points are in a convex position, Discrete and Computational Geometry 13 (1995), 637{643.

[25] P. Valtr, Catalan numbers via random planar point sets, 441{443. In: I.

Bárány (ed.), Intuitive Geometry, Bolyai Society Mathematical Studies 6 (1997).

[26] J. H. van Lint and R. M. Wilson, A Course in Combinatorics, Cambridge University Press, Cambridge UK, 1992.

[27] H. Wilf, Generatingfunctionology, Academic Press, San Diego CA, 1994.

[28] W.-J. Woan, L. Shapiro and D. G. Rogers, The Catalan numbers, the Lebesgue integral, and 4^{n−2}, American Mathematical Monthly 104 (1997), 926{931.

[29] W. Yang, Bell numbers and k-trees, Discrete Mathematics 156 (1996), 247{252.