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ANALÝZY, ČÁST 1

• Komplexńı č́ısla. V této a dvou následuj́ıćıch přednáškách po-

stupně dokážeme větu 6 uvedenou ńıže: má-li funkce f : C →
C všude derivaci, je součtem mocninné řady, tj. existuj́ı takové

komplexńı koeficienty a0, a1, . . . , že pro každé z ∈ C se f (z) =∑
n≥0 anz

n. Komplexńı č́ısla

C = {z = a + bi | a, b ∈ R}, i =
√
−1 ,

tvoř́ı normované těleso (C, 0, 1,+, ·, | · · · |) (viz dř́ıve), s normou

|z| = |a + bi| =
√
a2 + b2.

Úloha 1 Dokažte pro komplexńı č́ısla trojúhelńıkovou nerov-

nost, že ∀u, v ∈ C : |u + v| ≤ |u| + |v|.
Je to i metrický prostor (C, d) s metrikou d(z1, z2) = |z1 − z2|,

který je izometrický klasické euklidovské rovině R2 a který je úplný.

Úloha 2 Dokažte, že (C, d) je úplný metrický prostor.

SymbolyU,U0, U1, . . . označ́ıme neprázdné otevřené podmnožiny

C a z je komplexńı proměnná. Připomı́náme značeńı

re(a + bi) := a a im(a + bi) := b

pro reálnou a imaginárńı část č́ısla a+ bi. Pro dané u ∈ C a r > 0

označ́ıme jako

B(u, r) = {z ∈ C | |z − u| < r}
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kouli se středem u a poloměrem r > 0.

• Holomorfńı a analytické funkce. Pro funkci f : U → C a bod

z0 ∈ U je jej́ı derivace f ′(z0) v bodě z0 definovaná stejně jako pro

reálné funkce:

f ′(z0) := lim
z→z0

f (z)− f (z0)

z − z0
∈ C ,

pokud tato limita existuje. Explicitně řečeno, č́ıslo f ′(z0) ∈ C je

derivace funkce f v bodě z0, právě když

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : z ∈ U ∧ 0 < |z − z0| < δ ⇒

⇒
∣∣∣∣f (z)− f (z0)

z − z0
− f ′(z0)

∣∣∣∣ < ε .

Funkce f : U → C je holomorfńı (na U), má-li v každém bodu

z0 ∈ U derivaci. Celá nebo také celistvá funkce f : C → C je

holomorfńı na celé komplexńı rovině C. Komplexńı derivace má

stejné algebraické vlastnosti jako derivace reálná. Nebudeme je tu

znovu dokazovat, d̊ukazy ponecháme jako úlohu.

Tvrzeńı 3 (vlastnosti derivace) f, g : U → C a h : U0 → C
bud’te holomorfńı funkce a α, β ∈ C. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Funkce αf+βg je holomorfńı na U a (αf+βg)′ = αf ′+βg′.

2. Součin fg je holomorfńı na U a (fg)′ = f ′g + fg′.

3. Když g 6= 0 na U , pak je pod́ıl fg holomorfńı na U a (f/g)′ =

(f ′g − fg′)/g2.

4. Když h[U0] ⊂ U , pak je složená funkce f (h) : U0 → C holo-

morfńı na U0 a (f (h))′ = f ′(h) · h′.

2



Úloha 4 Dokažte toto tvrzeńı.

Dále, jako pro reálné funkce, pro n ∈ N na C máme (zn)′ =

nzn−1, derivace konstantńı funkce je nulová funkce a každá ra-

cionálńı funkce je holomorfńı na svém definičńım oboru a jej́ı deri-

vace je táž jako v reálném př́ıpadě (tj. je daná touž formuĺı).

Funkce f : U → C je analytická (na U), pokud pro každý bod

z0 ∈ U existuj́ı taková komplexńı č́ısla a0, a1, . . . , že

z ∈ U ∧B(z0, |z − z0|) ⊂ U ⇒ f (z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n

— analytická funkce je v každém kruhu se středem z0, který je

obsažený v definičńım oboru, vyjádřená mocninnou řadou s kom-

plexńımi koeficienty a středem z0. S MŘami s komplexńımi koefi-

cienty poč́ıtáme úplně stejně jako s reálnými MŘami, jak jsme to

popsali v předminulé přednášce.

Úloha 5 Dokažte, že každá analytická funkce f : U → C je na

U holomorfńı.

• Čtyři odlǐsnosti komplexńı a reálné analýzy. Prvńı odlǐsnost.

Věta 6 (holom. ⇒ anal.) Je-li f : C → C celá funkce, pak

existuj́ı komplexńı koeficienty a0, a1, . . . , že pro každé z ∈ C je

f (z) =

∞∑
n=0

anz
n .

Pro jednoduchost v našich přednáškách dokážeme jen tuto verzi pro

celé funkce, ale plat́ı silněǰśı verze: f je na U holomorfńı⇒ f je na

U analytická. Pro reálné funkce to zdaleka neńı pravda:
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Úloha 7 Funkci f : R → R definujeme pro x ≤ 0 jako 0 a pro

x ≥ 0 jako f (x) = x2. Dokažte, že (i) pro každé x ∈ R existuje

vlastńı derivace f ′(x), ale (ii) neexistuj́ı reálná (ani komplexńı)

č́ısla an, že na okoĺı 0 by bylo f (x) =
∑

n≥0 anx
n. (Návod pro

(ii): uvažte derivováńı MŘ.)

Druhá odlǐsnost. Funkce f : U → C je omezená, když ∃ c >
0 ∀ z ∈ U : |f (z)| < c. Dokážeme i následuj́ıćı větu.

Věta 8 (J. Liouville, 1847) Když je f : C → C celá a ome-

zená funkce, pak je f konstantńı.

To pro reálné funkce také neplat́ı:

Úloha 9 Dokažte, že funkce f (x) := e−x
2
: R → R je pro-

tipř́ıkladem pro reálnou Liouvilleovu větu.

Úloha 10 Odvod’te z Liouvilleovy věty Základńı větu algebry,

která prav́ı, že každý nekonstantńı komplexńı polynom p(z) má

kořen. (Návod: uvažte (celou?) funkci 1/p(z).)

Třet́ı odlǐsnost reálné a komplexńı analýzy se týká spojitosti

derivace.

Důsledek 11 (holom. funkce má ∀ derivace) Každá holo-

morfńı funkce f : U → C má derivace f (n)(z) všech řád̊u n ∈ N.

Speciálně je jej́ı derivace f ′ : U → C spojitá funkce.

Důkaz. Plyne to derivováńım MŘ z faktu, že holomorfńı funkce je

analytická. 2

Úloha 12 Popǐste funkci f : R→ R, která má derivaci f ′ : R→
R, ale nemá druhou derivaci f ′′ : R→ R.
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Úloha 13 Popǐste funkci f : R → R, která má nespojitou de-

rivaci f ′ : R → R. Návod: taková funkce byla uvedena v Mate-

matické analýze 1.

Čtvrtá odlǐsnost reálné a komplexńı analýzy je možná nejv́ıce

překvapuj́ıćı.

Věta 14 (princip maxima modulu) Necht’ f : U → C je ho-

lomorfńı funkce. Pak

∀ z0 ∈ U ∀ δ ∃ z ∈ U : 0 < |z − z0| < δ ∧ |f (z)| ≥ |f (z0)| .

Pro žádnou holomorfńı funkci f tedy funkce |f | nemá ostré lokálńı

maximum, žádná holomorfńı funkce nemá nikde, ani lokálně, graf

svého modulu vydutý nahoru. Tuto větu v přednáškách nedokážeme.

Úloha 15 Ukažte, že funkce f (x) := 1 − x2 vyvraćı princip

maxima modulu pro reálné funkce.

• Úsečky a obdélńıky. Pro d̊ukazy vět 6 a 8 budeme potřebovat

integrál přes úsečku a přes hranici obdélńıka. Proto tyto geometrické

objekty ted’ definujme. Pro dva r̊uzné body a, b ∈ C je úsečka

u = ab ⊂ C (mezi a a b) obraz

u = ab := ϕ[ [0, 1] ] = {ϕ(t) | 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ C

intervalu [0, 1] lineárńı funkćı

ϕ(t) := (b− a)t + a : [0, 1]→ C .

Je orientovaná pořad́ım svých konc̊u, takže ab a ba jsou dvě r̊uzné

úsečky. Má délku |u| = |ab| := |b−a| ≥ 0. Děleńı p úsečky u = ab

je k + 1-tice p = (a0, a1, . . . , ak) ⊂ u, k ∈ N, jej́ıch bod̊u

ai := ϕ(ti), i = 0, 1, . . . , k ,
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které jsou obrazy bod̊u 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1 tvoř́ıćıch děleńı

intervalu [0, 1]. Takže a0 = a, ak = b a body a0, a1, . . . , ak běž́ı na

u od a do b. Norma ‖p‖ děleńı p je

‖p‖ := max
1≤i≤k

|ai−1ai| = max
1≤i≤k

|ai − ai−1| ,

tedy největš́ı délka podúsečky děleńı.

Úloha 16 Dokažte, že pro každé děleńı p = (a0, a1, . . . , ak) úsečky

u = ab je
k∑
i=1

|ai−1ai| = |ab|.

Pro funkci f : u → C a děleńı p = (a0, a1, . . . , ak) úsečky u

definujeme Cauchyovu sumu C(f, p) a jej́ı modifikaci C ′(f, p) jako

C(f, p) :=

k∑
i=1

f (ai) · (ai − ai−1) ∈ C a

C ′(f, p) :=

k∑
i=1

f (ai−1) · (ai − ai−1) ∈ C .

Připomı́naj́ı Riemannovy sumy z definice Riemannova integrálu.

Úloha 17 Dokažte pro Cauchyovu sumu a jej́ı modifikaci od-

hady

|C(f, p)|, |C ′(f, p)| ≤ sup
z∈u
|f (z)| · |u| .

Obdélńık R ⊂ C je množina

R := {z ∈ C | α ≤ re(z) ≤ β ∧ γ ≤ im(z) ≤ δ}
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daná reálnými č́ısly α < β a γ < δ. Jeho strany jsou rovnoběžné

s reálnou a imaginárńı osou. Když β − α = δ − γ, jde o čtverec.

Kanonické vrcholy obdélńıka R jsou (a, b, c, d) ∈ C4, kde

a := α + γi, b := β + γi, c := β + δi a d := α + δi .

Zač́ınaj́ı levým dolńım vrcholem a jdou proti směru hodinových

ručiček. Hranice ∂R obdélńıka R je sjednoceńı úseček

∂R := ab ∪ bc ∪ cd ∪ da .

Vnitřek int(R) obdélńıka R je

int(R) := R \ ∂R .

Obvod obv(R) obdélńıka R je součet délek jeho stran,

obv(R) := |ab| + |bc| + |cd| + |da| .

• Integrály. Necht’ f : u, ∂R→ C je spojitá funkce definovaná na

úsečce u nebo na hranici obdélńıka R. Definujeme∫
u

f := lim
n→∞

C(f, pn) ∈ C

a ∫
∂R

f :=

∫
ab

f +

∫
bc

f +

∫
cd

f +

∫
da

f ,

kde (pn) je libovolná posloupnost děleńı pn úsečky u, která splňuje

lim ‖pn‖ = 0, a (a, b, c, d) jsou kanonické vrcholy obdélńıka R.

Hodnota
∫
u f je integrál funkce f přes úsečku u a

∫
∂R f je integrál

funkce f přes hranici obdélńıka R. Dokážeme korektnost těchto

definic a základńı vlastnosti těchto integrál̊u.
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Věta 18 (o integrálech) Necht’ u = ab, R a funkce f, g jsou

jako v hořeǰśıch definićıch. Limita definuj́ıćı
∫
u f vždy existuje

a nezáviśı na posloupnosti (pn). Tedy i
∫
∂R f je vždy dobře de-

finovaný. Oba integrály maj́ı následuj́ıćı vlastnosti.

1. Pro každé α, β ∈ C je
∫
u(αf + βg) = α

∫
u f + β

∫
u g a totéž

plat́ı pro
∫
∂R.

2. Plat́ı ML odhady∣∣∣∣ ∫
u

f

∣∣∣∣ ≤ max
z∈u
|f (z)| · |u| a

∣∣∣∣ ∫
∂R

f

∣∣∣∣ ≤ max
z∈∂R
|f (z)| · obv(R)

(viz též úloha 19).

3. Pro každý vnitřńı bod c úsečky u = ab, to jest c ∈ ab a c 6=
a, b, je

∫
ab f =

∫
ac f +

∫
cb f . Též

∫
ba f = −

∫
ab f .

Důkaz. Necht’ f : u → C je spojitá funkce. Podle úlohy 20 stač́ı

dokázat, že ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, že pro každá dvě děleńı p a q úsečky

u s ‖p‖, ‖q‖ < δ je

|C(f, p)− C(f, q)| < ε .

Ukážeme, že tato Cauchyova podmı́nka pro děleńı p a q je splněna

d́ıky stejnoměrné spojitosti funkce f . Ta vyplývá ze spojitosti f

a z kompaktnosti úsečky u (úloha 21). Pro d̊ukaz uvedené podmı́nky

tak nejprve pro dané ε > 0 vezmeme δ > 0, že

x, y ∈ u ∧ |x− y| < δ ⇒ |f (x)− f (y)| < ε

|u|
.

Necht’ p = (a0, a1, . . . , ak) a q = (b0, b1, . . . , bl) jsou dvě děleńı

úsečky u s ‖p‖, ‖q‖ < δ, kde nav́ıc předpokládáme, že p zjemňuje
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q, to jest že q ⊂ p, tud́ıž bj = aij , j = 0, 1, . . . , l, pro nějaké indexy

0 = i0 < i1 < · · · < il = k. Pak

C(f, p)
(1)
=

l∑
j=1

C(f, pj) ,

kde pj := (aij−1, aij−1+1, . . . , aij) je děleńı úsečky uj := aij−1aij =

bj−1bj, a

C(f, q)
(2)
=

l∑
j=1

C(gj, pj) ,

kde gj : uj → C označuje funkci, která má na uj konstantńı hod-

notu f (bj) (= f (aij)). Pak

|C(f, q)− C(f, p)|
rovnice (1) a (2), ∆-ová ner.

≤
l∑

j=1

|C(gj, pj)− C(f, pj)|

def. pj a gj
≤

l∑
j=1

∣∣∣∣
aij∑

m=aij−1+1

(f (aij)− f (am)) · (am − am−1)

∣∣∣∣
∆-ová ner., δ a am

<

l∑
j=1

aij∑
m=aij−1+1

ε

|u|
· |am − am−1|

úloha 16
=

l∑
j=1

ε

|u|
· |bj − bj−1|

úloha 16
=

ε

|u|
· |u| = ε .

Pro dvě obecná děleńı použijeme trik se společným zjemněńım.

Pro dané ε > 0 vezmeme δ > 0, jehož existenci jsme dokázali

v předchoźım odstavci, že pro každá dvě děleńı p′ a q′ úsečky u,

9



že ‖p′‖, ‖q′‖ < δ a jedno z nich zjemňuje druhé, je |C(f, p′) −
C(f, q′)| < ε

2. Jsou-li nyńı p a q dvě libovolná děleńı úsečky u

s ‖p‖, ‖q‖ < δ, vezmeme jejich společné zjemněńı, děleńı r = p∪q.
To zjemňuje p i q a splňuje ‖r‖ < δ. Podle definice δ máme kýženou

nerovnost

|C(f, p)− C(f, q)| ≤ |C(f, p)− C(f, r)| +
+ |C(f, r)− C(f, q)| < ε

2
+
ε

2
= ε .

T́ım je dokázána existence integrál̊u
∫
u f a

∫
∂R f .

Důkazy část́ı 1–3 limitńım přechodem n → ∞ jsou snadné.

Část 1 plyne z linearity sum C(·, pn) v prvńı proměnné. Prvńı ML

odhad plyne z odhadu Cauchyových sum v úloze 17 a druhý plyne z

prvńıho. Prvńı identita v části 3 plyne z aditivity Cauchyovy sumy

v druhé proměnné: C(f, p) = C(f, q) + C(f, r), když q a r jsou

děleńı úseček ac a cb a p = qr je spojené děleńı úsečky ab (pa-

trně ‖p‖ = max(‖q‖, ‖r‖)). Druhá identita plyne jednak z faktu,

že ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, že pro každé děleńı p úsečky u s ‖p‖ < δ je

|C(f, p)−C ′(f, p)| < ε (d̊usledek stejnoměrné spojitosti funkce f ),

jednak z toho, že pro každé děleńı p = (a0, a1, . . . , ak) úsečky ba se

C(f, p) =

k∑
i=1

f (ai)(ai − ai−1) = −
k∑
i=1

f (ai)(ai−1 − ai)

= −C ′(f, p′) ,

kde p′ = (a′0, a
′
1, . . . , a

′
k) := (ak, ak−1, . . . , a0) je děleńı úsečky ab

vzniklé z p obráceńım úsečky ba. Samozřejmě ‖p‖ = ‖p′‖. 2

Úloha 19 Proč existuj́ı maxima v druhé části předešlé věty?
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Úloha 20 Ukažte, že když plat́ı Cauchyova podmı́nka pro Cau-

chyovy sumy odpov́ıdaj́ıćı děleńım p a q, pak existuje vlastńı

limita definuj́ıćı
∫
u f a nezáviśı na posloupnosti (pn).

Úloha 21 Necht’ A ⊂ M je kompaktńı množina v metrickém

prostoru (M,d) a f : A → N je spojitá funkce do metrického

prostoru (N, e). Dokažte, že pak f je stejnoměrně spojitá, to

jest

∀ ε ∃ δ : a, b ∈ A ∧ d(a, b) < δ ⇒ e(f (a), f (b)) < ε .

DĚKUJI ZA POZORNOST!

Úlohy za dom. cv. jsou: 2, 7, 10, 16 a 21. Deadline je (do konce dne)

3. 5. 2022.
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