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• Stejnoměrná a bodová konvergence. Necht’M ⊂ R je neprázdná

množina a f : M → R a fn : M → R, n = 1, 2, . . . , jsou na ńı de-

finované funkce. Řekneme, že fn konverguj́ı (na M) stejnoměrně

k f , symbolicky

fn ⇒ f (na M) ,

když (ε > 0)

∀ ε ∃n0 = n0(ε) ∀x ∈M : n ≥ n0 ⇒ |fn(x)− f (x)| < ε .

Pokud

∀ ε ∀x ∈M ∃n0 = n0(ε, x) : n ≥ n0 ⇒ |fn(x)− f (x)| < ε ,

řekneme, že fn konverguj́ı (na M) k f bodově, symbolicky

fn → f (na M) .

Jinými slovy, ∀x ∈ M : lim fn(x) = f (x). Stejnoměrná konver-

gence implikuje bodovou, ale ne naopak.

Pro funkci f : M → R definujeme jej́ı supremovou normu ‖f‖∞
jako

‖f‖∞ := sup({|f (x)| | x ∈M}) ∈ [0, +∞) ∪ {+∞} ,

s hodnotou +∞ pro shora neomezenou množinu { . . . }. Následuj́ıćı

tvrzeńı je jasné.
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Tvrzeńı 1 (kritérium ⇒) Necht’ M , f a fn jsou jako výše.

Pak

fn ⇒ f (na M) ⇐⇒ lim
n→∞
‖f − fn‖∞ = 0 .

Úloha 2 Dokažte, že bodová konvergence na konečné množině

M je vždy stejnoměrná.

Úloha 3 Necht’ M = N a fn(x) := x
n. Nalezněte limitńı funkci

f a rozhodněte, zda k ńı funkce fn konverguj́ı stejnoměrně.

Úloha 4 Necht’ M = [0, 1] a fn(x) := xn. Nalezněte limitńı

funkci f a rozhodněte, zda k ńı funkce fn konverguj́ı stejnoměrně.

Úloha 5 Necht’ M = R a fn(x) := sin(nx)
n . Nalezněte limitńı

funkci f a rozhodněte, zda k ńı funkce fn konverguj́ı stejnoměrně.

M , f a fn bud’te jako výše. Lokálně stejnoměrná konvergence

fn k f (na M), symbolicky fn
loc

⇒ f (na M), znamená, že

∀ a ∈M ∃ δ > 0 : fn ⇒ f (na M ∩ (a− δ, a + δ)) .

Věta 6 (
loc

⇒ zachovává spojitost) Necht’ M ⊂ R, f : M →
R, fn : M → R pro n ∈ N, každá funkce fn je spojitá a

fn
loc

⇒ f (na M) .

Pak i f je spojitá.

Důkaz. Necht’ a ∈ M a bud’ dáno ε > 0. Vezmeme δ > 0, že fn
konverguj́ı k f na N := M ∩ (a− δ, a+ δ) stejnoměrně. Vezmeme

n0, že n ≥ n0 ∧ x ∈ N ⇒ |f (x)− fn(x)| < ε
3. Vezmeme libovolné

n1 ≥ n0 a pak, d́ıky spojitosti fn1, takové δ0 ∈ (0, δ), že

x ∈M ∩ (a− δ0, a + δ0) (⊂ N)⇒ |fn1(a)− fn1(x)| < ε/3 .
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Pak pro každé x ∈M ∩ (a− δ0, a + δ0) (⊂ N) máme, že

|f (a)− f (x)| ≤
≤ |f (a)− fn1(a)| + |fn1(a)− fn1(x)| + |fn1(x)− f (x)|
< ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε

— funkce f je spojitá v bodě a. 2

Snadno se vid́ı, třeba podle úlohy 4, že pouze bodová limita spo-

jitých funkćı může být nespojitá.

Úloha 7 Dokažte, že na kompaktńı množině M ⊂ R je lokálně

stejnoměrná konvergence ekvivalentńı stejnoměrné.

Úloha 8 Pro M = R uved’te př́ıklad funkćı f, fn : M → R, že

na M máme fn
loc

⇒ f , ale nikoli fn ⇒ f .

Pro M ⊂ R, f : M → R, fn : M → R a sn = sn(x) :=∑n
j=1 fj(x) ṕı̌seme (a ř́ıkáme), že na M

∞∑
n=1

fn ⇒ f, resp.

∞∑
n=1

fn
loc

⇒ f, resp.

∞∑
n=1

fn → f ,

pokud na M

sn ⇒ f, resp. sn
loc

⇒ f, resp. sn → f .

Tvrzeńı 9 (Weierstrass̊uv test) Necht’ M ⊂ R je neprázdná

množina, f : M → R, fn : M → R a
∑
fn → f (na M). Pak

∞∑
n=1

fn ⇒ f (na M), pokud
∞∑
n=1

Fn :=

∞∑
n=1

‖fn‖∞ < +∞ .
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Důkaz. Necht’
∑∞

n=1 ‖fn‖∞ < +∞. Nejdř́ıv ukážeme, že částečné

součty (sn(x)) řady
∑
fn(x) jsou na M stejnoměrně Cauchyovy.

Bud’ dáno ε. Protože částečně součty řady
∑
Fn jsou Cauchyovy,

existuje n0, že n ≥ m ≥ n0 ⇒ Fm+1 + · · · + Fn < ε. Tedy

x ∈M ∧ n ≥ m ≥ n0 ⇒ |sn(x)− sm(x)| =
∣∣∣∣ ∑
m<j≤n

fj(x)

∣∣∣∣
≤
∑

m<j≤n
|fj(x)| ≤

∑
m<j≤n

Fj < ε.

Pro dané ε nyńı vezmeme index n0 zabezpečuj́ıćı stejnoměrnou

Cauchyovost pro ε
2. Pak pro dané x ∈M vezmeme index n(x) ≥ n0,

že |f (x)− sn(x)(x)| < ε
2, a pro každé n ≥ n0 je

|f (x)− sn(x)| ≤ |f (x)− sn(x)(x)| + |sn(x)(x)− sn(x)|
< ε/2 + ε/2 = ε .

Tedy
∑
fn ⇒ f na M . 2

• Mocninné řady. Mocninná řada se středem a ∈ R a koefici-

enty an ∈ R (a proměnnou x ∈ R) je funkčńı řada
∞∑
n=0

an(x− a)n .

Pro jednoduchost budeme pracovat jen s mocninnými řadami se

středy v nule, takže a = 0. Poloměr konvergence RMŘ
∑∞

n=0 anx
n

je nezáporné reálné č́ıslo nebo +∞:

R :=
1

lim sup |an|1/n
∈ [0, +∞) ∪ {+∞} ,

kde 1
0 := +∞ a 1

+∞ := 0. S těmito konvencemi plat́ı i ekvivalentńı

vztah lim sup |an|1/n = 1
R .
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Úloha 10 Určete poloměry konvergence MŘ:

∞∑
n=1

xn

n
,

∞∑
n=1

xn

n!
a

∞∑
n=1

n!xn .

Úloha 11 Dokažte, že MŘ a jej́ı formálńı derivace

∞∑
n=0

anx
n a

∞∑
n=1

nanx
n−1

maj́ı stejné poloměry konvergence.

Věta 12 (o konvergenćıch MŘ) Necht’

F (x) :=

∞∑
n=0

anx
n

je MŘ s poloměrem konvergence R. Pak pro každé reálné x

s |x| < R řada F (x) absolutně konverguje a pro |x| > R diver-

guje. Když R > 0, pak na intervalu (−R,R) řada F (x) konver-

guje lokálně stejnoměrně ke svému (bodovému) součtu.

Důkaz. Necht’ 0 < R < +∞ a x ∈ R s |x| < R. Vezmeme c a d,

0 < c < 1 < d, že d|x|/R < c < 1, a vezmeme n0, že pro každé

n ≥ n0 je |an|1/n < d/R. Pak pro každé n ≥ n0 je

|anxn| = (|an|1/n|x|)n < (d|x|/R)n < cn

a řada
∑

n≥0 anx
n absolutně konverguje porovnáńım s geometrickou

řadou
∑

n≥0 c
n. Když R = 0, tak reálné x s |x| < R neexistuje,

a když R = +∞, tak lim |an|1/n = 0 a podle předchoźıho odhadu

máme absolutńı konvergenci řady
∑

n≥0 anx
n pro každé x ∈ R.
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Necht’ 0 < R < +∞ a x ∈ R splňuje, že |x|/R > 1. Pak

lim sup |anxn|1/n = |x| lim sup |an|1/n =
|x|
R

> 1 .

Tedy |anxn| > 1 pro nekonečně mnoho n a neńı splněna nutná

podmı́nka konvergence řady
∑

n≥0 anx
n (tj., že anx

n → 0). Když

R = +∞, tak reálné x s |x| > R neexistuje, a když R = 0, tak

lim sup |an|1/n = +∞ a |anxn| > 1 pro nekonečně mnoho n pro

každé x 6= 0.

Necht’ S ∈ R splňuje 0 < S < R. Pomoćı Weierstrassova testu

dokážeme, že řada
∑

n≥0 anx
n na intervalu [−S, S] stejnoměrně

konverguje ke svému součtu. Skutečně, pro nějaké c ∈ (0, 1) je

|an|1/nS < c < 1 pro každé n ≥ n0. S M := [−S, S] tak je
∞∑
n=1

‖anxn‖∞ ≤
∞∑
n=1

(|an|1/nS)n < +∞ .

2

I s pomoćı výsledk̊u o AK řadách v minulé přednášce je tak

možné zd̊uvodnit následuj́ıćı kalkul MŘ, d̊ukaz z časových d̊uvod̊u

přeskoč́ıme.

Věta 13 (poč́ıtáńı s MŘ) Necht’

A(x) :=
∑
n≥0

anx
n a B(x) :=

∑
n≥0

bnx
n

jsou MŘy konverguj́ıćı na nějakém intervalu I := (−a, a), kde

a > 0. Stejně označ́ıme i odpov́ıdaj́ıćı funkce:

A, B : I → R .

Pro jejich (formálńı) součet, součin, pod́ıl a derivaci plat́ı následuj́ıćı.
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1. MŘ (formálńı součet)

C(x) :=
∑
n≥0

(an + bn)xn

konverguje na I a pro každé x ∈ I je C(x) = A(x) + B(x).

2. MŘ (formálńı součin)

C(x) :=
∑
n≥0

( n∑
k=0

akbn−k

)
xn

konverguje na I a pro každé x ∈ I je C(x) = A(x) ·B(x).

3. Necht’ b0 6= 0 a dn := −bn/b0. Pak existuje b > 0, že MŘ

(formálńı pod́ıl)

C(x) =

∞∑
n=0

cnx
n =

A(x)

B(x)

:=
1

b0

∞∑
n=0

anx
n
∞∑
n=0

(d1x + d2x
2 + . . . )n

konverguje na intervalu J := (−b, b) a pro každé x ∈ J je

C(x) = A(x)
B(x).

4. MŘ (formálńı derivace)

C(x) :=

∞∑
n=1

nanx
n−1

konverguje na I a pro každé x ∈ I je C(x) = A′(x).

V části 3 je použita formálńı geometrická řada:

1

1− (d1x + d2x2 + . . . )
=

∞∑
n=0

(d1x + d2x
2 + . . . )n .
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Úloha 14 Nalezněte koeficienty a0, a1, a2 a a3 v pod́ılu

1− x + 2x2 + x4 + . . .

2− 2x + 4x2 − 6x3 + . . .
= a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + . . .

Úloha 15 Nalezněte koeficienty a0, a1, a2 a a3 v součinu

(1− 5x− 2x2 + 3x3 + . . . )(2− x− x2 − x3 + . . . )

= a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + . . .

• Abelova věta. Nejprve dokážeme jednu užitečnou nerovnost.

Tvrzeńı 16 (Abelova nerovnost) Pro i = 1, 2, . . . , n necht’

ai ∈ C, bi ∈ R s b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn ≥ 0, Ai := a1 + a2 + · · ·+ ai
a A := max(|A1|, |A2|, . . . , |An|). Potom∣∣∣∣ n∑

i=1

aibi

∣∣∣∣ ≤ A · b1 .

Důkaz. Polož́ıme A0 = bn+1 := 0 a máme, že∣∣∣∣ n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ n∑
i=1

(Ai − Ai−1)bi

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ n∑
i=0

Ai(bi − bi+1)

∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

|Ai|(bi − bi+1) ≤ A

n∑
i=1

(bi − bi+1)

= A · b1 .

2

Věta 17 (Abelova věta) Necht’

A(x) :=

∞∑
n=0

anx
n
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je MŘ s poloměrem konvergence R ∈ (0,+∞) a definuj́ıćı funkci

A : (−R,R)→ R. Když řada
∑

n≥0 anR
n konverguje a má součet

S :=
∑
n≥0

anR
n ,

pak je limita zleva v R funkce A(x) rovna S:

lim
x→R−

A(x) = lim
x→R−

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n = S .

Důkaz. Bez újmy na obecnosti (úloha 18) lze vźıt R = 1. Pro

každé x ∈ (0, 1) a každé n ∈ N pak máme podle Abelovy nerovnosti

odhad∣∣∣∣S − ∞∑
j=0

ajx
j

∣∣∣∣
≤

zn︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣S − n∑
j=0

aj

∣∣∣∣+∣∣∣∣ n∑
j=0

aj −
n∑
j=0

ajx
j

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ n∑
j=0

ajx
j −

∞∑
j=0

ajx
j

∣∣∣∣
= zn +

∣∣∣∣ n∑
j=1

aj

bj︷ ︸︸ ︷
(1− xj)

∣∣∣∣ + lim
m→∞

∣∣∣∣ m∑
j=n+1

aj

bj︷︸︸︷
xj
∣∣∣∣

≤ zn + A(n) · (1− xn) + B(n) · xn+1

< zn + A(n) · (1− xn) + B(n) ,

kde A(n) := max(|A1|, |A2|, . . . , |An|), Ai =
∑i

j=1 aj, a B(n) > 0

je jakékoli č́ıslo, pro něž je |
∑m

j=n+1 aj| < B(n) pro každé m.

Protože
∑

j aj konverguje k S, můžeme posloupnost č́ısel B(n)

vźıt tak, že lim B(n) = 0. Z téhož d̊uvodu existuje A > 0, že
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A(n) < A pro každé n. Rovněž lim zn = 0. Bud’ nyńı dáno ε.

Vezmeme tak velké n, že B(n) < ε/3 a zn < ε/3, a pak vezmeme

tak malé δ > 0, že A · (1 − (1 − δ)n) < ε/3. Pak pro každé

x ∈ (1− δ, 1) je∣∣∣∣S − ∞∑
j=0

ajx
j

∣∣∣∣ < zn + A · (1− (1− δ)n) + B(n)

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

a tedy limx→1

∑∞
j=0 ajx

j = S. 2

Úloha 18 Proč m̊užeme v d̊ukazu položit R = 1?

Úloha 19 Odvod’te s pomoćı Abelovy věty, že

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · = log 2 .

(Návod: Taylor̊uv rozvoj funkce log(1 + x).)

DĚKUJI ZA POZORNOST!

Úlohy za dom. cv. jsou: 4, 5, 10, 14 a 19. Deadline je (do konce dne)

12. 4. 2022.
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