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• n-té komplexńı odmocniny. Nejprve si uvědomı́me, že při hledáńı

n-tých odmocnin z komplexńıch č́ısel se stač́ı omezit na liché n a na

č́ısla s modulem 1, tedy lež́ıćı na komplexńı jednotkové kružnici S.

Úloha 1. Dokažte pomoćı posledńıch dvou úloh uvedených v mi-

nulé přednášce, že když pro každé u ∈ S a každé liché n ∈ N
existuje v ∈ S, že vn = u, pak plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2 (n-té odmocniny v C). Komplexńı č́ısla obsahuj́ı

všechny n-té odmocniny, tedy

∀u ∈ C ∀n ∈ N ∃ v ∈ C : vn = u .

Důkaz. Podle předchoźı úlohy předpokládáme, že u ∈ S a že

n ∈ N je liché. Potřebujeme dokázat, že zobrazeńı

f (z) = zn : S → S ,

které je zřejmě spojité, je na. Pro spor předpokládejme, že existuje

č́ıslo

w ∈ S \ f [S] ,

to jest w nemá n-tou odmocninu. Vzhledem k lichosti n i −w ∈
S \ f [S], protože vždy f (−z) = −f (z). Body w a −w vedeme

př́ımku ` ⊂ C. Pak máme rozklad

C = A ∪ ` ∪B ,
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kdeA aB jsou otevřené poloroviny určené př́ımkou `. Podle úlohy 3

ńıže to jsou disjunktńı otevřené množiny. Podle úlohy 4 ńıže máme:

(A ∪ B) ∩ S = S \ {w,−w}, {1,−1} ⊂ f [S] ∩ (A ∪ B) a |A ∩
{1,−1}| = 1. Množiny A a B tedy trhaj́ı množinu f [S] a ta je

nesouvislá. To je ale spor s větou 21 v minulé přednášce, protože

f [S] je obraz souvislé množiny S (jej́ı souvislost jsme zd̊uvodnili

minule) spojitou funkćı f a je tedy souvislá. 2

Úloha 3. Dokažte, že pro každou př́ımku ` ⊂ C je C \ ` sjed-

noceńı dvou disjunktńıch otevřených množin.

Úloha 4. Necht’ ` ⊂ C je př́ımka jdoućı počátkem, ` ∩ S =

{w,−w} a A a B jsou j́ı určené otevřené poloroviny. Dokažte,

že (A∪B)∩S = S\{w,−w} a že pro každý bod u ∈ S\{w,−w}
lež́ı body u a −u v r̊uzných polorovinách A a B.

Přejdeme k druhému kroku d̊ukazu ZVAlg: pomoćı kompaktńıch

podmnožin v C ZVAlg odvod́ıme z existence n-tých odmocnin.

Připomı́náme, že komplexńı č́ısla C jsou MPem (C, |u− v|), který

je izometrický Euklidovskému prostoru (R2, e2).

Úloha 5. Dokažte, že pro každá reálná č́ısla α ≤ α′ a β ≤ β′

je obdélńık

R := {a + bi | α ≤ a ≤ α′ ∧ β ≤ b ≤ β′}

kompaktńı množina

Tvrzeńı 6 (redukce na n-té odmocniny). Když C obsahuje

všechny n-té odmocniny, pak plat́ı Zvalg a každý nekonstantńı

komplexńı polynom má kořen.
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Důkaz. Necht’

p(z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · · + anz

n

je nekonstantńı komplexńı polynom, tedy n ∈ N, aj ∈ C a an 6= 0.

Funkce

f (z) := |p(z)| : C→ [0, +∞) ⊂ C
je patrně spojitá. Dokážeme, že f (u) = 0 pro nějaké u ∈ C. Pak

i p(u) = 0 a u je kořen polynomu p(z).

Nejprve dokážeme, že f nabývá na svém definičńım oboru C
nejmenš́ı hodnotu f (u), a pak, že nutně f (u) = 0. Necht’ reálné

č́ıslo K > 0 je tak velké, že

Kn|an|
2

> |a0| a

n−1∑
j=0

|aj|Kj−n <
|an|

2
.

Potom pro z ∈ C máme odhad, že

|z| > K ⇒ f (z) = |p(z)| ≥ |z|n
(
|an| −

n−1∑
j=0

|aj| · |z|j−n
)

> |a0| = |p(0)| = f (0) .

Definujeme obdélńık

R := {a + bi | −K ≤ a, b ≤ K} ⊂ C .

Patrně z ∈ C \ R ⇒ |z| > K. Podle věty 15 ve druhé přednášce

(princip maxima) a úlohy 5 existuje u ∈ R, že f (u) ≤ f (v) pro

každé v ∈ R. Protože ale 0 ∈ R, je f (u) ≤ f (0) a podle hořeǰśıho

odhadu máme vlastně, že

∀ v ∈ C : f (u) ≤ f (v)
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a f tak v u nabývá nejmenš́ı hodnotu na svém celém definičńım

oboru C.

Dokážeme, že f (u) = 0. Za t́ım účelem vyjádř́ıme polynom p(z)

podle úlohy 7 ve tvaru

p(z) =

n∑
j=0

bj(z − u)j ,

kde bj ∈ C a bn = an. V tomto vyjádřeńı tedy f (u) = |p(u)| = |b0|.
Pro spor předpokládáme, že f (u) = |b0| > 0. Nalezneme prvńı

nenulový nekonstantńı koeficient v polynomu p(z) a naṕı̌seme p(z)

jako

p(z) = b0 + bk(z − u)k + bk+1(z − u)k+1 + · · · + bn(z − u)n︸ ︷︷ ︸
q(z)

,

kde q ∈ C[z], k ∈ N, b0 6= 0 a bk 6= 0. Použijeme předpoklad o

n-tých odmocninách a vezmeme α ∈ C, že

αk = −b0

bk
.

Je jasné, že pro z → u je q(z) = o((z − u)k), tedy že

lim
z→u

q(z)(z − u)−k = 0 .

Můžeme tedy vźıt takové reálné δ ∈ (0, 1), že pro

v := u + δα

je

|q(v)| < δk · |b0|
2
.
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Pak dostáváme spor, že f (v) < f (u):

f (v) = |p(v)| = |b0 + bkα
kδk + q(v)|

def. α
= |b0(1− δk) + q(v)|

∆-ová ner. a mult. | · |
≤ |b0|(1− δk) + |q(v)|

|q(v)| < . . .
< |b0|(1− δk/2)

δ ∈ (0, 1)
< |b0| = f (u) .

Tedy f (u) = 0 a p(u) = 0. 2

Úloha 7. Dokažte, že pro každé n ∈ N0 a každá komplexńı č́ısla

a0, a1, . . . , an a u existuj́ı taková komplexńı č́ısla b0, b1, . . . , bn, že

bn = an a plat́ı rovnost polynom̊u
n∑
j=0

ajz
j =

n∑
j=0

bj(z − u)j .

• Úplné množiny a úplné MPy. MP (M,d) je úplný, je-li každá

Cauchyova posloupnost (an) ⊂ M konvergentńı. Cauchyova po-

sloupnost (an) splňuje, že

∀ ε ∃n0 : m, n ≥ n0 ⇒ d(am, an) < ε .

Množina X ⊂M je úplná, je-li podprostor (X, d) úplný.

Úloha 8. Necht’ (M,d) je MP a X ⊂ Y ⊂ M . Dokažte, že

množina X je úplná v MPu (Y, d), právě když je úplná v MPu

(M,d).

Úloha 9. Dokažte, že kartézský součin

(M ×N, d× e)
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úplných MP̊u (M,d) a (N, e) je úplný MP.

Základńım př́ıkladem úplného MPu je Euklidovský prostor

(R, e1) = (R, |x− y|) ,

který je úplný d́ıky tomu, že posloupnost (an) ⊂ R je konvergentńı,

právě když je Cauchyova. Podle úlohy 9 jsou všechny Euklidovské

prostory (Rn, en), n ∈ N, úplné. Mnoho úplných MPů sestroj́ıme

pomoćı následuj́ıćıho jednoduchého výsledku.

Tvrzeńı 10 (úplnost uz. podprostoru). V každém úplném

MPu (M,d) je každá uzavřená množina X ⊂M úplná.

Důkaz. Necht’ (an) ⊂ X je Cauchyova posloupnost v uzavřené

množině X ⊂ M v úplném MPu (M,d). Tedy existuje a :=

lim an ∈ M . Protože X je uzavřená množina, je a ∈ X (uzavřené

množiny jsou uzavřené i na limity). Takže množina X je úplná. 2

Úloha 11. Necht’ X ⊂M je kompaktńı množina v MPu (M,d).

Dokažte, že X je úplná.

Úloha 12. Uved’te př́ıklad úplné a nekompaktńı množiny X ⊂
R v Euklidovském MPu (R, e1).

Úloha 13. Rozhodněte, zda v MPu (M,d) plat́ı následuj́ıćı im-

plikace

1. X ⊂M je úplná množina ⇒ X je uzavřená.

2. X ⊂ M a Y ⊂ M jsou úplné množiny ⇒ X ∪ Y je úplná

množina.
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3. X ⊂ M a Y ⊂ M jsou úplné množiny ⇒ X ∩ Y je úplná

množina.

4. X ⊂M je úplná množina ⇒ X je omezená.

5. X ⊂M je konečná ⇒ X je úplná.

• Baireova věta. Hlavńım výsledkem o úplných MPech je, vedle

úplnosti konkrétńıch MPů, Baireova věta: úplný MP neńı spočetným

sjednoceńım ř́ıdkých množin. Množina X ⊂ M v MPu (M,d) je

ř́ıdká (v M), pokud

∀ a ∈M ∀ r > 0 ∃ b ∈M ∃ s > 0 :

B(b, s) ⊂ B(a, r) ∧B(b, s) ∩X = ∅ .

Každá koule v MPu (M,d) tedy obsahuje podkouli disjunktńı s X .

Podobně množina X ⊂M v MPu (M,d) je hustá (v M), pokud

∀ a ∈M ∀ r > 0 : B(a, r) ∩X 6= ∅ .

Každá koule v MPu (M,d) tedy obsahuje prvek množiny X .

Úloha 14. Necht’ (M,d) je MP a X ⊂ M je podmnožina.

Dokažte ekvivalenci:

X je hustá ⇐⇒ ∀ a ∈M ∃ (an) ⊂ X : lim an = a .

Tvrzeńı 15 (hustota a spojitost). (M,d), (N, e) jsou MPy,

X ⊂M je hustá v M a

f, g : M → N

jsou spojitá zobrazeńı s f |X = g |X (zúžeńı obou zobrazeńı na

množinu X se shoduj́ı). Pak f = g.
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Důkaz. Necht’ a ∈M je libovolný bod. Protože X je hustá, podle

předešlé úlohy existuje taková posloupnost (an) ⊂ X , že lim an =

a. Pomoćı Heineho definice spojitosti funkce a předpokladu o f a g

máme, že

f (a) = lim f (an) = lim g(an) = g(a).

Tedy f = g. 2

Úloha 16. Dokažte, že konečné sjednoceńı ř́ıdkých množin je

ř́ıdká množina. Ukažte na př́ıkladu, že to obecně neplat́ı pro

spočetná sjednoceńı.

Úloha 17. Dokažte, že pr̊unik dvou hustých množin, z nichž

jedna je otevřená, je hustá množina. Ukažte na př́ıkladu, že to

obecně neplat́ı, vynecháme-li předpoklad otevřenosti.

Pro a ∈ M a reálné r > 0 uzavřenou kouĺı B(a, r) v MPu

(M,d) rozumı́me množinu

B(a, r) := {x ∈M | d(a, x) ≤ r} .

Úloha 18. Každá uzavřená koule B(a, r) je uzavřená množina

a že pro každé a ∈M a kladné r, s ∈ R s r < s je

B(a, r) ⊂ B(a, s) .

Věta 19 (Baireova). Necht’ (M,d) je úplný MP a

M =

∞⋃
n=1

Xn .

Pak některá množina Xn neńı ř́ıdká. Jinak řečeno, žádný úplný

metrický prostor neńı spočetným sjednoceńım ř́ıdkých množin.
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Důkaz. Pro spor předpokládáme, že všechny množiny Xn jsou

ř́ıdké. Sestroj́ıme posloupnost (Bn) do sebe vnořených uzavřených

kouĺı, jejichž středy konverguj́ı k bodu a ∈ M lež́ıćımu mimo

všechny Xn, což je pochopitelně spor.

Necht’ B(b, 1) ⊂ M je libovolná koule. Protože X1 je ř́ıdká

množina, existuje a1 ∈ M a s1 > 0, že B(a1, s1) ⊂ B(b, 1)

a B(a1, s1) ∩X1 = ∅. Polož́ıme

B(a1, r1) := B(a1, min(s1/2, 1/2)) .

Pak B(a1, r1) ⊂ B(a1, s1), tedy B(a1, r1) ∩X1 = ∅, a r1 ≤ 1/2.

Necht’ jsou už definované takové uzavřené koule

B(a1, r1) ⊃ B(a2, r2) ⊃ · · · ⊃ B(an, rn) ,

že pro i = 1, 2, . . . , n je B(ai, ri)∩Xi = ∅ a ri ≤ 2−i. Protože Xn+1

je ř́ıdká množina, existuje an+1 ∈M a sn+1 > 0, žeB(an+1, sn+1) ⊂
B(an, rn) a B(an+1, sn+1) ∩Xn+1 = ∅. Polož́ıme

B(an+1, rn+1) := B(an+1, min(sn+1/2, 2−n−1)) .

Pak

B(an+1, rn+1) ⊂ B(an, rn) ∩B(an+1, sn+1) ,

tedy i B(an+1, sn+1) ∩Xn+1 = ∅, a rn+1 ≤ 2−n−1.

Posloupnost (an) ⊂ M střed̊u výše definovaných uzavřených

kouĺı je Cauchyova, protože

m ≥ n⇒ B(am, rm) ⊂ B(an, rn) a tedy d(am, an) ≤ rn ≤
1

2n
.

Použijeme úplnost MPu (M,d) a vezmeme limitu

a := lim an ∈M .
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Protože m ≥ n ⇒ am ∈ B(an, rn) a podle úlohy 18 je každá

B(an, rn) uzavřená množina, lež́ı limita a v každé uzavřené kouli

B(an, rn) a tedy v žádné z množin Xn, což je spor. 2

Baireova věta má řadu aplikaćı, z nichž si ted’ uvedeme jen jednu.

Bod a ∈M v MPu (M,d) je izolovaný, pokud

∃ r > 0 : B(a, r) = {a} .

Úloha 20. Dokažte, že v MPu (M,d) plat́ı:

a ∈M neńı izolovaný bod ⇐⇒ {a} ⊂M je ř́ıdká množina .

Důsledek 21 (o úplném MPu). Každý úplný MP (M,d) ne-

obsahuj́ıćı izolované body, je nespočetný.

Důkaz. Pro spor necht’ je množina M spočetná. Pak ale

M =
⋃
a∈M

{a}

je spočetné sjednoceńı a protože každá množina {a} je podle před-

choźı úlohy ř́ıdká, dostali jsme spor s Baireovou větou. 2

DĚKUJI ZA POZORNOST!

Úlohy za dom. cv. jsou: 7, 11, 13, 16 a 20. Deadline je (do konce

dne) 22. 3. 2022.
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