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KONKRÉTNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE: ALGEBRAICKÉ

A 1. ŘÁDU — SEPAROVANÉ A LINEÁRNÍ

Důkaz posledńı věty z předchoźı přednášky, Arzelà–Ascoliovy, na-

konec nebudu uvádět pro nedostatek času.

• Newton̊uv zákon śıly. Diferenciálńı rovnice (DR), to jest re-

lace mezi hodnotami derivaćı hledaných funkćı, představuj́ı základńı

nástroj v matematických modelech ve fyzice, technice, biologii, eko-

nomii atd. Základńım př́ıkladem je Newton̊uv zákon śıly

mx′′ = F ,

kde x = x(t) ∈ R je poloha v čase t částice o hmotnosti m vysta-

vené p̊usobeńı śıly F (zde uvažujeme jen jednoduchý jednorozměrný

př́ıpad). Śıla může být obecně funkćı času, polohy částice a jej́ı

rychlosti: F = F (t, x, x′). Nejjednodušš́ı situace je pro konstantńı

F , či obecněji pro F závisej́ıćı jen na t— pak x(t) =
∫ ∫

F . To

nastává třeba při p̊usobeńı t́ıhového pole Země. To se neměńı v čase

a nezáviśı na poloze částice (pro malá měř́ıtka) a už v̊ubec ne na jej́ı

rychlosti, což jsou ale všechno idealizace (hlavně nezávislost na x).

Rovnice volného pádu pak je

mx′′ = −mg ,
kde g je konstanta t́ıhového zrychleńı. Všechna jej́ı řešeńı jsou právě

a jen funkce

X := {x(t) = −1
2gt

2 + c1t + c2 | c1, c2 ∈ R} ,
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kde c1 a c2 jsou libovolné konstanty. Ty vyjadřuj́ı skutečnost, že

pohyb padaj́ıćı částice je určen jednoznačně teprve zadáńım jej́ı

polohy x(t0) a rychlosti x′(t0) v nějakém časovém okamžiku t0.

Úloha 1 Dokažte, že řešeńım rovnice volného pádu jsou právě

funkce v X. M̊užeme pád částice určit jednoznačně i polohou

x(t0) a rychlost́ı x′(t1) v r̊uzných časových okamžićıch t0 a t1?

• Jako druhý př́ıklad DR si uvedeme rovnici radioaktivńıho roz-

padu
dR

dt
= −kR .

Popisuje vývoj množstv́ı R = R(t) rozpadaj́ıćıho se radioaktivńıho

materiálu v čase t, kde k je materiálová konstanta. Je jasné, že

každá funkce

R = R(t) = c exp(−kt) ,
kde c je konstanta, je řešeńım této rovnice.

DR děĺıme na obyčejné diferenciálńı rovnice (ODR, anglickou

zkratkou ODE), v nichž vystupuj́ı funkce pouze jedné proměnné,

a na parciálńı diferenciálńı rovnice (PDR, anglicky PDE), které

obsahuj́ı funkce v́ıce proměnných a jejich parciálńı derivace. Obě

předchoźı rovnice jsou ODR. V minulé i této přednášce se omezu-

jeme jen na ODR.

• Než tedy PDR úplně opust́ıme, uvedeme si pro zaj́ımavost je-

jich tři d̊uležité reprezentanty: Laplaceovu rovnici (neboli rovnici

potenciálu)

u = u(x, y) :
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 ,
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rovnici difuze (neboli rovnici vedeńı tepla)

u = u(x, t) : α2 · ∂
2u

∂x2
=
∂u

∂t

a vlnovou rovnici

u = u(x, t) : a2 · ∂
2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
,

kde α a a jsou konstanty. Fyzikálńı význam těchto rovnic naznačuj́ı

už jejich názvy.

• Obecný tvar ODR pro neznámou funkci y = y(x) je (n ∈ N)

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 ,

kde F je nějaká funkce n+ 2 proměnných. Nejvyšš́ımu řádu n deri-

vace vyskytuj́ıćımu se v rovnici ř́ıkáme řád rovnice. Hořeǰśı rovnice

pro volný pád je tedy (obyčejná diferenciálńı) rovnice druhého řádu,

kdežto rovnice radioaktivńıho rozpadu je prvńıho řádu.

Diferenciálńı rovnice tvaru (n ∈ N)

an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + · · · + a1(x)y′ + a0(x)y = b(x) ,

kde ai(x) a b(x) jsou zadané funkce a y = y(x) je neznámá funkce, je

lineárńı diferenciálńı rovnice (řádu n a s pravou stranou b(x)).

Pokud je b(x) identicky nulová, mluv́ıme o homogenńı lineárńı

diferenciálńı rovnici.

Diferenciálńı rovnice, které nejsou tohoto tvaru (a závisej́ı tedy

na některých proměnných pro neznámou funkci a jej́ı derivace ne-

lineárně), jsou nelineárńı diferenciálńı rovnice. Např́ıklad rovnice

kyvadla

θ′′ + (g/l) sin θ = 0 ,
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která popisuje pohyb kyvadla délky l kývaj́ıćıho se v homogenńım

t́ıhovém poli (g je konstanta t́ıhového zrychleńı) — úhel θ = θ(t)

je odchylka kyvadla od svislice v čase t— je nelineárńı. Pro malé

výchylky θ plat́ı sin θ ≈ θ a můžeme řešit lineárńı aproximaci rov-

nice kyvadla θ′′ + (g/l)θ = 0, což už je lineárńı ODR. Rovnice

volného pádu i rovnice radioaktivńıho rozpadu jsou lineárńı.

Úloha 2 Zkuste uhádnout nějaké řešeńı rovnice

θ′′ + (g/l)θ = 0 .

• Algebraické diferenciálńı rovnice. Diferenciálńı rovnice (zde opět

n ∈ N)

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 ,

v nichž F je polynom v n + 2 proměnných, jsou algebraické dife-

renciálńı rovnice (anglickou zkratkou ADE). Protože přednášej́ıćı

se o tyto rovnice zaj́ımal a zaj́ımá, uvedeme si ted’ pro zaj́ımavost

(a bez d̊ukaz̊u) tři výsledky o ADE. Pro prvńı z nich si připomeneme,

že (Eulerova gama) funkce Γ(z) je pro komplexńı z s re(z) > 0

definována integrálem

Γ(z) :=

∫ +∞

0

tz−1e−t dt .

Úloha 3 Ukažte, že pro každé z ∈ C s re(z) > 0 tento integrál

konverguje. Integrand je třeba prověřit u 0 i u +∞.

Úloha 4 Spočtěte, že Γ(1) = 1 a dokažte, že Γ(z) splňuje funk-

cionálńı rovnici

Γ(z + 1) = zΓ(z) .

Návod: integrace per partes.
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Pro každé n ∈ N0 tedy Γ(n + 1) = n! a vid́ıme, že funkce gama

rozšǐruje faktoriál. Pomoćı hořeǰśı funkcionálńı rovnice se dokáže

následuj́ıćı věta.

Věta 5 (O. Hölder, 1887) Funkce gama nesplňuje žádnou ne-

triviálńı ADE, pro žádný nenulový komplexńı polynom F s n+2

proměnnými.

Pro daľśı výsledek o ADE definujeme v jednotkovém komplexńım

kruhu |z| < 1 funkce

ϑ(z) :=

∞∑
n=0

zn
2

a P (z) =

∞∑
n=0

p(n)zn :=

∞∏
n=1

1

1− zn
.

Úloha 6 Dokažte, že koeficienty v posledńı mocninné řadě jsou

přirozená č́ısla, takže p(n) ∈ N pro každé n ∈ N0, a že p(n)

je počet rozklad̊u č́ısla n, počet vyjádřeńı č́ısla n jako součtu

přirozených č́ısel. Součty odlǐsuj́ıćı se jen pořad́ım sč́ıtanc̊u ne-

považujeme za r̊uzné.

Věta 7 (pozitivně o ADE) Obě funkce ϑ(z) i P (z) splňuj́ı

netriviálńı (a dosti složité) ADE.

Konečně třet́ı výsledek o ADE uvedeme konstatováńım, že dife-

renciálńı rovnice lze bez pot́ıž́ı uvažovat kromě oboru funkćı i v oboru

formálńıch mocninných řad, které mohou mı́t nulový poloměr kon-

vergence a nedefinuj́ı tak žádnou funkci.

Úloha 8 Uvažujme formálńı mocninnou řadu

M(x) :=

∞∑
n=0

n! · xn = 1 + x + 2x2 + 6x3 + 24x4 + . . . .
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Odvod’te netriviálńı ADE, fakticky lineárńı DR prvńıho řádu,

kterou M(x) splňuje.

Nyńı definujeme jinou formálńı mocninnou řadu

B(x) =

∞∑
n=0

Bnx
n :=

∞∑
k=0

xk

(1− x)(1− 2x) . . . (1− kx)
,

kde pro k = 0 polož́ıme sč́ıtanec rovný 1. Dále pro k ∈ N definujeme
∞∑
n=1

S(n, k)xn :=
xk

(1− x)(1− 2x) . . . (1− kx)
.

Je asi jasné, že vždy S(n, k) ∈ N0. Těmto č́ısl̊um se ř́ıká Stirlingova

č́ısla (druhého druhu).

Úloha 9 Dokažte, že pro k, n ∈ N je č́ıslo S(n, k) právě počet

množinových rozklad̊u (disjunktńıch sjednoceńı s neprázdnými

množinami) n-prvkové množiny na k blok̊u. Návod: koeficient

u xn v rozvoji racionálńı funkce

xk

(1− x)(1− 2x) . . . (1− kx)

poč́ıtá slova u délky n nad abecedou [k] := {1, 2, . . . , k} s těmi

vlastnostmi, že (i) každé i ∈ [k] se v u vyskytuje a (ii) pro každé

i, j ∈ [k] s i < j prvńı výskyt i v u předcháźı prvńı výskyt j.

Hořeǰśı koeficienty Bn jsou tedy vyjádřeny pomoćı Stirlingových

č́ısel jako

Bn =

n∑
k=1

S(n, k)

a Bn je počet všech množinových rozklad̊u n-prvkové množiny.

Bn jsou takzvaná Bellova č́ısla.
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Věta 10 (M. Klazar, 2003) Formálńı mocninná řada

B(x) =

∞∑
n=0

Bnx
n ,

to jest obyčejná generuj́ıćı funkce Bellových č́ısel, nesplňuje

žádnou netriviálńı ADE.

Důkaz běž́ı podobně jako u Hölderovy věty — dokáže se, že žádná

netriviálńı ADE neńı slučitelná s následuj́ıćı funkcionálńı rovnićı pro

B(x).

Úloha 11 Pomoćı hořeǰśı definice mocninné řady B(x) dokažte,

že

B(x) = 1 +
x

1− x
·B(x/(1− x)) .

Úloha 12 Odvod’te netriviálńı ADE pro exponenciálńı gene-

ruj́ıćı funkci Bellových č́ısel, jež je

∞∑
n=0

Bnx
n

n!
= ee

x−1 .

• DR se separovanými proměnnými je obecně nelineárńı dife-

renciálńı rovnice prvńıho řádu tvaru

y(a) = b ∧ y′ = f (x) · g(y) (SEP)

pro neznámou funkci y = y(x) s předepsanou hodnotou y(a) = b

(a, b ∈ R), kde f (x), resp. g(y), je funkce definovaná a spojitá

na nějakém otevřeném intervalu I 3 a, resp. J 3 b, a g je na

J nenulová. Tento typ rovnice nyńı lokálně jednoznačně vyřeš́ıme

funkćı y : I ′ → J , pro nějaký otevřený interval I ′ splňuj́ıćı a ∈
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I ′ ⊂ I . Uvid́ıme, že řešeńı je vyjádřené (ale jen implicitně) pomoćı

neurčitých integrál̊u funkćı 1/g a f .

Rovnici uprav́ıme do tvaru

y′

g(y)
= f (x)

a ten přeṕı̌seme pomoćı pevně zvolené funkce G :=
∫

1/g (funkce

primitivńı na intervalu J k funkci 1/g) jako

∀x ∈ I ′ : G(y(x))′ = f (x) .

Máme tedy rovnici

∀x ∈ I ′ : G(y(x)) = F (x) + c ,

kde F :=
∫
f je předem pevně zvolená funkce, primitivńı na inter-

valu I k funkci f , a c je (integračńı) konstanta. Řešeńı y(x) p̊uvodńı

rovnice (SEP) je tak dáno jako implicitńı funkce vztahem

∀x ∈ I ′ : G(y(x)) = F (x) + c︸ ︷︷ ︸
(∗)

, kde G =

∫
1

g
, F =

∫
f

a konstanta c je určená vztahem G(b) = F (a) + c. Z věty o im-

plicitńı funkci plyne, že existuje otevřený interval I ′ s a ∈ I ′ ⊂ I

a jednoznačně určená funkce y : I ′ → J , že y(a) = b a na I ′ plat́ı

vztah (∗). Na I ′ tedy máme jednoznačné řešeńı rovnice (SEP).

Úloha 13 Vysvětlete použit́ı věty o implicitńı funkci v této si-

tuaci (proč jsou např́ıklad splněny jej́ı předpoklady). Proč je

ale řešeńı rovnice (SEP) lokálně jednoznačné, když primitivńı

funkce G a F nejsou zdaleka určené jednoznačně?
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Úloha 14 Neplyne lokálńı jednoznačnost řešeńı rovnice (SEP)

z Picardovy věty?

• Lineárńı DR 1. řádu. Měli bychom umět vyřešit lineárńı dife-

renciálńı rovnici 1. řádu, a proto j́ı zakonč́ıme naše přednášky. Je to

rovnice tvaru (x0, y0 ∈ R)

y(x0) = y0 ∧ y′ + a(x)y = b(x) , (LIN)

kde y = y(x) je neznámá funkce a funkce a(x) a b(x) jsou dané,

definované a spojité na nějakém otevřeném intervalu I 3 x0.

Úloha 15 Neplyne lokálńı jednoznačnost a existence řešeńı rov-

nice (LIN) z Picardovy věty?

No, plyne, takže už stač́ı rovnici jen vyřešit (to jest vyjádřit jej́ı

řešeńı z koeficient̊u a a b pomoćı známých funkćı a známých ope-

raćı). Nejprve nalezneme takovou funkci c = c(x), tzv. integračńı

faktor, že

c · (y′ + ay) = (cy)′ .

Pak cy′ + acy = cy′ + c′y a c muśı splňovat rovnici ac = c′, čili

(log c)′ = a. Funkce c = eA, kde A =
∫
a, má tedy požadovanou

vlastnost. Výchoźı lineárńı rovnici vynásob́ıme integračńım fakto-

rem a dostaneme

(cy)′ = c(y′ + ay) = cb︸ ︷︷ ︸
c · (LIN)

.

Takže (cy)′ = cb a cy = D + c0, kde D =
∫
cb a c0 je integračńı

konstanta. Máme tedy řešeńı y = c−1(D + c0). Shrnuto,

y(x) = e−A(x)
(∫

eA(x)b(x) dx + c0

)
, kde A(x) =

∫
a(x) dx .
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Všimněte si, že y(x) je definovaná na celém I (definičńım oboru

funkćı a a b) a že každé počátečńı podmı́nce y(x0) = y0 odpov́ıdá

přesně jedna hodnota integračńı konstanty c0, pro ńıž je splněna.

Úloha 16 Vyřešte rovnici se separovanými proměnnými

v · v′ = − gR2

(R + x)2
.

Zde R ≈ 6378 km je poloměr Země, g ≈ 9.81 ms−2 je t́ıhové

zrychleńı, x > 0 je výška (v metrech) částice, jež byla vymrštěna

ze zemského povrchu rychlost́ı v = v0, a v = v(x) je jej́ı rych-

lost ve výšce x. Vypoč́ıtejte odtud únikovou rychlost (též druhou

kosmickou rychlost), tedy rychlost v0, pro ńı̌z už částice nikdy

nedopadne zpět na Zemi.

Úloha 17 Uvažujte částici o hmotnosti m, která z klidu padá

vlivem konstantńı t́ı̌ze a na kterou kromě t́ı̌ze p̊usob́ı i odpor

prostřed́ı a to tak, že śıla odporu je úměrná rychlosti částice.

Sestavte lineárńı DR 1. řádu pro tento problém a vyřešte ji.

Vypoč́ıtejte mezńı rychlost, kterou částice (téměř) dosáhne.

DĚKUJI2 ZA POZORNOST!

Ale ještě pár (dvanáct) otázek ke zkoušce.

1. Definujte metrický prostor a sférickou metriku. Dokažte, že he-

misféra neńı plochá — v. 13 v 1. př.

2. Dokažte Ostrowskiho větu — v. 6 ve 2. př.

3. Dokažte Heine–Borelovu větu — v. 11 ve 3. př.
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4. Dokažte existenci n-tých odmocnin v C— v. 2 ve 4. př.

5. Dokažte Besselovu nerovnost — v. 12 v 5. př.

6. Spoč́ıtejte, že
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

— viz 5. př.

7. Dokažte, že stejnoměrná limita spojitých funkćı je spojitá funkce —

v. 6 v 7. př.

8. Dokažte př́ıpad d = 2 nebo př́ıpad d = 3 Pólyovy věty — v. 8

v 8. př.

9. Dokažte, že ρ 6= 0 — v. 6 v 10. př.

10. Dokažte Cauchy–Goursatovu větu pro obdélńıky — v. 12 v 10. př.

11. Dokažte Picardovu větu — v. 6 ve 12. př.

12. Vyřešte diferenciálńı rovnici y′ + ay = b— viz 13. př.
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