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PŘEDNÁŠKA 11 (6. 5. 2021). ÚVOD DO KOMPLEXNÍ

ANALÝZY, ČÁST 3. OBECNÝ BASILEJSKÝ PROBLÉM

• Věta o integrálu
∫
∂R. Navážeme na posledńı větu uvedenou v mi-

nulé přednášce a dokážeme základńı vlastnosti integrálu
∫
∂R f, g

pro holomorfńı funkce f, g : C \ A → C, kde A ⊂ int(R) je kom-

paktńı množina a R ⊂ C je obdélńık.

Věta 1 (vlastnosti
∫
∂R) D̊uležité vlastnosti jsou tři.

1. (linearita) Jsou-li R, A, f a g jako výše, pak pro každé

α, β ∈ C je ∫
∂R

(αf + βg) = α

∫
∂R

f + β

∫
∂R

g .

2. (rozš́ıřeńı Cauchy–Goursatovy věty) Když R, A = {a} ⊂ C
a f jsou jako výše a funkce f je na nějakém prstencovém

okoĺı bodu a omezená, pak∫
∂R

f = 0 .

3. Pro každé a ∈ C a každý obdélńık R ⊂ R s a ∈ int(R) je∫
∂R

1

z − a
= ρ ,

kde ρ = 2πi je dř́ıve zavedená konstanta.
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Důkaz. 1. Tuto linearitu jsme už vlastně dokázali dř́ıve, v posledńı

větě předminulé přednášky.

2. Vezměme nějaké obdélńıky Rn obsahuj́ıćı bod a ve svých

vnitřćıch a smršt’ujme je k a. ML odhady integrál̊u
∫
∂Rn

f pak uka-

zuj́ı, vzhledem k obv(Rn)→ 0 pro n→∞ a omezenosti |f | na prs-

tencovém okoĺı bodu a, že tyto integrály jdou k 0, a tak
∫
f∂R = 0.

3. Když je S čtverec s vrcholy ±1± i a a + S je jeho posunutá

kopie, pak podle předešlé věty, definice
∫
∂R a definice konstanty ρ

máme, že ∫
∂R

1

z − a
= ρ

∫
∂(a+S)

1

z − a
=

∫
∂S

1

z
= ρ .

2

Úloha 2 Necht’ R je obdélńık, a ∈ int(R) je bod a k ≥ 2 je celé

č́ıslo. Pak ∫
∂R

1

(z − a)k
= 0 .

• Cauchẙuv vzorec. Pro jednoduchost ho dokážeme jen pro celé

funkce.

Věta 3 (Cauchẙuv vzorec) Necht’ f : C→ C je celá funkce,

ρ = 2πi je dř́ıve definovaná konstanta, R ⊂ C je obdélńık a bod

a ∈ int(R). Pak

f (a) =
1

ρ

∫
∂R

f (z)

z − a
.

Důkaz. Existence derivace f ′(a) implikuje omezenost funkce

f (z)− f (a)

z − a
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na nějakém prstencovém okoĺı bodu a. Podle vlastnost́ı 1–3 věty 1

máme, že

0
vl. 2
=

∫
∂R

f (z)− f (a)

z − a
vl. 1
=

∫
∂R

f (z)

z − a
− f (a)

∫
∂R

1

z − a
vl. 3
=

∫
∂R

f (z)

z − a
− f (a)ρ .

Protože ρ 6= 0 (věta 6 v minulé přednášce), malou úpravou ihned

dostaneme Cauchẙuv vzorec. 2

Důkaz Liouvilleovy věty. Necht’ f : C→ C je celá a omezená

funkce, takže |f (z)| < c pro každé z ∈ C a nějakou reálnou kon-

stantu c > 0. Necht’ a, b ∈ C jsou dva (r̊uzné) body. Podle úlohy 4

pro každé dostatečně velké s ∈ N najdeme takový čtverec S ⊂ C
se stranou délky s, že a, b ∈ int(S) a pro každé z ∈ ∂S je

|z − a|, |z − b| > s

3
=

obv(S)

12
.

Podle Cauchyova vzorce a linearity
∫
∂R je

f (a)− f (b) =
1

ρ

∫
∂S

f (z)

z − a
− 1

ρ

∫
∂S

f (z)

z − b

=
a− b
ρ

∫
∂S

f (z)

(z − a)(z − b)
.

Podle ML odhadu je posledńı integrál v absolutńı hodnotě nanejvýš

c

obv(S)2/144
· obv(S) =

144c

4s
=

36c

s
→ 0 pro s→∞ .

Tedy f (a) = f (b) a f je konstantńı funkce. 2
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Úloha 4 Necht’ a, b ∈ C. Sestrojte pro každé velké s ∈ N
čtverec S ⊂ C se stranou délky s, že a, b ∈ int(S) a pro každé

z ∈ ∂S jsou vzdálenosti |z − a|, |z − b| věťśı než s/3.

Důkaz analytičnosti každé celé funkce. Necht’ f : C → C
je celá funkce, č́ıslo a ∈ C je libovolné a R je tak velký obdélńık,

že 0, a ∈ int(R) a pro každé z ∈ ∂R je∣∣∣∣az
∣∣∣∣ =
|a|
|z|

<
1

2
a |z − a| > 1

(úloha 5). Necht’ m ∈ N. Pomoćı Cauchyova vzorce a identity

1

1− x
= 1 + x + x2 + · · · + xm +

xm+1

1− x
dostáváme, že

f (a)
C. vzorec

=
1

2πi

∫
∂R

f (z)

z − a
identita

=
1

2πi

∫
∂R

f (z)

z

( m∑
n=0

(a/z)n +
(a/z)m+1

1− a/z

)
linearita

∫
∂R=

m∑
n=0

(
1

2πi

∫
∂R

f (z)

zn+1

)
an +

1

2πi

∫
∂R

f (z)(a/z)m+1

z − a

označeńı
=:

m∑
n=0

cna
n +

Im+1

2πi
.

ML odhad integrálu Im+1 ukazuje, že jsme hotovi: pro m→∞ je

|Im+1| ≤ max
z∈∂R
|f (z)| · (1/2)m+1

1
· obv(R)→ 0 .
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Pro každé a ∈ C je tedy

f (a) =

∞∑
n=0

cna
n, kde cn =

1

2πi

∫
∂S

f (z)

zn+1
,

s libovolným obdélńıkem S obsahuj́ıćım uvnitř bod 0. 2

Úloha 5 Ukažte, že pro každé a ∈ C existuje takový obdélńık

R, že 0, a ∈ int(R) a pro každé z ∈ ∂R je |a/z| < 1
2 a |z−a| > 1.

•Meromorfńı funkce a rezidua. Podstatně zobecńıme část 3 věty 1

o konstantě ρ. Množina A ⊂ C je diskrétńı, pokud v každé kouli

B(z, r) ⊂ C lež́ı jen konečně mnoho jej́ıch prvk̊u. Holomorfńı funkci

f : U \ A→ C ,

kde A ⊂ U je diskrétńı, nazveme meromorfńı funkćı a A nazveme

množinou jej́ıch pól̊u, když každý bod a ∈ A má okoĺı Ua ⊂ U

s Ua ∩ A = {a}, že pro nějakou holomorfńı funkci ga : Ua → C
a nějaká č́ısla ka ∈ N0 a cj,a ∈ C, j = 1, 2, . . . , ka, pro každé

z ∈ Ua \ {a} je

f (z) = ga(z) +

ka∑
j=1

cj,a
(z − a)j

.

Pro ka = 0 se suma definuje jako 0 a funkce f = ga pak je ho-

lomorfńı na Ua. Koeficient c1,a je takzvané reziduum funkce f

v bodě a a označ́ıme ho jako

res(f, a) := c1, a .

Z Cauchyova vzorce plyne, že res(f, a) je jednoznačně určené funkćı

f (úloha 7).
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Věta 6 (reziduová) Předpokládáme, že f : U \A→ C je me-

romorfńı funkce s množinou pól̊u A a že R ⊂ U je obdélńık, na

jehož hranici ∂R nelež́ı žádný bod z A. Potom plat́ı rovnost

1

2πi

∫
∂R

f =
∑

a∈A∩ int(R)

res(f, a) =
∑

a∈A∩R

res(f, a)

(oba součty jsou konečné). Takže integrál funkce f přes hra-

nici obdélńıka R, dělený 2πi, se rovná součtu rezidúı funkce f

v pólech lež́ıćıch uvnitř R.

Důkaz. Nekonečnost pr̊uniku A ∩ R by znamenala existenci li-

mitńıho bodu množiny A, ve sporu s jej́ı diskrétnost́ı (úloha 8).

Hořeǰśı sumy jsou tedy konečné. Vezmeme vzájemně disjunktńı

čtverce

Sa ⊂ int(R) ∩ Ua, a ∈ R ∩ A ,

kde Ua je okoĺı bodu a z definice meromorfnosti a Sa má střed v a.

Obdélńık R pak rozděĺıme na obdélńıky zahrnuj́ıćı všechny tyto

čtverce Sa a dostaneme, že∫
∂R

f =
∑

a∈A∩R

∫
∂Sa

f =
∑

a∈A∩R

∫
∂Sa

(
ga(z) +

ka∑
j=1

cj,a
(z − a)j

)
=

∑
a∈A∩R

2πi · res(f, a)

a jsme hotovi. Prvńı rovnost plyne pomoćı části 3 věty o vlastnos-

tech
∫
u již dvakrát použitým argumentem (úloha 9). Druhá rovnost

plyne z definice meromorfńı funkce. Třet́ı rovnost plyne z linearity

integrálu, Cauchy–Goursatovy věty, části 3 věty 1 a z úlohy 2. 2

Úloha 7 Proč je hodnota rezidua funkce f v bodě a jedno-

značně určená funkćı f?
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Úloha 8 Dokažte, že každá nekonečná podmnožina obdélńıku

R má limitńı bod.

Úloha 9 Ukažte, jak rozdělit daný obdélńık R, s předepsanými

disjunktńımi obdélńıky R1, R2, . . . , Rk obsaženými v int(R),

vhodnými př́ımkami na podobdélńıky zahrnuj́ıćı všechny Rj tak,

že plat́ı prvńı rovnost v d̊ukazu reziduové věty.

Úloha 10 Co je pointou následuj́ıćıho matematického vtipu pro

pokročilé? (Je nutné formulovat ho anglicky.)

Did you know that the contour integral of f around the

boundary of France is zero? ??? Because all Poles are

in the eastern Europe!

• Řešeńı zobecněného Basilejského problému. Užitečnost rezi-

duové věty a komplexńı analýzy nyńı ilustrujeme sečteńım řady

(k ∈ N)

ζ(2k) :=

∞∑
n=1

1

n2k
.

V minulých přednáškách jsme Fourierovými řadami spoč́ıtali, že

ζ(2) = π2/6. Tento vzorec ted’ zobecńıme pro ζ(2k). Nejprve ale

dokážeme dva pomocné výsledky.

Tvrzeńı 11 (o funkci F (z)) Necht’

F (z) :=
2πi

e2πiz − 1
: C \ Z→ C .

Funkce F je meromorfńı s množinou pól̊u Z. V každém celém

č́ısle má reziduum rovné 1.
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Důkaz. (Stručný d̊ukaz.) Funkce f (z) := e2πiz − 1 je celá (je

definovaná součtem mocninné řady) a f (z) = 0, právě když z ∈ Z.

Pro každé n ∈ Z máme lokálńı rozvoj

f (z) = 2πi(z − n) + a2(z − n)2 + . . .

se středem v n, protože f ′(n) = 2πi. V prstencovém okoĺı n tedy

je

F (z) =
2πi

f (z)
=

1

z − n
· 1

1 + (a2/2πi)(z − n) + · · ·
= (z − n)−1 + b0 + b1(z − n) + · · ·

a reziduum funkce F (z) v n se rovná 1. 2

Lemma 12 Necht’ F (z) je jako v předešlém tvrzeńı a SN ⊂
C, N ∈ N, je čtverec s vrcholy (N + 1

2)(±1 ± i). Pak existuje

konstanta c > 0, že

∀N ∈ N ∀ z ∈ ∂SN : |F (z)| ≤ c .

Důkaz. Protože F (z) = 2πi/(e2πiz − 1), stač́ı patrně pro uvedené

z odř́ıznout e2πiz − 1 od 0. Pro z ∈ ∂SN s |im(z)| ≥ 1 je∣∣e2πiz − 1
∣∣ ≥ ∣∣∣∣e2πiz

∣∣− 1
∣∣ =

∣∣∣ere(2πiz) − 1
∣∣∣

=
∣∣∣e−2π·im(z) − 1

∣∣∣ ≥ min
(
1− e−2π, e2π − 1

)
= 1− e−2π > 0 .

Pro z ∈ ∂SN s |im(z)| ≤ 1 využijeme, že funkce e2πiz je 1-

periodická, a proto se lze redukćı modulo 1 přenést do pásu P

daného podmı́nkou 0 ≤ re(z) ≤ 1. Pak z = 1
2 + ix, kde x ∈ R

s |x| ≤ 1, a∣∣e2πiz − 1
∣∣ =

∣∣eπie−2πx − 1
∣∣ =

∣∣e−2πx + 1
∣∣ ≥ 1 + e−2π .
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Lze tedy položit c = 2π/(1− e−2π). 2

Věta 13 (sečteńı řady
∑
n−2k) Pro každé k ∈ N existuje

kladný zlomek αk ∈ Q, že

ζ(2k) = 1 +
1

22k
+

1

32k
+

1

42k
+ · · · = αkπ

2k .

Důkaz. Existuj́ı zlomkyB0, B1, . . . , tak zvaná Bernoulliova č́ısla,

že
x

ex − 1
=:

∞∑
r=0

Brx
r

r!
∈ Q[[x]]

(úloha 14). Vezmeme nám již známou meromorfńı funkci

F (z) =
2πi

e2πiz − 1
: C \ Z→ C ,

která má podle tvrzeńı 11 póly v Z a v nich rezidua res(F, n) = 1

pro každé n ∈ Z. Když je f (z) holomorfńı na okoĺı bodu n ∈ Z,

pak zřejmě res(fF, n) = f (n) (úloha 15). Polož́ıme f (z) := 1/z2k

a pro N ∈ N jako SN označ́ıme nám již známý čtverec s vrcholy

(N + 1
2)(±1± i). Podle reziduové věty je

1

2πi

∫
∂SN

F (z)

z2k
=

N∑
n=−N

res(F (z)z−2k, n)

= res(F (z)z−2k, 0) + 2

N∑
n=1

1

n2k
.

Podle lemmatu 12 existuje konstanta c > 0, že pro každé N ∈ N je

z ∈ ∂SN ⇒ |F (z)| ≤ c. Podle ML odhadu je tedy hořeǰśı integrál

v absolutńı hodnotě nanejvýš

max
z∈∂SN

∣∣∣∣F (z)

z2k

∣∣∣∣ · obv(SN) ≤ c

N 2k
· (8N + 4)→ 0 pro N →∞ .
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Tedy
∞∑
n=1

1

n2k
= −1

2
· res(F (z)z−2k, 0) .

Podle definic funkce F (z) a Bernoulliových č́ısel máme, že

F (z)z−2k =
2πiz · z−1−2k

e2πiz − 1
=

∞∑
r=0

Br(2πi)
rzr−1−2k

r!
.

Proto (vezmeme r = 2k)

res(F (z)z−2k, 0) =
(−1)kB2k(2π)2k

(2k)!

a součet řady

∞∑
n=1

1

n2k
=

22k−1

(2k)!
(−1)k+1B2k︸ ︷︷ ︸
αk

·π2k

je skutečně racionálńı násobek č́ısla π2k. 2

Úloha 14 Dokažte, že Bernoulliova č́ısla jsou zlomky.

Úloha 15 Dokažte, že když je f (z) holomorfńı na okoĺı bodu

n ∈ Z, pak res(fF, n) = f (n).

Pro k ≥ 2 je B2k−1 = 0 (úloha 16). Dále B0 = 1, B1 = −1
2,

B2 = 1
6, B4 = − 1

30, B6 = 1
42 a podobně dále (úloha 17). Předchoźı

d̊ukaz je převzat z knihy P. D. Laxe a L. Zalcmana Complex Pro-

ofs of Real Theorems, AMS (The American Mathematical Soci-

ety), Providence, RI (Rhodes Island), 2012. O komplexńı analýze

se lze dále poučit ve skriptech J. Veselého Komplexńı analýza pro

učitele, Karolinum, Praha, 2000.
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Úloha 16 Dokažte, že Bernoulliova č́ısla s lichými indexy > 1

jsou nulová.

Úloha 17 Ověřte výše uvedené hodnoty Bernoulliových č́ısel.

DĚKUJI ZA POZORNOST!

Úlohy za dom. cv. jsou: 4, 5, 10 a 14. Deadline je (do konce dne)

17. 5. 2022
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