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letńı semestr 2021/22
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• Cauchyova–Goursatova věta pro obdélńıky a lineárńı funkce.

Budeme pokračovat v d̊ukazu věty o analytičnosti celistvé funkce

a Liouvilleovy věty, které jsme uvedli v posledńı přednášce. Pro

k ∈ N a úsečku u ⊂ C jej́ım k-ekviděleńım rozumı́me děleńı u na

k podúseček stejné délky |u|/k, které je dané obrazy děleńı 0 <
1
k <

2
k < · · · <

k−1
k < 1 jednotkového intervalu.

Úloha 1 Necht’ a, b, α, β ∈ C s a 6= b. Dokažte z definice in-

tegrálu, že∫
ab

(αz + β) = α

(
b2

2
− a2

2

)
+ β(b− a) = g(b)− g(a) ,

kde g(z) := αz2/2 + βz. Návod: použijte ekviděleńı úsečky ab.

Důsledek 2 (jednoduchá C.–G. věta) Necht’ α ∈ C, β ∈
C a R ⊂ C je obdélńık. Pak∫

∂R

(αz + β) = 0 .

Důkaz. Necht’ a, b, c, d jsou kanonické vrcholy obdélńıkuR a necht’

f (z) := αz + β. Podle definice
∫
∂R a předešlé úlohy je∫

∂R

f = g(b)− g(a) + g(c)− g(b) + g(d)− g(c) + g(a)− g(d) = 0 .

2
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Tvrzeńı 3 (
∫
u a (R)

∫
) Necht’ a, b ∈ C s a 6= b, f : ab → C je

spojitá funkce a ϕ(t) := t(b−a) +a : [0, 1]→ C je parametrizace

definuj́ıćı úsečku u = ab. Potom∫
u

f =

∫ 1

0

f (ϕ(t)) · ϕ′(t) dt = (b− a)

∫ 1

0

f (ϕ(t)) dt

= (b− a)

(∫ 1

0

re
(
f (ϕ(t))

)
dt + i ·

∫ 1

0

im
(
f (ϕ(t))

)
dt

)
(kromě prvńıho integrálu jsou všechny daľśı Riemannovy).

Úloha 4 Dokažte předešlé tvrzeńı.

Pro úplnost uvedeme definici křivkového integrálu
∫
ϕ f , na němž

je komplexńı analýza založena. Když

f : U → C je funkce a ϕ : [a, b]→ U

je spojitá a po částech hladká funkce, pak integrál funkce f přes

křivku ϕ definujeme jako∫
ϕ

f :=

∫ b

a

f (ϕ(t)) · ϕ′(t) dt

=

∫ b

a

re
(
f (ϕ(t)) · ϕ′(t)

)
dt + i ·

∫ b

a

im
(
f (ϕ(t)) · ϕ′(t)

)
dt ,

pokud posledńı dva (reálné) Riemannovy integrály existuj́ı. Náš

”
úsečkový integrál“

∫
u je tedy podle tvrzeńı 3 speciálńım př́ıpadem

křivkového integrálu
∫
ϕ.

Úloha 5 Necht’ ϕ(t) : [0, 12]→ C,

ϕ(t) := e2πit =
∑
n≥0

(2πit)n

n!
,
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jde o parametrizaci horńı jednotkové p̊ulkružnice, a f (z) := z2.

Spočtěte ∫
ϕ

f .

Návod: postupujte podle prvńıho řádku definice
∫
ϕ.

• Konstanta ρ = 2πi. Následuj́ıćı věta je nedoceněný piĺı̌r kom-

plexńı analýzy: kdyby v ńı konstanta ρ vyšla jako 0, žádné Cau-

chyovy vzorce, které uvedeme př́ı̌stě, by neexistovaly a komplexńı

analýza by se zhroutila.

Věta 6 (konstanta ρ) Necht’ S je čtverec s vrcholy ±1 ± i.

Pak

ρ :=

∫
∂S

1

z
6= 0 a dokonce im(ρ) ≥ 4 .

Důkaz. Kanonické vrcholy čtverce S jsou a := −1− i, b := 1− i,
c := 1 + i a d = −1 + i. Necht’ pn = (a0, a1, . . . , an) je n-

ekviděleńı úsečky ab. Protože násobeńı č́ıslem i je otočeńı kolem

počátku kladným směrem (proti směru hodinových ručiček) o úhel

π/2, je qn = ipn := (ia0, ia1, . . . , ian) n-ekviděleńı úsečky bc. Po-

dobně je rn = iqn = −pn, popř. sn = irn = −ipn, n-ekviděleńı

úsečky cd, popř. da. Překvapivě pro f (z) = 1/z je

C(f, pn) = C(f, qn) = C(f, rn) = C(f, sn) .

Skutečně, rozš́ı̌reńı zlomku č́ıslem i dává

C(f, pn) =

n∑
j=1

(b− a)/n

a + j(b− a)/n
=

n∑
j=1

(ib− ia)/n

ia + j(ib− ia)/n

=

n∑
j=1

(c− b)/n
b + j(c− b)/n

= C(f, qn)
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a podobně pro daľśı dvě rovnosti. Dále vzhledem k b − a = 2

a a = −1− i rozš́ı̌reńım zlomku č́ıslem 2j
n − 1 + i dostáváme

im(C(f, pn)) = im

 n∑
j=1

2/n

−1− i + 2j/n


= im

2

n

n∑
j=1

2j/n− 1 + i

(2j/n− 1)2 + 1


=

2

n

n∑
j=1

1

(2j/n− 1)2 + 1
≥ 2

n

n∑
j=1

1

2
= 1 .

Tedy, podle úlohy 7,

im(ρ) = im

(∫
∂S

1

z

)
= 4 · im

(∫
ab

1

z

)
= 4 · lim

n→∞
im(C(1/z, pn))

≥ 4 · 1 = 4

a skutečně ρ 6= 0. 2

Úloha 7 Bud’ dána konvergentńı posloupnost komplexńıch č́ısel

(zn). Dokažte, že im(lim zn) = lim im(zn).

Úloha 8 (re(ρ) = 0) Ukažte, že předchoźı d̊ukaz dává i rovnost

re(ρ) = 0.

Úloha 9 (ρ = 2πi) Necht’ opět a := −1−i a b := 1−i. Spoč́ıtejte

podle tvrzeńı 3, že ∫
ab

1

z
=
πi

2
.
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Tedy, podle předchoźıho d̊ukazu,

ρ = 4 · πi
2

= 2πi .

Návod:
∫

1
1+t2

= arctan t.

Úloha 10 Necht’ ϕ(t) : [0, 1] → C, ϕ(t) := e2πit a f (z) := 1/z.

Spoč́ıtejte, že ∫
ϕ

f = 2πi .

• Cauchy–Goursatova věta. V komplexńı analýze to je věta č́ıslo 1:

integrál
∫
ϕ f holomorfńı funkce f přes jednoduchou uzavřenou

křivku ϕ (tj. ϕ je prostá, až na ϕ(a) = ϕ(b), přesněji ńıže), která

lež́ı v definičńım oboru funkce f spolu se svým celým vnitřkem, je 0.

Speciálńı př́ıpad této věty jsme už dokázali v d̊usledku 2. Nám ale

stač́ı integrovat jen přes hranice obdélńık̊u a se složitými křivkami

se nemuśıme trápit.

Připomeneme si, že pro množinu X ⊂ C je jej́ı diametr (čili

pr̊uměr) definovaný jako

diam(X) = sup({|x− y| | x, y ∈ X}) .

Pr̊uměr množiny může být i +∞.

Úloha 11 Když An,

C ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ,

jsou neprázdné a uzavřené množiny s lim diam(An) = 0, pak⋂∞
n=1An 6= ∅. Návod: d̊ukaz Baireovy věty.

Ještě budeme potřebovat konstrukci čtvrtek obdélńıka R s ka-

nonickými vrcholy a, b, c, d. Když e := a+b
2 , f := b+c

2 , g := c+d
2
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a h := d+a
2 jsou středy stran obdélńıka R a j := a+c

2 je jeho celkový

střed, pak jeho čtyři čtvrtky jsou obdélńıky A, B, C a D, jejichž

kanonické vrcholy jsou, po řadě,

(a, e, j, h), (e, b, f, j), (j, f, c, g) a (h, j, g, d) .

Obdélńık R se na čtvrtky rozpadne po rozř́ıznut́ı podle úseček

eg a hf . Pro každou z těchto čtvrtek E patrně plat́ı: obv(E) =
1
2obv(R) a diam(E) = 1

2diam(R).

Věta 12 (Cauchy–Goursatova pro obdélńıky) Necht’

f : U → C

je holomorfńı funkce a R ⊂ U je obdélńık. Pak∫
∂R

f = 0 .

Důkaz. Necht’ f , U a R jsou, jak je uvedeno. Sestroj́ıme takové

vnořené obdélńıky

R = R0 ⊃ R1 ⊃ R2 ⊃ . . . ,

že pro každé n ∈ N0 je Rn+1 čtvrtka obdélńıku Rn a∣∣∣∣ ∫
∂Rn+1

f

∣∣∣∣ ≥ 1

4

∣∣∣∣ ∫
∂Rn

f

∣∣∣∣ . (1)

Necht’ už jsou takové obdélńıky R0, R1, . . . , Rn definované a A, B,

C a D jsou čtvrtky obdélńıku Rn. Tvrd́ıme, že∫
∂Rn

f =

∫
∂A

f +

∫
∂B

f +

∫
∂C

f +

∫
∂D

f . (2)
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Tato identita plyne použit́ım třet́ı části věty o vlastnostech integrálu

z minulé přednášky. Po rozvinut́ı každého integrálu
∫
∂A f, . . . ,

∫
∂D f

jako součtu čtyř integrál̊u přes strany dostáváme na pravé straně

rovnosti (2) 16 člen̊u. Osm z nich odpov́ıdá stranám čtvrtek uvnitř

Rn a vzájemně se zruš́ı, protože vytvoř́ı čtyři dvojice opačných ori-

entaćı stejné úsečky. Zbylých osm člen̊u odpov́ıdá stranám čtvrtek

lež́ıćım na ∂Rn a sečtou se na integrál na levé straně rovnosti (2).

Z rovnosti (2) plyne podle trojúhelńıkové nerovnosti, že pro nějakou

čtvrtku E ∈ {A,B,C,D} je |
∫
∂E f | ≥

1
4|
∫
∂Rn

f |. Polož́ıme tedy

Rn+1 = E.

Podle úlohy 11 existuje bod z0, že

z0 ∈
∞⋂
n=0

Rn .

Protože R0 = R ⊂ U , je i z0 ∈ U . Nyńı použijeme existenci

derivace f ′(z0). Pro dané ε > 0 existuje δ > 0, že B(z0, δ) ⊂ U

a pro nějakou funkci ∆: B(z0, δ) → C pro každé z ∈ B(z0, δ) je

|∆(z)| < ε (viz též úlohu 13) a

f (z) = f (z0) + f ′(z0) · (z − z0)︸ ︷︷ ︸
g(z)

+ ∆(z) · (z − z0)︸ ︷︷ ︸
h(z)

.

Uváž́ıme tyto funkce g(z) a h(z). Je jasné, že g(z) je lineárńı

a h(z) = f (z)− g(z) je spojitá (na B(z0, δ)). Necht’ n ∈ N0 je tak

velké, žeRn ⊂ B(z0, δ) (jen zde potřebujeme, že lim diam(Rn) = 0,

pro existenci bodu z0 to neńı podstatné, viz úlohu 14). Podle linea-

rity integrálu a d̊usledku 2 máme∫
∂Rn

f =

∫
∂Rn

g +

∫
∂Rn

h
D. 2
=

∫
∂Rn

h . (3)
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Plat́ı odhad∣∣∣∣ ∫
∂Rn

h

∣∣∣∣ ML odhad
≤ max

z∈∂Rn

|∆(z) · (z − z0)| · obv(Rn)

< ε · diam(Rn) · obv(Rn)

= ε · diam(R)

2n
· obv(R)

2n

< ε · obv(R)

4n
. (4)

Zde jsme použili výše zmı́něné zmenšeńı pr̊uměru a obvodu na polo-

vinu po čtvrceńı a to, že pr̊uměr obdélńıka je menš́ı než jeho obvod.

Podle předchoźıch výsledk̊u tak máme

1

4n

∣∣∣∣ ∫
∂R

f

∣∣∣∣ n. (1)≤ ∣∣∣∣ ∫
∂Rn

f

∣∣∣∣ r. (3)=

∣∣∣∣ ∫
∂Rn

h

∣∣∣∣ n. (4)< ε · obv(R)2

4n

a |
∫
∂R f | < ε · obv(R)2. Protože to plat́ı pro každé ε > 0, je∫

∂R f = 0. 2

Úloha 13 Jakou hodnotu má funkce ∆(z) v d̊ukazu v bodě z0?

Úloha 14 Dokažte, že pro neprázdnost pr̊uniku v úloze 11 stač́ı

mı́sto nulové limity pr̊uměr̊u předpokládat, že množina A1 je

omezená. Ukažte ale také, že toto neplat́ı v obecném metrickém

prostoru.

Pozoruhodný d̊ukaz, že? Autorem věty je francouzský matematik

Augustin-Louis Cauchy (1789–1857), který během svého exilu

pobýval i v Praze. Cauchy však předpokládal spojitost derivace f ′.

Teprve Édouard Goursat (1858–1936) větu v r. 1900 dokázal jen

za předpokladu pouhé existence derivace f ′:
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E. Goursat, Sur la définition générale des fonctions analy-

tiques, d’après Cauchy, Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1900),

14–16.

Nám bude stačit C.–G. věta pro obdélńıky, přesněji jejich hranice,

ale věta plat́ı pro obecné křivky. Důkaz obecné verze jen načrtneme.

Nebudeme ani přesně definovat vnitřek křivky a dokazovat jeho

existenci.

Věta 15 (Cauchy–Goursatova) Necht’ f : U → C je holo-

morfńı funkce a ϕ : [a, b] → U je spojitá a po částech hladká

funkce, která je prostá, s výjimkou hodnoty ϕ(a) = ϕ(b), a jej́ı̌z

vnitřek — ta komponenta ve dvojici komponent množiny C \
ϕ[ [a, b] ], která je omezená — je podmnožinou množiny U . Pak∫

ϕ

f = 0 .

Náčrt d̊ukazu. V komplexńı rovině C nakresĺıme pomoćı vo-

dorovných a svislých př́ımek tak jemnou čtverečkovou śıt’ M, že

jistá jednoduchá uzavřená křivka ψ : [a, b] → U , jej́ıž graf běž́ı

jen po stranách śıtě M, splňuje to, že (i) pro dané ε > 0 je

|
∫
ϕ f −

∫
ψ f | < ε (křivka ψ dobře aproximuje křivku ϕ) a (ii)

vnitřek křivky ψ je podmnožinou množiny U . Pak∫
ψ

f =
∑
R∈M

∫
∂R

f =
∑
R∈M

0 = 0 ,

kde M jsou ty elementárńı obdélńıčky śıtě M, které lež́ı uvnitř

křivky ψ. Prvńı rovnost plat́ı ze stejného d̊uvodu, z jakého plat́ı

rovnost (2) a prvńı rovnost v (5) ńıže. Druhá plyne z (ii) a předchoźı
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C.–G. věty pro obdélńıky. Podle (i) tedy |
∫
ϕ f | < ε a protože toto

plat́ı pro každé ε, je
∫
ϕ f = 0. 2

Úloha 16 Podobně jako v úloze 10 necht’ ϕ(t) : [0, 1] → C,

ϕ(t) := e2πit (ted’ parametrizujeme celou jednotkovou kružnici)

a f (z) := zk, kde k ∈ Z s k 6= −1. Spoč́ıtejte, že∫
ϕ

f = 0 .

(Neplyne to celé z C.–G. věty!)

• Nezávislost
∫

na integrovaném obdélńıku. Dokážeme, že v jisté

situaci integrál
∫
∂R f př́ılǐs nezáviśı na obdélńıku R. Připomeňme

si, že každá kompaktńı množina A ⊂ C je uzavřená a omezená.

Tvrzeńı 17 (nezávislost
∫
∂R f na R) Necht’ A ⊂ int(R) ∩

int(S), kde A je kompaktńı množina a R, S ⊂ C jsou obdélńıky,

a necht’ f : C \ A→ C je holomorfńı funkce. Pak∫
∂R

f =

∫
∂S

f .

Důkaz. Necht’ A, R, S a f jsou, jak je uvedeno, a necht’ nejprve

i S ⊂ int(R). Prodloužeńım stran obdélńıku S rozděĺıme obdélńık

R na devět obdélńık̊u R1, R2, . . . , R8, S. Pak vskutku máme, že∫
∂R

f
jako v r. (2)

=

8∑
j=1

∫
∂Rj

f +

∫
∂S

f
V. 12, Rj ⊂ C \ A

=

∫
∂S

f . (5)

Obdélńıky R a S v obecné poloze převedeme na předešlý př́ıpad.

Podle úloh 18 a 19 pro každé dva obdélńıky R a S a každou
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neprázdnou kompaktńı množinu A ⊂ int(R) ∩ int(S) najdeme

obdélńık T , že

A ⊂ int(T ) a T ⊂ int(R) ∩ int(S) .

Takže, podle předešlého př́ıpadu,∫
∂R

f =

∫
∂T

f =

∫
∂S

f .

2

Úloha 18 Dokažte, že každý neprázdný pr̊unik dvou obdélńık̊u

je obdélńık.

Úloha 19 Dokažte, že pro každé dva obdélńıky R a S a každou

neprázdnou kompaktńı množinu A ⊂ int(R) ∩ int(S) existuje

obdélńık T , že

A ⊂ int(T ) a T ⊂ int(R) ∩ int(S) .

DĚKUJI ZA POZORNOST!

Úlohy za dom. cv. jsou: 1, 5, 9, 16 a 19. Deadline je (do konce dne)

10. 5. 2022.
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