Priklady probirané na 5. cviceni 4. 11. 2009

1. (Kompaktni mnoziny v diskrétni matematice) P¥ipometime si, zZe sit je
orientovany graf D = (V, E) (V je mnozina vrcholi a £ C V x V mnozina
hran) spolu s kapacitami hran ¢ : E — Ry a dvéma riznymi vrcholy
zdrojem a stokem z,s € V a Ze tok v této siti je zobrazeni f : F — R
splnujici:

e (nepfekracovani kapacit) pro kazdou hranu e € E je 0 < f(e) < ¢(e) a

e (co do pruto¢ného vrcholu vtece z néj musi odtéci) pro kazdy vrchol
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Velikost toku |f] je
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(co celkem odtece ze zdroje), coz, jak se snadno dokaze, je totéz jako
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usel sweE

(co celkem vtede do stoku). Pomoci kompaktnich mnozin ukazte, Ze existuje
maximalni tok, tj. Ze existuje maximum

max .
f je tok |f|

Souvislé metrické prostory. Metricky prostor (M, d) je souvisly, kdyz
neobsahuje netrividlni obojetnou podmnozinu (tj. podmnozinu X C M, ktera
je oteviend i uzaviend a X # (), M). V opacném piipadé je tento prostor ne-
souvisly. Jinak fefeno, (M,d) je nesouvisly, kdyz se M da rozlozit na dvé
neprazdné oteviené (¢i uzaviené) mnoziny: M = AUB, ANB =0, A,B # ()
a A, B jsou obé oteviené (¢i obé uzaviené). Podmnozina X C M je souvisla,
je-li podprostor (X, d) s indukovanou metrikou souvisly. Rekneme, 7e pod-
mnozina X C M je obloukové souvisla, kdyz pro kazdé dva jeji body a,b € X
existuje takové spojité zobrazeni

f:00,1] — X,

1



ze f(0) = a a f(1) = b (kazdé dva vrcholy X lze tedy v ramci X spojit
wcestou®). Nepozadujeme, aby f bylo prosté (je to tedy spise ,sled“, ta kiivka
muze sama sebe protinat).

V naésledujicich tlohéach jsou (M, d), (My,dy), (Ms,dy) obecné metrické
prostory a R" je euklidovsky metricky prostor.

1.

Ukazte, ze X C M je nesouvisla, pravé kdyz existuji oteviené (¢i uza-
viené) podmnoziny A, B C M,72e X C AUB, ANB =0, ANX #0 a
BN X # (—X lze netrividlné pokryt dvéma disjunktnimi otevienymi
(uzavienymi) mnozinami.

[ My — M,

spojité zobrazeni a X C M; je souvislda mnozina, potom i jeji obraz
f(X) C M, je souvisla mnozina.

Dokazte, ze X C R je souvisld, pravé kdyz X je interval (to jest pro
kazda tfi redlna ¢isla a < b < ¢ plati, ze a,c € X = b € X).

. (obloukovéa souvislost je silnéjsi) Dokazte, Ze kdyz je X C M obloukové

souvisla, potom je souvisla.

. (priklad souvislé mnoziny, jez neni obloukové souvisld) Dokazte, Ze

mnozina X C R?,
X = {(zsin(1/2)) |0 <2 < 1} U{(0.) | 1<y <1},
je souvisla, ale ne obloukové souvisla.

(souvislé oteviené mnoziny v euklidovském prostoru jsou obloukové
souvislé) Dokazte, Ze je-li X C R" oteviend a souvisla, potom je X
obloukové souvisla. (Navod: uvazte na X relaci a ~ b, pravé kdyz se a
a b daji v X spojit kiivkou, a ukazte, Ze to je relace ekvivalence, jejiz
tfidy ekvivalence jsou oteviené mnoziny.)



