13. cviceni 13. 1. 2010 — zapoctovy test

Vsechny priklady jsou po 3 bodech. Odpovédi vzdy zdivodnéte.

1.

Popiste uzavér mnoziny X = {(1 — 1 (=1)") |n=1,2,3,...} v eukli-

n
dovském prostoru R2.

. Rozhodnéte, zda je mnozina X = {(1,+,n) |n=1,2,3,...} C R*s

indukovanou euklidovskou metrikou tplny metricky prostor.

Konverguje posloupnost funkei f,(x) = ”T”, n =1,2,..., na mnoziné

X = (—o00, 0] stejnomérné?

. A namnozing X =N=1{1,2,3,...}7

Konverguje fada funkci >°°7 , -1 na intervalu (1, +00) lokalné stejno-

n=1 n®
mérné?

. A na intervalu [0, 1]7

(=2)" ?

Na jaké mnoziné X C R konverguje bodové fada funkei »_ o,

Konverguje na této mnoziné stejnomérné?

9. Naleznéte polomér konvergence mocninné fady - -,(3" — n2")z".
10. Vypocditejte Fourierovy koeficienty funkce f : [—m,7) — R, f(x) = —xz.

Reseni.

1. X =XU{(1,1),(1,-1)}.

2.

. Ne. Bodova limita je konstantni 1 a sup,c(_ }

Ano je, protoZze X je uzaviena podmnozina R? (jeji doplnék je oteviena
mnozina, protoze v kazdé kouli s polomérem mensim nez % lezi nejvyse
jeden bod X). Kazda cauchyovsk4 posloupnost v X m4 limitu v R3,
ktera vzhledem k uzavienosti X leziiv X.

z+n

= 1‘ = +00 pro
kazdé pevné n. Nebo: |f,(—n) — 1| = |0 — 1| = 1 pro kazdé n.

Ne, ze stejného divodu. Nebo: |f,(n) — 1| = |2 — 1| = 1 pro kazdé n.



10.

. Polomér konvergence je 1/3, protoze lim, . |ay|

. Ano, podle Weierstrassova kritéria dokonce konverguje stejnomérné

na kazdé mnoziné (c,+00) pro ¢ > 1 SUP,¢(cto0) |1/0°] = 1/n° a
2@1 1/n < +00.

Ne, tam nekonverguje ani bodové, protoze ) ., 1/n* = +oo0 pro z €
[0,1]. .

Na (—1,1]. Je to vlastné mocninna fada s koeficienty a,, = (—1)"/n, méa
polomér konvergence R = 1 (je lim,, .o |a,|"/™ = 1/lim,, ., n'/™ = 1),
a urcité konverguje na intervalu (—1,1) a diverguje pro |z| > 1. Pro
x = —1 dostavame divergentni harmonickou fadu a pro x = 1 stiidavou
harmonickou fadu konvergujici podle Leibnizova kritéria.

Ne, pro z — —17 se konvergence kazi, protoze dostavame harmonickou

fadu. Stejnomérna konvergence by znamenala, ze pro kazdé ¢ > 0 exis-
o™ (o)t

m m+1

tuje m, Ze supge(_1 1 ‘ + - ’ < e. Plati ale opak, pro

kazdé pevné M > m mame

S S e, S e SEE S

n>m n>m

sup
z€(—1,1]

an% = 400, pro M — oo jde posledni soucet do +oc.

(Com | (o)

m m+1

a protoze Yy

m—+1

Tedy sup,e(_1 + - ‘ = 400 pro kazdé m.

Un = lim, (3" —

n2m)Y" = 3lim, (1 — n(2/3)")'/" = 3.

a, = 0 ab, = (—1)"2/n pro kazdé n. Cosinové koeficienty a,, jsou
0, protoze f je lichd funkce. Sinové jsou b, = * [7_ f(x)sin(nz) dz.
Protoze [(—z)sin(nz) = (x/n) cos(nz) — (1/n?)sin(nz), sin(nm) = 0 a
cos(nm) = (—1)" pro n € Z, mame vzorec pro b,.



