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Abstrakt

Zobecnime dvé véty tykajici se vztahu mezi limitami a linedrnim
usporddanim (R*, <) na redlné funkce definované na metrickych pro-
storech. Pfipomeneme Heineho definici spojitosti a jako dusledek ziskdme
aritmetiku bodové spojitosti (véetné operace sklddani). Zobecnime
konstrukci elementarnich funkeci jedné proménné na funkce typu R —
R. Dokazeme, ze kazda elementarni funkce je spojita, a zopakujeme
nebo odvodime dalsi vlastnosti spojitych zobrazeni mezi metrickymi
prostory.

[ v této prednasce zobecnime nékolik dalsich vysledku tykajicich se limit
a spojitosti redlnych funkei jedné proménné na zobrazeni mezi metrickymi
prostory.

Limity a usporadani

V minulé prednasce jsme napsali, ze véta o limitach slozenych zobrazeni byla
poslednim zobecnénim vysledku o limitach. Zapomnéli jsme vSak na vysledky
o vztahu mezi limitami a linedrnim usporddéanim (R*, <). Ty ted zobecnime.

Pro dvé mnoziny realnych ¢isel A, B C R pisSeme A < B, jestlize a < b
pro kazdé a € A a kazdé b € B. Piipomenme, ze Br(+00,¢) = (67!, +00) a
Bg(—00,¢) = (=00, —&™!). Pro a € R samoziejmé Bg(a,e) = (a — &,a + €).

Uloha 1 Nechf A, B € R* jsou redlnd ¢isla nebo nekoneéna takovd, ze A <
B. Ukazte, Ze pro néjaké € > 0 je

BR(A, E) < B]R(B, 8) .



Pripomenme, ze — znaci logickou spojku negace. V dalsi tloze pfipomeneme
uzitecnou tautologii.

Uloha 2 Nechf ¢ a 1 jsou vyroky. Ukaste, Ze (slozeny) vijrok

(p=19) = (¢ =y

je tautologie, tj. plati bez ohledu na to, jaké jsou pravdivostni hodnoty vyroki
w a1 (¢tyri moznosti).

Véta 3 (limity versus uspoirddani)! Necht M = (M,d) a N = (N,e)
jsou metrické prostory, X C M, Y CN, f: X >R, g: Y >R, bodbe M
je hromadny bod mnoziny X a bod ¢ € N je hromadny bod mnoziny Y .
Predpokladejme, Ze lim,_;, f(z) = C alim,_,.g(x) = D, kde C, D € R*. Pak
plati nasledugici.

1. Jestlize C' < D, pak existuje § > 0 tak, zZe f[Ch(b,0)] < g[Cn(c,0)].

2. Jestlize pro kazdé § > 0 existugi takové body x € Cp(b,0) N X ay €
Cn(c,0)NY, zZe f(x) > g(y), pak C > D.

Diikaz. 1. Necht C' < D. Podle tlohy 1 existuje takové & > 0, ze Br(C,¢) <
Bgr(D,¢). Z predpokladu o limitdch pak plyne, ze existuje takové § > 0, ze

flICm(b, 0)] € Br(C, ¢) a g|Cn(c, §)] C Br(D, €).

Odtud plyne prvni tvrzeni véty.
2. S ohledem na tlohu 2 a predchozi dukaz ¢asti 1 jsme hotovi. Zapiseme-li
cast 1 jako implikaci ¢ = 1), pak ma cast 2 presné tvar - = —p. a

Podle c¢asti 2 limity zachovavaji neostré nerovnosti. Ostré nerovnosti se za-
chovévat nemusi. Jsou-li f, g: (0,1) — R dany pfedpisy f(z) =z a g(z) = 0,
pak f(z) > g(y) pro vsechna z,y € (0,1), ale lim,_,o f(z) = lim, o g(y) = 0.

Uloha 4 Dokaste cdst 1 vety s ndsledujicim silnéjsim zavérem: ... existuji
0>0aabeR tak, Ze

JCm(®,0)] < {a} <{b} < g[Cn(c,9)].

! Autorem této véty je autor téchto skript.




Zobecnime znamou vétu o dvou policajtech.

Véta 5 (2 policajti) Necht M = (M,d) a N = (N,e) jsou metrické pro-
story, X C M, necht f,g: X — N jsou dvé zobrazeni, bod b € M je hro-
madny bod mnoziny X a necht lim,_;, f(z) = ¢ (€ N). Potom

lime(f(z), g(z)) =0=limg(z) =c.

z—b x—b
Diikaz. Necht je ddno € > 0 a necht plati lim, ,,e(f(z),g(x)) = 0. Tedy
existuje 0 > 0, ze e(f(x),g9(x)) < /2 a e(f(x),c) < £/2 pro kazdy bod
x € Cp(b,0) N X. Plati totiz i lim,_, f(z) = ¢. Z trojihelnikové nerovnosti
pak pro tytéz body z plyne,

e(9(x), ) <elg(x), f(x)) +e(f(x), c) <e/2+¢e/2=¢.

Vidime, ze lim,_,, g(z) = c. O

Uloha 6 V jakém metrickém prostoru se bere limita v predpokladu této im-
plikace?

Klasickéa véta o dvou policajtech je jednoduchym dusledkem této véty.

Dusledek 7 (klasi¢ti 2 policajti) Necht M = (M, d) je metrickyj prostor,
X C M, necht f,g,h: X — R jsou tri zobrazeni, bod b € M je hromadnij
bod mnoziny X a necht lim,_,;, f(z) = lim,_, h(x) = ¢ (€ R). Potom

(30 >0Va e Cb, 5)NX: fla) < g(a) < h(a)) :>9161Lr11)g(x) =c.

Diikaz. Ukazeme, ze lim, ., |f(xz) — g(z)| = 0. Pfedchozi véta, pouzita s
N = FEy, pak davd, ze lim,_,;, g(z) = ¢

Predpokladejme, ze je ddno € > 0 a ze plati predpoklad implikace. Zvolime
d > 0 tak, aby platil predpoklad implikace a aby |f(x) — ¢|, |h(x) — | < /2
pro kazdé = € Cy;(b,0) N X. Potom pro tytéz body = mame diky TI

0<h(z)—f(z)<|h(z)—c|+|c—gx)|<e/2+ec/2=¢.

Tedy pro kazdé takovy bod x mé redlny interval I, := [f(x), h(z)] délku mensi
nez € a pro kazdé x plati g(x) € I,.. Podle tlohy 8 dostavame lg(x)—f(z)] < e
pro kazdé x € Cy(b,0) N X. Vidime tedy, ze lim,_;, |f(x) — g(z)| =0. O



Uloha 8 Jestlize ¢ € la,b], kde a < b a ¢ jsou redlnd ¢isla, pak vzddlenosti
lc—al,|lc—0] <b—a.

Vlastnosti spojitych zobrazeni

Pripomenme si Heineovu formulaci spojitosti zobrazeni v bodé, kterou jsme
dokazali ve Vété 27 v prednésce 1.

Tvrzeni 9 (Heineova spojitost) Necht M = (M,d) a N = (N,e) jsou
metrické prostory a f: M — N. Potom je zobrazeni f spojité v bodé b € M
pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost (a,) C M slima, = b plati také
lim f(a,) = f(b).

Ukazeme, ze spojitost v bodé se zachovava pri aritmetickych operacich,
pri linedarnich kombinacich a pii skladani zobrazeni. Pripomenme, Ze jsou-li
f,9: A — R funkce, pak souctova funkce f + g a soucinova funkce fg maji
stejny definiéni obor A a hodnoty (f + g)(a) := f(a) + g(a) a (fg)(a) :=
f(a)g(a). Podilova funkce f/g ma definiéni obor A\ {a € A: g(a) = 0} a
hodnoty (f/g)(a) := f(a)/g(a).

Tvrzeni 10 Necht M = (M,d) je metricky prostor, b € M je bod a necht
f.g: M — R jsou zobrazeni. Necht jsou f a g spojitd v bodé b. Pak jsou
v bodé b spojitd i f+ g a fg. Jestlize navic g(b) # 0, pak je v bodé b spojité i
podilové zobrazeni f/g.

Diikaz. Dokézeme posledni tvrzeni o spojitosti f/g a piipady f + g a fg
ponechdme jako cviceni. Podle Tvrzeni 9 staci dokéazat, ze pokud (a,) C
M je libovolna posloupnost s g(a,) # 0 pro kazdé n a lima, = b, pak
lim(f/g)(a,) = (f/g)(b). Necht tedy (a,) je takové posloupnost. Protoze f
i g jsou v bodé b spojité, z Tvrzeni 9 plyne lim f(a,) = f(b) a lim g(a,) =
g(b). Jelikoz g(b) # 0, vyraz f(b)/g(b) neni neurcity a podle ¢asti 3 Véty 15
v prednésce 5 plati

lim(f/g)(an) = lim f(an)/g(an) = f(b)/g(b) = (f/9)(b).

Uloha 11 Dokaste stejnou metodou, Ze f 4+ g a fg jsou spojité v bodé b.



Jsou-li f,g: A — R™ a «,f € R, pak linearni kombinace
af +PBg: A —-R™
md hodnoty (af + 8g)(a) := af(a) + Bg(a).

Uloha 12 Nechf m € N, a € R, ¢,d € R™ a necht (ay), (by) € R™ jsou
takové dvé posloupnosti, Ze lima, = ¢ a limb,, = d. Dokazte, Ze potom

lim(a@,) = o¢ a lim(@, +b,) =¢+d.
Odvod’te z toho ndsledugici tvrzent.

Tvrzeni 13 Necht m € N, a, 3 € R, necht M = (M, d) je metrickyj prostor,
b € M je bod a necht f,g: M — R™ jsou zobrazeni. Jsou-li f a g spojité
v bodé b, pak je v bodé b spojité i zobrazeni af + Bg.

Pripomenme, ze jsou-li g: A — B a f: A’ — B’ dvé zobrazeni, pak
slozené zobrazeni f(g): D(f(g)) — B’ ma defini¢ni obor

D(f(g)) ={a € A: g(a) € A"} (C A)
a hodnoty (f(g))(a) := f(g(a)).

Tvrzeni 14 Necht M = (M,d), N = (N,e) a P = (P, h) jsou tri metrické
prostory, b € M je bod a necht g: M — N a f: N — P jsou dvé zobrazent.
Je-li g spojité v bodé b a f v bodé g(b), pak je slozené zobrazeni f(g) spojité
v bodé b.

Diikaz. Necht (a,) C D(f(g)) (C M) je libovolné posloupnost s lima,, = b.
Protoze g je v bodé b spojité, z Tvrzeni 9 (aplikovaného na funkci g a po-
sloupnost (a,,) s lim a,, = b) dostavame lim g(a, ) = g(b). Protoze f je spojité
v bodé g¢(b), z Tvrzeni 9 (aplikovaného na funkci f a posloupnost (g(a,))
s lim g(a,) = g(b)) plyne

lim f(g)(an) = lim f(g(an)) = f(g(b)) = f(g)(b)-

Zaveér dostaneme opét z Tvrzeni 9 (aplikovaného na funkei f(g) a posloupnost
(ay) s lima, = b): slozend funkce f(g) je spojita v bodeé b. O



Elementarni funkce vice proménnych

Neékteré kurzy matematické analyzy probiraji tzv. elementdrni funkce. Jsou
to funkce f: X — R s X C R, které lze ziskat opakovanym scitanim,
nasobenim, délenim a skladanim, ptricemz se vychazi z urcitych zdkladnich
funkci. Tuto konstrukci zobecnime na redlné funkce vice proménnych.

Definice 15 (zdkladni funkce) Ndasledujici redlné funkce jedné proménné
se nazyvaji zdkladni funkce.

1. ¢ =expx: R — (0,400) alogz: (0,4+00) — R.

2. sinz: R — [-1,1] a arcsinz: [-1,1] = [-F, F].

3. Konstantni funkce k.(x): R — {c} pro libovolné c € R.

4. Redlnd mocninnd funkce x°: [0,+00) — [0, 4+00) pro libovolné rediné
b> 0.

Ptipomenme definice téchto funkci. Fxponencidla je definovana soucty abso-

lutné konvergentnich mocninnych fad: e* := ) _ 2" /n! pro kazdé x € R.

Logaritmus je jeji inverzni funkce: logz := (expx)~Y. Podobné sinus je

ddn soucty sinz = Y. _,(=1)"2*"*1/(2n + 1)! pro kazdé redlné = a ar-

kus sinus (inverzni sinus) je inverzni funkce ke zizenému sinu: arcsinz :=
T T

(sinz|[—%, Z])Y. Pritomnost rediné mocninné funkce = pro b > 0 mize

prekvapit: neplati snad, ze
2” = exp(blog x) = exp(ky(x) - log z) ?

Ne zcela, protoze exp(blogz) mé definiéni obor (0, +00), ale pro x° chceme
defini¢éni obor [0, 4+00). Napiiklad odmocnina /z = x'/? ma definiéni obor
[0,400), ze? Proto pro libovolna redlnd ¢isla b > 0 a x > 0 definujeme
2% := exp(blog ) a polozime 0° := 0. U viech ¢tyi mnozin funkef 1-4 uvddime
jejich minimalni obory hodnot, tj. obrazy funkci.

Jak ziskat funkce f: X — R s X C R" z vySe uvedenych zdkladnich

funkci jedné proménné? Pouzijeme dalsi zakladni funkce, totiz projekce.

Definice 16 (projekce) Necht n € N ai € {1,...,n}. Pak i-td projekce
Dn.i je funkce

P, i(T) = pn,i(T1, ..., 2n): R" = R, pp, (T) =2,

6



Uloha 17 Ukazte, e kazdd projekce Pn,i(T) je spojitd.

Prejdéme k operacim, které kombinuji jednoduché elementarni funkce vice

VVVVVV

Definice 18 (soucet, soucin a podil funkci) f: A - R ag: B - R
budte dvé funkce definované na A, B C R"™. Definujeme ndsledugici funkce.

1. Soucet f+g: AN B — R s hodnotami (f + g)(a) := f(a) + g(a).
2. Soucin f-g= fg: AN B — R s hodnotami (fg)(a) := f(a)g(a).

3. Podil f/g: AN B\ Z(g9) — R s hodnotami (f/g)(a) := f(a)/g(a), kde
Z(g) :={be B: ¢g(b) =0}.

Uloha 19 Spocitejte k() + ko(z), ky(z) - ko(z), ki(z)/x a ky(z)/ko(x).

Na rozdil od déleni ¢isel, kdy déleni nulou neni definovano, je podil dvou
funkei vzdy definovan.
Skladani funkci vice proménnych je trochu slozitéjsi.

Definice 20 (skladani) Predpoklidejme, Ze f = f(y1,...,ym): A = R s
ACR™ ag;=gi(x1,...,2,): Bi—>R s B, CR" proi=1,...,mjem+1
funkci. Definujeme jejich sloZeni

f@) = flg1,-- -, gm): D(f(g)) = R
tak, Ze md definicni obor
D(f(9)) ={a € ML Bi: (91(@), ..., gm(@)) € A} (CR")

a hodnoty
@)@ = f(g:1(a), ..., gm(@)).

Nyni muzeme definovat elementdrni funkce vice proménnych. V nasledujici
definici je funkce libovolna funkce tvaru

f=flxy,...,zy): A=>R

s AcC R



Definice 21 (elementarni funkce) Rekneme, Ze funkce f je elementdrni,
jestlize existuje takova konecnd posloupnost

g:<fl> f27"'7fk>

k € N funkci f;, Ze fr = f a Ze pro kaZdy index i € {1,...,k} je funkce
fi= filxy, ..., x,) bud jednou ze zdkladnich funkci v Definici 15 nebo jednou
z projekci v Definici 16, anebo nastane jeden z ndsledujicich dvou pripadi.

1. Pro néjaké dva indexy j,j' < i je f; = f; + fi nebo fi = f; - fi nebo
fi = i/ fj» podle Definice 18.

2. Pro néjakych m + 1 indexd j, j1,...,0m < @ je f; = fi(y1,--.,Ym),
i :sz(xlw--,l'n) prol=1,...,m a

fi= 1l -5 fim)
podle Definice 20.

Muzeme (méné piesné) fici, ze elementarni funkce vice proménnych vznikaji
opakovanym sc¢itanim, nasobenim, délenim a skladéanim, pricemz se vychazi
ze zakladnich funkci a z projekci. Identicka funkce fo: R — R s jednou
proménnou fo(z) = x je elementdrni, protoze fo(x) = p11(x) nebo fo(xr) =
log(exp x). Koneéna posloupnost (slovo) g se nazyva generujici slovo ele-

mentarni funkce f = fi. Generujici slova se pouzivaji (nebo by se meéla
pouzivat) v matematické logice v definicich formuli. Napiiklad f(z,y,z) =
exp(z+y)

33 Jje elementarni funkce, protoze ji lze vyjadrit jako

exp(p371(x, Y, Z) +p372(l‘, Y, Z))/(p3,1(w7 Y, Z)3 —p373($, Y, 2)3)7

kde jmenovatel je explicitné

((p3,1<95> Yy, z) -p3,1(, v, 2)) - p3.1(T, ¥, Z)) +
+ (k?—l(p:s,:a(% Yy, 2)) - ((p3,3(%, y, 2) - p3,3(z, y, 2)) - p3,3(z, ¥, Z))) :

Uloha 22 Kdy? nahradime k_y(pss(z,y,2)) virazem k_y(ps (x,y,2)) pro
i€ {1,2}, zméni se néco?

Uloha 23 Kazdy clen kaZdého generugiciho slova je elementdrni funkce.



Uloha 24 Polynomy v nékolika proménnyjch, nap?. x*y*—22+1, a raciondlni

v . v ~ « 3;1;y . “ . .
funkce v nékolika proménngch, napr. 79216 Jsou vZdy elementarni.

Par dalsich vlastnosti spojitych zobrazeni
Ukazeme, zZe elementarni funkce jsou spojité.

Tvrzeni 25 KazZdd elementarni funkce vice proménnijch z Definice 21 je spo-
Jitd.

Diikaz. Ukéazeme indukei podle indexu ¢ funkce f; v generujicim slové g =
(fi,..., fr) funkce f = fi, ze f; je spojita. Je-li ¢ = 1, pak f; = fi je zakladni
funkce z Definice 15 nebo projekce z Definice 16. V prvnim pripadé je f;
spojitda podle vysledku z kurzu MA1. V druhém pripadé je f; spojitda podle
Cviceni 17. Necht ¢ > 1. Je-li f; zdkladni funkce nebo projekce, je hotovo
stejné jako v pripadé ¢ = 1. Predpokladejme, ze f; je soucet, soucin, podil
nebo slozeni funkci v ¢g s indexy mensimi nez ¢. Potom je f; spojita podle
indukéniho predpokladu a podle Tvrzeni 10 a 14. a

Pfipomenme si ¢tyii véty, kterym ted budeme fikat tvrzeni, o spojitych
zobrazenich mezi metrickymi prostory, které zaznély a byly dokdzany v mi-
nulych prednéskach. M = (M,d) a N = (N,e) jsou metrické prostory,
X CMaf: M— N je spojité zobrazeni.

Tvrzeni 26 Je-li X kompakini, pak f[X] je kompakini podmnozina v N.
Tvrzeni 27 Je-li M kompaktni, pak je f stejnomeérné spojité.

Tvrzeni 28 Je-li X kompaktni a N = R, pak f nabyjvd na X minima a
maxima.

Tvrzeni 29 Je-li X souvisld, pak f[X] je souvisld podmnoZina v N.

Tato tvrzeni jsou po fadé Tvrzeni 41 v prednasce 3, Véta 40 v prednéasce 3,
Véta 46 v prednasce 3 a Véta 6 v prednasce 4.

V Tvrzeni 48 z prednasky 3 jsme dokazali, ze pokud f: T — U je spo-
jité prosté zobrazeni mezi topologickymi prostory, T' je kompaktni a U je
Hausdorffuv prostor, pak je inverze f~': f[T] — T spojitd. Nyni to znovu
dokazeme pro metrické prostory pomoci sekvencni kompaktnosti.

9



Tvrzeni 30 Necht M = (M,d) a N = (N, e) jsou metrické prostory, M je
kompaktni a f: M — N je spojité prosté zobrazeni. Potom je inverze

[ fIM - M
spojité zobrazeni.
Diikaz. Necht M je kompaktni, b € f[M] a necht
(bn) C f[M] je takova posloupnost, ze limb, = b.

Polozme a := f7'(b) a a, = f~(b,) (€ M). Ukdzeme, Ze lima, = a,
coz podle Tvrzeni 9 dokazuje spojitost f~! v bodé b. Ukdzeme, ze kazda
podposloupnost posloupnosti (a,) ma podposloupnost s limitou a. Potom
Uloha 31 implikuje, ze lim a,, = a. Necht (a!)) je podposloupnost posloupnosti
(a,). Vyuzijeme kompaktnosti M a vybereme takovou podposloupnost (a,, )
posloupnosti (al,), ze lim a,,, = ¢ € M. Podle Tvrzeni 9 plati lim f(a,,,) =
f(e). Protoze (f(am,)) je podposloupnost posloupnosti (b,), mame f(c) = b.
Ale f je prosté, takze ¢ = a. a

Uloha 31 Nechf a € M a necht (a,) C M je takovd posloupnost v me-
trickém prostoru M, Ze kazdd podposloupnost posloupnosti (a,) md podpo-
sloupnost s limitou a. Dokazte, Ze lima,, = a.

V klasické situaci, kdy f: X — R s X C R je spojita prosta funkce,
umime dokdzat spojitost inverzu f~': f[X] — X v kazdém z nésledujicich
piipadu.

1. X je kompaktni mnozina.

2. X je interval.

3. X je oteviend mnozina.

4. X je uzaviend mnozina a f je monotonni funkce.

5. X C (a,b), X je husta v intervalu (a,b) a f je monoténni a stejnomérné
spojita.
V obecném piipadé zobrazeni mezi metrickymi prostory jsme zatim uvazovali

jen piipad 1. Pfrednasku uzavieme jednoduchou vétou a cvicenim, jez ukazuje,
ze obecné se spojitost v inverzech nezachovava.

10



Véta 32 (spojité inverzy) Necht M = (M,d) a N = (N, e) jsou metrické
prostory. Necht f: M — N je prosté zobrazeni a necht ¢ > 0 je takovd redlnd
konstanta, Ze pro vSechna x,y € M plati

e(f(x), fly)) =z c-d(z, y).
Potom je inverzni zobrazeni f~1: f[M] — M spojité.

Diikaz. Necht b € M, necht ¢ := f(b) € f[M] a necht je ddno ¢ > 0. Polozme

0 := c- ¢ a ukazme, ze
f_l[BN(C7 5)] - BM(f_l(C)v 5) = BM(bv 5)

— f~1 je spojité v bodé c. Pokud tomu tak neni, pak existuje takovy bod
d € By(c,0) N f[M] s (nutné) ¢ # ¢, ze f~1(c') =: ¥ nelezi v By (b, €). Pak

c-dl/,b)>c-e=08>e(d,c)=e(f(t)), (b)),

coz je spor s predpokladanou vlastnosti konstanty c. a

Uloha 33 Necht f: Ng = R je injekce definovand predpisem
f(0):=0a f(n):=%...neN.

Ukazte, Ze f je spojitd, ale Ze inverzni funkce f~' meni spojitd (kde?).
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