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Uplné texty prednadek jsou na https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAII26cz.html
a predpoklada se, Ze se z nich studentky a studenti budou udit; tyto slajdy jsou jen p¥ehledy.
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Tato prednaska

@ Cést 2: Diferencidlni potet vice prom&nnych
9 Limity zobrazeni mezi metrickymi prostory
© Vlastnosti limit zobrazeni

@ Vlastnosti spojitych zobrazeni
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Neopoustime metrické prostory!

Zatiname Cast 2 (diferencidlni potet vice prom&nnych). Ne? se dostaneme k derivacim (které
v této prednasce jesté nebudou), budeme probirat nasledujici témata.

@ Vlastnosti limit zobrazeni f: X — N, kde X C M, pro metrické prostory M a N.
@ Vlastnosti spojitych zobrazeni f: M — N.
Zvlasté nas zajima, jak se limity a spojitost chovaji viici aritmetickym operacim, kdyz
M =R" = E, nebo N =R™ = E,,. Pfipomeinime, Ze E, je liplny metricky prostor a Ze
kompaktni mnoZiny v E, jsou pravé ty mnoziny, které jsou uzaviené a omezené.
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Koule bez stfedu, hromadné body, vlastni limity zobrazeni

e Pro kouli By(b, r) v metrickém prostoru M definujeme kouli bez stfedu jednoduZe tak, Ze z
koule odstranime jeji stfed: Cp(b, r) := Bum(b, r) \ {b}.

e Bod b € M je hromadnym bodem mnoZiny X C M, jestlize Vr > 0: Cp(b,r) N X # 0.

Definice (vlastni limita zobrazenf)
Necht M = (M, d), N = (N, e) jsou metrické prostory, X C M, f: X — Nabe M je

hromadny bod mnoZiny X. Rekneme, Ze

lim f(x) =c (€ N)

x—b

jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje takové § > 0, Ze

f[CM(b,5)] C BN(C,E).

P¥ipomeiime, Ze f[Cp(b, )] = f[Cm(b,d) N X]. Prot pfedpokladdme, Ze b je hromadny bod
mnoZiny X7
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Nekonecné limity zobrazeni

Pro N = R = E; pfipoustime nekonetné hodnoty limit.

Definice (nekonend limita zobrazeni)

Necht M = (M, d) je metricky prostor, X C M, f: X — R a b € M je hromadny bod
mnozZiny X. I-yiekneme, Ze

lim f(x) = 400 (resp. = —o0)
x—b
jestlize pro kaZzdé € > 0 existuje takové § > 0, Ze

f[Cm(b,8)] C (71, +00) (resp. C (—o0, —e1)).

V kurzu MA1I jsme kromé nekoneénych hodnot limit uvaZovali také limity v nekoneénu; napft.
limy— oo 2 = 0. Kvili jednoduchosti vykladu (v&ci jsou u? tak dost komplikované :-)) to zde
délat nebudeme. Tedy kdyZ piSeme x — b, vzdy je b € M.
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Vlastnosti limit zobrazeni 1: restrikce

Limita zobrazeni se nezméni, pokud zobrazeni z(iZzime.

Necht (M, d) a (N, e) jsou metrické prostory, X C M, f: X — N, b € M je hromadny bod
mnoZiny X a necht Y C M splfiuje, Ze b je stale hromadnym bodem mnoZiny Y N X. Pak plati

lim £(x) = C (€ {e, =0, +00}) = lim (£ Y)(x) = C.

x—b

Implikace plyne z inkluze Cp(b,6) NY N X C Cpy(b,d) N X. Dokonce miizeme Fici siln&ji: pro
dané ¢ funguje pro f | Y stejné ¢ jako pro f. O

Cvileni: ukaZte, Ze obecné nelze implikaci obratit.
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Vlastnosti limit zobrazeni 2: soufadnicové limity

Pro N = R™ = E,, Ize limitu zobrazeni do N zredukovat na limity soufadnicovych funkci.

Necht m € N\ {1}, M = (M, d) je metricky prostor, X C M, F = (fi,...,fm): X — R™,

b € M je hromadny bod mnoZiny X a ¢ = (c1,...,cm) € R™. Potom
lim F(x) =¢ <= Vi=1, m: lim fi(x) = ¢;.
x—b x—b
Dokézeme =. Necht lim,_, F(x) =€, necht i € {1,..., m} a necht je ddno ¢ > 0. Pak

existuje takové 0 > 0, Ze kdykoli x € X a 0 < d(x, b) < 4, plati [|[F(x) —€|| < e. Pro stejné x
tedy

() = il < /TR0 — ) = IF(x) —ll < e

a vidime, Ze limy_,p fi(x) = ¢;. Opa&na implikace < je cvi&eni. O
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Limity f: R2 — R v bod& (0,0) ukazujici, Ze iterované limity nepomahaji

Necht f: R2 — R a 0 = (0,0). Clovék by se mohl pokusit spotitat limitu lim,,_,5 f(X) jako

iterovanou limitu limy, o limy, 0 f(x1, x2) nebo limy, o limy, o f(x1, x2). Nasledujici t¥i
ptiklady, které jsou pro vds cvileni, ukazuji, Ze tato metoda nefunguje. Nedefinované hodnoty

funkce f nastavime na 0.
X1X2 Y e VT _—
: obé& iterované limity jsou 0, ale dvourozmérnd limita neexistuje.

2

(] f(X]_,XQ) = m

X§ — X
o f(x1,x2) = )(1272: dvé iterované limity se neshoduji (1 vs. —1).

o f(x1,x2) = x1 + x2sin(1/x1): jedna iterovand limita neexistuje, druhd = dvourozmérna

limita = 0.
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Aritmetika v R* = R U {—00, 400}

Abychom mohli pfesné zachdzet s nekoneénymi limitami, potfebujeme p¥esnou aritmetiku
zahrnujici nekone¢na. Aritmetiku ve struktute R* = (R*,0,1,+, -, /, <) definujeme
nasledovn&. Obvyklou aritmetiku v (R,0,1,+, -, /, <) rozdifime o tato pravidla:
e a+ (+00) = (+00) + a = 400 pro libovolné a € RU {+o0},
oa—i—( ) = (—o0) + a = —oo pro libovolné a € RU {—co},
a- (+o0) = (£00) - a = £oo pro libovolné redlné a > 0 a

a-(£o00) = (f£o00) - a = Foo pro libovolné redlné a < 0 (v8ude horni nebo viude dolni
znaménka),
o (£00) - (£00) = 400 a (£o0) - (Foo) = —oo (v8ude horni nebo viude dolni znaménka),
e (+00)/a = +oo pro libovolné redlné a > 0 a
e (£o00)/a = Foo pro libovolné redlné a < 0 (viude horni nebo viude dolni znaménka),
e a/(£o00) = 0 pro libovolné redlné a a kone&n&
e —00 < 400, —00 < aa a< +oo pro libovolné redlné a.
e Znaménka ménime takto: —(+o0) = Foo.
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Neurcité vyrazy. Vlastnosti limit zobrazeni 3: Heine

Vyrazy vySe nezminéné,

(+00) 4+ (=), (—o0) + (+00), 0 (£00), (£o0) -0 +o0 g

y T > 4

+oo
(v libovolné kombinaci znamének a pro A € R*) jsou neur&ité vyrazy; jejich hodnoty nejsou
definovany.

Véta (limity zobrazeni v Heineov& pojeti)

Necht M, N, X, f, b a C € {c,—0c0,+00} jsou jako ve dvou vy3e uvedenych definicich limit.
Pak
lim f(x) = C <= V(an) C X\ {b}: |i_>m an=>b= lim f(a,)=C.

n—o0

x—b n—o0

(N&ert.) Implikace = je jednoduchd. V implikaci = = — definujeme 3patnou posloupnost (a,)
pomoci AC (axiomu vyb&ru). O
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Aritmetika limit redlnych posloupnosti

Opirame se o nasledujici v&tu obsaZenou v kurzu MAI (kdyZ jsem jej vyuZoval).

Véta (aritmetika limit redlnych posloupnosti)

Necht (an), (bn) C R jsou takové rediné posloupnosti, Ze limp o0 an = C a lim,_o0 by = D,
kde C, D € R*. Plati ndsledujicr

Q Jestlize vyraz C + D neni neuréity, pak lim,_oo(an + by) = C + D.
@ Jestlize vyraz CD neni neurcity, pak lim, o anb, = CD.

@ Jestlize vyraz C/D neni neurcity, pak lim,_oc an/by = C/D.

V bodé 3 ignorujeme pkipadné kone¢né mnoho nedefinovanych podili a,/by, s b, = 0.

Cvikent: jestlize vyraz C/D neni neurtity, pak b, = 0 jen pro konetn& mnoho n.
S pomoci dvou pfedchozich v&t odvodime aritmetiku limit zobrazeni.
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Vlastnosti limit zobrazeni 4: aritmetika limit

Disledek (aritmetika limit zobrazen)

Necht M = (M, d) je metricky prostor, X C M, necht f,g: X — R a b € M je hromadny bod
mnoZiny X. Necht lim,_,, f(x) = C alim,_,g(x) = D, kde C, D € R*. Plati ndsledujici.

Q Jestlize vyraz C + D neni neurtity, pak limy_,,(f + g)(x) = C+ D.
@ Jestlize vyraz CD neni neur¢ity, pak lim,_,p(fg)(x) = CD.

@ Jestlize vyraz C/D neni neurcity, pak limy_(f/g)(x) = C/D.

Ideje dikazu: pouZijeme dvé predchozi véty.

Tvrzeni (limity linedrnich kombinaci)

Necht me N, o, 8 € R, M = (M, d) je metricky prostor, X C M, necht F,G: X — R™ a
b € M je hromadny bod mnoZiny X. Necht lim,_,, F(x) =€ a lim,_,; G(x) = d. Potom
limy_p(aF 4+ BG)(x) = ac + Ad.
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Vlastnosti limit zobrazeni 5: Cauchyho podminka

(Nastin) Pro o, 5 € R a u, v € R™ pouZijeme nerovnost ||au+ Sv|| < |a| - |lul|+|5] - |lv]. O

Véta (Cauchyho podminka)

Necht M = (M,d) a N = (N, e) jsou metrické prostory, p¥icemZ N je dplny. Necht X C M,
f: X — N a necht b € M je hromadny bod mnoZiny X. Pak limita lim,_,p, f(x) existuje <=
pro kaZdé € > 0 existuje > 0 a takovd koule By o poloméru e, Ze

f[CM(b, (5)] (- BN .

(Néstin) Implikace = je pfimo&ara. Pro dilkaz <= nejprve definujeme ¢ := lim f(a,) (€ N) pro
n&jakou posloupnost (a,) C X \ {b} s lima, = b. Poté ukdzeme, Ze i limy_,, f(x) = c. O
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Vlastnosti limit zobrazeni 6: monotdnni zobrazeni

Ndasledujici definice monotdnnosti je inspirovdna kvazimonoténnimi posloupnostmi v R.

Definice (f roste/klesa v bod& b)

Necht M = (M, d) je metricky prostor, X C M, f: X — R, a necht b € M je hromadny bod
mnoziny X. Rekneme, Ze f roste v bod& b, jestlize pro kazdé a € X \ {b} existuje 6 > 0, Ze

Vece Cu(b, )N X: f(c) > f(a).

Abychom definovali, Ze f klesd v bodé b, obratime posledni nerovnost.

Véta (limity monoténnich zobrazeni)

Necht M = (M, d) je metricky prostor, X C M, f: X — R, a necht b € M je hromadny bod
mnoZiny X. Pokud f roste (resp. klesd) v bodé& b, pak

lim £(x) = sup(F[X \ {b}]) (resp. = inf(F[X\ {B}])) (€ R").
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Vlastnosti limit zobrazeni 7: Bolzano—\Weierstrass

Supremum a infimum v pfedchozi v&t& jsou brany v linedrnim uspo¥adani (R*, <). UkaZte jako
cviceni, Ze kazdd mnoZina v ném ma infimum i supremum.

(N&&rt) Podobné& jako diikaz pro redlné posloupnosti. O

Posloupnost (a,) C M je omezend, jestlize (a,) C By pro n&jakou kouli By.

Tvrzeni (jednoducha Bolzanova—Weierstrassova véta)

Necht (M, d) je metricky prostor, v némZ kaZdd uzavFend koule je kompaktni. Pak kaZd3
omezend posloupnost (a,) C M md konvergentni podposloupnost (podposloupnost s limitou).

Cviceni.

Cvileni: kazda omezena posloupnost v prostoru E,, ma konvergentni podposloupnost.
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Vlastnosti limit zobrazeni 8: sloZzené limity

Prog: A— Baf: A — B necht D(f(g)) ={a € A: g(a) € A’} (def. obor zobrazeni f(g)).

Véta (slozené limity)

Necht (M, d), (N,e) a (P, h) jsou t¥i metrické prostory, X C M, Y C N, g: X — N,
f:Y — P, be M je hromadny bod X, c € N je hromadny bod Y a necht b je také
hromadny bod D(f(g)). Predpokladejme, Ze limy_,, g(x) = c a limy_c f(y) = p € P. Potom
ma sloZené zobrazeni f(g) limitu
lim f(g)(x) = p
x—b
pravé tehdy, kdyZ plati jedna ze dvou podminek.
@ Bud cg Y, neboceY af(c)=p.
@ Pro né&jaké 0 > 0 je c & g[Cm(b, 0)].
Neplati-li ani jedna podminka, pak c € Y, f(c) # p a limy_p f(g)(x) neexistuje nebo je f(c).

V.
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Vlastnosti spojitych zobrazeni 1: véta o mezihodnotach

Vyplati se prelist si ditkaz pfedchozi véty ve skriptech.

Véta (o mezihodnotéch)

Necht M = (M, d) je souvisly metricky prostor a necht f: M — R je spojité zobrazeni. Necht
a,be M ac eR jsou takové, Ze

f(a) < c < f(b).
Pak existuje takovy bod e € M, Ze f(e) = c.

.

S tim, co jsme se dosud nautili, je diikaz snadny. Podle Véty 6 ve 4. pfednasce je obraz f[M]
souvisld podmnozina R. Podle Véty 2 ve stejné predndice je f[M] interval. Protoze
f(a), f(b) € f[M], plati také c € f[M] a je hotovo. O

v
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DEKUJI ZA POZORNOST!
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