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Abstrakt

Zač́ınáme druhou část kurzu, která je věnována diferenciálńımu
počtu funkćı v́ıce proměnných. Než se dostaneme k derivaćım, bu-
deme na obecné úrovni metrických prostor̊u studovat limity zobra-
zeńı a jejich spojitost, zejména souvislost s aritmetickými operacemi.
Prostory specializujeme na Rn jen když potřebujeme aritmetiku nebo
uspořádáńı. Źıskáme následuj́ıćı analogie jednorozměrných výsledk̊u
pro funkce a posloupnosti: aritmetika limit, Cauchyho podmı́nka, věta
o limitě monotónńıch zobrazeńı, Bolzanova–Weierstrassova věta, věta
o limitě složených zobrazeńı a zobecněńı věty o mezihodnotě na sou-
vislé prostory.

Část 2. Vı́cerozměrný diferenciálńı počet

Druhá část tohoto kurzu je věnována v́ıcerozměrnému diferenciálńımu počtu.
Než přejdeme k derivaćım funkćı a zobrazeńı f : X → R a f : X → Rm, kde
X ⊂ Rn, probereme na obecné úrovni metrických prostor̊u limity zobrazeńı a
jejich spojitost. Zvlášt’ nás bude zaj́ımat jejich souhra s aritmetickými opera-
cemi. Pokud budeme tyto operace nebo uspořádáńı potřebovat, omeźıme se
na prostory Rn. Připomeňme, že Rn = En je úplný metrický prostor s metri-
kou en. V En jsou kompaktńı množiny právě uzavřené a omezené množiny. En

je normovaný prostor, dokonce prostor se skalárńım součinem, a vzdálenost
en(x, y) budeme zapisovat jako ∥x − y∥. Eukleidovská norma ∥ · ∥ je dána
vztahem

∥x∥ = ∥⟨x1, x2, . . . , xn⟩∥ =
√︁

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n .

Limity zobrazeńı mezi metrickými prostory
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Pro libovolnou kouliB(b, r) v metrickém prostoruM definujeme kouli bez středu
C(b, r) předpisem

CM(b, r) = C(b, r) := B(b, r) \ {b} (⊂ M) .

Necht’ X ⊂ M a b ∈ M . Bod b se nazývá hromadný bod množiny X, jestliže

∀ r > 0: C(b, r) ∩X ̸= ∅ .

Úloha 1 Ukažte, že b je hromadný bod množiny X, právě když existuje ta-
ková posloupnost (an) ⊂ X \ {b}, že limn→∞ an = b.

Definice 2 (limity zobrazeńı) Necht’ M = ⟨M,d⟩ a N = ⟨N, e⟩ jsou me-
trické prostory, X ⊂ M , f : X → N , b ∈ M je hromadný bod množiny X a
necht’ c ∈ N . Jestlǐze pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že

f [CM(b, δ)] ⊂ BN(c, ε) ,

pak ṕı̌seme limx→b f(x) = c nebo f(x) → c pro x → b a ř́ıkáme, že f má v
bodě b limitu c.

Připomeňme, že obraz f [CM(b, δ)] = f [CM(b, δ) ∩ X]. Jak si pamatujeme z
MA1, bez předpokladu, že b je hromadný bod množiny X, definice limity
nedává dobrý smysl.

Úloha 3 Proč?

Jinými slovy, limx→b f(x) = c znamená, že pro každé ε > 0 existuje δ > 0
tak, že jestliže a ∈ X a 0 < d(a, b) < δ, pak e(f(a), c) < ε.

Je-li N = E1, připoušt́ıme i limity ±∞. Definujeme R∗ = R∪{−∞,+∞}.
Aritmetiku v R∗ si zopakujeme později.

Definice 4 (nekonečné limity) Necht’ M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor,
X ⊂ M , f : X → R a necht’ b ∈ M je hromadný bod množiny X. Jestlǐze pro
každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že

f [CM(b, δ)] ⊂ (1/ε, +∞) =: BR(+∞, ε) ,

pak ṕı̌seme limx→b f(x) = +∞ nebo f(x) → +∞ pro x → b a ř́ıkáme, že f
má v bodě b limitu +∞. Abychom definovali, že f má v b limitu −∞, na-
hrad́ıme posledńı interval intervalem (−∞,−1/ε) := BR(−∞, ε).
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V MA1 jsme měli M = N = E1 a uvažovali jsme také limity limx→±∞ f(x) v
nekonečnu. Např́ıklad limx→−∞

1
x
= 0. Zde se jimi nebudeme zabývat. Vždy,

když ṕı̌seme x → b, je b ∈ M prvkem daného prostoru.

Úloha 5 Přeformulujte Definice 2 a 4 pomoćı norem v př́ıpadě, že M = En

nebo N = Em.

Ukážeme, že limity se zachovávaj́ı při restrikci. Připomeňme, že jestliže
f : A → B je zobrazeńı a C je libovolná množina, pak restrikce (zúžeńı)
f |C : A ∩ C → B má hodnoty (f |C)(x) = f(x).

Tvrzeńı 6 Necht’ M , N , X, f , b a C ∈ {c,−∞,+∞} jsou jako v Defi-
nićıch 2 a 4. Necht’ množina Y ⊂ M je taková, že b je stále hromadným
bodem množiny Y ∩X. Pak plat́ı

lim
x→b

f(x) = C ⇒ lim
x→b

(f |Y )(x) = C .

D̊ukaz. Dokonce lze ř́ıci silněji: pro restrikci f |Y a dané ε > 0 funguje stejné
δ > 0 jako pro zobrazeńı f . Plyne to z inkluze

CM(b, δ) ∩ Y ∩X ⊂ CM(b, δ) ∩X .
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Úloha 7 Lze implikaci v předešlém tvrzeńı obrátit?

Ukážeme, že je-li N = Em, je existence limit zobrazeńı ekvivalentńı exis-
tenci limit všech jejich souřadnicových funkćı.

Tvrzeńı 8 Necht’ m ∈ N a m ≥ 2. Předpokládejme, že M = ⟨M,d⟩ je
metrický prostor, X ⊂ M , že F = ⟨f1, . . . , fm⟩ : X → Rm, že b ∈ M je
hromadný bod množiny X a že c = ⟨c1, . . . , cm⟩ ∈ Rm. Potom

lim
x→b

F (x) = c ⇐⇒ ∀ i = 1, . . . , m : lim
x→b

fi(x) = ci .

D̊ukaz. Necht’ limx→b F (x) = c, necht’ i ∈ {1, . . . ,m} a necht’ je dáno ε >
0. Pak existuje δ > 0 tak, že jestliže x ∈ X a 0 < d(x, b) < δ, potom
∥F (x)− c∥ < ε. Pro stejné body x tedy plat́ı

|fi(x)− ci| ≤
√︂∑︁m

j=1(fj(x)− cj)2 = ∥F (x)− c∥ < ε
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a vid́ıme, že limx→b fi(x) = ci.
Předpokládejme nyńı, že limx→b fi(x) = ci pro každé i ∈ {1, . . . ,m} a že

je dáno ε > 0. Pak existuje δ > 0 tak, že pro každé i ∈ {1, . . . ,m} a každé
x ∈ X s 0 < d(x, b) < δ máme |fi(x)− ci| < ε. Pro stejné body x je tedy

∥F (x)− c∥ =
√︂∑︁m

j=1(fj(x)− cj)2 <
√︂∑︁m

j=1 ε
2 =

√
m · ε

a vid́ıme, že limx→b F (x) = c. 2

Pro m = 1 tvrzeńı triviálně plat́ı, i pro nekonečné limity ±∞.
Necht’ M = En. Pak bychom se mohli pokusit naj́ıt limity

lim
x→b

f(x1, . . . , xn)

souřadnicových funkćı f : X → R, kde X ⊂ Rn, tak, že postupně v nějakém
pořad́ı xin , . . . , xi1 spoč́ıtáme pro všech n proměnných x1, . . . , xn takzvanou
iterovanou limitu

lim
xi1

→bi1

. . . lim
xin→bin

f(x1, . . . , xn)

(výpočet začneme od vnitřńı limity limxin→bin
a hodnoty n− 1 proměnných,

přes které se nelimit́ı, jsou vždy pevné). Tři následuj́ıćı př́ıklady s funkcemi
f : R2 → R a bodem b = 0 = ⟨0, 0⟩ ukazuj́ı, že tato myšlenka nefunguje.

Úloha 9 Necht’ f(x1, x2) = x1x2/(x
2
1 + x2

2) pro x2
1 + x2

2 ̸= 0 a f(0, 0) = 0.
Pak limita limx→0 f(x1, x2) neexistuje, i když

lim
x1→0

lim
x2→0

f(x1, x2) = lim
x2→0

lim
x1→0

f(x1, x2) = 0 .

Úloha 10 Necht’ f(x1, x2) = (x2
1−x2

2)/(x
2
1+x2

2) pro x2
1+x2

2 ̸= 0 a f(0, 0) = 0.
Pak

lim
x1→0

lim
x2→0

f(x1, x2) = 1 a lim
x2→0

lim
x1→0

f(x1, x2) = −1 .

Úloha 11 Necht’ f(x1, x2) = x1 + x2 sin(1/x1) pro x1 ̸= 0 a f(0, x2) = 0.
Pak

lim
x→0

f(x) = lim
x1→0

lim
x2→0

f(x1, x2) = 0 ,

ale limx2→0 limx1→0 f(x1, x2) neexistuje.
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Tyto př́ıklady jsou převzaty z [1, str. 421–422].

Vlastnosti limit zobrazeńı

Začneme aritmetikou limit. Připomeňme, že jsou-li f, g : A → R libovolné
funkce, pak součtová funkce f + g : A → R má hodnoty (f + g)(a) = f(a) +
g(a). Součinová funkce fg a pod́ılová funkce f/g jsou definovány obdobně.
Připomeneme aritmetiku v

R∗ = ⟨R∗, 0, 1, +, ·, /, <⟩ (R∗ = R ∪ {−∞, +∞}) .

Obvyklou aritmetiku v ⟨R, 0, 1,+, ·, /, <⟩ rozš́ı̌ŕıme následuj́ıćımi pravidly:
a+(+∞) = (+∞)+a = +∞ pro každé a ∈ R∪{+∞}, a+(−∞) = (−∞)+
a = −∞ pro každé a ∈ R∪{−∞}, a·(±∞) = (±∞)·a = ±∞ pro každé reálné
a > 0 a a · (±∞) = (±∞) · a = ∓∞ pro každé reálné a < 0 (všechna horńı
nebo všechna dolńı znaménka), (±∞) · (±∞) = +∞ a (±∞) · (∓∞) = −∞
(všechna horńı nebo všechna dolńı znaménka), (±∞)/a = ±∞ pro každé
reálné a > 0 a (±∞)/a = ∓∞ pro každé reálné a < 0 (všechna horńı
nebo všechna dolńı znaménka), a/(±∞) = 0 pro každé reálné a, a konečně
−∞ < +∞, −∞ < a a a < +∞ pro každé reálné a; znaménko měńıme
pomoćı −(±∞) = ∓∞. Nezmı́něné výrazy

(+∞) + (−∞), (−∞) + (+∞), 0 · (±∞), (±∞) · 0, ±∞
±∞

, a
A

0

(libovolná kombinace znamének a A ∈ R∗) jsou takzvané neurčité výrazy.
Jejich hodnoty nejsou definovány.

Úloha 12 Spoč́ıtejte (+∞)− (−∞), −∞
−6

a (−∞) · (−∞).

Úloha 13 Ukažte, že ⟨R∗, <⟩ je lineárńı uspořádáńı a že každá množina
X ⊂ R∗ v něm má infimum i supremum.

Aritmetiku limit zobrazeńı odvod́ıme z aritmetiky limit posloupnost́ı.
Použijeme Heineho reformulaci Definic 2 a 4.

Věta 14 (Heineho charakterizace limity) Necht’ M , N , X, f , b a C ∈
{c,−∞,+∞} jsou jako v Definićıch 2 a 4. Potom

lim
x→b

f(x) = C ⇐⇒ ∀ (an) ⊂ X \ {b} : lim
n→∞

an = b ⇒ lim
n→∞

f(an) = C .
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D̊ukaz. Necht’ limx→b f(x) = C, necht’ C = c ∈ N , necht’ (an) ⊂ X \ {b} má
lim an = b a necht’ je dáno ε > 0. Protože f(x) → c pro x → b, existuje δ > 0
tak, že a ∈ CM(b, δ) ∩ X ⇒ f(a) ∈ BN(c, ε). Jelikož an → b pro n → ∞ a
vždy an ̸= b, existuje n0 tak, že pro n ≥ n0 plat́ı an ∈ CM(b, δ) ∩ X. Tedy
pro stejná n máme f(an) ∈ Bn(c, ε). Vid́ıme, že lim f(an) = C.

Je-li C ∈ {−∞,+∞} a N = E1, funguje stejný argument, pouze koule
BN(c, ε) je nahrazena

”
kouĺı“ BR(C, ε).

Předpokládejme, že neplat́ı limx→b f(x) = C. Pak existuje ε > 0 tak, že
pro každé n ∈ N existuje—podle axiomu výběru—bod an ∈ CM(b, n−1)∩X
takový, že f(an) nelež́ı v BN(c, ε), je-li C = c, resp. ne v BR(C, ε), pokud
C ∈ {+∞,−∞}. Dostaneme tedy posloupnost (an) ⊂ X \ {b} takovou, že
lim an = b, ale neplat́ı lim f(an) = C.

2

Použijeme následuj́ıćı větu o limitách posloupnost́ı dokázanou v kurzu MA1.

Věta 15 (aritmetika limit v MA1) Necht’ (an), (bn) ⊂ R jsou takové po-
sloupnosti, že limn→∞ an = C a limn→∞ bn = D, přičemž C,D ∈ R∗. Plat́ı
následuj́ıćı.

1. Jestlǐze C +D neńı neurčitý výraz, pak limn→∞(an + bn) = C +D.

2. Jestlǐze CD neńı neurčitý výraz, pak limn→∞ anbn = CD.

3. Jestlǐze C/D neńı neurčitý výraz, pak limn→∞ an/bn = C/D.

V části 3 ignorujeme př́ıpadně konečně mnoho nedefinovaných pod́ıl̊u an/bn
s bn = 0.

Pokud totiž C/D neńı neurčitý výraz, pak D ̸= 0 a jelikož lim bn = D ̸= 0,
je bn = 0 jen pro konečně mnoho n.

Důsledek 16 M = ⟨M,d⟩ bud’ metrický prostor, X ⊂ M bud’ množina
v M , f, g : X → R a necht’ b ∈ M je hromadný bod množiny X. Necht’

limx→b f(x) = C a limx→b g(x) = D, kde C,D ∈ R∗. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když C +D neńı neurčitý výraz, pak limx→b(f + g)(x) = C +D.

2. Když CD neńı neurčitý výraz, pak limx→b(fg)(x) = CD.

3. Když C/D neńı neurčitý výraz, pak limx→b(f/g)(x) = C/D.

6



D̊ukaz. Dokážeme pouze část 3 a d̊ukazy část́ı 1 a 2 ponecháme jako cvičeńı.
Předpokládáme, že limx→b f(x) = C, limx→b g(x) = D a že C/D neńı neurčitý
výraz. Podle Věty 14 stač́ı ukázat, že kdykoli (an) ⊂ M \ {b} je posloupnost
s lim an = b, pak lim(f/g)(an) = lim f(an)/g(an) = C/D. Necht’ (an) je, jak
řečeno. Z předpoklad̊u a z Věty 14 plyne, že lim f(an) = C a lim g(an) = D.
Nyńı z části 3 ve Větě 15 dostáváme lim f(an)/g(an) = C/D. 2

Jedna jemnost v předchoźım d̊ukazu části 3 spoč́ıvá v tom, že na rozd́ıl od
část́ı 1 a 2 může být definičńı obor Y ⊂ X pod́ılové funkce (f/g)(x) vlastńı
podmnožinou X, protože body a ∈ X s g(a) = 0 je třeba vynechat.

Úloha 17 Ukažte, že pokud výraz C/D neńı neurčitý, pak b je stále hro-
madným bodem definičńıho oboru Y funkce f/g.

Úloha 18 Dokažte části 1 a 2 d̊usledku.

Jak v́ıme z kurzu MA1, věta o aritmetice limit nevyčerpává všechny
možné výsledky o vztahu mezi limitami a aritmetikou. Jeden takový výsledek,
který neńı pokryt d̊usledkem, ponecháme jako cvičeńı.

Úloha 19 Necht’ M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor, X ⊂ M , necht’ f, g : X →
R a b ∈ M je hromadný bod množiny X. Necht’ limx→b f(x) = 0 a necht’ g je
omezená na nějaké kouli bez středu CM(b, r) (∩X). Potom

lim
x→b

(fg)(x) = 0 .

Zat́ımco R je normované těleso, Rm pro m > 1 je pouze normovaný
reálný vektorový prostor. Dokážeme alespoň, že limity zachovávaj́ı lineárńı
kombinace.

Tvrzeńı 20 Necht’ m ∈ N, α, β ∈ R, M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor,
X ⊂ M , necht’ F,G : X → Rm a b ∈ M je hromadný bod množiny X. Necht’

limx→b F (x) = c a limx→b G(x) = d. Potom

lim
x→b

(αF + βG)(x) = αc+ βd .

D̊ukaz. Necht’ je dáno ε > 0. Z předpoklad̊u plyne, že existuje takové δ > 0,
že z a ∈ CM(b, δ)∩X plyne ∥F (a)− c∥, ∥G(a)−d∥ < ε. Tedy pro tytéž body
a máme

∥(αF + βG)(a)− (αc+ βd)∥ = ∥α(F (a)− c) + β(G(a)− d)∥
≤ |α| · ∥F (a)− c∥+ |β| · ∥G(a)− d∥ ≤ ε(|α|+ |β|) .
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Vid́ıme, že uvedená limita plat́ı. 2

Úloha 21 Vysvětlete prvńı vystavenou nerovnost v d̊ukazu. Proč nem̊užeme
posledńı nerovnost zapsat jako < ε(|α|+ |β|)?

Uvedeme dva existenčńı výsledky o limitách zobrazeńı.

Věta 22 (Cauchyho podmı́nka) Necht’ M = ⟨M,d⟩ a N = ⟨N, e⟩ jsou
metrické prostory, přičemž N je úplný. Necht’ X ⊂ M , f : X → N a necht’

b ∈ M je hromadný bod množiny X. Potom limita limx→b f(x) existuje ⇐⇒
pro každé ε > 0 existuje δ > 0 a koule BN s poloměrem ε tak, že

f [CM(b, δ)] ⊂ BN .

D̊ukaz. Necht’ limx→b f(x) = c pro nějaké c ∈ N a necht’ je dáno ε > 0.
Položme BN = BN(c, ε). Z definice limity existuje δ > 0, že f [CM(b, δ)] ⊂
BN .

Předpokládejme, že plat́ı pravá strana ekvivalence. Vezměme libovolnou
posloupnost (an) ⊂ X\{b} s lim an = b. Existuje podle Cvičeńı 1, protože b je
hromadný bod množiny X. Podmı́nka na pravé straně implikuje, že posloup-
nost (f(an)) ⊂ N je cauchyovská. Využijeme, že N je úplný, a vezmeme li-
mitu c = lim f(an) (∈ N). Ukážeme, že limx→b f(x) = c. Necht’ je dáno ε > 0.
Vezměme δ > 0 a kouli BN = BN(c

′, ε/4) zaručené podmı́nkou na pravé
straně. Necht’ B′

N = BN(c
′, ε/2). Tvrd́ıme, že c ∈ B′

N . Pokud by c ̸∈ B′
N ,

pak e(c, c′) ≥ ε/2. Pak bychom mohli vźıt dostatečně velký index n tak, aby
d(b, an) < δ a e(c, f(an)) < ε/4. Z TN by pak plynulo f(an) ̸∈ BN , což je spor
s definićı koule BN . Tedy c ∈ BN(c

′, ε/2). Pak pro každé a ∈ CM(b, δ) ∩ X
plat́ı

e(f(a), c) ≤ e(f(a), c′) + e(c′, c) < ε/4 + ε/2 < ε ,

a vid́ıme, že limx→b f(x) = c. 2

Je-li M = ⟨M,d⟩ metrický prostor, X ⊂ M a f : X → R, kdy je f
monotónńı? Následuj́ıćı definice je inspirována kvazimonotónńımi reálnými
posloupnostmi.

Definice 23 (monotónnost) Necht’ M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor, X ⊂
M , f : X → R a necht’ b ∈ M je hromadný bod množiny X. Řekneme, že f
roste v bodě b, jestlǐze pro každé a ∈ X \ {b} existuje δ > 0 tak, že

∀ c ∈ CM(b, δ) ∩X : f(c) ≥ f(a) .

Abychom definovali, že f klesá v bodě b, obrát́ıme posledńı nerovnost.
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Věta 24 (limity monotónńıch zobrazeńı) Necht’ M = ⟨M,d⟩ je met-
rický prostor, X ⊂ M , f : X → R a necht’ bod b ∈ M je hromadný bod
množiny X. Pokud f roste v bodě b, pak

lim
x→b

f(x) = sup(f [X \ {b}]) (∈ R∗) .

Pokud f klesá v bodě b, pak

lim
x→b

f(x) = inf(f [X \ {b}]) (∈ R∗) .

Supremum i infimum se berou v lineárńım uspořádáńı ⟨R∗, <⟩ (viz cvičeńı 13).

D̊ukaz. Předpokládejme, že f roste v bodě b. Důkaz pro klesaj́ıćı f je po-
dobný. Necht’ je dáno ε > 0 a položme A = sup(f [X \ {b}]); potom A ∈ R
nebo A = +∞. Z definice suprema existuje a ∈ X \ {b} tak, že f(a) ∈
BR(A, ε). Jelikož f roste v bodě b a pro každé a′ ∈ X \ {b} plat́ı f(a′) ≤ A,
existuje δ > 0 tak, že

∀c ∈ CM(b, δ) ∩X : f(c) ≥ f(a), tedy f [CM(b, δ)] ⊂ U .

Vid́ıme, že limx→b f(x) = A. 2

Pod́ıváme se na následuj́ıćı zobecněńı Bolzanovy–Weierstrassovy věty na
metrické prostory. Posloupnost (an) ⊂ M v metrickém prostoru M nazveme
omezenou, existuje-li taková koule B v M , že (an) ⊂ B.

Tvrzeńı 25 (metrická Bolzanova–Weierstrassova věta) Necht’ ⟨M,d⟩
je metrický prostor, v němž každá uzavřená koule je kompaktńı. Pak každá
omezená posloupnost (an) ⊂ M má konvergentńı podposloupnost (podposloup-
nost s limitou).

D̊ukaz. Necht’ (an) ⊂ B = BM(b, r). Pak také (an) ⊂ B = B(b, r) a (an) má
konvergentńı podposloupnost d́ıky předpokladu o M . 2

Úloha 26 Dokažte, že každá omezená posloupnost v prostoru Em má kon-
vergentńı podposloupnost.
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Dostáváme se k posledńımu výsledku o limitách zobrazeńı mezi met-
rickými prostory, který zde zmiňujeme, totiž k větě o limitě složených zob-
razeńı. Zobecněné skládáńı zobrazeńı prob́ıhá následovně. Necht’ g : A → B
a f : A′ → B′ jsou funkce, přičemž A, B, A′ a B′ jsou libovolné množiny
(nevyžadujeme B = A′, skládáńı je proto “zobecněné”). Složené zobrazeńı
f(g) : D(f(g)) → B′ má definičńı obor

D(f(g)) := {a ∈ A : g(a) ∈ A′} (⊂ A)

a hodnoty f(g)(a) := f(g(a)). Jde o typ funkcionálńıho skládáńı, který se
použ́ıvá v matematické analýze.

Věta 27 (limita složeného zobrazeńı) 1 ⟨M,d⟩, ⟨N, e⟩ a ⟨P, h⟩ bud’te tři
metrické prostory. Necht’ X ⊂ M , Y ⊂ N , g : X → N , f : Y → P , b ∈ M je
hromadný bod množiny X, c ∈ N je hromadný bod množiny Y a necht’ b je
také hromadný bod množiny D(f(g)). Předpokládejme, že limx→b g(x) = c a
limy→c f(y) = p ∈ P . Potom má složené zobrazeńı f(g) limitu

lim
x→b

f(g)(x) = p

právě tehdy a jen tehdy, když plat́ı jedna ze dvou podmı́nek.

1. Bud’ c ̸∈ Y , anebo c ∈ Y a f(c) = p.

2. Existuje θ > 0, že c ̸∈ g[CM(b, θ)].

Jestlǐze neplat́ı ani jedna z těchto podmı́nek, pak c ∈ Y , f(c) ̸= p a limita
limx→b f(g)(x) neexistuje, anebo se rovná f(c) (což neńı p).

D̊ukaz. Necht’ je dáno ε > 0. Z předpokládaných limit plyne, že

• existuje δ′ > 0 tak, že (a) f [CN(c, δ
′)] ⊂ BP (p, ε), a

• existuje δ > 0 tak, že (b) g[CM(b, δ)] ⊂ BN(c, δ
′).

Předpokládejme, že plat́ı podmı́nka 1. Pak můžeme ześılit inkluzi (a) na
inkluzi f [BN(c, δ

′)] ⊂ BP (p, ε) a dostaneme

f(g)[CM(b, δ)] = f [ g[CM(b, δ)] ] ⊂ f [BN(c, δ
′)] ⊂ BP (p, ε) .

1V této přesné podobě pocháźı věta od autora skript.
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Odtud limx→b f(g)(x) = p. Předpokládejme nyńı, že plat́ı podmı́nka 2. Můžeme
zvolit δ tak, aby nav́ıc δ ≤ θ, kde θ je jako v podmı́nce 2. Pak můžeme ześılit
inkluzi (b) na g[CM(b, δ)] ⊂ CN(c, δ

′) a

f(g)[CM(b, δ)] = f [ g[CM(b, δ)] ] ⊂ f [CN(c, δ
′)] ⊂ BP (p, ε)

(Cvičeńı 28). Opět limx→b f(g)(x) = p.
Předpokládejme, že neplat́ı ani jedna z podmı́nek. Pak c ∈ Y , f(c) ̸= p a

(pomoćı AC) pro každé n ∈ N existuje bod an ∈ CM(b, n−1)∩X, že g(an) = c.
Potom (an) ⊂ D(f(g)) \ {b}, lim an = b a

lim f(g)(an) = lim f(g(an)) = lim f(c) = f(c) (̸= p) .

Podle Věty 14 limita limx→b f(g(x)) bud’ neexistuje, anebo se rovná f(c) (což
neńı p). 2

Úloha 28 Vysvětlete posledńı čtyři vystavené inkluze v d̊ukazu.

Vlastnosti spojitých zobrazeńı

Zobecńıme několik výsledk̊u z MA1 na spojitá zobrazeńı mezi metrickými
prostory. Několik takových zobecněńı jsme už dř́ıve uvedli (minimaxová věta,
stejnoměrná spojitost spojitých zobrazeńı na kompaktech, . . . ). Stále však
zbývá pár výsledk̊u, které lze zobecnit.

Necht’ ⟨M,d⟩ a ⟨N, e⟩ jsou metrické prostory a necht’ f : M → N je
zobrazeńı. Připomeňme si z přednášky 1, že f je spojité v bodě b ∈ M ,
jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že

f [BM(b, δ)] ⊂ BN(f(b), ε) .

Ekvivalentně, v Heineově stylu: pro každou posloupnost (an) ⊂ M s an →
b plat́ı také f(an) → f(b) (přednáška 1). Zobrazeńı f je spojité, jestliže
je spojité v každém bodě prostoru M . Ekvivalentně: pro každou otevřenou
množinu B ⊂ N je vzor f−1[B] otevřená množina v M (přednáška 1).

Zobecńıme větu z MA1 o nabýváńı mezihodnot spojitou funkćı.

Věta 29 (o mezihodnotách) Necht’ M = ⟨M,d⟩ je souvislý metrický pro-
stor a necht’ f : M → R je spojité zobrazeńı. Necht’ a, b ∈ M , c ∈ R splňuj́ı

f(a) < c < f(b) .

Pak existuje bod e ∈ M tak, že f(e) = c.
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D̊ukaz. Podle Věty 6 z přednášky 4 je obraz f [M ] souvislá podmnožina R.
Podle Věty 2 ve stejné přednášce je f [M ] interval. Protože f(a), f(b) ∈ f [M ],
plat́ı také c ∈ f [M ] a jsme hotovi. 2
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