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Abstrakt

Zactiname druhou ¢ést kurzu, kterd je vénovana diferencidlnimu
poc¢tu funkci vice proménnych. Nez se dostaneme k derivacim, bu-
deme na obecné trovni metrickych prostor studovat limity zobra-
zeni a jejich spojitost, zejména souvislost s aritmetickymi operacemi.
Prostory specializujeme na R” jen kdyz potfebujeme aritmetiku nebo
usporadéni. Ziskdme nésledujici analogie jednorozmérnych vysledku
pro funkce a posloupnosti: aritmetika limit, Cauchyho podminka, véta
o limité monoténnich zobrazeni, Bolzanova—Weierstrassova véta, véta
o limité slozenych zobrazen{ a zobecnéni véty o mezihodnoté na sou-
vislé prostory.

Cast 2. Vicerozmeérny diferencialni pocet

Druha ¢ast tohoto kurzu je vénovana vicerozmérnému diferencialnimu poctu.
Nez prejdeme k derivacim funkci a zobrazeni f: X — R a f: X — R™, kde
X C R”, probereme na obecné tirovni metrickych prostort limity zobrazeni a
jejich spojitost. Zvlast nas bude zajimat jejich souhra s aritmetickymi opera-
cemi. Pokud budeme tyto operace nebo usporadani potrebovat, omezime se
na prostory R™. Pfipomenme, ze R™ = E,, je uplny metricky prostor s metri-
koue,. V E, jsou kompaktni mnoziny pravé uzaviené a omezené mnoziny. £,
je normovany prostor, dokonce prostor se skalarnim souc¢inem, a vzdalenost
e,(7,y) budeme zapisovat jako || — 7||. Eukleidovskd norma || - || je ddna
vztahem

1Z|| = [{z1, 22, ..., za)|| = Vai+ a3+ +22.

Limity zobrazeni mezi metrickymi prostory



Pro libovolnou kouli B(b, r) v metrickém prostoru M definujeme kouli bez stiedu
C(b,r) predpisem

Cr(b, 1) =C(b, r) .= B(b, )\ {b} (C M).
Necht X C M a b€ M. Bod b se nazyvéa hromadny bod mnoziny X, jestlize
Vr>0: Clb,r)NX #0.

Uloha 1 Ukazte, Ze b je hromadny bod mnozZiny X, prave kdyzZ existuje ta-
kovd posloupnost (a,) C X \ {b}, Ze lim,_, a, = b.

Definice 2 (limity zobrazeni) Necht M = (M,d) a N = (N,e) jsou me-
trické prostory, X C M, f: X — N, b € M je hromadny bod mnoZiny X a
necht ¢ € N. Jestlize pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, Ze

fICm(b, )] C Bn(c, €),

pak piseme lim,_;, f(z) = ¢ nebo f(x) — ¢ pro x — b a Tikime, Ze f md v
bodé b limitu c.

Pripomenme, ze obraz f[Ch(b,0)] = f[Cum(b,d) N X]. Jak si pamatujeme z
MA1, bez predpokladu, ze b je hromadny bod mnoziny X, definice limity
nedava dobry smysl.

Uloha 3 Proé?

Jinymi slovy, lim, ,, f(z) = ¢ znamen4, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0
tak, ze jestlize a € X a 0 < d(a,b) < d, pak e(f(a),c) <.

Je-li N = Ey, pripoustime i limity £00. Definujeme R* = RU{—o00, +00}.
Aritmetiku v R* si zopakujeme pozdéji.

Definice 4 (nekone¢né limity) Necht M = (M,d) je metricky prostor,
XCM, f: X—Ranehtbe M je hromadny bod mnoziny X . Jestlize pro
kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze

fICum (b, )] C (1/e, +00) =: Bgr(+00, €),

pak piseme lim,_;, f(x) = +o00 nebo f(x) — +oo pro x — b a tikdme, Ze f
md v bodé b limitu +oo. Abychom definovali, Ze f md v b limitu —oo, na-
hradime posledni interval intervalem (—oo, —1/¢) := Bgr(—00,¢).
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V MAT1 jsme méli M = N = E; a uvazovali jsme také limity lim, .., f(z) v
nekonecnu. Napriklad lim,_,_ % = 0. Zde se jimi nebudeme zabyvat. Vzdy,
kdyz piseme x — b, je b € M prvkem daného prostoru.

Uloha 5 Preformulujte Definice 2 a 4 pomoci norem v pripadé, ze M = E,
nebo N = E,,.

Ukazeme, ze limity se zachovavaji pii restrikci. Pfipomenme, ze jestlize
f+ A — B je zobrazeni a C je libovolnd mnozina, pak restrikce (zizeni)

f1C: ANC — B ma hodnoty (f|C)(z) = f(x).

Tvrzeni 6 Necht M, N, X, f, b a C € {c¢,—00,+} jsou jako v Defi-
nicich 2 a 4. Necht mnoZina Y C M je takovd, Ze b je stdle hromadnym
bodem mnoziny Y N X. Pak plati

lim f(z) =C = flclirz(ﬂY)(x) =C.

r—b

Diikaz. Dokonce lze ici silnéji: pro restrikei f|Y a dané € > 0 funguje stejné
0 > 0 jako pro zobrazeni f. Plyne to z inkluze

Car(b, ) NY N X C Cy(b, 5)NX.

Uloha 7 Lze implikaci v predeslém tvrzend obratit?

Ukazeme, ze je-li N = E,,, je existence limit zobrazeni ekvivalentni exis-
tenci limit vSech jejich soutradnicovych funkci.

Tvrzeni 8 Necht m € N a m > 2. Predpoklddejme, e M = (M, d) je
metricky prostor, X C M, ze F = (fi,..., fm): X — R™, Ze b € M je

hromadny bod mnoziny X a Ze ¢ = (c1,...,¢y) € R™. Potom
limF(z)=¢ < Vi=1,...,m: lim fi(z) = ¢.
b x—b

Diikaz. Necht lim, ,;, F(x) = ¢, necht i € {1,...,m} a necht je ddno ¢ >
0. Pak existuje § > 0 tak, ze jestlize z € X a 0 < d(z,b) < J, potom
|F'(z) —¢|| < e. Pro stejné body z tedy plati

|fi(z) =il < \/Z;nzl(fj(x) ) =|F(x) -l <e
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a vidime, ze lim,_;, f;(z) = ¢;.

Predpokladejme nyni, ze lim,_,; fi(z) = ¢; pro kazdé ¢ € {1,...,m} a ze
je ddno £ > 0. Pak existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé i € {1,...,m} a kazdé
r € X s0<d(x,b) <dmame |f;(x) — ¢;| < e. Pro stejné body z je tedy

|F(@) =2l = /ST (i) = e)? < /S e = Vim e

a vidime, ze lim,_,;, F'(z) = €. a

Pro m =1 tvrzeni trividlné plati, i pro nekone¢né limity +oo.
Necht M = E,. Pak bychom se mohli pokusit najit limity

hmf<x17 SRR xn)

z—b
souradnicovych funkci f: X — R, kde X C R", tak, ze postupné v néjakém
poradi z;,,...,x; spocitdme pro vSech n proménnych zi,...,x, takzvanou
iterovanou limitu

lim ... lim f(zq,...,2,)
Tip —biy Tiy, —+biy,

(vypocet zacneme od vnitini limity lim,, _, a hodnoty n — 1 proménnych,
pres které se nelimiti, jsou vzdy pevné). Tii nasledujici piiklady s funkcemi
f:R? = R abodem b =0 = (0,0) ukazuji, Ze tato myslenka nefunguje.

Uloha 9 Necht f(x1,22) = z125/ (22 + 22) pro 22 + 22 # 0 a f(0,0) = 0.
Pak limita im_5 f(x1, x2) neexistuje, i kdyz

lim lim f(z1, 2) = lim lim f(zy, 22) =0.
r1—0 22—0 xo—0 x1—0

Uloha 10 Nechf f(xy,x5) = (22—22)/(23422) pro 22+23 # 0 a f(0,0) = 0.
Pak

lim lim f(xy, 22) =1 a lim lim f(x, z9) = —1.
x1—0 220—0 x2—0 x1—0

Uloha 11 Nechf f(xy,x5) = @1 + zosin(1/z1) pro 1 # 0 a f(0,25) = 0.
Pak
lim f(7) = lim lim f(x, x2) =0,

T—0 z1—0 z2—0

ale lim,, 0 lim,, o f(21, x2) neexistuje.



Tyto ptiklady jsou prevzaty z [1, str. 421-422].
Vlastnosti limit zobrazeni

Zacneme aritmetikou limit. Pfipomenme, Ze jsou-li f,g: A — R libovolné
funkce, pak souctové funkce f+ ¢g: A — R md hodnoty (f + ¢)(a) = f(a) +
g(a). Soucinové funkce fg a podilovéd funkce f/g jsou definovéany obdobné.
Pripomeneme aritmetiku v

R*=(@®R%,0,1,+, -/, <) (R"=RU{—o00, +o0}).

Obvyklou aritmetiku v (R,0,1,+,-, /, <) rozsifime nasledujicimi pravidly:
a+(+00) = (+00) +a = 400 pro kazdé a € RU{+o0}, a+(—o0) = (—o0)+
a = —oo pro kazdé a € RU{—o0}, a-(£00) = (£00)-a = o0 pro kazdé redlné
a>0aa-(+£oo) = (+o0) - a = Foo pro kazdé redlné a < 0 (v8echna horni
nebo vsechna dolni znaménka), (£00) - (£00) = +00 a (£o0) - (Foo) = —00
(v8echna horni nebo vsechna dolni znaménka), (+00)/a = 400 pro kazdé
redlné a > 0 a (£oo)/a = Foo pro kazdé redlné a < 0 (vSechna horni
nebo vsechna dolni znaménka), a/(+£o00) = 0 pro kazdé redlné a, a konecné
—00 < 400, —0 < a a a < +o0o pro kazdé redlné a; znaménko ménime
pomoci —(4+00) = Foo. Nezminéné vyrazy

Ee’s) A

(+00) + (—00), (—00) + (+00), 0+ (£o0), (£o0) - 0, T 20

(libovolnd kombinace znamének a A € R*) jsou takzvané neurcité vyrazy.
Jejich hodnoty nejsou definovény.

Uloha 12 Spocitejte (+00) — (—o0), =% a (—00) - (—00).

Uloha 13 Ukazte, ze (R*, <) je linedrni usporaddni a Ze kazdd mmnozina
X C R* v ném mad infimum i supremum.

Aritmetiku limit zobrazeni odvodime z aritmetiky limit posloupnosti.
Pouzijeme Heineho reformulaci Definic 2 a 4.

Véta 14 (Heineho charakterizace limity) Necht M, N, X, f,ba C €
{¢, —00, 400} jsou jako v Definicich 2 a 4. Potom

liiréf(x):C' <— V(a,) C X\ {b}: nli_)rgoan:bi lim f(a,) =C.

n—0o0
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Diikaz. Necht lim,_,;, f(x) = C, necht C = ¢ € N, necht (a,) C X \ {b} ma
lim a,, = b a necht je ddno € > 0. Protoze f(x) — ¢ pro x — b, existuje § > 0
tak, ze a € Cy(b,6) N X = f(a) € By(c,e). Jelikoz a, — b pro n — oo a
vzdy a, # b, existuje ng tak, ze pro n > ng plati a, € Cy (b, ) N X. Tedy
pro stejnd n mame f(a,) € B,(c,e). Vidime, ze lim f(a,) = C.

Je-li C' € {—o0,+00} a N = E;, funguje stejny argument, pouze koule
Bn/(c,€) je nahrazena ,kouli* Bg(C,e¢).

Predpokladejme, ze neplati lim,_,, f(z) = C. Pak existuje € > 0 tak, ze
pro kazdé n € N existuje— podle axiomu vybéru— bod a,, € Cpr(b,n"1)NX
takovy, ze f(ay,) nelezi v By(c,¢), je-li C' = ¢, resp. ne v Bg(C,¢), pokud
C € {+00,—00}. Dostaneme tedy posloupnost (a,) C X \ {b} takovou, ze
lim a,, = b, ale neplati lim f(a,) = C.

O

Pouzijeme nasledujici vétu o limitdch posloupnosti dokazanou v kurzu MA1.

Véta 15 (aritmetika limit v MA1) Necht (a,), (b,) C R jsou takové po-
sloupnosti, Ze lim,_ o a, = C a lim,_,o b, = D, pricemz C, D € R*. Plati
ndsleduyjict.

1. Jestlize C'+ D nend neurcity vyjraz, pak lim,_,.(a, +b,) = C + D.
2. Jestlize C'D neni neurcity vyraz, pak lim,,_,. a,b, = CD.
3. Jestlize C'/ D neni neurcity vijraz, pak lim,_, a, /b, = C/D.

V ¢asti 3 ignorujeme pripadné koneéné mnoho nedefinovanych podili ay /b,
sb, =0.

Pokud totiz C'/D neni neurcity vyraz, pak D # 0 a jelikoz limb, = D # 0,
je b, = 0 jen pro kone¢né mnoho n.

Dusledek 16 M = (M,d) bud metricky prostor, X C M bud mnoZina
v M, f,g: X — R a necht b € M je hromadny bod mnoziny X. Necht
lim, , f(z) = C alim,_,, g(x) = D, kde C, D € R*. Plati ndsledujict.

1. Kdyz C + D neni neurcity vyraz, pak im, ,(f + g)(z) = C + D.
2. Kdyz CD neni neurcity vyraz, pak lim,_,(fg)(xz) = CD.
3. Kdyz C/D neni neurcity vyraz, pak lim,_,(f/g)(xz) = C/D.
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Diikaz. Dokazeme pouze ¢ast 3 a dukazy ¢ésti 1 a 2 ponechame jako cviceni.
Predpokladdme, ze lim,_;, f(z) = C, lim,_, g(z) = D a ze C'// D neni neur¢ity
vyraz. Podle Véty 14 staci ukazat, ze kdykoli (a,) C M \ {b} je posloupnost
s lima, = b, pak lim(f/g)(a,) = lim f(a,)/g9(a,) = C/D. Necht (a,) je, jak
feceno. Z predpokladu a z Véty 14 plyne, ze lim f(a,) = C a lim g(a,) = D.
Nyni z ¢asti 3 ve Véte 15 dostavame lim f(a,,)/g(a,) = C/D. O

Jedna jemnost v predchozim dukazu ¢asti 3 spoc¢iva v tom, ze na rozdil od
¢asti 1 a 2 muze byt definiéni obor Y C X podilové funkece (f/g)(x) vlastni
podmnozinou X, protoze body a € X s g(a) = 0 je tteba vynechat.

Uloha 17 Ukazte, Ze pokud vyraz C/D neni neurcity, pak b je stdle hro-
madngm bodem definicniho oboru'Y funkce f/g.

Uloha 18 Dokaste ¢dsti 1 a 2 diisledku.

Jak vime z kurzu MA1, véta o aritmetice limit nevycerpava vsechny
mozné vysledky o vztahu mezi limitami a aritmetikou. Jeden takovy vysledek,
ktery neni pokryt dusledkem, ponechame jako cviceni.

Uloha 19 Nechf M = (M, d) je metricky prostor, X C M, necht f,g: X —
R a b€ M je hromadny bod mnoZiny X. Necht lim,_;, f(x) = 0 a necht g je
omezend na néjaké kouli bez stiedu Cyr(b,7) (NX ). Potom

lim(fg)(z) = 0.

Zatimco R je normované téleso, R™ pro m > 1 je pouze normovany
realny vektorovy prostor. Dokazeme alesponi, ze limity zachovavaji linearni
kombinace.

Tvrzeni 20 Necht m € N, o,8 € R, M = (M,d) je metricky prostor,
X C M, necht F,G: X - R™ q b€ M je hromadny bod mnoZiny X. Necht
lim, ., F(x) =¢ a lim,_,, G(x) = d. Potom

lin%(aF + BG)(z) = ae+ d.
T—
Diikaz. Necht je ddno € > 0. Z predpokladi plyne, Ze existuje takové 6 > 0,

7e 7 a € Cy(b,0)NX plyne ||F(a)—¢|,||G(a) —d| < e. Tedy pro tytéz body
a mame

|(aF + BG)(a) = (a2 + Bd)|| = [la(F(a) =€) + B(G(a) — d)|
<ol - |F(a) =l + 18] - [[G(a) — d]| < e(laf +[5])-
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Vidime, ze uvedena limita plati. a

Uloha 21 Vysvétlete proni vystavenou nerovnost v dikazu. Pro¢ nemizZeme
posledni nerovnost zapsat jako < e(|a| + |B])?

Uvedeme dva existencni vysledky o limitach zobrazeni.

Véta 22 (Cauchyho podminka) Necht M = (M,d) a N = (N,e) jsou
metrické prostory, pricemz N je iplny. Necht X ¢ M, f: X — N a necht
b € M je hromadny bod mnoziny X. Potom limita lim,_;, f(x) eristuje <=
pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 a koule By s polomérem ¢ tak, Ze

fICum(b, 6)] C By .

Diikaz. Necht lim,_,, f(x) = ¢ pro néjaké ¢ € N a necht je ddno ¢ > 0.
Polozme By = By(c,¢). Z definice limity existuje d > 0, ze f[Ca (b, 6)] C
BN'

Predpokladejme, ze plati prava strana ekvivalence. Vezméme libovolnou
posloupnost (a,) C X \{b} slima, = b. Existuje podle Cviceni 1, protoze b je
hromadny bod mnoziny X. Podminka na pravé strané implikuje, ze posloup-
nost (f(a,)) C N je cauchyovskd. Vyuzijeme, ze N je uplny, a vezmeme li-
mitu ¢ = lim f(a,) (€ N). Ukdzeme, ze lim,_,;, f(x) = c. Necht je ddno e > 0.
Vezméme 6 > 0 a kouli By = By(c,e/4) zaru¢ené podminkou na pravé
strané. Necht B), = By(c,e/2). Tvrdime, ze ¢ € B)y. Pokud by ¢ ¢ By,
pak e(c, ) > /2. Pak bychom mohli vzit dostatecné velky index n tak, aby
d(b,a,) < dacelc, f(a,)) < e/4.Z TN by pak plynulo f(a,) € By, coz je spor
s definici koule By. Tedy ¢ € By(c,e/2). Pak pro kazdé a € Cp(b,0) N X
plati

e(f(a), c) <e(f(a), d)+e(d,c)<el/d+e/2<e,

a vidime, ze lim,_,;, f(z) = c. O
Je-li M = (M,d) metricky prostor, X C M a f: X — R, kdy je f

monoténni? Nésledujici definice je inspirovana kvazimonoténnimi realnymi
posloupnostmi.

Definice 23 (monoténnost) Necht M = (M, d) je metricky prostor, X C
M, f: X = R anecht b € M je hromadny bod mnoZiny X. Rekneme, Ze f
roste v bodé b, jestlize pro kazdé a € X \ {b} existuje 6 > 0 tak, Ze

Vee Cylb, 6)NX: fle) > fla).

Abychom definovali, Ze f klesd v bodé b, obrdatime posledni nerovnost.
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Véta 24 (limity monoténnich zobrazeni) Nechi M = (M,d) je met-
ricky prostor, X C M, f: X — R a necht bod b € M je hromadny bod
mnoziny X. Pokud f roste v bodé b, pak

lim f(@) = sup(FX \ {8}]) (€ R").
Pokud f klesd v bodé b, pak
lim f(@) = inf(/[X \ {5}]) (€R").
Supremum i infimum se berou v linedrnim uspordddni (R*, <) (viz cviceni 13).

Diikaz. Predpokladejme, ze f roste v bodé b. Dukaz pro klesajici f je po-
dobny. Necht je déno € > 0 a polozme A = sup(f[X \ {b}]); potom A € R
nebo A = 4o00. Z definice suprema existuje a € X \ {b} tak, ze f(a) €
Bgr(A,¢). Jelikoz f roste v bodé b a pro kazdé o’ € X \ {b} plati f(da’) < A,
existuje 6 > 0 tak, ze

Vee Cpy(b, )N X: fle) > f(a), tedy fICy(b, 0)] CU.
Vidime, ze lim,_,;, f(z) = A. a

Podivame se na nésledujici zobecnéni Bolzanovy—Weierstrassovy véty na
metrické prostory. Posloupnost (a,) C M v metrickém prostoru M nazveme
omezenou, existuje-li takovd koule B v M, ze (a,) C B.

Tvrzeni 25 (metrickd Bolzanova—Weierstrassova véta) Necht (M, d)
je metricky prostor, v nemz kaZdd uzavrend koule je kompaktni. Pak kaZdd
omezend posloupnost (a,) C M md konvergentni podposloupnost (podposloup-
nost s limitou,).

konvergentni podposloupnost diky predpokladu o M. O

Uloha 26 Dokazte, Ze kazZda omezend posloupnost v prostoru E,, md kon-
vergentni podposloupnost.



Dostavame se k poslednimu vysledku o limitach zobrazeni mezi met-
rickymi prostory, ktery zde zminujeme, totiz k vété o limité sloZengjch zob-
razend. Zobecnéné sklddani zobrazeni probihd ndsledovné. Necht g: A — B
a f: A\ — B’ jsou funkce, pticemz A, B, A" a B’ jsou libovolné mnoziny
(nevyzadujeme B = A’, sklddani je proto “zobecnéné”). Slozené zobrazeni
f(g): D(f(g)) — B’ mé defini¢ni obor

D(f(g)) :=={a € A: g(a) € A} (C A)

a hodnoty f(g)(a) := f(g(a)). Jde o typ funkcionalniho skladani, ktery se
pouziva v matematické analyze.

Véta 27 (limita slozeného zobrazeni)! (M,d), (N,e) a (P, h) bud'te tii
metrické prostory. Necht X C M, Y C N, g: X = N, f: Y — P, be M je
hromadngj bod mnoZiny X, ¢ € N je hromadny bod mnoziny Y a necht b je
také hromadny bod mnoziny D(f(g)). Predpoklddejme, Ze lim, ., g(x) = ¢ a
lim, . f(y) = p € P. Potom md sloZené zobrazeni f(g) limitu

lim f(g)(z) = p

r—b

pravé tehdy a jen tehdy, kdyz plati jedna ze dvou podminek.

1. Bud ¢ €Y, anebo c€Y a f(c) = p.
2. Ezistuje 0 > 0, Ze ¢ € g[Cp (D, 0)].

Jestlize neplati ani jedna z téchto podminek, pak ¢ € Y, f(c) # p a limita
lim, _, f(g)(z) neezistuje, anebo se rovnd f(c) (coz neni p).

Diikaz. Necht je déno € > 0. Z piedpokladdanych limit plyne, ze
e cxistuje &' > 0 tak, ze (a) f[Cn(c,d")] C Bp(p,€), a
e existuje 0 > 0 tak, ze (b) g[Cp(b,d)] C By(c,d').

Predpokladejme, ze plati podminka 1. Pak muzeme zesilit inkluzi (a) na
inkluzi f[Bn(c,d")] C Bp(p,€) a dostaneme

F(@)Cux(b, 0)] = flg[Crn(b, 0)]] C f[Bn(c, &')] C Br(p, €).-

LV této piesné podobé pochdzi véta od autora skript.

10



Odtud lim,_,;, f(g)(z) = p. Ptedpoklddejme nyni, ze plati podminka 2. Muzeme
zvolit 9 tak, aby navic 0 < 6, kde 0 je jako v podmince 2. Pak muzeme zesilit
inkluzi (b) na g[Cy(,0)] C Cy(c, ') a

F(@Cu(b, 6)] = flg[Cun(b, 6)]] C fICn(c, 0')] C Br(p, €)

(Cviceni 28). Opét lim,_, f(g)(x) = p.

Predpokladejme, ze neplati ani jedna z podminek. Pak c € Y, f(¢) #p a
(pomoci AC) pro kazdé n € N existuje bod a,, € Cyr(b,n)NX, Ze g(a,) = c.
Potom (a,) C D(f(g)) \ {b}, lima, =b a

lim f(g)(ax) = lim f(g(a,)) = lim f(c) = f(c) ().

Podle Véty 14 limita lim,_,; f(g(x)) bud neexistuje, anebo se rovnd f(c) (coz
neni p). O

Uloha 28 Vysvétlete posledni c¢tyri vystavené inkluze v dikazu.
Vlastnosti spojitych zobrazeni

Zobecnime nékolik vysledki z MAI na spojitd zobrazeni mezi metrickymi
prostory. Nékolik takovych zobecnéni jsme uz diive uvedli (minimaxova véta,
stejnomeérnd spojitost spojitych zobrazeni na kompaktech, ...). Stale vsak
zbyva par vysledku, které lze zobecnit.

Necht (M,d) a (N,e) jsou metrické prostory a necht f: M — N je
zobrazeni. Pfipomenme si z prednasky 1, ze f je spojité v bodé b € M,
jestlize pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, ze

fIBu(b, 6)] € By(f(b), €).

Ekvivalentné, v Heineové stylu: pro kazdou posloupnost (a,) C M s a, —
b plati také f(a,) — f(b) (prednaska 1). Zobrazeni f je spojité, jestlize
je spojité v kazdém bodé prostoru M. Ekvivalentné: pro kazdou otevienou
mnozinu B C N je vzor f~![B] oteviend mnozina v M (predndska 1).
Zobecnime vétu z MA1 o nabyvani mezihodnot spojitou funkci.

Véta 29 (o mezihodnotach) Necht M = (M, d) je souvislyj metricky pro-
stor a necht f: M — R je spojité zobrazeni. Necht a,b € M, ¢ € R spliugi

fla) << f6).
Pak ezistuje bod e € M tak, Ze f(e) = c.
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Dikaz. Podle Véty 6 z prednéasky 4 je obraz f[M] souvislda podmnozina R.
Podle Véty 2 ve stejné prednasce je f[M] interval. Protoze f(a), f(b) € f[M],
plati také ¢ € f[M] a jsme hotovi. 0
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