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Abstrakt

Bez dukazu zminime Banachovu vétu a Baireovu vétu o dplnych
prostorech. Dokazeme, ze souCiny tuplnych prostoru jsou uplné. Ne-
standardné definujeme ziplnéni metrickych prostoru a dokazeme jejich
existenci a jednoznacnost. Zavedeme topologie a dokazeme, ze kazda
metrickd topologie je normalni. Pfipomeneme Hilbertovy prostory a
normované vektorové prostory. Dokazeme Cauchyho—Schwarzovu ne-
rovnost v obecném tvaru. Nakonec definujeme kompaktni metrické
prostory.

Ve druhé prednésce fekneme vice o uplnych metrickych prostorech a poté
se obratime k dalsim matematickym strukturam souvisejicim s metrickymi
prostory. Nakonec definujeme kompaktni metrické prostory.

Dvé véty bez dikazt o tplnych prostorech
Zminime dvé dulezité véty o uplnych metrickych prostorech. Jejich dukazy
vynechdme, protoze jak tyto véty, tak jejich aplikace jsou tématy kurzu MAS.

Necht M = (M,d) je metricky prostor a f: M — M je zobrazeni.
Rekneme, ze (a,) C M je posloupnost iteraci zobrazeni f, jestlize

ans1 = f(a,) pro kazdé n € N.
Zobrazeni f nazveme kontraktioni, existuje-li takova konstanta ¢ € [0, 1), ze

d(f(z), f(y)) <c-d(z,y) pro vsechna x, y € M.

Uloha 1 Ukazte, e kontraktivni zobrazeni jsou spojitd.



Uloha 2 Slozeni dvou kontraktivnich zobrazeni je kontraktivnd.

Uloha 3 Je zobrazeni fi(x) = 22: [0,1] — [0,1] kontraktivni vzhledem k
metrice e1 ¢ A co zobrazent fo(x) = x a f3(x) = J/x?

Uziteéné véta polského matematika Stefana Banacha (1892-1945) tika,
ze pro kazdy uplny prostor M a kazdé kontraktivni zobrazeni f: M — M
ma rovnice f(z) = z jediné feSeni.

Véta 4 (Banachova) Necht M = (M, d) je 1iplny metricky prostor a necht
f: M — M je kontraktivni zobrazeni. Potom existuje jediny prvek a € M,
Ze f(a) = a. Navic pro kaZdou posloupnost (ay,) iteraci zobrazeni f plati

lim a, =a.
n—oo

Reseni rovnice f(z) = x jsou takzvané pevné body zobrazeni f. Zakladni véta
o existenci feSeni diferencialnich rovnic se snadno dokaze s pomoci Banachovy
veéty.

Uloha 5 Ukazte, e pro libovolné kontraktivni zobrazeni f je reseni rovnice
f(x) =z, existuje-li, jediné.

Nésledujici vysledek o pevnych bodech neplyne z Banachovy véty.

Uloha 6 Dokaste, ze kazdd spojitd redlnd funkee f: [0,1] — [0,1] md pevny
bod. Napovéda: wvazugte funkci f(x) — x.

Zavedeme tidké mnoziny.

Definice 7 (fidké mnoziny) Necht M = (M, d) je metricky prostor a X C
M. Rekneme, Ze mnozina X je ¥idka (v M), jestlize pro kazdou kouli B v M
existuje takovd koule B' v M, 2e B C B a B'NX = .

Uloha 8 Ukazte, Ze libovolné konecné sjednoceni ridkych mnozin je ridka
mnozina.

Druhd véta o uplnych prostorech, kterou uvedeme bez dukazu, pochéazi od
francouzského matematika Reného-Louise Baireho (1874-1932).



Véta 9 (Baireova) Necht M = (M,d) je tplnyg metricky prostor. Potom
v kaZdém spocetném sjednocent

oo
M=U,"_,X,
alespon jedna mnozina X, neni ridkd.

Jinymi slovy, uplny prostor nelze vyjadrit jako spocetné sjednoceni ridkych
mnozin.

Uloha 10 Odvod'te z Baireovy véty, Ze Zddny uplny prostor nelze vyjadrit
jako konecné sjednocent ridkych mnozin.

Dokézeme zajimavy dusledek Baireovy véty. Bod b € M v metrickém
prostoru M je izolovany, jestlize existuje polomér r, ze koule By, (b, r) = {b}.

Uloha 11 K. azdy bod v kazZdém diskrétnim metrickém prostoru je izolovany.
V Zadném eukleidovském prostoru E, neni Zddny bod izolovany.

Uloha 12 Bod b € M v metrickém prostoru M je izolovany prdve tehdy,
kdyz mnozina {b} neni vidkd.

Diusledek 13 Predpoklddejme, Ze M = (M, d) je uplnyg metricky prostor a Ze
zZadny bod b € M neni izolovany. Pak je mnoZina M nespocetnad.

Diikaz. Uvazujme sjednocent
M = UbeM{b}-

Podle predpokladu a Ijlohy 12 je kazdd mnozina {b} v tomto sjednoceni
fidka. Podle predpokladu, Véty 9 a Ulohy 10 toto sjednoceni nemuze byt
nanejvys spocetné. Proto je mnozina M nespocetné. a

V kurzu MAS3 s pomoci Baireovy véty dokdzeme existenci spojité funkce
f:10,1] = R, ktera neni diferencovatelna v zddném bodé b € [0, 1].

Souciny uplnych metrickych prostoru

Podle Tvrzeni 31 z prednasky 1 je podprostor tiplného prostoru M tplny
pravée tehdy, kdyz jeho nosnd mnozina je uzaviena podmnozina v M. Nyni
se budeme zabyvat souciny prostoru.



Tvrzeni 14 Necht M = (M,d) a N = (N, e) jsou uplné metrické prostory.
Potom je soucinovy metricky prostor P = (M x N,d') diplny.

Driikaz. Necht (¢,) = ({ay, b,)) je Cauchyovské posloupnost v P. Protoze
d(am, an), €(bm, by) < d(Cm, Tn),

posloupnosti (a,) a (b,) jsou Cauchyovské posloupnosti v prostorech M a N.
Necht a :=lima, (€ M), b:=1limb, (€ N) ac:= (a,b). Jelikoz

d'((z, y), («', ) < d(z, ') +e(y, ¥)

pro vSechna x, 2’ € M a y,y’ € N, podle Ulohy 15 je lim¢, = ¢. O

Uloha 15 Podrobné vysvétlete posledni vétu predchoziho dikazu.

Z nasledujici véty a pomoci predchoziho tvrzeni odvodime tplnost euk-
leidovskych prostoru F,,.

Véta 16 (z MA1) Eukleidovsky prostor By = (R, |x — y|) je iplng.

Disledek 17 Pro kazdé n € N je eukleidovsky prostor E, uplny.

Diikaz. Plyne to z Tvrzeni 11 v prednéasce 1 a z Tvrzeni 14 a Véty 16 v této

prednasce. O
Zuplnéni metrickych prostoru

Tato konstrukce zobecnuje konstrukci télesa redlnych cisel R z télesa ra-
ciondalnich ¢isel Q. Zacneme definici hustych mnozin.

Definice 18 (husté mnoziny) M = (M,d) bud metricky prostor a X C
M. Rekneme, Ze mnozina X je husté (v M), jestlize BN X # () pro kazdou
kouli B v M.

Uloha 19 Mnogina X C M je hustd <= pro kazdy bod b € M\ X existuje
posloupnost (a,) C X, Ze lima, = b <= takovd posloupnost ezistuje pro

kazdy bod b € M.



Definujeme ziplnéni metrickych prostort.

Definice 20 (ztplnéni) Necht M = (M,d) je metricky prostor. Metricksj
prostor C' = (C, e) je zuplnénim prostoru M, jestlize M a C' maji tri vlast-
nosti.

1. M je podprostor prostoru C'.
2. Kazdd Cauchyovskd posloupnost (a,) C M md v C' limitu.
3. Mnozina C'\ M je vzhledem k vlastnosti 2 minimdlni z hlediska inkluze.

NasSe definice neni standardni — nepozadujeme, aby C' byl uplny, ani aby M
byl v C' husty. Tyto vlastnosti prostoru C' plynou jako dusledky nasi definice,
ktera je z logického hlediska prirozenéjsi nez standardni definice zuplnéni.

Ukazeme, ze (i) kazdé ziplnéni prostoru M je tplné a ze M je jeho husty
podprostor, (ii) ziplnéni jsou jednozna¢nd az na izometrii a (iii) zdiplnéni
existuji. Zacneme dukazem (i).

Tvrzeni 21 Necht C = (C,e) je ziplnéni prostoru M = (M,d). Potom je
M husty v C' a metricky prostor C je uplny.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne bezprostiedné z Ulohy 19 a z ¢asti 2 a 3 Defi-
nice 20. Ukézeme, Ze C je uplny. Necht (a,) C C' je Cauchyovsk4 posloupnost
v prostoru C. Protoze M je husty v C', muzeme podle Ijlohy 19 vybrat body
b, € M tak, ze e(an, b,) < n~! pro kazdé n € N. Ukazeme, ze (b,) je Cauchy-
ovskd posloupnost v M. Necht je ddno e > 0. Pak e(a,,, a,) < & pro vSechny
indexy m,n > ng. Zvolime index ny > ng, ze e(a,, b,) < ¢ pro kazdé n > n,.
Pak pomoci TN dostaneme pro vsechna m,n > n; odhad

d(b, bn) = €(bm, bp) < e(bm, am) + €(am, a,) +e(ay, by) <e+e+e=3¢

a vidime, ze (b,) je Cauchyovska. Podle ¢asti 2 Definice 20 existuje bod
a€C,ze

lim b, = a.
n—oo

Ukéazeme, Ze také lima, = a. Necht je ddno e > 0. Zvolime index ny > ny,
ze e(by,a) < € pro kazdé n > ny. Potom pro kazdé n > ny plati

e(an, a) < e(an, by) +e(by, a) <e+e=2¢.
Tedy lima,, = a. O

K dukazu tvrzeni (ii) budeme potiebovat lemma.
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Lemma 22 Necht € > 0, necht M = (M, d) je metricky prostor a necht pro
a,b,c € M je d(b,c) < e. Pak plati odhad

|d(a, b) — d(a, ¢)| <e.

Diikaz. Vskutku, z TN dostavame nerovnosti d(a,b) < d(a,c) + d(b,c) a
d(a,c) < d(a,b) + d(b,c). Ty jsou po fadé ekvivalentni nerovnostem

d(a, b) —d(a, ¢) <d(b, ¢) <e a d(a, b) —d(a, ¢c) > —d(b, ¢) > —¢

a tyto nerovnosti jsou ekvivalentni uvedenému odhadu. a

Tvrzeni 23 Necht C = (C,e) a C' = (C',€') jsou dvé ziplnéni prostoru
M = (M,d). Pak jsou metrické prostory C' a C" izometrické.

Dikaz. Definujeme zobrazeni F': C' — C' a ukdzeme, ze jde o izometrii mezi
C a (C'. Necht a € C je libovolny bod. Protoze M je husty v C' (Tvrzeni 21), je
a = lim b,, pro néjakou posloupnost (b,) C M. Podle Ulohy 32 v piednésce 1
je (b,) Cauchyovskd posloupnost. Podle ¢asti 2 definice 20 méame lim b,, = o
pro néjaké a’ € C'. Zobrazeni F': C' — (' definujeme predpisem

Ukézeme, ze F nezdvisi na volbé posloupnosti (b,). Necht (b)) C M je jind
posloupnost, pro kterou lim b/, = a. Z TN plyne

(b, H,) = (b, B,) = (b, 1) < e(by, ) + e(a, B,) = 0 pro n — co.

Z Ulohy 24 tedy plyne, ze v prostoru C” se limb,, = lim bl .

Ukazeme, ze I je bijekce a ze zachovava vzdéalenosti. Pro injektivitu F
vezmeme ag,a; € C, ag # ay, a posloupnosti (b2) C M, ze limb, = a; pro
i = 0,1. Pak existuje ¢ > 0, ze d(b%,b) > € pro viechna dostatecné velkd
n. Odtud plyne, ze F(ag) # F(ay). Pro surjektivitu F' potfebujeme, aby
F(a) nezaviselo na zvolené posloupnosti (b,) C M s vlastnosti limb, = a
(Uloha 25). Vezméme libovolny bod ' € C’. Protoze M je husty v (', je
a’ = lim 0/, pro néjakou posloupnost (¥),) C M. Jelikoz (b)) je Cauchyovska,
z ¢asti 2 definice 20 plyne, ze lim b, = a pro néjaké a € C. Tedy F(a) = d'.



Nakonec, abychom dokazali, ze I’ zachovava vzdalenosti, vezmeme dva
body ag,a; € C' a posloupnosti (b)) C M, ze limb!, = a; pro i = 0, 1. Potom

e(ao, a1) = nh_{{.lo 6(b70w b711) = nh_{{.lo d<b9w b}z) = nh_{go 6/(b2> b711) =

= ¢'(F(ao), F(a1)),

a tedy e(ag,a;) = € (F(ap), F'(a1)). Dokazme podrobné prvni rovnost. Vez-
meme € > 0 a ng € N tak, aby e(a;, b)) < e proi= 0,1 an > ng. Pak pro
kazdé n > ngy skutecné plati, podle Lemmatu 22 a TN v E, Ze

le(ao, ar) —e(by, by)] le(ao, a1) — e(by, a1)| + le(by, ar) — e(by, b))

<

< e+e=2¢

(uvazte trojihelniky ag, b2, a; a b2, bL, a;y). Analogickd rovnost lim e’ (b2, bL) =
¢ (F(ap), F(a1)) vyse se dokaze stejnym zpusobem; pouze pracujeme v pro-
storu C’" misto C. O

Uloha 24 Dokazte podrobné, e limb, = lim¥/, (v C").

Uloha 25 Mohlo by se zddt, Ze lze vynechat dikaz, Ze hodnota F(a) = a
nezavisi na volbé posloupnosti S, = (b,) C M s limb, = a. Prosté pro
kazdé a € C vezmeme jednu pevnou posloupnost S,. Ukazte, Ze tento pristup
nefunguje v dukazu surjektivity zobrazeni F.

Nakonec dokdzeme tvrzeni (iii), ze kazdy metricky prostor ma ziplnéni.
Bez tohoto existen¢niho vysledku by Tvrzeni 21 a 23 mohla byt prazdné.
Dveé posloupnosti (a,) a (a!,) v metrickém prostoru M = (M, d) nazveme

ekvivalentni, a piseme (a,) ~ (al), jestlize limd(a,, a,) = 0.

Uloha 26 Relace ~ je relace ekvivalence.

Oznacéme C(M) mnozinu viech Cauchyovskych posloupnosti v M. Rekneme,
ze (ekvivalencni) blok B € C(M)/~ je Spatny, jestlize neexistuje bod b € M,
ze lim a,, = b pro néjakou (ekvivalentné, libovolnou) posloupnost (a,) € B.

Véta 27 (ziaplnéni existuji) Pro kazdy metricky prostor M = (M, d) exis-
tuge jeho ziplneni C = (C,e).



Diikaz. Necht M = (M, d) je metricky prostor a necht
M'":={B eC(M)/~: B je spatny blok}.

Pomoci konstrukce disjunktniho sjednoceni, pripomenuté v Uloze 28, muzeme
predpoklddat, ze M N M’ = (. Polozme

C:=MUM;

je to disjunktni sjednoceni. Nejprve definujeme zobrazeni e: C' x C' — R.
Poté ukazeme, ze (C,e) je metricky prostor. Nakonec ukézeme, ze dvojice
(M,d) a (C,e) ma vlastnosti 1-3 z Definice 20.

Necht a,b € C'. Pokud a,b € M, definujeme e(a, b) := d(a, b). Pokud a lezi
v M ab= B € M vezmeme libovolnou posloupnost (b,) € B a polozime

e(a, B) := 71113010 d(a, b,) (€ R).

Tato limita existuje podle Véty 16, protoze posloupnost (d(a,b,)) C R je
Cauchyovska podle Lematu 22. Déle je snadné ukazat, ze tato limita nezavisi
na volbé posloupnosti (b,) v B. Obdobné definujeme hodnoty e(A,b) pro
Ae M abe M. Pro A;B € M a pro libovolné posloupnosti (a,) € A
a (b,) € B polozime

e(A, B) := nh_)rrolo d(a,, b,) (e R).
Existence této limity a jeji nezdvislost na volbé posloupnosti (a,) a (b,) se
zduvodni stejné jako vyse.

Ukazeme, ze (C,e) je metricky prostor. Ziejmé e je nezadporna a syme-
tricka funkce, protoze d ma tyto vlastnosti. Necht a,b € C. Nechtf a = b.
Pokud a = b € M, pak e(a,b) = d(a,b) = 0, protoze d je metrika. Pokud
a=A=DB=0b¢€ M, pak e(a,b) = 0, protoze muzeme vzit dvakrat tutéz
posloupnost (a,) = (b,) € A = B a spocitat limitu e(a,b) = limd(a,,b,) =
lim d(a,,, a,) = 0. Necht e(a,b) = 0. Pokud a,b € M, pak a = b, protoze d je
metrika. Necht a € M, b= B € M’ a(b,) € B. Pake(a, B) = limd(a,b,) =0
ve skutecnosti nelze, protoze bychom méli limb,, = a (v M) a B by nebyl
Spatny blok; stejné tak, pokud a = A € M" ab &€ M. Necht a = A, b =
B € M’ a necht (a,) € A a (b,) € B. Pak e(A, B) = limd(an,b,) = 0
znamena, ze (a,) ~ (b,) a A = B. Ukazeme, ze pro e plati TN. To plyne
snadno ze ti1 faktu: z definice e, z toho, ze d spliuje TN a z toho, Ze neostré
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realné nerovnosti se zachovéavaji v limitach (jestlize z, < y, pro kazdé n, pak
lim z,, < limy,, pokud tyto limity existuji). Takze (C,e) je metricky prostor.

Ukazeme, ze C' = (C,e) je ziplnénim M podle Definice 20. Z definice
e plyne, ze M je podprostorem C. Necht (a,) € C(M). Pokud lima, = b
(v M) pro n¢jaké b € M, jsme hotovi. Jinak A = [(a,)]~ € M'. Pak

lim e(A, a,) = lim lim d(a,, a,) =0,

n—oo n—0o0 M—r00
protoze (a,) je Cauchyovskd posloupnost v M. Tedy lima, = A (v C).
Nakonec, pro dukaz vlastnosti 3 v Definici 20 vezmeme Spatny blok A =
[(an)]~ € M’ a odstranime jej z C. Pak v8ak posloupnost (a,) (€ C(M))
nemd limitu v C'\ {A}, protoze v C' ma limitu A a vlastnost 2 ztracime.
Dukaz je hotov. O

Uloha 28 Pripomenme, Ze disjunktni sjednoceni dvou mnozZin X a Y je
mnozina

({0} x X)U ({1} x Y).

Vysvétlete, pro¢ muzeme v predchozim dukazu s pouZitim této konstrukce
predpoklddat, e M N M' = (). Co by se pokazilo, kdyby M N M' # )¢

Topologické prostory

Topologické prostory, zkracené topologie, jsou zobecnénim metrickych pro-
storu na hypergrafy (systémy podmnozin dané mnoziny), které maji viechny
vlastnosti otevienych mnozin. Topologie zavedl némecky matematik Felix
Hausdorff (1868-1942). Piipomenme, ze pro libovolnou mnozinu X,

Plx):={Y: Y CX}
je potencni mnozina X, tj. mnozina vSech podmnozin mnoziny X.

Definice 29 (topologie) Duvojice T = (T, T) je topologie, jestlize T # () je
mnozina, T C P(T) je hypergraf na T a plati ndsledujici tri podminky.

1. 0, T €.
2. Jestlize A,B €1, pak ANB € 7.

3. Jestlize A; € T pro kazdé i € I, pak \J,.; Ai € T.

icl
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Prvky mnoziny 7 jsou oteviené mnoziny topologie. Jejich dopliky 7'\ A,
A € 7, jsou uzaviené mnoziny topologie. Podle Tvrzeni 15 z prednéasky 1 je
pro kazdy metricky prostor M = (M, d) dvojice

(M, oteviené mnoziny v M)

topologii. Je to metrickd topologie. Z definic plyne, ze uzaviené mnoziny
v metrickych prostorech a v metrickych topologiich splyvaji. Dalsimi piiklady
topologii jsou diskrétni topologie (T, P(T')) a indiskrétni topologie (T, {0, T}).

V metrickych topologiich jsou body uzaviené, jak snadno dokézete ve
dvou nasledujicich ilohach.

Uloha 30 Kazdy bod {b}, b € M, v metrické topologii je uzavieny. Dokazle
to z definice uzavrrengch mnozin jako doplnku otevrrengch mnoZin.

Uloha 31 Totéz dokaste pomoci charakterizace uzavrengych mnoZin v met-
rickych prostorech pomoci limit posloupnosti (Tvrzeni 28 v predndsce 1).

Uloha 32 Uved'te priklad takové topologie (T, 1), Ze jeji body {b}, b € T,
nejsou uzavrené mnoziny.

V nésledujici vété identifikujeme vlastnost, ktera odlisuje metrické topo-
logie od obecnych topologii.

Véta 33 (normalita metrickych topologii) Necht M = (M,d) je met-
ricky prostor. Metrickd topologie na M je mormdlni: pro libovolné dvé dis-
Junktni uzaviené mnoziny U,V C M existuji takové dvé disjunktni otevrené
mnoziny A, B C M, Ze

UCAaVCB.

K dukazu potiebujeme nasledujici lemma.

Lemma 34 Predpoklidejme, Ze By := B(by,r) a By := B(bs,s) jsou dvé
koule v metrickém prostoru (M,d) a Ze

bggBl ablgBQ.

Potom B(by,r/2) N B(be, s/2) = 0.
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Dikaz. Mame by # by a t := d(by, by) > 0. Ztejmeé plati 0 < r, s < t. Pro spor
predpokladejme, ze b € B(by, r/2) N B(by, s/2). Trojuhelnikova nerovnost
dava spor:

]

Diikaz Véty 33. Jelikoz U € M \ 'V a tento doplnék je oteviend mnozina,
muzeme pro kazdé u € U vzit kouli B, se stfedem u tak, ze B, NV = (.
Podobné pro kazdé v € V existuje koule B, se stifedem v tak, ze B, NU = ().
Necht B!, a B! jsou tyto koule s poloméry zmensenymi na polovinu. Podle
predchoziho lemmatu plati B!, N B, = () pro kazdé v € U a kazdé v € V.
Z toho (podle Ulohy 35) plyne, ze

A= UueU B, a B:= UueV B,

jsou pozadované oteviené mnoziny. a

Uloha 35 Ukazte, Ze mnoziny A a B jsou oteviené, maji prazdny prunik,
UCcAaV CB.

Topologie (T, 7) se nazyva Hausdorffova, také prostor typu Ts, jestlize
pro libovolné dva body a,b € T, a # b, existuji takové oteviené mnoziny
A Ber,ze

acA beBaANB=0.

7 Uloh 30 a 31 a z Véty 33 vidime, ze kazda metricka topologie je Hausdor-
ffova. Tato vlastnost metrické topologie je zasadni pro dukaz jednoznacnosti
limit posloupnosti.

Uloha 36 Uved'te jednoduchy piimy dikaz (bez pouziti Vety 33), Ze metrické
topologie jsou Hausdorffovy.

Topologie T' = (T, T) je normdlni, také prostor typu Ty, jestlize pro kazdé
dvé disjunktni uzaviené mnoziny U a V' v T' existuji takové oteviené mnoziny
AaBvT,ze

UCA VcBaANB=1(.

Podle Véty 33 je kazda metricka topologie normalni.
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Uloha 37 Uvazujte takovy hypergraf T = (N,7), 2¢e A C N je v 7 prdvé
tehdy, kdyz A =0 nebo A = N\ X pro néjakou konecnou mnozinu X C N.
Ukazte, ze T je nehausdorffovskd a nenormdlni topologie.

Normované vektorové prostory a Hilbertovy prostory

Topologie jsou obecnéjsi struktury nez metrické prostory. Nyni si pfipomeneme
nékteré struktury, které jsou naopak specidlnéjsi. R™ je vzdy prikladem.
Predpokladéame, Ze ¢tenar znda vektorové prostory nad télesy; v nasem pripadé
je prislusnym télesem R. Strucné je zopakujeme. Vektorovy prostor V nad
telesem F' je Ctverice

V=(V,0y, +, {\: reF})

sestdvajici ze zékladni mnoziny V # () takzvanych vektori, z nulového vek-
toru Oy € V, z operace scitani +: V x V — V a z mnoziny unarnich ope-
raci A.: V. — V. Operace A, je ndsobeni skalarem r. Hodnoty A.(v) pro
v eV ar e F strutné znacime rv (€ V). Piedpoklddame, ze ¢tendf zna axi-
omy /vlastnosti vektorovych prostorti. Vektorovych prostoru je mnoho, ale
pro nas je dulezity piiklad V = R" s 0y = (0,...,0), se s¢itanim po slozkéach
a s nasobenim skalary z R po slozkéch.

Definice 38 (normované prostory) Normou na vektorovém prostoru V
nad télesem R rozumime zobrazeni || - ||: V — R s ndsledujicimi tremi vlast-
nostmi (u,v €V aa€R).

1. Vidy ||ul| > 0 a [|ul| = 0 prdvé tehdy, kdyz uw = Oy .
2. Vady ||aul| = fal - [Jull.
3. Vady |lu+ ol < [lull + [Jo]-

Dvogice (V|| - ||) je normovany vektorovy prostor.

Treti vlastnost je TN v nové podobé. Pro libovolny normovany vektorovy
prostor (V.|| - ||) definujeme funkci dy: V x V' — R vztahem

dy(u, v) := ||lu—1|.

Uloha 39 Co je operace —, kterd se objevuje v definici dy ? Jak souvisi se
scitdnim?
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Normované vektorové prostory dava do souvislosti s metrickymi prostory
nasledujici cviceni.
Uloha 40 Ukazte, e pro kazdij normovany vektorovy prostor (V.|| - ) je
dvojice

(V, dy(u, v)) = (V, |lu—vl])
metricky prostor.
Je-1i metricky prostor (V,dy) uplny, fekneme, Ze normovany vektorovy pro-
stor (V.|| - ||} je Banachiv prostor.

Ctenér pravdépodobné znd pojem wvnitrniho soucinu (nazyvaného také
skalarni soucin) na vektorovém prostoru V. Je to funkce

sp: VXV =R

vvvvvv

(u,v), abychom se vyhnuli konfliktu se znacenim pro n-tice). Vlastnosti
skalarniho souc¢inu jsou nasledujici.

1. sp je bilinedrni zobrazeni: sp(u, av + bv') = asp(u,v) + bsp(u,v’) pro
vsechna u,v,v" € V a a,b € R. Totéz plati i v prvni proménné w.
2. sp je symetricky: sp(u,v) = sp(v,u) pro vsechna u,v € V.
3. sp je kladné definitni: sp(u,u) > 0 pro viechna u € V, pficemz rovnost
nastava pouze pro u = Oy .
Napriklad vektorovy prostor R™ ma skalarni soucin
sp(@, D) := Y i, uv; .
Uloha 41 Ukazte, Ze jde o skaldrni soucin.

Na rozdil od metrik a norem mohou mit skalarni sou¢iny zaporné hodnoty.
Jak jsme slibili na prednasce 1, zobecnime Cauchyho—Schwarzovu nerovnost
na vektorové prostory se skalarnim soucinem.

Véta 42 (CSN pro skalarni souciny) Necht sp(u,v) je skaldrni soucin
na vektorovém prostoru V.. Potom

sp(u,v) < v/sp(u,u) -sp(v,v) (= |sp(u,v)| < /sp(u,u) -sp(v,v))

pro vsechny vektory w,v € V. Navic nerovnost prejde v rovnost pravé tehdy,
kdyz jsou vektory w a v linedrné zavislé, tj. jeden je skaldrnim ndsobkem

druhého.
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Diikaz. Necht u,v € V jsou libovolné vektory. Pokud v = 0y, CS nerovnost
plati trividlné jako rovnost 0 = 0. Necht v # Oy a «a := sp(u,v)/sp(v,v)
(€ R). Pak plat{
0 < sp(u—av, u—av)
= sp(u, u) — 2asp(u, v) + a’sp(v, v)
= sp(u, u) — sp(u, v)*/sp(v, v).

Prvni nerovnost plyne z kladné definitnosti sp(, -), druhé rovnost plyne z bi-
linearity a symetrie sp(+, -) a posledni, treti rovnost je ddna volbou skaldru «.
Ziskana nerovnost

0 < sp(u, u) —sp(u, v)?/sp(v, v)
je ekvivalentni s
(i, 0)? < sp(u, w) - sp(v, v) <= |sp(, )| < /op(uw) - 5p(,0).

S ohledem na Ulohu 43 jsme hotovi. Druhé tvrzeni je zfejmé: nerovnost plati
jako rovnost praveé tehdy, kdyz u — av = Oy . O

Uloha 43 Ukazte, Ze dvée verze CSN pro skaldrni souciny, s absolutni hod-
notou 1t bez ni, jsou ekvivalentni.

Pro libovolny vektorovy prostor V' se skaldrnim souc¢inem sp(u, v) definu-
jeme funkei || - ||y : V — R vztahem

llul|lv == v/sp(u, u) .

Vektorové prostory se skalarnim soucinem jsou déany do souvislosti s normo-
vanymi vektorovymi prostory a tedy i s metrickymi prostory v nasledujici
tuloze.

Uloha 44 Ukazte, Ze pro kazZdy vektorovy prostor V' se skaldrnim soucinem
je dvogice (V.| - |lv) normovany vektorovy prostor.

Takze pokud V je vektorovy prostor se skaldarnim soucinem sp(u,v), pak
dvojice

(V, dy(u, v)) == (V, \/sp(u — v, u — v))
je metricky prostor.
Ptipomeneme Hilbertovy prostory. Jsou pojmenované po Davidu Hilber-
tovi (1862-1943), ktery byl mimoradné vSestrannym, tviurcim a vlivnym ma-
tematikem své doby.
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Definice 45 (Hilbertovy prostory) Uvazujme vektorovy prostor V., ktery
je vybaven skaldrnim soucinem sp(u,v). Jestlize je metricky prostor

<Vv7 dV(“? U)) = <‘/7 \/Sp(u — U - U)>
uplny, nazgvame dvojici (V,sp(u,v)) Hilbertuv prostor.
Abychom to shrnuli, popsali jsme hierarchii matematickych struktur:

R"™ C Hilbertovy prostory C normované vektorové prostory C

C metrické prostory C topologie .
Kompaktni mnoziny a kompaktni prostory

Zavedeme druhou dulezitou tfidu metrickych prostoru: kompaktni prostory.
Piipomenme, ze posloupnost (b,,) je podposloupnosti posloupnosti (a,, ), pokud
existuje takova posloupnost indext m; < my < ..., Ze

b, = a,,, pro kazdé n € N.

Definice 46 (kompaktnost) Mnozina X C M v metrickém prostoru (M, d)
je kompaktni, jestlize kazdd posloupnost (a,) C X md podposloupnost (a,, ),
kterd mda limitu

lim a,,, € X.

n—o0

Je-li mnozina M kompaktni, rekneme, Ze prostor M je kompakitni.

Uloha 47 Dokazte, e diskréini metricky prostor (M,d) je kompaktni prdve
tehdy, kdyz je mnozina M konecnd.
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