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Abstrakt

Bez d̊ukaz̊u zmı́ńıme Banachovu větu a Baireovu větu o úplných
prostorech. Dokážeme, že součiny úplných prostor̊u jsou úplné. Ne-
standardně definujeme zúplněńı metrických prostor̊u a dokážeme jejich
existenci a jednoznačnost. Zavedeme topologie a dokážeme, že každá
metrická topologie je normálńı. Připomeneme Hilbertovy prostory a
normované vektorové prostory. Dokážeme Cauchyho–Schwarzovu ne-
rovnost v obecném tvaru. Nakonec definujeme kompaktńı metrické
prostory.

Ve druhé přednášce řekneme v́ıce o úplných metrických prostorech a poté
se obrát́ıme k daľśım matematickým strukturám souvisej́ıćım s metrickými
prostory. Nakonec definujeme kompaktńı metrické prostory.

Dvě věty bez d̊ukaz̊u o úplných prostorech

Zmı́ńıme dvě d̊uležité věty o úplných metrických prostorech. Jejich d̊ukazy
vynecháme, protože jak tyto věty, tak jejich aplikace jsou tématy kurzuMA3.

Necht’ M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor a f : M → M je zobrazeńı.
Řekneme, že (an) ⊂ M je posloupnost iteraćı zobrazeńı f , jestliže

an+1 = f(an) pro každé n ∈ N .

Zobrazeńı f nazveme kontraktivńı, existuje-li taková konstanta c ∈ [0, 1), že

d(f(x), f(y)) ≤ c · d(x, y) pro všechna x, y ∈ M .

Úloha 1 Ukažte, že kontraktivńı zobrazeńı jsou spojitá.
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Úloha 2 Složeńı dvou kontraktivńıch zobrazeńı je kontraktivńı.

Úloha 3 Je zobrazeńı f1(x) = x2 : [0, 1] → [0, 1] kontraktivńı vzhledem k
metrice e1? A co zobrazeńı f2(x) = x a f3(x) =

√
x?

Užitečná věta polského matematika Stefana Banacha (1892–1945) ř́ıká,
že pro každý úplný prostor M a každé kontraktivńı zobrazeńı f : M → M
má rovnice f(x) = x jediné řešeńı.

Věta 4 (Banachova) Necht’ M = ⟨M,d⟩ je úplný metrický prostor a necht’

f : M → M je kontraktivńı zobrazeńı. Potom existuje jediný prvek a ∈ M ,
že f(a) = a. Nav́ıc pro každou posloupnost (an) iteraćı zobrazeńı f plat́ı

lim
n→∞

an = a .

Řešeńı rovnice f(x) = x jsou takzvané pevné body zobrazeńı f . Základńı věta
o existenci řešeńı diferenciálńıch rovnic se snadno dokáže s pomoćı Banachovy
věty.

Úloha 5 Ukažte, že pro libovolné kontraktivńı zobrazeńı f je řešeńı rovnice
f(x) = x, existuje-li, jediné.

Následuj́ıćı výsledek o pevných bodech neplyne z Banachovy věty.

Úloha 6 Dokažte, že každá spojitá reálná funkce f : [0, 1] → [0, 1] má pevný
bod. Nápověda: uvažujte funkci f(x)− x.

Zavedeme ř́ıdké množiny.

Definice 7 (ř́ıdké množiny) Necht’ M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor a X ⊂
M . Řekneme, že množina X je ř́ıdká (v M), jestlǐze pro každou kouli B v M
existuje taková koule B′ v M , že B′ ⊂ B a B′ ∩X = ∅.

Úloha 8 Ukažte, že libovolné konečné sjednoceńı ř́ıdkých množin je ř́ıdká
množina.

Druhá věta o úplných prostorech, kterou uvedeme bez d̊ukazu, pocháźı od
francouzského matematika Reného-Louise Baireho (1874–1932).
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Věta 9 (Baireova) Necht’ M = ⟨M,d⟩ je úplný metrický prostor. Potom
v každém spočetném sjednoceńı

M =
⋃︁∞

n=1Xn

alespoň jedna množina Xn neńı ř́ıdká.

Jinými slovy, úplný prostor nelze vyjádřit jako spočetné sjednoceńı ř́ıdkých
množin.

Úloha 10 Odvod’te z Baireovy věty, že žádný úplný prostor nelze vyjádřit
jako konečné sjednoceńı ř́ıdkých množin.

Dokážeme zaj́ımavý d̊usledek Baireovy věty. Bod b ∈ M v metrickém
prostoru M je izolovaný, jestliže existuje poloměr r, že koule BM(b, r) = {b}.

Úloha 11 Každý bod v každém diskrétńım metrickém prostoru je izolovaný.
V žádném eukleidovském prostoru En neńı žádný bod izolovaný.

Úloha 12 Bod b ∈ M v metrickém prostoru M je izolovaný právě tehdy,
když množina {b} neńı ř́ıdká.

Důsledek 13 Předpokládejme, že M = ⟨M,d⟩ je úplný metrický prostor a že
žádný bod b ∈ M neńı izolovaný. Pak je množina M nespočetná.

D̊ukaz. Uvažujme sjednoceńı

M =
⋃︁

b∈M{b} .

Podle předpokladu a Úlohy 12 je každá množina {b} v tomto sjednoceńı
ř́ıdká. Podle předpokladu, Věty 9 a Úlohy 10 toto sjednoceńı nemůže být
nanejvýš spočetné. Proto je množina M nespočetná. 2

V kurzu MA3 s pomoćı Baireovy věty dokážeme existenci spojité funkce
f : [0, 1] → R, která neńı diferencovatelná v žádném bodě b ∈ [0, 1].

Součiny úplných metrických prostor̊u

Podle Tvrzeńı 31 z přednášky 1 je podprostor úplného prostoru M úplný
právě tehdy, když jeho nosná množina je uzavřená podmnožina v M . Nyńı
se budeme zabývat součiny prostor̊u.
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Tvrzeńı 14 Necht’ M = ⟨M,d⟩ a N = ⟨N, e⟩ jsou úplné metrické prostory.
Potom je součinový metrický prostor P = ⟨M ×N, d′⟩ úplný.

D̊ukaz. Necht’ (cn) = (⟨an, bn⟩) je Cauchyovská posloupnost v P . Protože

d(am, an), e(bm, bn) ≤ d′(cm, cn) ,

posloupnosti (an) a (bn) jsou Cauchyovské posloupnosti v prostorech M a N .
Necht’ a := lim an (∈ M), b := lim bn (∈ N) a c := ⟨a, b⟩. Jelikož

d′(⟨x, y⟩, ⟨x′, y′⟩) ≤ d(x, x′) + e(y, y′)

pro všechna x, x′ ∈ M a y, y′ ∈ N , podle Úlohy 15 je lim cn = c. 2

Úloha 15 Podrobně vysvětlete posledńı větu předchoźıho d̊ukazu.

Z následuj́ıćı věty a pomoćı předchoźıho tvrzeńı odvod́ıme úplnost euk-
leidovských prostor̊u En.

Věta 16 (z MA1) Eukleidovský prostor E1 = ⟨R, |x− y|⟩ je úplný.

Důsledek 17 Pro každé n ∈ N je eukleidovský prostor En úplný.

D̊ukaz. Plyne to z Tvrzeńı 11 v přednášce 1 a z Tvrzeńı 14 a Věty 16 v této
přednášce. 2

Zúplněńı metrických prostor̊u

Tato konstrukce zobecňuje konstrukci tělesa reálných č́ısel R z tělesa ra-
cionálńıch č́ısel Q. Začneme definićı hustých množin.

Definice 18 (husté množiny) M = ⟨M,d⟩ bud’ metrický prostor a X ⊂
M . Řekneme, že množina X je hustá (v M), jestlǐze B ∩X ̸= ∅ pro každou
kouli B v M .

Úloha 19 Množina X ⊂ M je hustá ⇐⇒ pro každý bod b ∈ M \X existuje
posloupnost (an) ⊂ X, že lim an = b ⇐⇒ taková posloupnost existuje pro
každý bod b ∈ M .

4



Definujeme zúplněńı metrických prostor̊u.

Definice 20 (zúplněńı) Necht’ M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor. Metrický
prostor C = ⟨C, e⟩ je zúplněńım prostoru M , jestlǐze M a C maj́ı tři vlast-
nosti.

1. M je podprostor prostoru C.

2. Každá Cauchyovská posloupnost (an) ⊂ M má v C limitu.

3. Množina C \M je vzhledem k vlastnosti 2 minimálńı z hlediska inkluze.

Naše definice neńı standardńı — nepožadujeme, aby C byl úplný, ani aby M
byl v C hustý. Tyto vlastnosti prostoru C plynou jako d̊usledky naš́ı definice,
která je z logického hlediska přirozeněǰśı než standardńı definice zúplněńı.

Ukážeme, že (i) každé zúplněńı prostoru M je úplné a že M je jeho hustý
podprostor, (ii) zúplněńı jsou jednoznačná až na izometrii a (iii) zúplněńı
existuj́ı. Začneme d̊ukazem (i).

Tvrzeńı 21 Necht’ C = ⟨C, e⟩ je zúplněńı prostoru M = ⟨M,d⟩. Potom je
M hustý v C a metrický prostor C je úplný.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı plyne bezprostředně z Úlohy 19 a z část́ı 2 a 3 Defi-
nice 20. Ukážeme, že C je úplný. Necht’ (an) ⊂ C je Cauchyovská posloupnost
v prostoru C. Protože M je hustý v C, můžeme podle Úlohy 19 vybrat body
bn ∈ M tak, že e(an, bn) ≤ n−1 pro každé n ∈ N. Ukážeme, že (bn) je Cauchy-
ovská posloupnost v M . Necht’ je dáno ε > 0. Pak e(am, an) ≤ ε pro všechny
indexy m,n ≥ n0. Zvoĺıme index n1 ≥ n0, že e(an, bn) ≤ ε pro každé n ≥ n1.
Pak pomoćı TN dostaneme pro všechna m,n ≥ n1 odhad

d(bm, bn) = e(bm, bn) ≤ e(bm, am) + e(am, an) + e(an, bn) ≤ ε+ ε+ ε = 3ε

a vid́ıme, že (bn) je Cauchyovská. Podle části 2 Definice 20 existuje bod
a ∈ C, že

lim
n→∞

bn = a .

Ukážeme, že také lim an = a. Necht’ je dáno ε > 0. Zvoĺıme index n2 ≥ n1,
že e(bn, a) ≤ ε pro každé n ≥ n2. Potom pro každé n ≥ n2 plat́ı

e(an, a) ≤ e(an, bn) + e(bn, a) ≤ ε+ ε = 2ε .

Tedy lim an = a. 2

K d̊ukazu tvrzeńı (ii) budeme potřebovat lemma.
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Lemma 22 Necht’ ε > 0, necht’ M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor a necht’ pro
a, b, c ∈ M je d(b, c) ≤ ε. Pak plat́ı odhad

|d(a, b)− d(a, c)| ≤ ε .

D̊ukaz. Vskutku, z TN dostáváme nerovnosti d(a, b) ≤ d(a, c) + d(b, c) a
d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c). Ty jsou po řadě ekvivalentńı nerovnostem

d(a, b)− d(a, c) ≤ d(b, c) ≤ ε a d(a, b)− d(a, c) ≥ −d(b, c) ≥ −ε

a tyto nerovnosti jsou ekvivalentńı uvedenému odhadu. 2

Tvrzeńı 23 Necht’ C = ⟨C, e⟩ a C ′ = ⟨C ′, e′⟩ jsou dvě zúplněńı prostoru
M = ⟨M,d⟩. Pak jsou metrické prostory C a C ′ izometrické.

D̊ukaz. Definujeme zobrazeńı F : C → C ′ a ukážeme, že jde o izometrii mezi
C a C ′. Necht’ a ∈ C je libovolný bod. ProtožeM je hustý v C (Tvrzeńı 21), je
a = lim bn pro nějakou posloupnost (bn) ⊂ M . Podle Úlohy 32 v přednášce 1
je (bn) Cauchyovská posloupnost. Podle části 2 definice 20 máme lim bn = a′

pro nějaké a′ ∈ C ′. Zobrazeńı F : C → C ′ definujeme předpisem

F (a) := a′ .

Ukážeme, že F nezáviśı na volbě posloupnosti (bn). Necht’ (b
′
n) ⊂ M je jiná

posloupnost, pro kterou lim b′n = a. Z TN plyne

e′(bn, b
′
n) = d(bn, b

′
n) = e(bn, b

′
n) ≤ e(bn, a) + e(a, b′n) → 0 pro n → ∞ .

Z Úlohy 24 tedy plyne, že v prostoru C ′ se lim bn = lim b′n.
Ukážeme, že F je bijekce a že zachovává vzdálenosti. Pro injektivitu F

vezmeme a0, a1 ∈ C, a0 ̸= a1, a posloupnosti (bin) ⊂ M , že lim bin = ai pro
i = 0, 1. Pak existuje ε > 0, že d(b0n, b

1
n) ≥ ε pro všechna dostatečně velká

n. Odtud plyne, že F (a0) ̸= F (a1). Pro surjektivitu F potřebujeme, aby
F (a) nezáviselo na zvolené posloupnosti (bn) ⊂ M s vlastnost́ı lim bn = a
(Úloha 25). Vezměme libovolný bod a′ ∈ C ′. Protože M je hustý v C ′, je
a′ = lim b′n pro nějakou posloupnost (b′n) ⊂ M . Jelikož (b′n) je Cauchyovská,
z části 2 definice 20 plyne, že lim b′n = a pro nějaké a ∈ C. Tedy F (a) = a′.
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Nakonec, abychom dokázali, že F zachovává vzdálenosti, vezmeme dva
body a0, a1 ∈ C a posloupnosti (bin) ⊂ M , že lim bin = ai pro i = 0, 1. Potom

e(a0, a1) = lim
n→∞

e(b0n, b
1
n) = lim

n→∞
d(b0n, b

1
n) = lim

n→∞
e′(b0n, b

1
n) =

= e′(F (a0), F (a1)) ,

a tedy e(a0, a1) = e′(F (a0), F (a1)). Dokažme podrobně prvńı rovnost. Vez-
meme ε > 0 a n0 ∈ N tak, aby e(ai, b

i
n) ≤ ε pro i = 0, 1 a n ≥ n0. Pak pro

každé n ≥ n0 skutečně plat́ı, podle Lemmatu 22 a TN v E1, že

|e(a0, a1)− e(b0n, b
1
n)| ≤ |e(a0, a1)− e(b0n, a1)|+ |e(b0n, a1)− e(b0n, b

1
n)|

≤ ε+ ε = 2ε

(uvažte trojúhelńıky a0, b
0
n, a1 a b

0
n, b

1
n, a1). Analogická rovnost lim e′(b0n, b

1
n) =

e′(F (a0), F (a1)) výše se dokáže stejným zp̊usobem; pouze pracujeme v pro-
storu C ′ mı́sto C. 2

Úloha 24 Dokažte podrobně, že lim bn = lim b′n (v C ′).

Úloha 25 Mohlo by se zdát, že lze vynechat d̊ukaz, že hodnota F (a) = a′

nezáviśı na volbě posloupnosti Sa = (bn) ⊂ M s lim bn = a. Prostě pro
každé a ∈ C vezmeme jednu pevnou posloupnost Sa. Ukažte, že tento př́ıstup
nefunguje v d̊ukazu surjektivity zobrazeńı F .

Nakonec dokážeme tvrzeńı (iii), že každý metrický prostor má zúplněńı.
Bez tohoto existenčńıho výsledku by Tvrzeńı 21 a 23 mohla být prázdná.
Dvě posloupnosti (an) a (a′n) v metrickém prostoru M = ⟨M,d⟩ nazveme
ekvivalentńı, a ṕı̌seme (an) ∼ (a′n), jestliže lim d(an, a

′
n) = 0.

Úloha 26 Relace ∼ je relace ekvivalence.

Označme C(M) množinu všech Cauchyovských posloupnost́ı v M . Řekneme,
že (ekvivalenčńı) blok B ∈ C(M)/∼ je špatný, jestliže neexistuje bod b ∈ M ,
že lim an = b pro nějakou (ekvivalentně, libovolnou) posloupnost (an) ∈ B.

Věta 27 (zúplněńı existuj́ı) Pro každý metrický prostor M = ⟨M,d⟩ exis-
tuje jeho zúplněńı C = ⟨C, e⟩.
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D̊ukaz. Necht’ M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor a necht’

M ′ := {B ∈ C(M)/∼ : B je špatný blok} .

Pomoćı konstrukce disjunktńıho sjednoceńı, připomenuté v Úloze 28, můžeme
předpokládat, že M ∩M ′ = ∅. Položme

C := M ∪M ′ ;

je to disjunktńı sjednoceńı. Nejprve definujeme zobrazeńı e : C × C → R.
Poté ukážeme, že ⟨C, e⟩ je metrický prostor. Nakonec ukážeme, že dvojice
⟨M,d⟩ a ⟨C, e⟩ má vlastnosti 1–3 z Definice 20.

Necht’ a, b ∈ C. Pokud a, b ∈ M , definujeme e(a, b) := d(a, b). Pokud a lež́ı
v M a b = B ∈ M ′, vezmeme libovolnou posloupnost (bn) ∈ B a polož́ıme

e(a,B) := lim
n→∞

d(a, bn) (∈ R) .

Tato limita existuje podle Věty 16, protože posloupnost (d(a, bn)) ⊂ R je
Cauchyovská podle Lematu 22. Dále je snadné ukázat, že tato limita nezáviśı
na volbě posloupnosti (bn) v B. Obdobně definujeme hodnoty e(A, b) pro
A ∈ M ′ a b ∈ M . Pro A,B ∈ M ′ a pro libovolné posloupnosti (an) ∈ A
a (bn) ∈ B polož́ıme

e(A,B) := lim
n→∞

d(an, bn) (∈ R) .

Existence této limity a jej́ı nezávislost na volbě posloupnost́ı (an) a (bn) se
zd̊uvodńı stejně jako výše.

Ukážeme, že ⟨C, e⟩ je metrický prostor. Zřejmě e je nezáporná a syme-
trická funkce, protože d má tyto vlastnosti. Necht’ a, b ∈ C. Necht’ a = b.
Pokud a = b ∈ M , pak e(a, b) = d(a, b) = 0, protože d je metrika. Pokud
a = A = B = b ∈ M ′, pak e(a, b) = 0, protože můžeme vźıt dvakrát tutéž
posloupnost (an) = (bn) ∈ A = B a spoč́ıtat limitu e(a, b) = lim d(an, bn) =
lim d(an, an) = 0. Necht’ e(a, b) = 0. Pokud a, b ∈ M , pak a = b, protože d je
metrika. Necht’ a ∈ M , b = B ∈ M ′ a (bn) ∈ B. Pak e(a,B) = lim d(a, bn) = 0
ve skutečnosti nelze, protože bychom měli lim bn = a (v M) a B by nebyl
špatný blok; stejně tak, pokud a = A ∈ M ′ a b ∈ M . Necht’ a = A, b =
B ∈ M ′ a necht’ (an) ∈ A a (bn) ∈ B. Pak e(A,B) = lim d(an, bn) = 0
znamená, že (an) ∼ (bn) a A = B. Ukážeme, že pro e plat́ı TN. To plyne
snadno ze tř́ı fakt̊u: z definice e, z toho, že d splňuje TN a z toho, že neostré
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reálné nerovnosti se zachovávaj́ı v limitách (jestliže xn ≤ yn pro každé n, pak
lim xn ≤ lim yn, pokud tyto limity existuj́ı). Takže ⟨C, e⟩ je metrický prostor.

Ukážeme, že C = ⟨C, e⟩ je zúplněńım M podle Definice 20. Z definice
e plyne, že M je podprostorem C. Necht’ (an) ∈ C(M). Pokud lim an = b
(v M) pro nějaké b ∈ M , jsme hotovi. Jinak A = [(an)]∼ ∈ M ′. Pak

lim
n→∞

e(A, an) = lim
n→∞

lim
m→∞

d(am, an) = 0 ,

protože (an) je Cauchyovská posloupnost v M . Tedy lim an = A (v C).
Nakonec, pro d̊ukaz vlastnosti 3 v Definici 20 vezmeme špatný blok A =
[(an)]∼ ∈ M ′ a odstrańıme jej z C. Pak však posloupnost (an) (∈ C(M))
nemá limitu v C \ {A}, protože v C má limitu A a vlastnost 2 ztráćıme.
Důkaz je hotov. 2

Úloha 28 Připomeňme, že disjunktńı sjednoceńı dvou množin X a Y je
množina

({0} ×X) ∪ ({1} × Y ) .

Vysvětlete, proč m̊užeme v předchoźım d̊ukazu s použit́ım této konstrukce
předpokládat, že M ∩M ′ = ∅. Co by se pokazilo, kdyby M ∩M ′ ̸= ∅?

Topologické prostory

Topologické prostory, zkráceně topologie, jsou zobecněńım metrických pro-
stor̊u na hypergrafy (systémy podmnožin dané množiny), které maj́ı všechny
vlastnosti otevřených množin. Topologie zavedl německý matematik Felix
Hausdorff (1868–1942). Připomeňme, že pro libovolnou množinu X,

P(x) := {Y : Y ⊂ X}

je potenčńı množina X, tj. množina všech podmnožin množiny X.

Definice 29 (topologie) Dvojice T = ⟨T, τ⟩ je topologie, jestlǐze T ̸= ∅ je
množina, τ ⊂ P(T ) je hypergraf na T a plat́ı následuj́ıćı tři podmı́nky.

1. ∅, T ∈ τ .

2. Jestlǐze A,B ∈ τ , pak A ∩B ∈ τ .

3. Jestlǐze Ai ∈ τ pro každé i ∈ I, pak
⋃︁

i∈I Ai ∈ τ .
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Prvky množiny τ jsou otevřené množiny topologie. Jejich doplňky T \ A,
A ∈ τ , jsou uzavřené množiny topologie. Podle Tvrzeńı 15 z přednášky 1 je
pro každý metrický prostor M = ⟨M,d⟩ dvojice

⟨M, otevřené množiny v M⟩

topologíı. Je to metrická topologie. Z definic plyne, že uzavřené množiny
v metrických prostorech a v metrických topologíıch splývaj́ı. Daľśımi př́ıklady
topologíı jsou diskrétńı topologie ⟨T,P(T )⟩ a indiskrétńı topologie ⟨T, {∅, T}⟩.

V metrických topologíıch jsou body uzavřené, jak snadno dokážete ve
dvou následuj́ıćıch úlohách.

Úloha 30 Každý bod {b}, b ∈ M , v metrické topologii je uzavřený. Dokažte
to z definice uzavřených množin jako doplňk̊u otevřených množin.

Úloha 31 Totéž dokažte pomoćı charakterizace uzavřených množin v met-
rických prostorech pomoćı limit posloupnost́ı (Tvrzeńı 28 v přednášce 1).

Úloha 32 Uved’te př́ıklad takové topologie ⟨T, τ⟩, že jej́ı body {b}, b ∈ T ,
nejsou uzavřené množiny.

V následuj́ıćı větě identifikujeme vlastnost, která odlǐsuje metrické topo-
logie od obecných topologíı.

Věta 33 (normalita metrických topologíı) Necht’ M = ⟨M,d⟩ je met-
rický prostor. Metrická topologie na M je normálńı: pro libovolné dvě dis-
junktńı uzavřené množiny U, V ⊂ M existuj́ı takové dvě disjunktńı otevřené
množiny A,B ⊂ M , že

U ⊂ A a V ⊂ B .

K d̊ukazu potřebujeme následuj́ıćı lemma.

Lemma 34 Předpokládejme, že B1 := B(b1, r) a B2 := B(b2, s) jsou dvě
koule v metrickém prostoru ⟨M,d⟩ a že

b2 ̸∈ B1 a b1 ̸∈ B2 .

Potom B(b1, r/2) ∩B(b2, s/2) = ∅.
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D̊ukaz. Máme b1 ̸= b2 a t := d(b1, b2) > 0. Zřejmě plat́ı 0 < r, s ≤ t. Pro spor
předpokládejme, že b ∈ B(b1, r/2) ∩ B(b2, s/2). Trojúhelńıková nerovnost
dává spor:

t = d(b1, b2) ≤ d(b1, b) + d(b, b2) < r/2 + s/2 ≤ t/2 + t/2 = t .

2

D̊ukaz Věty 33. Jelikož U ⊂ M \ V a tento doplněk je otevřená množina,
můžeme pro každé u ∈ U vźıt kouli Bu se středem u tak, že Bu ∩ V = ∅.
Podobně pro každé v ∈ V existuje koule Bv se středem v tak, že Bv ∩U = ∅.
Necht’ B′

u a B′
v jsou tyto koule s poloměry zmenšenými na polovinu. Podle

předchoźıho lemmatu plat́ı B′
u ∩ B′

v = ∅ pro každé u ∈ U a každé v ∈ V .
Z toho (podle Úlohy 35) plyne, že

A :=
⋃︁

u∈U B′
u a B :=

⋃︁
v∈V B′

v

jsou požadované otevřené množiny. 2

Úloha 35 Ukažte, že množiny A a B jsou otevřené, maj́ı prázdný pr̊unik,
U ⊂ A a V ⊂ B.

Topologie ⟨T, τ⟩ se nazývá Hausdorffova, také prostor typu T2, jestliže
pro libovolné dva body a, b ∈ T , a ̸= b, existuj́ı takové otevřené množiny
A,B ∈ τ , že

a ∈ A, b ∈ B a A ∩B = ∅ .

Z Úloh 30 a 31 a z Věty 33 vid́ıme, že každá metrická topologie je Hausdor-
ffova. Tato vlastnost metrické topologie je zásadńı pro d̊ukaz jednoznačnosti
limit posloupnost́ı.

Úloha 36 Uved’te jednoduchý př́ımý d̊ukaz (bez použit́ı Věty 33), že metrické
topologie jsou Hausdorffovy.

Topologie T = ⟨T, τ⟩ je normálńı, také prostor typu T4, jestliže pro každé
dvě disjunktńı uzavřené množiny U a V v T existuj́ı takové otevřené množiny
A a B v T , že

U ⊂ A, V ⊂ B a A ∩B = ∅ .

Podle Věty 33 je každá metrická topologie normálńı.
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Úloha 37 Uvažujte takový hypergraf T = ⟨N, τ⟩, že A ⊂ N je v τ právě
tehdy, když A = ∅ nebo A = N \X pro nějakou konečnou množinu X ⊂ N.
Ukažte, že T je nehausdorffovská a nenormálńı topologie.

Normované vektorové prostory a Hilbertovy prostory

Topologie jsou obecněǰśı struktury než metrické prostory. Nyńı si připomeneme
některé struktury, které jsou naopak speciálněǰśı. Rn je vždy př́ıkladem.
Předpokládáme, že čtenář zná vektorové prostory nad tělesy; v našem př́ıpadě
je př́ıslušným tělesem R. Stručně je zopakujeme. Vektorový prostor V nad
tělesem F je čtveřice

V = ⟨V, 0V , +, {λr : r ∈ F}⟩

sestávaj́ıćı ze základńı množiny V ̸= ∅ takzvaných vektor̊u, z nulového vek-
toru 0V ∈ V , z operace sč́ıtáńı +: V × V → V a z množiny unárńıch ope-
raćı λr : V → V . Operace λr je násobeńı skalárem r. Hodnoty λr(v) pro
v ∈ V a r ∈ F stručně znač́ıme rv (∈ V ). Předpokládáme, že čtenář zná axi-
omy/vlastnosti vektorových prostor̊u. Vektorových prostor̊u je mnoho, ale
pro nás je d̊uležitý př́ıklad V = Rn s 0V = ⟨0, . . . , 0⟩, se sč́ıtáńım po složkách
a s násobeńım skaláry z R po složkách.

Definice 38 (normované prostory) Normou na vektorovém prostoru V
nad tělesem R rozumı́me zobrazeńı ∥ · ∥ : V → R s následuj́ıćımi třemi vlast-
nostmi (u, v ∈ V a a ∈ R).

1. Vždy ∥u∥ ≥ 0 a ∥u∥ = 0 právě tehdy, když u = 0V .

2. Vždy ∥au∥ = |a| · ∥u∥.

3. Vždy ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥.

Dvojice ⟨V, ∥ · ∥⟩ je normovaný vektorový prostor.

Třet́ı vlastnost je TN v nové podobě. Pro libovolný normovaný vektorový
prostor ⟨V, ∥ · ∥⟩ definujeme funkci dV : V × V → R vztahem

dV (u, v) := ∥u− v∥ .

Úloha 39 Co je operace −, která se objevuje v definici dV ? Jak souviśı se
sč́ıtáńım?
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Normované vektorové prostory dává do souvislosti s metrickými prostory
následuj́ıćı cvičeńı.

Úloha 40 Ukažte, že pro každý normovaný vektorový prostor ⟨V, ∥ · ∥⟩ je
dvojice

⟨V, dV (u, v)⟩ = ⟨V, ∥u− v∥⟩
metrický prostor.

Je-li metrický prostor ⟨V, dV ⟩ úplný, řekneme, že normovaný vektorový pro-
stor ⟨V, ∥ · ∥⟩ je Banach̊uv prostor.

Čtenář pravděpodobně zná pojem vnitřńıho součinu (nazývaného také
skalárńı součin) na vektorovém prostoru V . Je to funkce

sp: V × V → R

která splňuje tři podmı́nky (použ́ıváme značeńı sp(u, v) mı́sto běžněǰśıho
⟨u, v⟩, abychom se vyhnuli konfliktu se značeńım pro n-tice). Vlastnosti
skalárńıho součinu jsou následuj́ıćı.

1. sp je bilineárńı zobrazeńı: sp(u, av + bv′) = asp(u, v) + bsp(u, v′) pro
všechna u, v, v′ ∈ V a a, b ∈ R. Totéž plat́ı i v prvńı proměnné u.

2. sp je symetrický: sp(u, v) = sp(v, u) pro všechna u, v ∈ V .

3. sp je kladně definitńı: sp(u, u) ≥ 0 pro všechna u ∈ V , přičemž rovnost
nastává pouze pro u = 0V .

Např́ıklad vektorový prostor Rn má skalárńı součin

sp(u, v) :=
∑︁n

i=1 uivi .

Úloha 41 Ukažte, že jde o skalárńı součin.

Na rozd́ıl od metrik a norem mohou mı́t skalárńı součiny záporné hodnoty.
Jak jsme sĺıbili na přednášce 1, zobecńıme Cauchyho–Schwarzovu nerovnost
na vektorové prostory se skalárńım součinem.

Věta 42 (CSN pro skalárńı součiny) Necht’ sp(u, v) je skalárńı součin
na vektorovém prostoru V . Potom

sp(u, v) ≤
√︁

sp(u, u) · sp(v, v)
(︁
⇐⇒ |sp(u, v)| ≤

√︁
sp(u, u) · sp(v, v)

)︁
pro všechny vektory u, v ∈ V . Nav́ıc nerovnost přejde v rovnost právě tehdy,
když jsou vektory u a v lineárně závislé, tj. jeden je skalárńım násobkem
druhého.
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D̊ukaz. Necht’ u, v ∈ V jsou libovolné vektory. Pokud v = 0V , CS nerovnost
plat́ı triviálně jako rovnost 0 = 0. Necht’ v ̸= 0V a α := sp(u, v)/sp(v, v)
(∈ R). Pak plat́ı

0 ≤ sp(u− αv, u− αv)

= sp(u, u)− 2αsp(u, v) + α2sp(v, v)

= sp(u, u)− sp(u, v)2/sp(v, v) .

Prvńı nerovnost plyne z kladné definitnosti sp(·, ·), druhá rovnost plyne z bi-
linearity a symetrie sp(·, ·) a posledńı, třet́ı rovnost je dána volbou skaláru α.
Źıskaná nerovnost

0 ≤ sp(u, u)− sp(u, v)2/sp(v, v)

je ekvivalentńı s

sp(u, v)2 ≤ sp(u, u) · sp(v, v) ⇐⇒ |sp(u, v)| ≤
√︁

sp(u, u) · sp(v, v) .

S ohledem na Úlohu 43 jsme hotovi. Druhé tvrzeńı je zřejmé: nerovnost plat́ı
jako rovnost právě tehdy, když u− αv = 0V . 2

Úloha 43 Ukažte, že dvě verze CSN pro skalárńı součiny, s absolutńı hod-
notou i bez ńı, jsou ekvivalentńı.

Pro libovolný vektorový prostor V se skalárńım součinem sp(u, v) definu-
jeme funkci ∥ · ∥V : V → R vztahem

∥u∥V :=
√︁
sp(u, u) .

Vektorové prostory se skalárńım součinem jsou dány do souvislosti s normo-
vanými vektorovými prostory a tedy i s metrickými prostory v následuj́ıćı
úloze.

Úloha 44 Ukažte, že pro každý vektorový prostor V se skalárńım součinem
je dvojice ⟨V, ∥ · ∥V ⟩ normovaný vektorový prostor.

Takže pokud V je vektorový prostor se skalárńım součinem sp(u, v), pak
dvojice

⟨V, dV (u, v)⟩ :=
⟨︁
V,

√︁
sp(u− v, u− v)

⟩︁
je metrický prostor.

Připomeneme Hilbertovy prostory. Jsou pojmenované po Davidu Hilber-
tovi (1862–1943), který byl mimořádně všestranným, tv̊urč́ım a vlivným ma-
tematikem své doby.
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Definice 45 (Hilbertovy prostory) Uvažujme vektorový prostor V , který
je vybaven skalárńım součinem sp(u, v). Jestlǐze je metrický prostor

⟨V, dV (u, v)⟩ =
⟨︁
V,

√︁
sp(u− v, u− v)

⟩︁
úplný, nazýváme dvojici ⟨V, sp(u, v)⟩ Hilbert̊uv prostor.

Abychom to shrnuli, popsali jsme hierarchii matematických struktur:

Rn ⊂ Hilbertovy prostory ⊂ normované vektorové prostory ⊂
⊂ metrické prostory ⊂ topologie .

Kompaktńı množiny a kompaktńı prostory

Zavedeme druhou d̊uležitou tř́ıdu metrických prostor̊u: kompaktńı prostory.
Připomeňme, že posloupnost (bn) je podposloupnost́ı posloupnosti (an), pokud
existuje taková posloupnost index̊u m1 < m2 < . . . , že

bn = amn pro každé n ∈ N .

Definice 46 (kompaktnost) Množina X ⊂ M v metrickém prostoru ⟨M,d⟩
je kompaktńı, jestlǐze každá posloupnost (an) ⊂ X má podposloupnost (amn),
která má limitu

lim
n→∞

amn ∈ X .

Je-li množina M kompaktńı, řekneme, že prostor M je kompaktńı.

Úloha 47 Dokažte, že diskrétńı metrický prostor ⟨M,d⟩ je kompaktńı právě
tehdy, když je množina M konečná.
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