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Uplné texty prednadek jsou na https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAII26cz.html
a predpoklada se, Ze se z nich studentky a studenti budou udit; slajdy jsou jen osnovy.
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P¥edmét MA2

V tomto pokrafovani MA1 budeme zkoumat funkce tvaru
f:X—R, kde X CR".
Predmét MA2 m3 t¥i asti:

@ Metrické prostory: tplnost, kompaktnost, souvislost (R” je metricky prostor) — asi 3 p¥.
o Diferencidlni pocet funkci vice proménnych — asi 5 p¥.

@ Integralni pocet funkci vice proménnych — asi 5 p¥.

Zkou¥ka: viz https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAII26cz.html
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Metrické prostory

Prvni ¢ast. Metrické prostory

Metrické prostory patfi mezi nejb&Znéjsi a nejuzite¢n&jsi struktury v matematice i informatice.
Zaved| je francouzsky matematik Maurice R. Fréchet (1878-1973).

Definice (metrické prostory)
Metricky prostor je dvojice (M, d), kde M # () a funkce d: M x M — R (takzvand metrika &i
vzdalenost) spliiuje pro viechna x,y,z € M, ze

Q dx,y)>0ad(x,y)=0 <= x=y;

@ (symetrie) d(x,y) =d(y,x) a

© (trojuhelnikovd nerovnost) d(x, y) < d(x,z) + d(z,y).

v,

V MAL1 jsme uZ pracovali s metrickym prostorem (R, |x — y|). Dal3i p¥iklady: diskrétni prostory
(M, d), kde d(x,y) =1 pro x # y a d(x,x) =0.
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[zometrie

KazZdou definici tfidy matematickych struktur by méla doprovézet definice jejich izomorfismd.
Pro metrické prostory jsou to takzvané izometrie.

Definice (izometrie)

Dva metrické prostory (M, d) a (N, e) jsou izometrické, jestlize existuje takovd bijekce
F: M— N, Ze
d(x,y) = e(F(x),F(y)) pro vdechna x, y € M.

F pak je izometrie prostori M a N.

V&mnéte si, e F1 je také izometrie. P¥iklad: prostory E,, X E, a Epypn jsou izometrické;
soudin prostorli x a eukleidovské prostory E, zavedeme pozdéji.
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Eukleidovskd metrika e, na R”"

Necht n € N (= {1,2,...}). Eukleidovsky (metricky) prostor E, je dvojice (R", e,), kde
en: R x R" — R definujeme vztahem

en(<x1, e ,Xn>, <y1, Ce aYn>) =

Pro n =1 je e1(x,y) = |x — y| zndm3 metrika na redlné ose. Pro n =2 je

e(X,¥) = v(a— )2+ (e —y)?

zndma eukleidovska vzdalenost v roving. Je zfejmé, Ze e,(X,y) > 0, s rovnosti jen pro X =,
a Ze ey(X,y) = en(y,x). Dokdzeme, Ze pro e, plati trojdhelnikova nerovnost.
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Cauchy-Schwarzova nerovnost (CSN)

Zatneme jinou nerovnosti, Cauchy-Schwarzovou nerovnosti, ktera se p¥ipisuje francouzskému

matematikovi Augustinu-Louisi Cauchymu (1789-1857) (nékolik let Zil v Praze) a némeckému
matematikovi Hermannu Schwarzovi (1843-1921).

Pro libovolna redlna &isla x;, yi (i =1,...,n) plati, Ze

N&crt diikazu: prevedeme ji do ekvivalentniho tvaru ZJ- zj2 > 0 a pak pouZzijeme, Ze pro kaZzdé

z € R je z2 > 0. CSN ma obecnou verzi ve vektorovych prostorech se skalarnim sou&inem.
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Trojuhelnikova nerovnost pro e,

Trojdhelnikovou nerovnost pro funkci e, odvodime z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti.

Dusledek

Pro libovolné tti n-tice X,y,z € R" je

en(%,y) < en(X,2) + en(z,y) .

N&crt diikazu: nerovnost pfepiSeme pomoci proménnych u; = x; — z; a v; = z; — y; jako

Voo (ui+vi)? < \/27:1 u? + \/27:1 vZ, ob& strany umocnime na druhou a pouZijeme
CSN.

Tedy (R", e,) je metricky prostor. Ozna&ime ho jako E, a nazveme ho n-rozmé&rnym
eukleidovskym prostorem. Obecn&ji budeme kazdému podprostoru (podprostory definujeme
pozdé&ji) prostoru E, ¥ikat eukleidovsky prostor.
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Dal$i metriky na R”

Na R” Ize definovat mnoho jinych metrik. Nap¥iklad

@ maximovou metriku

€n, max(yv )7) = 1T?<Xn ’Xi - yi‘ s

@ souctovou metriku
n

en,sum(ya _)7) = Z ’Xi - yi| a

i=1

o L, metriky (pro redlné p > 1)

n 1/p

en,p(Y7Y) = Z |Xi - yi’p

i=1

Diikazy trojuhelnikové nerovnosti pro prvni dvé funkce nechavdm jako cvi¢eni. Dikaz
trojuhelnikové nerovnosti pro L, metriky je ndro&n&jsi. Poznamenejme, Ze e, = e 2.
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Podprostory

Zavedeme dvé operace, kterymi Ize ze stavajicich metrickych prostor( vytvaret nové. Prvni
operaci je podprostor. Necht (M, d) je metricky prostor a () # A C M. Pak podprostor
prostoru M (indukovany mnoZinou A) definujeme jako

M|A:= (A d"), kde d: AxA—=R a d'(x,y):=d(x,y).

Vzdélenost d tedy pouze zidZzime na A x A. Snadno se ov&F, ze M | A je metricky prostor.

Jak jsme uZ zminili, kazdy podprostor prostoru E, budeme nazyvat eukleidovskym (metrickym)
prostorem.
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Druhou operaci na metrickych prostorech je soutin dvou prostorii. Pro metrické prostory
(M, d) a (N, e) definujeme funkci d’: M x N — R p¥edpisem

d'((a,b). (d. 1)) := \/d(a.2)? + e(b, b')2.

Metricky prostor (M x N, d’) nazveme sou&inem prostori M a N.

Soucin dvou metrickych prostorii spliiuje trojiihelnikovou nerovnost a je metrickym prostorem.

Nacért dikazu: pouZijeme trojihelnikovou nerovnost v E> a to, Ze d a e jsou metriky.

Soucin prostorti E,, x E,, je izometricky s prostorem E, .

N&cért dikazu: izometrie je ddna zfetézenim soufadnic.
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Koule, oteviené a uzaviené mnoZiny

V libovolném metrickém prostoru zavedeme dvé& dillezZité tfidy podmnoZin: oteviené a uzav¥fené
mnoZiny. Necht (M, d) je metricky prostor, b € M a necht r > 0 je redIné &islo. MnoZina

Bum(b, r) = B(b, r):={ae€ M: d(a, b) < r}

je (oteviend) koule se stfedem b a polomé&rem r. Patré& b € B(b, r). UzavFené koule jsou
mnoZiny By (b, r) = B(b,r) :={a€ M: d(a, b) < r}.

Definice (otevfené a uzaviené mnoZiny)

MnoZina X C M je otevFend, jestlize Vb € X3r > 0: B(b,r) C X.
MnoZina X C M je uzavFend jestlize M \ X je otevfena.

Jako cviceni dokaZte, Ze kazda koule je oteviend mnoZina a ze kaZdd uzavrend koule je
uzavfend mnoZina.
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Vlastnosti otevienych a uzavfenych mnozin

Necht (M, d) je metricky prostor. Oteviené mnoZiny v M maji ndsledujici vlastnosti.

e () a M jsou oteviené.
@ Konecné priiniky otevfenych mnoZin jsou otevrené.

@ Libovolnd sjednoceni otevienych mnoZin jsou oteviend. Prazdné sjednoceni definujeme
Jako 0.

Necht (M, d) je metricky prostor. UzavFené mnoZiny v M maji ndsledujici vlastnosti.

e () a M jsou uzaviené.
@ Konecna sjednoceni uzavifenych mnoZin jsou uzavrena.

@ Libovolné priiniky uzavfenych mnoZin jsou uzavrené. Prazdny priinik definujeme jako M.

Nacrt dikazu: definice a de Morganovy identity (M \ [J; A; = (;(M \ Aj)
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Spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory

Uvedeme klasickou e-9 definici spojitosti.

Definice (spojitost v bodg&)

Necht (M,d) a (N, e) jsou metrické prostory, b € X C M a necht f: X — N. Rekneme, %e
zobrazeni f je spojité v bodé b, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje § > 0, Ze

f[Bm(b, 8)] € Bn(f(b), €) .-

Nase obrazy mnoZin zobrazenimi zobeciiuji standardni obrazy: je-li g: A — B funkce a C je
libovolna mnoZina, pak g[C] := {g(x): x € AN C} (C B). Standardn& se (zbyte¢né&)
pozaduje, aby C C A. Zde je to nepohodIné, protoZe obecn& By (b, d) ¢ X. Jelikoz f mizeme
chapat jako zobrazeni z podprostoru M | X, mizZeme se omezit na viude definovand zobrazeni.

Definice (spojitd zobrazenf)

Zobrazeni f: M — N mezi metrickymi prostory je spojité, jestlize je spojité v kaZzdém bodé
prostoru M.
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Spojitost vyjadrena vzory otevienych mnoZin a Heineho definici

Uvedeme jesté dvé ekvivalentni formulace spojitosti.

Zobrazeni f: M — N mezi metrickymi prostory je spojité pravé tehdy, kdyZ f~1[B] je oteviend
mnoZina v M pro kaZdou otevfenou mnoZinu B v N.

Naért dikazu: koule jsou otevfené mnoZiny a oteviené mnoZziny jsou definované pomoci kouli.
Jako cvileni ukazte, Ze ekvivalence plati také s uzavfenymi mnozinami. Je-lig: A— B a C je
libovolnd mnoZina, pak g 71[C] := {x € A: g(x) € C} (C A) je vzor mnoZiny C zobrazenim g.

Véta (Heineho definice)

Zobrazeni f: M — N mezi metrickymi prostory je spojité v bod& b € M pravé tehdy, kdyz
lim f(a,) = f(b) pro kaZdou takovou posloupnost (a,) C M, Ze lim a, = b.

Nacért dikazu: stejné jako v MAL. Véta souvisi s némeckym matematikem Eduardem Heinem
(1821-1881). Limity posloupnosti v metrickych prostorech definujeme v okamzeni.
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Limity posloupnosti a Cauchyovské posloupnosti

Necht M = (M, d) je metricky prostor, b € M a necht (a,) C M je posloupnost bodii v M.
Jestlize pro kazdé € > 0 existuje ng € N, Ze pro kazdy index n > ng je

d(am b) S 67

pieme lim,_,o, a, = b nebo lima, = b nebo a, — b a fekneme, Ze posloupnost (a,) md
limitu b. Jako cvieni ukaZte, Ze

lim a,=b < lim d(an, b) =0

n—oo n—oo

(jde o dv& rtizné limity) a e limita je uréena jednoznatn&. Rekneme, ¥e posloupnost (a,) je
Cauchyovska, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N, Ze pro kazdé dva indexy m, n > ng je

d(am, an) <e.
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Uzavfenost mnoZin vyjadfend limitami

Dokazeme nasledujici tvrzeni.

MnoZina X C M v metrickém prostoru je uzaviend <= pro kaZdou posloupnost (a,) C X
majici limitu tato limita leZi' v X.

P¥edpokladejme, ze X je uzaviend, (a,) C X md limitu lima, = b, ale b € M\ X. Protoze
posledni mnoZina je otevfend, existuje r > 0, Ze B(b,r) C M\ X. Z definice limity plyne, Ze
an € B(b,r) atedy i a, & X pro vechna dostatetné& velkd n, coz je spor. Tedy b € X.
P¥edpoklddejme, Ze X neni uzavfend. Pak dopln&k M \ X neni otevieny, coZ znameng, Ze
existuje takovy bod b € M\ X, Ze pro kazdé n € N je B(b, 1/n) N X # (. Pomoci axiomu
vybé&ru zvolime pro kazdé n n&jaky bod a, € B(b,1/n) N X. Takto ziskdme takovou
posloupnost (ap), Ze (an) C X a lima, = b. Av3ak b ¢ X. O

Martin Klazar MA2 — P¥ednaska 1 1. Fijna 2026 17 /19



Zavedeme prvni ze t¥ dilezitych t¥id metrickych prostor(: tplné prostory. Dalsi dvé t¥idy jsou
kompaktni prostory a souvislé prostory.

Definice (lplnost)

Mnozina X C M v metrickém prostoru je dplnd, jestlize kazda Cauchyovska posloupnost
obsazend v X ma limitu leZici v X. Prostor M je dplny, jestlize mnoZina M je uplna.

P¥iklad: (R, |x — y|) je Uplny metricky prostor. UkaZte jako cvi€eni, Ze diskrétni prostory
(definované na zatatku) jsou tplné.

Je-li M dplny metricky prostor a X C M, pak mnoZina X je uplna <= X je uzavrend.

N&crt diikazu: plyne to snadno z pfedchoziho tvrzeni.
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Dnes:

Metrické prostory a izometrie

Trojuhelnikova nerovnost pro eukleidovskou metriku pomoci CSN
Podprostory a soudiny

Koule, otevfené a uzavfené mnoZiny

Spojitd zobrazen{

Limity posloupnosti a Cauchyovské posloupnosti

Uplné mnoziny a prostory
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