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Předmět MA2

V tomto pokračováńı MA1 budeme zkoumat funkce tvaru

f : X → R, kde X ⊂ Rn .

Předmět MA2 má ťri části:

Metrické prostory: úplnost, kompaktnost, souvislost (Rn je metrický prostor) – asi 3 p̌r.

Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných – asi 5 p̌r.

Integrálńı počet funkćı v́ıce proměnných – asi 5 p̌r.

Zkouška: viz https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAII26cz.html
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Metrické prostory

Prvńı část. Metrické prostory

Metrické prostory paťŕı mezi nejběžněǰśı a nejužitečněǰśı struktury v matematice i informatice.
Zavedl je francouzský matematik Maurice R. Fréchet (1878–1973).

Definice (metrické prostory)

Metrický prostor je dvojice ⟨M, d⟩, kde M ̸= ∅ a funkce d : M ×M → R (takzvaná metrika či
vzdálenost) splňuje pro všechna x , y , z ∈ M, že

1 d(x , y) ≥ 0 a d(x , y) = 0 ⇐⇒ x = y ;

2 (symetrie) d(x , y) = d(y , x) a

3 (trojúhelńıková nerovnost) d(x , y) ≤ d(x , z) + d(z , y).

V MA1 jsme už pracovali s metrickým prostorem ⟨R, |x − y |⟩. Daľśı p̌ŕıklady: diskrétńı prostory
⟨M, d⟩, kde d(x , y) = 1 pro x ̸= y a d(x , x) = 0.
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Izometrie

Každou definici ťŕıdy matematických struktur by měla doprovázet definice jejich izomorfismů.
Pro metrické prostory jsou to takzvané izometrie.

Definice (izometrie)

Dva metrické prostory ⟨M, d⟩ a ⟨N, e⟩ jsou izometrické, jestliže existuje taková bijekce
F : M → N, že

d(x , y) = e(F (x),F (y)) pro všechna x , y ∈ M .

F pak je izometrie prostor̊u M a N.

Všimněte si, že F−1 je také izometrie. Př́ıklad: prostory Em × En a Em+n jsou izometrické;
součin prostor̊u × a eukleidovské prostory En zavedeme později.
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Eukleidovská metrika en na Rn

Necht’ n ∈ N (= {1, 2, . . . }). Eukleidovský (metrický) prostor En je dvojice ⟨Rn, en⟩, kde
en : Rn × Rn → R definujeme vztahem

en(⟨x1, . . . , xn⟩, ⟨y1, . . . , yn⟩) :=

⌜⃓⃓⎷ n∑︂
i=1

(xi − yi )2 .

Pro n = 1 je e1(x , y) = |x − y | známá metrika na reálné ose. Pro n = 2 je

e2(x , y) =
√︁
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

známá eukleidovská vzdálenost v rovině. Je žrejmé, že en(x , y) ≥ 0, s rovnost́ı jen pro x = y ,
a že en(x , y) = en(y , x). Dokážeme, že pro en plat́ı trojúhelńıková nerovnost.
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Cauchy–Schwarzova nerovnost (CSN)

Začneme jinou nerovnost́ı, Cauchy–Schwarzovou nerovnost́ı, která se p̌ripisuje francouzskému
matematikovi Augustinu-Louisi Cauchymu (1789–1857) (několik let žil v Praze) a německému
matematikovi Hermannu Schwarzovi (1843–1921).

Věta (CSN)

Pro libovolná reálná č́ısla xi , yi (i = 1, . . . , n) plat́ı, že

n∑︂
i=1

xiyi ≤

⌜⃓⃓⎷ n∑︂
i=1

x2i ·
n∑︂

i=1

y2i .

Náčrt důkazu: p̌revedeme ji do ekvivalentńıho tvaru
∑︁

j z
2
j ≥ 0 a pak použijeme, že pro každé

z ∈ R je z2 ≥ 0. CSN má obecnou verzi ve vektorových prostorech se skalárńım součinem.
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Trojúhelńıková nerovnost pro en

Trojúhelńıkovou nerovnost pro funkci en odvod́ıme z Cauchy–Schwarzovy nerovnosti.

Důsledek

Pro libovolné ťri n-tice x , y , z ∈ Rn je

en(x , y) ≤ en(x , z) + en(z , y) .

Náčrt důkazu: nerovnost p̌reṕı̌seme pomoćı proměnných ui = xi − zi a vi = zi − yi jako√︁∑︁n
i=1(ui + vi )2 ≤

√︂∑︁n
i=1 u

2
i +

√︂∑︁n
i=1 v

2
i , obě strany umocńıme na druhou a použijeme

CSN.

Tedy ⟨Rn, en⟩ je metrický prostor. Označ́ıme ho jako En a nazveme ho n-rozměrným
eukleidovským prostorem. Obecněji budeme každému podprostoru (podprostory definujeme
později) prostoru En ř́ıkat eukleidovský prostor.
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Daľśı metriky na Rn

Na Rn lze definovat mnoho jiných metrik. Nap̌ŕıklad

maximovou metriku
en,max(x , y) := max

1≤i≤n
|xi − yi | ,

součtovou metriku

en, sum(x , y) :=
n∑︂

i=1

|xi − yi | a

Lp metriky (pro reálné p ≥ 1)

en, p(x , y) :=

(︄
n∑︂

i=1

|xi − yi |p
)︄1/p

.

Důkazy trojúhelńıkové nerovnosti pro prvńı dvě funkce nechávám jako cvičeńı. Důkaz
trojúhelńıkové nerovnosti pro Lp metriky je náročněǰśı. Poznamenejme, že en = en,2.
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Podprostory

Zavedeme dvě operace, kterými lze ze stávaj́ıćıch metrických prostor̊u vytvá̌ret nové. Prvńı
operaćı je podprostor. Necht’ ⟨M, d⟩ je metrický prostor a ∅ ̸= A ⊂ M. Pak podprostor
prostoru M (indukovaný množinou A) definujeme jako

M |A := ⟨A, d ′⟩, kde d ′ : A× A → R a d ′(x , y) := d(x , y) .

Vzdálenost d tedy pouze zúž́ıme na A× A. Snadno se ově̌ŕı, že M |A je metrický prostor.

Jak jsme už zḿınili, každý podprostor prostoru En budeme nazývat eukleidovským (metrickým)
prostorem.
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Součiny

Druhou operaćı na metrických prostorech je součin dvou prostor̊u. Pro metrické prostory
⟨M, d⟩ a ⟨N, e⟩ definujeme funkci d ′ : M × N → R p̌redpisem

d ′(⟨a, b⟩, ⟨a′, b′⟩) :=
√︂
d(a, a′)2 + e(b, b′)2 .

Metrický prostor ⟨M × N, d ′⟩ nazveme součinem prostor̊u M a N.

Tvrzeńı

Součin dvou metrických prostor̊u splňuje trojúhelńıkovou nerovnost a je metrickým prostorem.

Náčrt důkazu: použijeme trojúhelńıkovou nerovnost v E2 a to, že d a e jsou metriky.

Tvrzeńı

Součin prostor̊u Em × En je izometrický s prostorem Em+n.

Náčrt důkazu: izometrie je dána žretězeńım soǔradnic.
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Koule, otev̌rené a uzav̌rené množiny

V libovolném metrickém prostoru zavedeme dvě důležité ťŕıdy podmnožin: otev̌rené a uzav̌rené
množiny. Necht’ ⟨M, d⟩ je metrický prostor, b ∈ M a necht’ r > 0 je reálné č́ıslo. Množina

BM(b, r) = B(b, r) := {a ∈ M : d(a, b) < r}

je (otev̌rená) koule se sťredem b a poloměrem r . Patrně b ∈ B(b, r). Uzav̌rené koule jsou
množiny BM(b, r) = B(b, r) := {a ∈ M : d(a, b) ≤ r}.

Definice (otev̌rené a uzav̌rené množiny)

Množina X ⊂ M je otev̌rená, jestliže ∀b ∈ X ∃r > 0: B(b, r) ⊂ X .
Množina X ⊂ M je uzav̌rená jestliže M \ X je otev̌rená.

Jako cvičeńı dokažte, že každá koule je otev̌rená množina a že každá uzav̌rená koule je
uzav̌rená množina.
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Vlastnosti otev̌rených a uzav̌rených množin

Tvrzeńı

Necht’ ⟨M, d⟩ je metrický prostor. Otev̌rené množiny v M maj́ı následuj́ıćı vlastnosti.

∅ a M jsou otev̌rené.

Konečné pr̊uniky otev̌rených množin jsou otev̌rené.

Libovolná sjednoceńı otev̌rených množin jsou otev̌rená. Prázdné sjednoceńı definujeme
jako ∅.

Tvrzeńı

Necht’ ⟨M, d⟩ je metrický prostor. Uzav̌rené množiny v M maj́ı následuj́ıćı vlastnosti.

∅ a M jsou uzav̌rené.

Konečná sjednoceńı uzav̌rených množin jsou uzav̌rená.

Libovolné pr̊uniky uzav̌rených množin jsou uzav̌rené. Prázdný pr̊unik definujeme jako M.

Náčrt důkazu: definice a de Morganovy identity (M \
⋃︁

j Aj =
⋂︁

j(M \ Aj)).
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Spojitá zobrazeńı mezi metrickými prostory

Uvedeme klasickou ε-δ definici spojitosti.

Definice (spojitost v bodě)

Necht’ ⟨M, d⟩ a ⟨N, e⟩ jsou metrické prostory, b ∈ X ⊂ M a necht’ f : X → N. Řekneme, že
zobrazeńı f je spojité v bodě b, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0, že

f [BM(b, δ)] ⊂ BN(f (b), ε) .

Naše obrazy množin zobrazeńımi zobecňuj́ı standardńı obrazy: je-li g : A → B funkce a C je
libovolná množina, pak g [C ] := {g(x) : x ∈ A ∩ C} (⊂ B). Standardně se (zbytečně)
požaduje, aby C ⊂ A. Zde je to nepohodlné, protože obecně BM(b, δ) ̸⊂ X . Jelikož f můžeme
chápat jako zobrazeńı z podprostoru M |X , můžeme se omezit na všude definovaná zobrazeńı.

Definice (spojitá zobrazeńı)

Zobrazeńı f : M → N mezi metrickými prostory je spojité, jestliže je spojité v každém bodě
prostoru M.
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Spojitost vyjáďrená vzory otev̌rených množin a Heineho definićı

Uvedeme ještě dvě ekvivalentńı formulace spojitosti.

Tvrzeńı

Zobrazeńı f : M → N mezi metrickými prostory je spojité právě tehdy, když f −1[B] je otev̌rená
množina v M pro každou otev̌renou množinu B v N.

Náčrt důkazu: koule jsou otev̌rené množiny a otev̌rené množiny jsou definované pomoćı kouĺı.
Jako cvičeńı ukažte, že ekvivalence plat́ı také s uzav̌renými množinami. Je-li g : A → B a C je
libovolná množina, pak g−1[C ] := {x ∈ A : g(x) ∈ C} (⊂ A) je vzor množiny C zobrazeńım g .

Věta (Heineho definice)

Zobrazeńı f : M → N mezi metrickými prostory je spojité v bodě b ∈ M právě tehdy, když
lim f (an) = f (b) pro každou takovou posloupnost (an) ⊂ M, že lim an = b.

Náčrt důkazu: stejně jako v MA1. Věta souviśı s německým matematikem Eduardem Heinem
(1821–1881). Limity posloupnost́ı v metrických prostorech definujeme v okamžeńı.
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Limity posloupnost́ı a Cauchyovské posloupnosti

Necht’ M = ⟨M, d⟩ je metrický prostor, b ∈ M a necht’ (an) ⊂ M je posloupnost bodů v M.
Jestliže pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N, že pro každý index n ≥ n0 je

d(an, b) ≤ ε ,

ṕı̌seme limn→∞ an = b nebo lim an = b nebo an → b a řekneme, že posloupnost (an) má
limitu b. Jako cvičeńı ukažte, že

lim
n→∞

an = b ⇐⇒ lim
n→∞

d(an, b) = 0

(jde o dvě r̊uzné limity) a že limita je určena jednoznačně. Řekneme, že posloupnost (an) je
Cauchyovská, jestliže pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N, že pro každé dva indexy m, n ≥ n0 je

d(am, an) ≤ ε .
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Uzav̌renost množin vyjáďrená limitami

Dokážeme následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı

Množina X ⊂ M v metrickém prostoru je uzav̌rená ⇐⇒ pro každou posloupnost (an) ⊂ X
maj́ıćı limitu tato limita lež́ı v X .

Důkaz.

Předpokládejme, že X je uzav̌rená, (an) ⊂ X má limitu lim an = b, ale b ∈ M \ X . Protože
posledńı množina je otev̌rená, existuje r > 0, že B(b, r) ⊂ M \ X . Z definice limity plyne, že
an ∈ B(b, r) a tedy i an ̸∈ X pro všechna dostatečně velká n, což je spor. Tedy b ∈ X .
Předpokládejme, že X neńı uzav̌rená. Pak doplněk M \ X neńı otev̌rený, což znamená, že
existuje takový bod b ∈ M \ X , že pro každé n ∈ N je B(b, 1/n) ∩ X ̸= ∅. Pomoćı axiomu
výběru zvoĺıme pro každé n nějaký bod an ∈ B(b, 1/n) ∩ X . Takto źıskáme takovou
posloupnost (an), že (an) ⊂ X a lim an = b. Avšak b ̸∈ X .
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Úplnost

Zavedeme prvńı ze ťŕı důležitých ťŕıd metrických prostor̊u: úplné prostory. Daľśı dvě ťŕıdy jsou
kompaktńı prostory a souvislé prostory.

Definice (úplnost)

Množina X ⊂ M v metrickém prostoru je úplná, jestliže každá Cauchyovská posloupnost
obsažená v X má limitu lež́ıćı v X . Prostor M je úplný, jestliže množina M je úplná.

Př́ıklad: ⟨R, |x − y |⟩ je úplný metrický prostor. Ukažte jako cvičeńı, že diskrétńı prostory
(definované na začátku) jsou úplné.

Tvrzeńı

Je-li M úplný metrický prostor a X ⊂ M, pak množina X je úplná ⇐⇒ X je uzav̌rená.

Náčrt důkazu: plyne to snadno z p̌redchoźıho tvrzeńı.
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Shrnut́ı

Dnes:

Metrické prostory a izometrie

Trojúhelńıková nerovnost pro eukleidovskou metriku pomoćı CSN

Podprostory a součiny

Koule, otev̌rené a uzav̌rené množiny

Spojitá zobrazeńı

Limity posloupnost́ı a Cauchyovské posloupnosti

Úplné množiny a prostory
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