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Abstrakt

Definujeme metrické prostory a izometrie mezi nimi. Zavedeme
podprostory a souciny metrickych prostoru. Dokazeme trojihelnikovou
nerovnost pro eukleidovskou metriku na R". Zavedeme koule, oteviené
mnoziny a uzaviené mnoziny. Spojité zobrazeni charakterizujeme po-
moci vzoru otevienych mnozin a také Heineho definici. Definujeme
Uplné mnoziny v metrickych prostorech a dokdzeme, zZe v iplném pro-
storu je mnozina tplna pravé tehdy, kdyz je uzaviend.

V predmétu Matematickd analyza 2 rozsitime jak diferencidlni, tak in-
tegralni pocet funkci jedné proménné, jimiz se zabyva Matematickd analijza 1,
na funkce vice proménnych. Hlavni objekty v MA2 budou funkce typu

fiM—=Rs MCR"=RxRx---xR aneN(={1,2,...}).

-~

n kopii R

Vysvétlime pouzité znaceni. Funkce neboli zobrazeni g: X — Y, kde X a Y
jsou mnoziny, je kazda mnozina

gC X XY (={{(z,y): xeX,yeY}),

pro niz pro kazdé x € X existuje jediné y € Y, oznaCované jako g(z), ze
dvojice (x,y) € g. Symbolem R znacime upiné usporadané téleso redlnijch
¢isel. Jeho tplnost znamend, ze kazda neprazdna a shora omezend mnozina
redlnych ¢isel ma ve standardnim linedrnim usporaddni (R, <) supremum.
Z toho plyne, ze kazda Cauchyovska posloupnost (a,) C R ma (kone¢nou)
limitu lim,,_, a, € R. Symbol N oznac¢uje mnozinu prirozenych ¢isel.



Abychom mohli pracovat s témito funkcemi f, nejprve musime prozkou-
mat strukturu a vlastnosti mnoziny/prostoru R™. Brzy uvidime, ze R" je
prirozenym zpusobem metricky prostor; pozdéji zminime dalsi tiidy struk-
tur, jejichz prikladem je R™. Tento predmét bude mit tii casti.

o Cést 1 (cca 3 pt.) Metrické prostory: iplné, kompaktni a souvislé. Déle
uvedeme definice topologickych prostort, normovanych vektorovych
prostoru a Hilbertovych prostoru. R” je prikladem kazdé z téchto struk-
tur.

e Cést 2 (cca 5 pi.) Diferencidlni pocet funkef vice proménnych
e Cést 3 (cca 5 pt.) Integralni pocet funkef vice proménnych

K dloham. V textech prednasek bude prubézné zafazeno mnoho tloh. Nékteré
z nich se budou fesit na cvicenich. Cvicici je také mohou pouzit jako domaci
ukoly. Jejich fesenim ¢tenar lépe porozumi probiranym tématim.

Cést 1. Metrické prostory

Predmét zacneme tvodem do teorie metrickych prostoru. Tato mate-
matickd struktura, s mnoha pouzitimi v informatice, byla zavedena fran-
couzskym matematikem Mauricem R. Fréchetem (1878-1973).

Metrické prostory, zejména eukleidovské

V metrickém prostoru M = (M, d) je' prvni slozka M neprazdnd mnoZina
ad: M x M — R je funkce, které fikdame vzddalenost nebo metrika. Pozaduje
se, aby d méla tti vlastnosti (z,y,z € M).

1. Vzdy d(z,y) > 0 a d(z,y) = 0 prave tehdy, kdyz =z = y.
2. (symetrie) Vzdy d(z,y) = d(y, z).
3. (trojuhelnikova nerovnost, zkracujeme jako TN) Vzdy

d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy) .

1Zépis M = (M,d) znamend, ze symbolem M oznacujeme jak celou dvojici, tedy
metricky prostor, tak nosnou mnozinu.




V MA1, jsme pracovali s metrickym prostorem (R, |z — y|). Piikladem met-
rickych prostoru jsou také diskrétni prostory (M, d), v nichz d(z,y) = 1 pro
rx#yad(xz)=0.

Uloha 1 Nezapornost d(x,y) > 0 plyne z ostatnich vlastnosti metriky.

Uloha 2 Dokaste ndsledugici zobecnéni TN. Necht x1,...,x,, n > 2, jsou
body v metrickém prostoru (M,d). Pak d(xy,2,) < > o d(zi_1,2;).

Definice tiidy matematickych struktur by méla byt provazena definici
jejich izomorfismu. Definujeme izomorfismy metrickych prostori.

Definice 3 (izometrie) Necht M = (M,d) a N = (N, e) jsou dva metrické
prostory. M a N jsou izometrické, existuje-li takovad bijekce F': M — N, Ze
pro vsechna x,y € M se

d(z, y) = e(F(z), F(y)).
Zobrazeni F' pak je izometrie prostoriu M a N.

Priklady izometrii uvadime v Tvrzeni 11.

Uloha 4 Je-li F izometrie dvou metrickych prostoru, pak ji je i inverzni
zobrazeni F~1.

Eukleidovskou metriku e, na R™ definujeme predpisem

en(T, Y) = enl(T1, -y Tn), (Y1, -0 Un)) = V200 (2 — )2

Tedy eq(z,y) = |x — y| je vzdalenost na redlné ose, kterou zndme z MAI,
a e je euklidovska vdéalenost v roviné. Funkce e, ma zfejmé vlastnosti 1 a 2
metriky. Zbyva dokazat trojihelnikovou nerovnost. Odvodime ji ze znamé
Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti. Pripisuje se francouzskému matematikovi
Augustinu-Louisi Cauchymu (1789-1857) (nékolik let zil v Praze) a némeckému
matematikovi Hermannu Schwarzovi (1843-1921).

Véta 5 (CSN) Necht x1,91, - .., Tn, Yn je 2n redlngjch éisel (n € N). Potom

Diy TiYi < \/Z?:l g - Z?:l v -




Diikaz. Umocnime obé strany na druhou a vidime, ze CSN plati, pokud plati
nerovnost

D i1 TiY; + 2 ZU<=1 Ty < D iy T Zj:l Y
i<j

—2z < V2% pro kazdé z € R a funkce f(z) = /= je rostouci na Rsq. Tato
nerovnost je ekvivalentni nerovnosti

0.< 32wy — 29:)*
i<y

Ta plati, protoze 22 > 0 pro kazdé » € R. O

Disledek 6 Pro libovolné tri n-tice ©, y a z v R™ plati
en(T, J) < en(T, Z) +en(Z, 7).
Dukaz. Polozme u; := x; — z; a v; := z; — y;. Vidime, ze staci dokazat, ze
\/Z?:l(ui +v;)? < \/Z?:l uf + \/ Z?:l sz :

Umocnime obé strany na druhou a vidime, ze posledni nerovnost je ekviva-
lentni nerovnosti

SO o) < Y S o 2 - Y
= D uiv; < \/Z?:l u; - Z?:l UJQ‘ .

Posledni nerovnost je Cauchyho-Schwarzova nerovnost. a

Dvojice (R, e,,) je tedy metricky prostor. Nazyvame ho (n- rozmérnym) eu-
kleidovskym prostorem a oznacujeme E,,. Mohli bychom uvést mnoho dalsich
piikladt metrickych prostoru, ale nechame si je do MAS3. Zde se omezime na
nékolik prikladu dalsich metrik na R™. Funkce

—_ = —_ = n
en,max(mu y) ‘= max |xl - yl|7 en,sum(xa y) = Zi:l |Il - yz’ )
1<i<n
— =\ n ) 'pl/P kd >1 /1/ ;s vdv
aenp(T,7) = (i |l — uil , kde p > 1 je redlné, nazyvame po radé
mazimovou metrikou, souctovou metrikou a L, metrikou. Vsimnéte si, zZe
€n = €n2.



Uloha 7 Dokaste, ze €nmax @ Ensum JSOu metriky na R", tj. Ze spliuji TN.

vzdalenosti e,,, enymax, €nsum & €y p JSOU V Jlstem smyslu velmi podobne
Dveé operace s metrickymi prostory

Necht M = (M, d) a N = (N, e) jsou metrické prostory a necht ) # A C M.
Podprostor prostoru M indukovany podmnozinou A je dvojice

M|A:=(A,d) kde d: Ax A— R je ddno predpisem d'(z, y) := d(z, y)
— metriku d zizime na A x A.
Uloha 8 Ukazte, Ze M | A je metricky prostor.

Druhou operaci je soucin prostoru. Soucin metrickych prostoru M a N
je dvojice

(M x N, d), kde zobrazen{ d': (M x N) x (M x N) = R

je dano vztahem

d'((a, by, (d', V) := \/d(a, a')? + e(b, I')2.
Tvrzeni 9 Soucin dvou metrickych prostoru je metricky prostor.

Diikaz. Protoze d a e jsou metriky, je snadné ukédzat, ze zobrazeni d’ ma
vlastnosti 1 a 2 vzdalenosti (viz Cviceni 10). Dokazeme, ze pro d’ plati TN.
Skutecné, pro libovolné dvojice u = (a, b), v = (¢/, V') a w = (a", V") v
M x N plati

d'(, v) Vd(a, ')+ e(b, V)2
V(d(a, @) +d(a", a’))? + (e(b, b”)+e(b” b'))?
Vid(a, a2+ e(b, 0")2 + /d(a’, a/)? + e(b", )2
= d'(u,w)+d(w, ).

IA A

Prvni rovnost plyne z definice d’. Druhd nerovnost plyne ze dvou pouziti TN
pro metriky d a e. Tteti nerovnost je specidlnim piipadem prvni nerovnosti
v dukazu Dusledku 6. Posledni, ¢tvrtd rovnost plyne z definice d'. a



Uloha 10 Dokazte, ze zobrazeni d' md vlastnosti 1 a 2 vzddlenosti.

Tvrzeni 11 Soucin E,, x E, eukleidovskijch metrickijch prostori je izome-
tricky s eukleidovskym metrickym prostorem Ep, ..

Diikaz. Definujeme zobrazeni F': R™ x R™ — R™*" piedpisem

F({x1, ..o, zm)y Y1y ooy Yn))) =Tty ooy Ty YLy - Yn) s

a ukdzeme, Ze jde o izometrii mezi souc¢inovym prostorem F,, X FE, a eu-
kleidovskym prostorem E,,.,. Je ziejmé, ze F' je bijekce (viz Cviceni 12).
Ukazeme, ze F' zachovava vzdalenosti. Prow := (21, ..., &), @ = (2}, ..., 2}),
Ui=(y1, ..., Yn) a0 = (y}, ..., y,) skutecné plati

d (@, ), (@, 7)) = vVen(t W)+ e, (v, V')
- \/221@% —@p)? 4+ 2o (Y — i)
= SIE(E ) - F(@, )
= 6m+n(F(<ﬂv 6>)v F(<ﬂ/’ 6/>)) :

Prvni rovnost plyne z definice zobrazeni d’. Druh& rovnost plyne z definice
metrik e,, a e,. Ve tfeti rovnosti pouzivame definici F' a souradnicové znaceni

F((z,9) = (F(& 91 - FUT 9))mn) -

Posledni, ¢tvrtd rovnost plyne z definice e, . O

Uloha 12 Dokaste, e vyse wvedend funkce F' je bijekce.
Koule, oteviené mnoziny, uzavirené mnoziny

Necht M = (M, d) je metricky prostor, b € M je bod v ném a r > 0 je realné
¢islo. Mnozina

By (b, r) = B(b, r) :=={a€ M: d(a, b) <r} (C M)

je (otevrend) koule v M se stredem b a polomérem r. Vzdy b € B(b,r).
Rovnéz 0 < r < s = B(b,r) C B(b,s). Co jsou uzaviené koule? Podmnoziny
M tvaru

Buy(b, 1) =B(b, r):=={a€ M: d(a, b) <7r}.

6



Definice 13 (oteviené a uzaviené mnoziny) MnozZina X C M v met-
rickém prostoru (M,d) je oteviend, jestliZe

Vbe X3r>0: B(b,r)C X.

Rekneme, Ze mnozina X C M je uzaviend, jestlize jeji dopinék M \ X je
otevrend mnozina.

Uloha 14 Dokazte, Ze kazZdd koule je otevrend mnozZina a Ze kaZdd uzavrend
koule je uzavrend mnozina.

Dokazeme nékolik vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin.

Tvrzeni 15 Necht M = (M, d) je metricky prostor. Oteviené mnoZiny v M
maji ndsledujici vlastnosti.

1. Mnoziny O a M jsou otevrené.
2. Jsou-li X a'Y otevirené mnoziny, je i jejich prunik X NY otevreny.

3. Pro libovolny systém otevrrenych mnozin X;, i € I, je sjednoceni

Uiel X
otevrend mnozina. Pro I =0 definujeme toto sjednoceni jako ().

Diikaz. 1. Pokud jde o (), kazdé tvrzeni tvaru Vo € () ... plati. Pokud jde
o M, kazda koule v M je podmnozinou M.

2. Necht X a Y jsou oteviené podmnoziny M a necht a € X NY (pokud
X NY =0, tvrzeni plati podle ¢asti 1). Existuji takova redlnd ¢isla r,r" > 0,
ze B(a,r) C X a B(a,r’) C Y. Polozme r” := min(r,r") (> 0). Protoze
B(a,r") je obsazena v obou koulich B(a,r) a B(a,r’) (a je rovna jedné z
nich), mame B(a,r”) C X NY.

3. Necht a € U,c; X; (pokud U,c; X; = 0, tvrzeni plati podle ¢asti 1).
Pak a € X; pro néjaké j € I. Tedy B(a,r) C X; pro néjaké r > 0 a méame
B(a,r) C U,e; Xi- O

Uloha 16 Pro¢ je pravda, Ze “kazdé tvrzend tvaru Nz € O ... plati”?



Uloha 17 Ukazte, Ze kazdy konecény prunik oteviengch mnozin je oteviend
mnozina, ale Ze to obecné neplati pro nekonecné pruniky.

Pomoci nasledujicich identit odvodime z vlastnosti otevienych mnozin
dudlni vlastnosti uzavienych mnozin.

Uloha 18 Dokaste De Morganovy identity. Je-li U mnoZina a A; C U pro
1 € I je libovolny systém mnozin, pak plati

U \ Uie] A= ﬂie[(U \ Ai) aU \ miel A = UieI(U \ Ai) .

Dusledek 19 Necht M = (M,d) je metricky prostor. Uzaviené mnoZiny
v M maji nasledujici viastnosti.

1. Mnoziny O a M jsou uzaviené.
2. Jsou-li X a'Y uzavrené mnoziny, je i jejich sjednoceni X UY uzavrené.

3. Pro libovolny systém uzavreniych mnozin X;, © € I, je i prunik

miel X
uzaviend mnoZina. Pro I = ) definujeme tento prinik jako M.

Diikaz. 1. To plyne z ¢ésti 1 Tvrzeni 15 a z definice uzavienych mnozin,
protoze O a M jsou navzdjem dopliiky.

2 a 3. To plyne z definice uzavienych mnozin a z ¢asti 2 a 3 Tvrzeni 15
pomoci De Morganovych identit. O

Oteviené a uzaviené mnoziny se nékdy povazuji za protiklady nebo za
navzajem se vylucujici, ale to je nepresné. V kazdém metrickém prostoru M
existuji alespon dvé mnoziny, které jsou zaroven oteviené i uzaviené, totiz
() a M. Takové mnoziny se nazyvaji obojetné a hraji dulezitou roli v definici
souvislych prostort, s nimiz se setkdme pozdéji.

Uloha 20 Ukazte, Ze libovolné konecné sjednoceni uzavrengych mnozZin je
uzavrend mnozina, ale Ze obecné to meplati pro nekonecnd sjednocent.

Spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory



Necht M = (M,d) a N = (N,e) jsou metrické prostory, necht X C M a

necht f: X — N je zobrazeni. Rekneme, 7ze zobrazeni f je spojité v bodé
b € X, kdyz pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0, ze

f([Ba(b, 9)]) € By(f(b), €).-

Rekneme, 7e zobrazeni f je spojité, jestlize je spojité v kazdém bodé mnoziny
X. V definici pouzivame nasledujici znac¢eni pro funkce. Jsou-li A a B mnoziny,
g: A — B je funkce a C je libovolnd mnozina (nikoli nutné podmnozina A,
jak se obvykle nadbytecné predpokldda), definujeme obraz mnoziny C' funkci
g jako mnozinu

glC] :=={g(x): x€ ANC} (C B).

Uloha 21 V této situaci, s M, N, X, f ab jako vyse, muzeme f chdpat
také jako zobrazeni fo = f z M’ do N pro podprostor M' = M | X. Ukazte,
Ze f je spojité v bodé b (v uvedeném smyslu) pravé tehdy, kdyz fo je spojité v
bodé b.

Nic tedy neztracime, omezime-li se na spojitd, vsude definovana zobrazeni
mezi metrickymi prostory.

Spojitost zobrazeni mezi prostory lze ekvivalentné charakterizovat pomoci
vzoru otevienych (nebo uzavienych) mnozin. Stejné jako vyse, jsou-li A a B
mnoziny, g: A — B je funkce a C' je libovolnd mnozina, definujeme vzor
mnoziny C funkci g jako mnozinu

g 'O ={rcA: g(x)eC} (CA).

Tvrzeni 22 Necht M = (M,d) a N = (N, ) jsou metrické prostory a necht
f: M — N je zobrazeni. Pak f je spojité zobrazeni

<= f'B] je oteviend mn. v M pro kaZdou otevienou mn. B v N .

Dikaz. Predpokladejme, ze f je spojité, ze B C N je libovolna oteviena
mnozina v N aze b € f~![B] je libovolny bod jejiho vzoru. Protoze f(b) € B,
existuje € > 0, ze By(f(b),e) C B. Jelikoz je f spojité v bodé b, existuje
0 >0, ze

fIBu(b, 8)] € By(f(b), €) (C B).

Tedy f(x) € B pro kazdé x € By(b, ), coz znamend, ze By (b,d) C f~1[B]
a f~Y[B] (C M) je oteviend mnozina.

9



Predpokladejme, Ze plati prava strana ekvivalence, ze b € M je libovolny
bod v M a ze je dano € > 0. Podle Cviceni 14 je koule By(f(b),e) oteviend
mnozina v N. Z piedpokladu je vzor P := f~!'[By(f(b), €)] oteviend mnozina
v M. Protoze b € P, muzeme zvolit § > 0 takové, ze By (b,6) C P. Odtud
plyne, ze

JBa(b, 8)] € Bx(f(D), <)

a f je spojité v bodé b. To plati pro kazdé b € M, a tedy je f spojité. a

Uloha 23 Ekvivalence plati také s uzZaurenymi mnozinami.

Pro treti ekvivalentni formulaci spojitosti budeme potiebovat limity po-
sloupnost{ v metrickych prostorech. Necht M = (M, d) je metricky prostor,
b€ M, anecht (a,) C M je posloupnost bodu v M. Jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje ng € N, ze pro kazdy index n > ng plati

d(ay, b) < e,

piseme lim,,_,o, a,, = b nebo lim a,, = b nebo a,, — b a fekneme, ze posloupnost
(a,) md limitu b.

Uloha 24 Dokaite, Ze lim, oo a, = b <= lim,_ o d(an, b) =0 (jde o dva
riuzné druhy limit).

Uloha 25 Dokaste, Ze limity jsou jednoznacné, tj. jsou-li a,b € M a je-li
(cn) C M takovd posloupnost bodu v metrickém prostoru M, Ze plati lim ¢,, =
a 1lime, =0, pak a = 0.

Véta 26 (Heineova definice) Necht f: M — N je zobrazeni mezi met-
rickymi prostory. Potom je f spojité v bodé b € M prdvé tehdy, kdyz se
limita lim f(a,) = f(b) pro kaZdou posloupnost (a,) C M slima, = b.

Diikaz. Predpokléadejme, ze f je spojité v bodé b, ze (a,) C M je posloupnost
s lima, = b a ze je ddno € > 0. Pak f[By(b,0)] C Bn(f(b),e) pro néjaké
d > 0. Jelikoz a, — b, existuje ng tak, ze a, € By (b,d) pro kazdy index
n > ng. Potom f(a,) € By(f(b),e) pro tytéz indexy n. Vidime tedy, ze
flan) = f(b).

Predpokladejme, ze f neni spojité v bodé b. To znamend, ze existuje
takové € > 0, ze pro kazdé n € N plati

fIBu (b, 1/n)] & By(f(b), €) .

10



S pouzitim axiomu vybéru pro kazdy index n € N zvolime prvek a,, v kouli
Bu(b,1/n) tak, aby f(a,) € By(f(b), ). Tim dostaneme posloupnost (a,) C
M s limitou lim a,, = b, avSak posloupnost (f(a,)) nemé limitu f(b). O

Eduard Heine (1821-1881) byl némecky matematik.

Uloha 27 Prectéte si na Wikipedii o mnozinovém azxiomu vybéru a o jeho
vyznamu pro matematiku.

Dokazeme charakterizaci uzavienych mnozin pomoci limit posloupnosti.

Tvrzeni 28 Mnozina X C M v metrickém prostoru (M,d) je uzaviend
pravé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost bodu (a,) C X, kterd md limitu,
tato limita lezi v X.

Diikaz. Predpokladejme, ze X je uzaviend, (a,) C X m4 limitu lima, = b,
ale ze b € M \ X. Posledni mnozina je oteviend, takze B(b,r) C M \ X pro
néjaké r > 0. Z definice limity plyne, Ze pro vSechna dostatecné velka n je
a, € B(b,r) a tedy i a,, € X, coz je spor. Tedy b € X.

Predpokladejme, ze X neni uzaviena. Pak doplnék M \ X neni otevieny,
coz znamend, ze existuje takovy bod b € M \ X, ze pro kazdé n € N plati

B(b, 1/n)NX £0.

S pouzitim aziomu vgbéru pro kazdé n zvolime bod a, € B(b,1/n) N X.
Takto dostaneme takovou posloupnost (a,), ze (a,) C X alima, = b. Avsak
b¢ X. O

Uplné mnoziny a uplné prostory
Necht M = (M,d) je metricky prostor a (a,) C M je posloupnost bodu
v ném. Posloupnost (a,) je Cauchyovskd, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje
ng € N, ze d(a,, a,) < e pro kazdé dva indexy m,n > ny.

Definice 29 (tplnost) Mnozina X C M v metrickém prostoru (M,d) je
uplnd, jestlize kazdda Cauchyouvskd posloupnost (a,) C X md limitu v X. Je-li
celd mnozina M uplna, Tekneme, Ze prostor M je uplng.
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Napriiklad redlna piimka R, chdpana jako metricky prostor E; = (R, |z —y|),
je uplny prostor. Plyne to z véty znamé z MA1, ze posloupnost (a,) C R je
Cauchyovskd préavé tehdy, kdyz mé (koneénou) limitu.

Uloha 30 Dokazte, ze diskrétni metrické prostory (definovali jsme je na
zacdatku) jsou uplné.

Tvrzeni 31 Necht M = (M,d) je tiplng metrickyj prostor a necht X C M.
Potom je mnozina X uplnd prdave tehdy, kdyz je uzaviend.

Diikaz. Predpoklddejme, ze X je iplnd a ze (a,) C X je posloupnost s limitou
lima, = b (¢ M). Pak (a,) je Cauchyovskd posloupnost (viz Cviceni 32).
Jelikoz X je uplnd a limita je jednoznacnd, plati b € X. Podle Tvrzeni 28 je
X uzaviena.

Predpokladejme, ze X neni tplna. Pak existuje Cauchyovska posloupnost
v X, kterd nemd limitu nebo ma limitu mimo X. Jelikoz jsme v tplném
prostoru M, nastava druhd moznost. Podle Tvrzeni 28 tedy mnozina X neni
uzaviena. a

Uloha 32 Md-li posloupnost v metrickém prostoru limitu, pak je tato po-
sloupnost Cauchyovskd.

Uloha 33 Nechf A a B jsou uplné mnoziny v metrickém prostoru. Je mnozina
AN B uaplna? Je AU B uplna?
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