Martin Klazar
MA 1, PREDNASKA 14, 23. 5. 2024
DALSI POUZITI RIEMANNOVA INTEGRALU

Tl jsme uz videli: [ f = [ f (v. 7vpt. 10 av. 1 v pf. 13), plocha

pod grafem PG(f) = fabf (v. 16 v pf. 10) a dukaz transcendence
cisla e (v. 13 v pr. 12). Ted uvedeme dalsi pouziti R. integralu.

Délka grafu funkce
Pro body u = (uy,u,) a v = (vg,v,) v rovinég R? oznacime jejich
vzdalenost jako
d(u, v) = \/(uy = v;)* + (uy —v,)* (€0, +00)).

Pro f € F(M) a z € M polozime f(zx) := (z, f(z)) (¢ Gy).
Pro déleni @ = (ag,...,a,) intervalu [a,b] a f € F([a,b]) je
lomeny soucet

L(@, f)=>_i_, d(f(ai-1), f(a;))
rovny celkové délce odpovidajici lomené ¢ary, ktera aproximuje graf
Gr={f(z): a<z<b}.
e Uloha. Kdy7 @ zjemiiuje b, pak L(@, f) > L(b, f).

Definice 1 (délka grafu) Necht funkce f je v F([a,b]).

Délka (jejiho) grafu je L(f) := sup ({L(U, f): a }) (>0
nebo = +00), @ probihd vsechna délent intervalu |a, b|.

e Uloha. Funkee f = (zsin(1/2)[(0,1]) U{(0,0)} v F([0,1]) je
spojita na kompaktni moziné, ale ma graf s délkou L(f) = +o0.

o Viastnosti délky grafu. Pro f € F(la,b]), a < b, neni tézké
dokdzat nasledujici. (1) Je-li Gy tisecka v R? s konci u a v, pak
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L(f) =d(u,v). (2) Kdyza <c<b,g:=fl|la,c] & h:= f]|lc1],
pak L(g) + L(h) = L(f). (3) Posun ani otoceni grafu jeho délku
nezmeéni. (4) Zvétseni ¢i zmenseni grafu pomeérem ¢ > 0 zvétsi ¢
zmensi jeho délku také pomérem c.

o Vyjadrent délky grafu integrdlem. Je to nasledujici vzorec.

Véta 2 (vzorec pro L(f)) Necht a < b, [ je v F([a,b])
a f" vR(a,b). Pak L(f) = fab\/1+(f’)2 (>0 a<+00).

Dukaz. Necht g := /1 + (f")2. Podle dusledku 9 v minulé pr.
je g € R(a,b). Pro dané £ € (0,1) vezmeme 4, ze pro kazdé
rozdélen{ (@, t) intervalu [a, b] s |[a@|| < 9§ je ]fabg — R(a,t,g)| <e¢
(veta 1 v pt. 12). Necht A := L(f) (€ RU {+o0}) a @ je déleni
intervalu [a, b, ze L(a, f) € U(A,e). Podle ilohy vyse muzeme
predpokladat, ze ||al| < d. Ale

L(aa f) - Zz 1 aZ i — 1 \/1—'_ ala; 1)) )

Podle Lagrangeovy VSH existuji body t; € (a;_1,a;), i € [n], ze
fle) 7o) — 14, Pak s T:= (t1, ..., 1) se L(@, f) = R(@,%, g).

a;—a;—1

Tedy]fg— (@, f)] <5afg€ U(A,2e). TakZefabgz

a\/1+ = A = L(f), specialnée L(f) € R. O

e Uloha. Rozsifte definici 1 a vétu 2 na funkee f: [a, b — R™.

e ML odhad délky grafu. Jde o analogii ML odhadu pro [. ,M®
ale ted znamens , monoténni*.

Tvrzeni 3 (ML odhad) a < b & funkce f € F([a,b]) je
monoténni. Pak L(f) <b—a+ |f(b) — f(a)l.




Diikaz. Vyuzijeme nerovnost v/c2 +d? < |c| + |d|. Reknéme,
ze f je neklesajl’ci a necht @ = (ag,...,a,) je déleni intervalu
@, b]. Potom L(@, f) = >0 /(ai — a;_1) + (f(a;) — fla;—1)* <
2im((ai —ai) + (f(az) - f(aH)) =b—a+ f(b)— fla) Tedy

L) <b—a+ f(b) - fla) 0
Délka jednotkové polokruznice
Necht I := [-1,1]. Pro f(z) = vV1—2% (¢ F(I)) je Gy =

{(xz,y) : 2> +y* = 1,y > 0} horni jednotkova polokruznice.
Spocitame jeji délku. Nelze pfimo pouzit vétu 2, protoze [’ =
—x//- & R(I"). Pro § € (0,3) si oznacime f(8) := f][-1,—1+
0], g(0) = f|[-1+6,1 =48] ah(d):=f|[1l—9,1]. Pak

L(f) = L(f(9)) + L(g(9)) + L(A(9))

podle vlastnosti (2) vyse a limg_gL(f(0)) = lims_oL(h(d)) = 0
podle tvrzeni 3. Podle véty 2 se L(g(d)) rovna

. 1-9
f 146 \/1 )= f 140 \/ﬁ — [arcsm x} —146
Takze jednotkova polokruznice ma délku L(f) = limg_gL(g(d)) =

lims_o[arcsin 2]' 1 5 = arcsin1 — aresin(—1) = 2 — (=) = .

Plocha mezi dvéma grafy

Pro funkci f € F([a,b]) sa < ba f > 0jsme v 10. pi. v definici 15
definovali plochu PG(f) pod Gy, tj. plochu utvaru {(z,y) : a <
r < b0 <y < f(r)} jako supremum dolnich souctiu: PG(f)
= f f =sup({s(@, f) : a}), kde @ = (ag,...,a,) je délenf in-
tervalu [a, b] & s(@, f) = S0, (a; — a;_1)m;. Zde m; je infimum
hodnot f(z) pro z € la;_1,a;] a PG(f) tedy je supremum ploch
tech sloupcovych grafu (diagramu) postavenych na intervalu |a, 0],
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které se vejdou pod G'y. Zobecnime to pro rovinny utvar vymezeny
grafy dvou funkei.

e Plocha mezi dvéma grafy. Necht a < b, I :=[a,bla f,g € F(I).
Rovinna mnozina My, .= {(z,y) e R*: x € I, f(z) <y < g(z)}
sestava z bodu lezicich mezi Gy a G,. Pro délenf @ = (ay, .. ., ap)
intervalu I polozime I; := [a;_1, a;], pak |[;| = a;—a;_1. Pro f < g
a dané déleni @ definujeme mezisoucet

M(a, f, g) =>4 L] - max ({inf(g[L;]) — sup(f[L]), 0})

(> 0 nebo = +00)). Je to supremum ploch sloupcovych grafu

vztycenych na déleni @ a obsazenych v mnozine My, Kdyz je

inf(g[L]) < sup(f[L}]), do {(z,y) : = € [, f(z) <y < g(a)}
se nevejde zadny obdélnik (ani s nulovou vyskou) a takové inter-
valy I; k mezisouctu ni¢im neprispivaji (to jest prispivaji 0).

e Uloha. Zjemnénim déleni mezisoucty neklesnou.

Definice 4 (MG) Necht a <b & f,g € F([a,b]) s [ < g.
Potom plocha mezi Gy a G, MG(f, g) == sup ({M(a, f, g) :
a je délend intervalu [a,b]}) (>0 nebo = +o0).

e Uloha. Kdyz f a g jsou omezené, pak MG(f, g) < +o0.

e Viastnosti plochy mezi grafy. Pro f,g € F(la,b]), a < b
a f < g, nenf tezké dokazat nasledujici. (1) Kdyz My, = [a, b] x
e, d], kde ¢ < d, potom MG(f,g9) = (b —a) - (d— ¢). (2) Kdyz
a<c<b fi:=fllad, fo = f|[c,b] a podobné pro g;, pak
MG(f1, g1) + MG(fa, g2) = MG(f, g). (3) Posun ani otoceni My,
nemeni MG(f, g). (4) Zvétseni ¢i zmenseni My, pomérem ¢ > 0

zvetst ¢ zmensi MG( f, g) pomérem c?.
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e Plocha mezi grafy pomoct integrdlu. Zobecnime vétu 16 z pt. 10,

Véta 5 (vzorec pro MG(f,g)) a < b, f,g € R(a,b) &
f < g. Pak MG(f,9) = [;(9— f).

Dukaz. Necht a, b, f a g jsou, jak uvedeno, a je ddno . Podle
vety 1 v pr. 12 vezmeme 6, ze pro kazdé rozdéleni (@, t) intervalu
a,8] s |[all <6 je |R@.E f) - [} fl <ei|R@Eg) — [ gl <e
Protoze f a g jsou omezené, je MG(f, g) € R, a s ptispénim tlohy
vyse vezmeme déleni @ = (aq, . . ., a,), ze |[@|| <0 & [M(a, f,g9) —
MG(f,g)] < e. Pro i € [n] polozime I; := [a;_1, a;]. Definujeme
X ={i €n]: sup(f[L]) > inf(g[L;])}.

Necht jsou dany t;,ul € I;; i € X, ze f(t)) > g(u}). Pro i € [n]
vezmeme libovolné ¢; € I; a definujeme t] = u :=t; proi € [n]\ X
at! =t au! =u,proie X. Vyraz

V:=R(a,t,g) — R@,t, f)— (R@ v, g) — R(@, t", [))
se 10vnd Siex [F] - (9(t) — F(8) + Sax 1] - (F(E) — glec)) =
Vi+ Vo Je Vi, Vo > 0, protoze vSechny (- — +) > 0. Soucasné ale je
V| < 4e, protoze |R(a,t, g) — fabg\ < ¢ a analogické odhady plati
i pro dalsi tfi Riemannovy soucty ve vyrazu V. Tedy

0< Vo= iex [l - (f(8) — g(uj)) < de.

Pro toto déleni @ intervalu [a, b] ted definujeme dvé rozdélen{
(a,t) a (a,u). Pro sup(f[[;]) < inf(g[l;]) vezmeme t;, u; € I
tak, ze | f(t;) —sup(f[Li])| < 3= a |g(u;) — inf(g[L])] < = Pro
sup(f[L;]) > inf(g[l;]) vezmeme t; a u; tak, ze f(t;) > g(u;).

Diky linearité integralu se fab(g —f) = fabg — fab f.Swv =
max({inf(g[L;]) — sup(f[L]),0}) je podle A-ové nerovnosti vyraz

W = |R(@, u, g) — R(@, 1, f) — M(a, f, g)|

bt



<> imy Mil-lg(ui) = f(t:) —vi|. Prod € [n]\ X je |g(u;) — f(t:) —vil
< 55 Proio€ X je [g(ui) — f(t) — vl = f(ti) — g(us). Diky
horejsimu odhadu sumy pres ¢ € X je W nejvyse

b2—_€a P L+ D ex L] (f(t) — g(ug)) < 2e +4e = 6e.
Takie|fab(g_ f) = MG(f,g \<|fg_ff R(@,w,q) —

R(a,t, )|+ W + |M(@, f,9) — MG(f, g Islfag R(a,d, g)|
+ R@ 4, f)— [ fl +6e+e<9a [(g—f)=MC(f,g). O

Plocha jednotkového kruhu

Vezmeme funkce f(z) := —v1 — 22 a g(x) := v/ 1 — 22, obé jsou

v R(—1, 1). Pak M, je jednotkovy kruh. Podle véty 5 ma plochu
MG(f, 9) = [ (g = f) =2 [, VI—a?.

Tento integral spocitame podle véty 3 v minulé prednédsce (sub-

stituce v R. integrdlu): I = [—7,3], G(z) = sinz, J = [—1,1]

a f(x) =+1-— 22 Pakf f= fﬂ/Q G)G' a to je
f:{% V1 —sin®tcost = f:{% cos*t = f:{%(cos(%) +1)/2.

To se podle ZVA 2 rovna 5 [SlIl(Qt)/Q]W/Q/ +3 [t]ﬁ/Q/ O 0+I4+2 =
Z. Plocha jednotkového kruhu tedy je MG(f, g) = 2 -

Plocha uvnitrt elipsy

Spocitame plochu uvnitt elipsy s z-ovou, resp. y-ovou, poloosou
a > 0, resp. b > 0. Tato elipsa je dana rovnici
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Vezmeme funkce f(z) :== —by/1 — (z/a)? = by/1 — (z/a)?
(jsou v F([—a,al)) a SpOCltame, 7e MG( f, g) se rovna

Jolg = =2b [, /1~ (z/a)?

Substituce x := at prevadi posledni integral na integral, ktery jsme

af_ll V1—1t2=ma/2.
Takze plocha uvnitt elipsy s poloosami a,b > 0 je MG(f,g) =
20 - 5t = mab.

Plocha neomezeného ttvaru pod grafem

Necht I := [a,4+00), f € F(I) a f > 0. Délenim intervalu [
rozumime posloupnost (@ = ap < a3 < as < ...) s lima, = +o00.

uz spocitali:

Nevlastni dolni soucet definujeme jako

n(@, f) =321 (an — ap-1) - my
(> 0 nebo = +00), kde jako drive se m,, = inf({f(x) : a,_1 <

r < a,}) (> 0a< +o0). Geometricky vyklad veliciny n(a, f) je
jasny. Plocha pod grafem ted je

PG(f) :=sup({n(a, f): ajedéleniint. I}) (> 0V =+00).

Nasledujici vetu dokazeme v K.

Véta 6 (neomezena plocha pod grafem) Kdyz funkce
f € Rla,+00)) a f >0, pak PG(f) = ["™ f.

e Uloha. Necht fy(z) == 2*|[1,+00), s € R. Naleznéte PG(f,).

Objem rotacniho télesa



Pro a < b a funkci f: [a,b] — [0, +00) definujeme rotacni téleso

Ty ={(z,y,2) ER’: a<ax <bAy*+2* < f(2)°}.

Vznikne rotaci itvaru = {(z,y) e R?*: a <x <b,0<y < f(z)}
kolem osy x. Pro déleni @ = (aq, . . ., a,) intervalu |a, b] definujeme
kotoucovy soucet (opét I; = |a;_1,a;] a |I;| = a; — a;_1)

K(@, f) ==y " L] - inf(f[L])* .

Je to supremum objemu c¢inkovych kotoucu nasazenych na ose x

na déleni @ a obsazenych v T'y. Kotouc s kruhovou zakladnou o po-
loméru 7 a s tloustkou A mé objem wr2h.

e Uloha. Zjemnénim déleni kotoucové soucty neklesnou.

Definice 7 (RT) Necht funkce f € F([a,b]) a f > 0. Pak
objem Ty je RT(f) :=sup ({K(H, f): @ je délent |a, b]})

e Uloha. Je-li f omezend, je RT(f) < 4.

e Viastnosti objemu rotacniho télesa. Pro f € F([a,b]), a < b
a f > 0, neni tézké dokazat néasledujici. (1) Je-li f = k.||a,?]
pak RT(f) = nc*(b —a). (2) KdyZ a < ¢ < b, fi = f]|]a,d]
a fo = f|lc,b], pak RT(f1) +RT(f2) = RT(f). (3) Posun mnoziny
Ty neméni RT(f). (4) Zvétseni ¢i zmenseni mnoziny Ty pomeérem

¢ > 0 zvétsi ¢ zmensi jejf objem RT(f pomérem c?.

e Objem rotacniho télesa pomoci integralu.

Véta 8 (vzorec pro RT(f)) f € R(a,b) & f > 0. Pak
RT(f) == [ /2.




Dukaz. Necht f je, jak uvedeno, a je dédno e. Diky dusledku 7
v pi. 131 f2 € R(a,b). S pomoci tlohy vyse vezmeme déleni @

intervalu |a, b], ze |K(a, f) — RT(f)| < e a f Al <e
Protoze zrejme m-s(a, f*) = K(a, f) (je 1nf(f2[ ]) inf( f[L;])?),
je |7Tf f2—RT(f)] < (14 7). Tedwa f? =RT(f). O

Objem jednotkové koule
Je to RT(f) pro f(z) =1 —2? (€ R(—1,1)). Pak
T(f)=n [l =) (1-2%.

Posledm’ integrél se podle ZVA 2 rovnd [z — /3]y =1 — (—1) —
4 . Objem jednotkové koule je tedy RT(f) = 3

Soucty, nekonecné rady a integraly

1
3= 3= et
Neni-li feceno jinak, integraly jsou Riemannovy:.

e Odhad monotonniho souctu pomoci integralu.

Véta 9 (3 f(n) pro monoténni f) Necht a < b jsou
vZ & f € F([a ]) je monotonni. Pak existuje 6 € [0, 1],

56 Y ency f(0) = [ F+6-(F() = f(a)).

Dtukaz. Podle véty 7v pr. 12 je f € R(a,b). Necht f je neklesajici.
Pro m = a,a + 1,...,b — 1 diky monotonii [ (iloha nize) je
f(m) < fnTH f < f(m+1). Pro tato m tak je

[P < Fm4+1) < [T fm+1) — f(m).

Secten{ téchto nerovnosti davé aditivitou [ uvedeny odhad. O

e Uloha. Dokazte, ze kdyz f, g € R(a,b)a f < g, pak fabf < fabg
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Disledek 10 (harmonicka ¢isla 1) Pro kazdé n € N je
hy=> 01/t =logn+ 0, kde 1/n <4, < 1.

Duikaz. Necht n € N. Pak podle véty 9 existuje 6 € [0, 1], Ze
hy=14>",1/i=1+ ["1/z+6(1/n—1).

Podle ZVA 2 se to rovnd [log z + 0, = logn + 4, s 8, € [£,1]. O

e Uloha. Prom < n v N odhadnéte sumu 327 1/+/1.

Stirlingova formule

James Stirling (1692-1770), zvany ,Benatcan®, byl skotsky ma-
tematik.

Disledek 11 (slaby Stirling) Pro kazdé n € N plati, Ze
log(n!) =nlogn —n+9d,, kde 1 <6, <1+ logn.

Dikaz. Pro n € N opét podle véty 9 existuje 6 € [0, 1], ze

log(n!) = Y"1 jlogi =7 ,logi = [["logz + 6(logn — log1).

Podle ZVA 2 se to rovna [z logx — z|T + 0 logn = nlogn —n + 4,
s 0, € 1,14 logn). O

Plnd Stirlingova formule je asymptotika log(n!) = nlogn — n +
2logn+c+o(1) (n — 400), kde ¢ = $log(27). Ekvivalentné, pro
n — +oojen! ~/2mn-(n/e)". Asymptoticka Stirlingova formule
je asymptoticky rozvoj, ze pro m € N se log(n!) rovna

logn —n + —— + ¢+ E + O(n=2m
nlosm 2 ‘ e 2k(2k — 1) - m?h-1 (n )
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(n € N), kde By, € Q jsou tzv. Bernoulliova ¢isla (E. T. Copson,
Asymptotic Expansions, CUP, Cambridge 1967, str. 1).

Integralni kritérium konvergence rad

Jde opét o dusledek véty 9.

Dusledek 12 (integralni kritérium) Necht je m € Z
a [ € F([m,4+0)) je nezapornd a nerostouci. Pak rada
S f(n) konverguje <= Tc¢, Ze pro Vn je f;ﬁf < c.

n=m

Dikaz. Pro kazdé n je f € R(m,n) diky monotonii f. Podle
vety 9 pro kazdé celé cislo N > m + 1 existuje 6 € [0, 1], ze

Zg:m f(n) se rovna
Fm) + [N f+0(f(N) — f(m)) = [ f+0n, 6x € [0, f(m)].

Takze (neklesajici) posloupnost (ny:m f(n) : N € N) je shora
omezend, prave kdyz (neklesajici) posloupnost ( [“f:ne N) je
shora omezena. Dostavame uvedenou ekvivalenci. O

Napiiklad >, 1/(nlogn) = +oo, protoze pro n — +o00 67

[ 1/zlog z = [log(log )] = loglogn — loglog 2 — +o0.

e Uloha. Pro kazdé ¢ > 1 fada > >, 1/n(logn)° konverguje.
Zpiesnéni véty 9

Vime, ze |a] je dolni celd ¢dst ¢isla a € R, tedy nejvétsi m € Z
sm<a,aze{a} =a— |a] €[0,1) je zlomkovd ¢dst cisla a.

Véta 13 (O f(n) pro fs f') f € F(la,b]), a < b jsou
vZ & f' € R(a,b). Pak Y, f(0) = [ [+ [ {z}f'(@).

11



Duikaz. Necht Ti(a,b) je leva strana identity a Tx(a, b) a Ts(a, b)
jsou, po radé, ¢leny napravo. T5 i T3 je korektné definovany, f € C
a {z}f'(z) je v R(a,b) podle Lebesgueovy véty minule. Dale se
lehce vidi, ze pro ¢ = 1,2, 3 je T;(a, b) = Zb ! . 1i(7,7+1). Identitu
tak staci dokazat pro b = a + 1. Podle mtegrace per partes (véta 9
v pi. 12) se T3(a,a+1) faﬂ{ H(x faﬂ( —a)f'(x) rovnd

[(33 . CL)f a+1 j‘a—i-l f f + 1 fa—{—l f

coz je Ti(a,a + 1) — Ty(a,a + 1). Takze opravdu Ti(a,a + 1)
Ty(a,a+ 1)+ Ts(a,a+1).

O

Pomoci této identity zesilime dusledek 10 a odvodime tak asympto-
tiku harmonickych ¢isel uvedenou ve véte 3 v prednasce 4.

Disledek 14 (harmonicka éisla 2) Pro n € N je h,, =
Y 1/i=logn+~+0(1/n).

Zde v = 0.57722... je Fulerova konstanta (neni znamo, zda je
iraciondlni).
Dikaz. Podle véty 13 pro kazdé n € N je
hy = 14 [['1/z — [[{a}/2?
= logn+1— fLoo{:c}/:c?‘ - fn+oo{x}/a:2 :

- +00 2 @) e —2 () 4
Ovsem 0 < ["“{z}/2* < ["“ 272 = 1/n a dostdvame tak

uvedenou asymptotiku a také vyjadieni v =1 — f1+oo{az} /2% O

—~
~—

e Uloha. Dokaite relace (1), (2) a (3).

DEKUJI ZA POZORNOST! V R. 2024 TO JE Z MA 1 VSE
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