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HENSTOCK-KURZWEILUV INTEGRAL

Dnesni predposledni prednaska obsahuje vyraznou ceskou stopu.
Zacneme ale dvema zakladnimi vétami analyzy.

Dvé zakladni véty analyzy
Vztahy mezi derivaci a Riemannovym mtegralem Jsme se zabyvali
uz v desaté predndsce: ([ f) = f (véta 7 f f=1r"
(veta 13). Dnes je zobecnime na netrmalm mtervaly I (prol ={a}
se [, f =0 avse je trividlni).

o Lipschitzovské funkce. Funkce f € F(M) je lipschitzovska
(presnéji, c-lipschitzovska), kdyz pro néjakou konstantu ¢ > 0 pro
kazdé xz,y € M je |f(x) — f(y)| < clx — y|. Rudolf Lipschitz
(1832-1903), dalsi rodak z Konigsbergu, byl némecky matematik.

e Uloha. Lipschitzovska funkce je stejnomérné spojita.

Podle tvrzeni 4 v pt. 12 pro kazdou funkci f € R(I) a interval
JCIjeif|JeR(J). Pigeme jen f € R(J) a [, f

Vétal (ZVA 1) [ C R je netrim'dlm’ interval, a € I &
f € R(I). Pak F(z) = f f v F(I) je lipschitzovskd na

kazZdém omezeném mtervalu J C I, specidlne F' € C. Je-li
f spojita v bodé b € I, je F'(b) = f(b).

Dukaz. Necht I, a, f a J jsou, jak uvedeno. Jak vime, pro n&jaké
¢ > 0 pro kazdé x € J je |f(x)| < ¢ Ukazeme, ze pro kazdé
x,y € J plati nerovnost |f(x) — f(y)| < clz — y|, takze na J



funkce f je c-lipschitzovskd. Diky aditivité R. integralu (tvrzeni 4
v pr. 12) a ML odhadu (tvrzeni 3 v pt. 12) plati, ze |F(y) — F(x)|
===+ =L =1 < ey — =l
Rovnost F'(b) = f(b) pro f spojitou v b € I jsme dokazali ve
vété 7 v prednasce 10. O

Véta 2 (ZVA 2) Necht I C R je netrividlni interval,
A:=mf(I), B:=sup(I), f € R(I) a F = [ f. Pak existuji
vlastnt limity Fy :=lim, 4 F(x), Fp = lim,_,p F(z) a

R) [, f=(QR)[,f=Fp—Fa=(N)[}f

Dukaz. Necht I, A, B, f a F jsou, jak uvedeno, a necht I je
omezeny. Buno I = (a,b) s A =a < b= B. Protoze f € R(a,b),
existuje ¢ > 0, ze |f| < c¢. Podle Lagrangeovy VSH pro kazdé
z <y v (a,b) existuje £ € (z,y), ze [F(y) — F(z)| = [f(&)] - |y —
x| < cly — z|. Takze F je c-lipschitzovska a podle ulohy vyse je

stejnomeérné spojita. Podle tvrzeni 14 v pr. 6 existuji uvedené vlastni
limity Fy, a F,. Funkci F' spojité rozsitime hodnotami F(a) := Fy,
F(b) := F}, a pouzijeme vétu 13 v pt. 10 (z jejiho dikazu je jasné,
Ze Pii spojitosti F' na [a, b] staci, ze F = [ f plati na (a,b)).

Necht interval I je neomezeny, napi. A =a € R & B = +o0,
a (b,), b, > a, ma lim b, = +o0. Pak podle predeslého pripadu je
[ f = F, — F, = F(b,) — F,, takze

[ f =lim [ f = lim(F(b,) — F,) = lim F(b,) — F,

a lim F'(b f oe f+ F,. Podle Heineho definice limity funkce
(véta 12 v pr. 4) se lim,_,p F(z f+oo f + F,, takze f f =
Fg — F, = F, — F,. Pro neomezené intervaly I jinych typu je
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argument podobny. O

Pomoci ZVA 2 bychom mohli integraci per partes (véta 9 minule)
a substituci (nize) rozsifit i na neomezené intervaly, spokojime se
ale s kompaktnimi intervaly [a, b].

Integrace substituci

Véta 3 (substituce v R. [) Necht a < b, I = [a,b],
GE]:() G’EC() J—G[I]afEC(J).P_akplatz’
rOvNnoSt fG f= f f(G

Dikaz. Protoze G € C(I) (tvrzeni 3 v pi. 7), podle vét 6 a 9
v pi. 6 obraz J = GJ[I| je kompaktni interval. S pomoci Véty 5
v pr. 10 a tvrzeni 4 v pr. 12 definujeme funkci F(x) = fG

xr € J. Pokud G je konstantni a J = {c}, uvedena rovnost platl
trividlné jako 0 = 0. Necht J je netrividlni. Podle véty 7 v pf. 10
je F = [ f. Podle véty 17 v pi. 7 je F(G) = [ f(G)G'. Diky
f(G)G" e C(I) avete 5 v pr. 10 je f(G)G" € R(I). Podle véty 13
v pr. 10 (nebo podle ZVA 2) se

[, FG)G' = [F(@)], = F(G®) - F(Gla) =[50 f-
L]

V podstaté to ale je véta o Newtonove integralu. Vétu o substituci
primo pro Riemannuv integral dokazal H. Kestelman az v r. 1961.
Uvedeme ji ve vylepseném tvaru s ekvivalenci pro riemannovskou
integrovatelnost. Nalezli ho ¢esti matematici David Preiss (1947)
a Jaromir Uher (DP a JU, Poznamka k vété o substituci pro Rie-
mannttv integral, Casopis pést. mat. 95 (1970), 345-347).
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Véta 4 (D. Preiss a J. Uher, 1970) Necht a < b, I :=

la,b], g € R(I), G(x) —fgproxE]J—GHaf
v F(J) je omezend. Pak f € R(J) <:> f( )g € R(I).
Kdyz ekvivalence plati, plati v rovnost fG f= f f(G)g.

e Uloha. J je opét kompaktni interval. Proc?

Viz https://eudml.org/doc/19168 (puvodni clanek) nebo nove
https://arxiv.org/abs/1105.5938 ¢i https://arxiv.org/
abs/1904.07446. Dukaz napisu v K.

Porovnani Riemannova a Newtonova integralu

Necht a < b jsou v R a I = [a,b]. Pak C(I),R(I) C F(I), ale
N(a,b) C F((a,b)). Kazdou funkci f € N(a,b) libovolné dode-
finujeme v a i b, abychom méli formalné N(a,b) C F(I) a mohli
tuto mnozinu porovndvat s C(I) a R(I). Je C(I) C R(I)NN(a,b)
(véty 5 a 7 v pi. 10). Mnoziny R(I) a N(a b) jsou neporovnatelne
inkluzi: funkce f; =sgn|[—1,1] ma ( f f1 =0, ale fi|(—=1,1)
nemd antiderivaci, a fo = /2] (0,1) m fo fo =2, ale je
neomezena. Oba integraly také nikdy nemaji dvé ruzné hodnoty:
kdyz f je v R(J), kde J je netrivialni interval, a ma antiderivaci,

pak podle ZVA 2 se (R) [, f = (N) flzl{f?}‘)]) f

Lebesgueova véta

Francouzsky matematik Henri Lebesque (1875-1941) v r. 1901
charakterizoval riemannovskou integrovatelnost, viz véta nize.

e MnoZiny miry 0. Pro omezeny interval I # () jeho délku definu-
jeme jako |I| :=sup(I) —inf(I) (> 0) a klademe |@] := 0.



Definice 5 Mnozina M C R ma miru 0, pokud pro kazdé
e existuji omezené intervaly Iy, I, ..., Ze M C U, I,
a fo:l 1] < e.

e Ulohy. (i) N € M & M mé miru 0 = N md miru 0. (ii) Zadny

netrivialni interval nema miru 0. (iii) Kdyz kazda z mnozin Mj,

/ / . 0] 7 7 . ~ 7 . / ~
My, ... ma miru 0, pak i |J,_; M, ma miru 0. (iv) Kazda nejvyse
spocetnd podmnozina R ma miru 0. (v) Cantorovo diskontinuum
(viz str. 7 v pr. 6) je nespocetna mnozina miry 0.

e Lebesqueova véta. Body nespojitosti funkce f € F(M) tvori
mnozinu BN(f) := {b € M : f neni spojita v b} (C M = M(f)).

Véta 6 (H. Lebesgue, 1901) Necht I C R je omezeny
interval o f € F(I). Potom f € R(I), prave kdyz f je
omezend a BN(f) md miru 0.

Dukaz bude v K.

e Dusledky Lebesqueovy vety. Lebesgueova véta umoznuje pomoci
ruznych operaci ziskavat nové riemannovsky integrovatelné funkce.
V dalsim I a J oznacuji neprazdné realné intervaly.

Dusledek 7 (soucet, soucin a podil) Necht f, g a h
gsou v R(I) a I je omezeny. Pak i f+ g, fg € R(I). Kdyz
existuje 6 > 0, Ze pro kazdé x € I je |h(x)| > 9§, potom
i f/h € R(I).

Dukaz. Necht f, g, h a I jsou, jak uvedeno. Tedy |f|, |g], |h| <
¢ pro néjakou konstantu ¢ > 0. Pak pro kazdé x € I je |(f +

9)@)| < [f(@)] + lg(@)] < 2 [(fo)(x)] < [f(@)]-|g(x)] <
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al|(f/h)(x)| < |f(x)|/d < §. Funkee f+g, fga f/h (s definicnim
oborem I) jsou tedy omezené. Jak vime, kdyz f, g a h jsou spojité
vbodub e I, paki f+ g, fga f/h jsou spojité v b. Tedy kazda
z mnozin BN(f +¢), BN(fg) a BN(f/h) je podmnozinou mnoziny
BN(f) UBN(g), respektive BN(f) U BN(h), a podle predpokladu,
predeslé véty a tlohy vyse ma miru 0. Podle Lebesgueovy véty jsou
tedy funkce f + g, fg a f/h riemannovsky integrovatelné. O

e Uloha. Pro f + g dusledek plati i pro neomezeny interval I.

Ve dvou dusledcich nize g oznacuje vnitini funkci a f funkei vnéjsi.

Disledek 8 (slozenina 1) I a J jsou omezené, g € C(I)
a je prostd, g—' je c-lipschitzovskd, f € R(J) a je omezend
a g[I] C J. Potom f(g) € R(I).

Dikaz. Patrné M(f(g)

spojity inverz g1 € F(g[I]) (¢dst 2 véty 21 v pi. 6). Kdyz pro
b e I je fspojita v g(b), je f(g) spojita v b, protoze g je spojité.
Tedy BN(f(g)) C ¢ '[BN(f)]. Pouzijeme piedeslou vétu a pro
dané e vezmeme omezené intervaly J,,, n € N, ze |, J, D BN(f)
a > |Ju] < e Uvazime intervaly I, := g~ 1[J,]. Pokud x,y € I,,,
pak s 2’ = g(x) ay’ = g(y) v J, N J podle predpokladu méame, ze

) = I a f(g) je omezena funkce. Mdme

=yl =]g7"(2") — g7 (W)| <’ —y| < |

a |I,| < c|Jy|. Tedy BN(f(g9)) € U, Ln a >, |In] < ce. Vidime,
ze BN(f(g)) méa miru 0. Z Lebesgueovy véty dostavame, ze f(g) je
v R(I). O

e Uloha. Uvedte néjakou podminku pro funkci g, treba pro jeji
derivaci ¢', ktera zajist{ lipschitzovskost inverzu g~ '.
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Disledek 9 (slozenina 2) I, J jsou omezené, g € R(I),
f€C(J) aje omezend a glI| C J. Pak f(g) € R(I).

Dikaz. Patrné M(f(g)) = I a f(g) je omezend funkce. Kdyz ¢
je spojita v bodu b € I, slozena funkce f(g) je také spojita v b,
protoze f je spojita. Tedy BN(f(g)) C BN(g). Podle predpokladu,
Lebesgueovy véty a tlohy vyse mnozina BN(f(g)) ma miru 0. Podle
Lebesgueovy veéty je f(g) € R(I). O

Dolni a horni souc¢ty a Riemannuv integral

Riemannuv integral jsme definovali limitami Riemannovych sum
(definice 2 v pr. 10) a e-d definici (véta 1 v pr. 12). V literature je
G. Darboux. Za malou chvili si ji pfipomeneme. S dolnimi soucty
jsme se uz setkali v desaté prednasce v definici plochy pod grafem
PG(f). Opét se omezime na kompaktni intervaly I = |a, b]. Funkce
f € F(I) je libovolnd, nepredpokladdme jeji omezenost, jak je
v literature (trochu matoucim) zvykem.

e Dolni a horni soucty a integrdly. Je-li @ = (ag,aq,...,a,)

délenf intervalu I = [a,b] a f € F(I), pro i € [n] definujeme

m; = inf({f(z): = € [a;_1, a;]}) (€ RU{—o0})

M; -=sup({f(z): = € [a;_1, a;]}) (€ RU{+0})
(infimum a supremum bereme v (R*; <)). Dolni soucet je, jako v de-
finici 14 v pi. 10, s(a, f) = >0 (a; — a;i—1)m; (€ RU {—o0})
a horni soucet je S(@, f) = Y1 (a; — a;—1)M; (€ RU {+o0}).




Dolni a horni integral definujeme po radé jako

f_;f = sup({s(@, f): @ je déleni intervalu I'}) (€ R*¥)

f f=inf({S(@, f): @ je déleni intervalu I}) (€ R¥).
Napifklad nenf tézké ukézat, ze pro f(z) := (1] (0,1]) U{(0,0)} se
Jof = Jof =+o0.

e Ulohy. Kdyz déleni @ intervalu I a,b] zjemiuje délenf b

= |
a funkee f € F(I), pak (b, f) < s(@, f) a S(@ f) < S, f)
Rovnéz pro kazdd dvé deleni @ a b je s(a, f) < S(b, f). Konetné je

VZdyf_jfg fabf.

Véta 10 (3. definice R. [) a < b, I :=[q,b], f € F(I)
ac € R. Potom fabf = ¢, prave kdyz fabf = fabf =c.

Dukaz. Necht I, f a c jsou, jako je uvedeno. Implikace =. Necht
c = fab f. Protoze f je omezena, vsechny dolni i horni soucty jsou

vlastni{. Necht A = fabf (€ RU {+oc}) a je ddno £ € (0,3).

Vezmeme 6, 7e plati pravé strana ekvivalence ve vété 1 v pi. 12.
Necht @ je délenf intervalu I, ze ||a|| < 6 a s(a, f) € U(A,e).
Pro toto déleni zvolime body t tak, ze |R(a,t, f) — s(a, f)| < e.
Je |c = R(a,t, f)| < e Tedy R(a,t, f) € U(A,2¢), c € U(A,4e)
a fabf = A = c. Stejné se dokdze, Ze i fabf = c.

TImplikace = = —. Dokézeme vlastné, Zze z =L A P plyne spor.
Zde L, resp. P, je leva, resp. prava, strana ekvivalence. Z platnosti
—L plyne, ze existuje gy a posloupnost déleni (a,) intervalu I, ze
lim ||@,|| = 0 a pro kazda rozdéleni (a,, t,,) je | R(@y, t,, f)—c| > eo.
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Z platnosti P plyne, ze |f| < d a ze pro kazdé € existuje délent
a(e) intervalu I, ze c—e < s(a(e), f) < S(ale), f) < c+e. Z ulohy
vyse plyne, ze pro kazdé rozdéleni (b, ) intervalu I, kde b zjemnuje
a(e), je |[R(b,u, f) —c| <e.

Pro @ := a(ey/3) = (ay, . ..,a) vezmeme b := @, pro tak velké
n, ze ||b]] < ||a|| a 3kd - ||b]] < e¢/3. Vezmeme libovolné rozdélent
(b,) a rozdéleni (¢,v) definujeme tak, ze ¢ := @ U b, pro intervaly
[ci—1,¢i] = [bj_1,b;] je v; = u; a pro kazdy interval [c;_1, ¢;], ktery
vznikl z intervalu [b;_1, b;] rozdélenim jednim bodem a; € (b;_1, b;)
na dva intervaly, je v; € [¢;_1, ¢;] libovolny.

Posledné zminénych intervall je v € nejvyse 2k, takze ¢ a b se
lisi v nejvyse 3k intervalech a |R(¢,v, f) — R(b,u, f)| < 3kd -
16]| < e0/3. Ale € zjemiiuje @, takze |R(b, 4, f) —c| < |R(b,u, f) —
R(¢,7, f)| +|R(C,0, f)—c| <ep/3+e0/3 = 2e0/3 < &p. Na druhou
stranu viak |R(b,u, f) — c| > &, coZ je spor. O

Predesly dukaz implikace = = — a nasledujici dukaz véty 13 jsou
docela zajimavé.

Henstock—Kurzweiliiv integral

e Proc¢ vylepsovat Riemannuv integrdl? Protoze nedokaze zinte-
grovat neomezenou derivaci f' € F((a,b)) funkce f € F((a,b)).
Existuji-li vlastni limity f, := lim,_, f(z) a fp == lim,_;, f(z), in-
tegral fab f!" podle Riemanna neexistuje, ale podle Newtona se rovna
fo — fa. Vidéli jsme to tteba u funkce f(z) = +/x|(0,1).

Vo r. 1957 cesky matematik Jaroslav Kurzweil (1926-2022)
a 0 néco pozdéji anglicky matematik Ralph Henstock (1923-2007)
odstranili tento nedostatek vhodnou upravou podminky |[|al| < §
v -0 definici Riemannova integralu (véta 1 v pr. 12). Uvedeme



jejich integral a dokazeme pro néj zakladni vétu.
Kalibry

Necht a < b & I := [a,b]. Kalibrem (na I) rozumime jakoukoli
funkei 0.: [a,b] — (0,+00). Mnozinu kalibri na I oznac¢ime jako
KC(I). Rozdéleni (a,t) intervalu I, kde @ = (aq, . .., a,), nazveme
d-jemnym, pokud pro kazdé i € [n] je a; — a;—1 < 0.(t;). Takze
pokud |[@|| < 9§, rozdéleni (a,t) s libovolnymi body ¢ je d.-jemné
pro konstantni kalibr 6. = d (= ks).

Tvrzeni 11 (Cousinovo lemma) a < b & [ = [a,b].
Pak pro kazdy kalibr . € IKC(I) existuje d.-jemné rozdélent
(a,t) intervalu I. Plati vice, kaZdy konecny systém dis-
gunktnich intervald [a;,b;] C I, j € J, s body t; € |a;,bj]
spliugicimi b; — a; < 6.(t;) lze doplnit do 6.-jemného
rozdélent intervalu I.

Dukaz bude v K.
H.-K. integral

Definujeme Henstock—Kurzweiluv integral.

Definice 12 (Henstock—Kurzweiliv [) Necht a < b,
I = la,b] & f € F(I). Funkce f je HK-integrovatelnd,
symbolicky f € HK(a,b), a md (HK) fabf = ¢, pokud pro
kazdé e existuje kalibr 0. € K(I), Ze pro kaZdé J.-jemné
rozdéleni (a,t) intervalu I je |R(a,t, f) —c| < e.

Tvrzeni 11 zarucuje, ze tato definice je korektni — kdyby, hypote-
ticky, existoval kalibr o., pro néjz by neexistovalo d.-jemné rozdéleni
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intervalu I, byly by na I vsechny funkce HK-integrovatelné s libo-
volnou hodnotou integralu.

e Uloha. Ukaite, 7e R(a,b) C HK(a,b) a 7e hodnoty obou in-
tegralu se shoduji.

Dokazeme, ze H.-K. integral zintegruje kazdou derivaci.

Véta 13 (H-K. [ aN. [)a<b, I :=ab], F e C(]),
D(F) D (a,b) a f|(a,b) = F'|(a,b). Pak plati rovnosti

(HK) [ f = F(b) — F(a) = (N) [V f.

Dikaz. (J. Lukes a J. Maly, Measure and integral, matfyzpress,
Praha 2013, str. 96-97.) Necht I, F' a f jsou, jak uvedeno, a je
dano e. Kalibr 9, € K(I) definujeme tak, aby se pro kazdé d.
jemné rozdéleni (a,t) intervalu I ¢isla F(b) — F(a) a R(a,t, f)
malo lisila. Pro x € (a,b) lze vzhledem k F' = f vzit takovou
hodnotu d.(z) > 0, ze pro y € |a, b] plati implikace

yeUlz, oc(x)) = |F(y) = Fla) — flx)(y—2)| <ely—x] . (%)
Pro z € {a,b} muzeme vzit takové hodnoty d.(a),d.(b) > 0, ze
pro kazdé y € [a,a + d.(a)) a kazdé z € (b — d.(D), b] je
[f(@)dc(a)l, [f(0)oc(b)] < e N |F(y) — Fla)|, |F(z) — F(b)| < e.
(%)
Bud dédno d.-jemné rozdéleni (@,t), @ = (aq,...,ax), intervalu
la,b]. Pokud t; € |a;_1,a;] at; # a,b, pak s pomoci A-ové nerov-
nosti je |F(a;) — Flai-1) — f(ti)(a;i — ai1)| < [Fla;) — F(t;) —

(%)
fti)(a; =) + |F(ti) — Flai—1) — f(t:)(ti — ai1)| < ela; — 8] +
elt; — a;_1| = e(a; — a;—1). Pokud t; € [a;_1,a;] N {a, b}, pak po-
dobné |F(a;) — F(ai—1) — f(ti)(a; — ai—1)| < |F(a;) — F(ai—1)| +
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()
|f(ti)(a;—a;—1)| < 2, protozei = 1Aty = aneboi= kAt =0b.
Dohromady podle A-ové nerovnosti se |F'(b) — F(a) — R(a,t, f)]
rovna nejvyse
> [F(@) = Flai) = (a5 — ai ) f(t:)] < (b — a) + 4e,
jak jsme slibili. Takze (HK) [V f = F(b) — F(a). O
o Uloha. (HK) [/ 1/\/z =7

H.-K. integral nejen takto podstatné rozsiruje integral Riemannuv,
ale pochopitelné ma i dalsi pekné vlastnosti, které integraly museji
mit, jako je linearita atd. Podrobné o ném informuje kniha S. Schwa-
bik, Integrace v R (Kurzweilova teorie), Karolinum, Praha 1999.

DEKUJI ZA POZORNOST!
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