
PŘEDNÁŠKA 7, 28. 3. 20221

DERIVACE FUNKCÍ

• Derivace funkćı. Představuj́ı daľśı základńı pojem matematické

analýzy. Setkáváme se s nimi daleko za jej́ımi hranicemi, zejména ve

fyzice, ale i v ekonomických, biologických, sociologických a daľśıch

modelech. Často se derivace v bodu a zavád́ı jen pro funkce defino-

vané na nějakém jeho okoĺı U(a, δ). Pak ale nemůžeme zderivovat

v nule např́ıklad funkci

0 6= x 7→ sin(1/x)

sin(1/x)
, 0 7→ 1 ,

s definičńım oborem M = R \ {1/πn | n ∈ Z \ {0}} 3 0, který

neobsahuje žádné okoĺı nuly U(0, δ). A jsou problémy s derivováńım

inverzńı funkce, jak později vysvětĺıme. Vydáme se proto obecněǰśı

cestou a derivaci funkce v bodě definujeme následovně.

Definice 1 (derivace funkce) Necht’ a ∈ M je limitńı

bod množiny M ⊂ R a f = f (x) : M → R je funkce. Defi-

nujeme

f ′(a) =
df

dx
(a) := lim

x→a

f (x)− f (a)

x− a
(∗)
= lim

h→0

f (a + h)− f (a)

h

a řekneme, že tato limita f ′(a) = df
dx(a) ∈ R∗ je derivace

funkce f v bodě a.

Rovnost (∗) plyne dvoj́ım použit́ım věty o limitě složené funkce

(věta 14 v páté přednášce) nebo př́ımou úvahou. Je-li derivace f

v a vlastńı, tj. f ′(a) ∈ R, řekneme, že f je v a diferencovatelná.
1Aktualizováno a upraveno 9. 4. 2022.
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Pak se pro x ∈M

f (x) = f (a) + f ′(a) · (x− a)︸ ︷︷ ︸
lineárńı přibĺıžeńı k f

+ o((x− a))︸ ︷︷ ︸
jeho chyba

(x→ a)

a f je v okoĺı bodu a aproximována s dobrou přesnost́ı lineárńı

funkćı. V deváté přednášce tuto aproximaci ześıĺıme polynomiálńı

aproximaćı. Definujeme jednostranné derivace.

Definice 2 (jednostranné derivace) Necht’ je a ∈ M

levý, resp. pravý, limitńı bod množiny M ⊂ R, a f : M → R
je funkce. Definujeme

f ′−(a) := lim
x→a−

f (x)− f (a)

x− a
(∗)
= lim

h→0−

f (a + h)− f (a)

h
,

resp.

f ′+(a) := lim
x→a+

f (x)− f (a)

x− a
(∗)
= lim

h→0+

f (a + h)− f (a)

h
,

a řekneme, že f ′−(a) ∈ R∗, resp. f ′+(a) ∈ R∗, je derivace

funkce f v bodě a zleva, resp. zprava.

Obě rovnosti (∗) se zd̊uvodńı podobně jako pro obyčejnou derivaci.

Derivace a jednostranné derivace maj́ı následuj́ıćı vztahy. Když

má f v a derivaci f ′(a) ∈ R∗, pak má f v a alespoň jednu jed-

nostrannou derivaci a f ′−(a) = f ′+(a) = f ′(a), kdykoli jsou tyto

hodnoty definované. Když má f v a shodné jednostranné deri-

vace f ′−(a) = f ′+(a) = L ∈ R∗, pak i f ′(a) = L. Když se ale

f ′−(a) 6= f ′+(a), pak f ′(a) neexistuje.

• Derivace a extrémy. Uvažme funkci f : [0, 1] → R, f (x) = x,
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a limitńı body 0 a 1 jej́ıho definičńıho oboru [0, 1]. Pak

f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)

x− 0
= lim

x→0

x

x
= 1

a podobně f ′(1) = 1. Současně má f v 0 globálńı minimum a v 1

globálńı maximum. To ale znamená, že následuj́ıćı věta neplat́ı.

Když má funkce f : M → R v limitńım bodu b ∈ M

množiny M ⊂ R derivaci f ′(b) 6= 0, pak f nemá v b

lokálńı extrém.

Existuj́ı skripta z matematické analýzy, která tuto větu úspěšně

”
dokazuj́ı“. Abychom ji dostali ve větě 4 ńıže v platné podobě, za-

vedeme speciálńı druh limitńıch bod̊u.

Definice 3 (OLB) Bod a ∈M je oboustranný limitńı bod,

krátce OLB, množiny M ⊂ R, pokud

∀ δ : P−(a, δ) ∩M 6= ∅ 6= P+(a, δ) ∩M .

Bod a tak má nalevo i napravo od sebe libovolně bĺızko daľśı body

z množiny M . Každý OLB množiny M je jej́ım limitńım bodem,

ale naopak to obecně neplat́ı.

Věta 4 (př́ıznak extrému) Předpokládejme, že b ∈ M

je OLB množiny M ⊂ R a že f : M → R je funkce, pro ńı̌z

derivace f ′(b) ∈ R∗ existuje a neńı nula. Potom

∀ δ ∃ c, d ∈ U(b, δ) ∩M : f (c) < f (b) < f (d)

— funkce f nemá v bodě b lokálńı extrém, to jest nemá

v bodě b ani lokálńı minimum ani lokálńı maximum.
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Důkaz. Necht’ b, M a f jsou, jak je uvedeno, a necht’ je dáno č́ıslo

δ. Předpokládáme, že f ′(b) < 0, př́ıpad s f ′(b) > 0 je podobný.

Vezmeme tak malé ε, že U(f ′(b), ε) < {0} (tj. y ∈ U(f ′(b), ε) ⇒
y < 0). Nyńı podle definice 1 existuje takové θ, že

x ∈ P (b, θ) ∩M ⇒

toto je < 0︷ ︸︸ ︷
f (x)− f (b)

x− b
∈ U(f ′(b), ε) .

Tedy když x ∈ P−(b, θ) ∩M , pak f (x) > f (b), protože x− b < 0

a hořeǰśı zlomek je záporný. Podobně když x ∈ P+(b, θ)∩M , pak

f (x) < f (b). Můžeme předpokládat, že θ ≤ δ, a vźıt jakékoli

c ∈ P+(b, θ) ∩M a d ∈ P−(b, θ) ∩M .

Oba prvky c a d existuj́ı d́ıky tomu, že b je OLB množiny M (tady

právě výše zmı́něná skripta chybuj́ı, když b neńı OLB množiny M).

Dostáváme, že c, d ∈ U(b, δ) ∩M , f (c) < f (b) a f (d) > f (b). 2

Jinak řečeno, funkce může mı́t lokálńı extrém jen v těch bodech,

které (i) nejsou OLB jej́ıho definičńıho oboru nebo (ii) v nich jej́ı

derivace neexistuje nebo (iii) v nich je jej́ı derivace nulová.

• Derivace a spojitost. Existence vlastńı derivace funkce v daném

bodě je silněǰśı vlastnost, než jej́ı spojitost v tomto bodě.

Tvrzeńı 5 (derivace a spojitost) Necht’ b ∈ M ⊂ R je

limitńı bod množiny M a f : M → R je funkce. Má-li f

vlastńı derivaci f ′(b) ∈ R, je f v bodě b spojitá. Totéž plat́ı

pro obě jednostranné derivace a odpov́ıdaj́ıćı jednostranné

spojitosti.

4



Důkaz. Podle věty o aritmetice limit funkćı se limita

lim
x→b

f (x) = lim
x→b

(
f (b) + (x− b) · f (x)− f (b)

x− b

)
= lim

x→b
f (b) + lim

x→b
(x− b) · lim

x→b

f (x)− f (b)

x− b
= f (b) + 0 · f ′(b)
= f (b)

a podle tvrzeńı 5 v páté přednášce je f v b spojitá. Stejný výpočet

funguje pro obě jednostranné derivace, limity a spojitosti. 2

Verzi s jednostrannými derivacemi použijeme př́ı̌stě pro konvexńı

a konkávńı funkce.

Patrně

sgn′(0) = lim
x→0

sgn(x)− sgn(0)

x− 0
=

1

0+
,
−1

0−
= +∞ .

Existence nevlastńı derivace tak obecně neimplikuje spojitost funkce

v daném bodě, protože sgn(x) je v nule nespojitá, dokonce tam neńı

spojitá ani zleva ani zprava.

Ve druhém př́ıkladu spoč́ıtáme v nule jednostranné derivace funkce

absolutńı hodnoty. Jsou r̊uzné,

(|x|)′−(0) = lim
x→0−

−x− 0

x− 0
= −1 a (|x|)′+(0) = lim

x→0+

x− 0

x− 0
= 1 ,

takže (|x|)′(0) neexistuje. Ovšem |x| je v nule spojitá, tud́ıž spoji-

tost funkce v daném bodě nezaručuje existenci derivace.

Ve třet́ım př́ıkladu spočteme derivace funkce odmocniny
√
x : [0, +∞)→ [0, +∞) .
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Necht’ a > 0. Pak

(
√
x)′(a) = lim

x→a

√
x−
√
a

x− a
= lim

x→a

x− a
(x− a)(

√
x +
√
a)

= lim
x→a

1√
x +
√
a

=
1

2
√
a
.

Posledńı rovnost plat́ı d́ıky aritmetice limit funkćı. V nule je

(
√
x)′(0) = lim

x→0

√
x−
√

0

x− 0
= lim

x→0

1√
x

=
1

0+
= +∞ .

Ovšem
√
x je v 0 spojitá. Nevlastńı derivace tedy neńı na překážku

spojitosti. Mohli jsme napsat i (
√
x)′+(0) a neńı to špatně, ale je

to zaváděj́ıćı, protože z hlediska definice 1 je levý konec 0 intervalu

[0,+∞) prostě jeho limitńı bod jako každý jiný. Psát (
√
x)′+(0)

muśı ti, kdo definuj́ı obyčejnou (oboustrannou) derivaci pouze ve

vnitřńıch bodech, protože v krajńıch ji pak nemaj́ı k dispozici. Hod-

nota (
√
x)′−(0) neńı definovaná, protože 0 neńı levý limitńı bod de-

finičńıho oboru [0,+∞).

V posledńım čtvrtém př́ıkladu spoč́ıtáme derivace konstantńıch

funkćı a derivace mocnin s přirozeným exponentem.

Tvrzeńı 6 (c′ a (xn)′) Plat́ı následuj́ıćı vzorce.

1. Je-li pro c ∈ R pomoćı fc : R → {c} označena kon-

stantńı funkce s hodnotou c, pak pro každé a ∈ R se

f ′c(a) = 0 .

2. Pro každé n ∈ N a každé a ∈ R je

(xn)′(a) = nan−1 .
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Důkaz. 1. Necht’ a, c ∈ R. Pak je

f ′c(a) = lim
x→a

fc(x)− fc(a)

x− a
= lim

x→a

c− c
x− a

= lim
x→a

0 = 0 .

2. Necht’ n ∈ N a a ∈ R. Pak je

(xn)′(a) = lim
x→a

xn − an

x− a

= lim
x→a

(x− a)(xn−1 + xn−2a + · · · + an−1)

x− a
= lim

x→a
(xn−1 + xn−2a + · · · + an−1)

= an−1 + an−1 + · · · + an−1︸ ︷︷ ︸
n sč́ıtanc̊u

= nan−1 .

Předposledńı rovnost plat́ı d́ıky větě o aritmetice limit funkćı. 2

V tvrzeńı 18 uvedeme př́ıklad nespojité derivace.

• Geometrie derivaćı: tečny. V této pasáži uvedeme dvě (vlastně

dokonce tři) definice tečny ke grafu funkce, v r̊uzných možných

př́ıstupech k tomuto pojmu. Graf funkce f : M → R je množina

bod̊u v rovině

Gf := {(x, f (x)) | x ∈M} ⊂ R2 .

Prvńı definice tečen je tato.
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Definice 7 (standardńı) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je li-

mitńı bod množiny M , a f : M → R je funkce, která

je v a diferencovatelná. Tečnou ke grafu funkce f v bodě

(a, f (a)) ∈ Gf rozumı́me př́ımku ` danou rovnićı

` : y = f ′(a) · (x− a) + f (a) ,

tedy jedinou př́ımku se sklonem (směrnićı) f ′(a), která

procháźı bodem (a, f (a)).

T́ımto vzorcem bychom mohli skončit a často j́ım také vyprávěńı

o tečnách konč́ıvaj́ı. My se ale vydáme dále a ukážeme, jak tečny

definovat i bez zmı́nky o derivaci. Často se totiž uvád́ı, že tečna

v daném bodě B je nějak limitou sečen, př́ımek procházej́ıćıch B

a daľśım bodem B′ grafu, když se B′ limitně bĺıž́ı k B. Ovšem

podrobnosti tohoto limitńıho přechodu nebývaj́ı uvedeny. My ho

zde poṕı̌seme.

Pro dva r̊uzné body (a, b), (a′, b′) ∈ R2 v rovině definujeme jimi

jdoućı př́ımku jako množinu

κ(a, b, a′, b′) := {(a, b) + t · (a′− a, b′− b) | t ∈ R} ⊂ R2 . (κ)

Když λ ⊂ R2 je př́ımka a (a, b), (a′, b′) ∈ R2 jsou dva r̊uzné body,

pak se lehce vid́ı, že

λ = κ(a, b, a′, b′) ⇐⇒ (a, b) ∈ λ ∧ (a′, b′) ∈ λ .
Pro každou př́ımku je v každé jej́ı reprezentaci (κ) bud’ vždy a = a′,

anebo vždy a 6= a′. V prvńım př́ıpadě mluv́ıme o svislé př́ımce a ve

druhém př́ıpadě o nesvislé př́ımce. Necht’ M ⊂ R a f : M → R.

Sečnou grafu Gf funkce f je každá př́ımka

κ(x, f (x), x′, f (x′)), x, x′ ∈M, x 6= x′ .
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Každá sečna je nesvislá. Je-li dán význačný bod (a, f (a)) ∈ Gf ,

hlavńı sečny procházej́ı j́ım a nějakým daľśım vedleǰśım bodem

grafu Gf . Ostatńı sečny grafu Gf jsou nehlavńı.

Každé dvojici (s, b) ∈ R2 můžeme ale také přǐradit množinu (jak

uvid́ıme, př́ımku)

`(s, b) := {(x, sx + b) | x ∈ R} ⊂ R2 (`)

se sklonem s. Neńı těžké dokázat, že (i) každá množina `(s, b) je

nesvislá př́ımka, že (ii) každá nesvislá př́ımka je tvaru (`) a že (iii)

pro každou nesvislou př́ımku κ existuje právě jedna dvojice (s, b) ∈
R2, že κ = `(s, b). Zobrazeńı

(s, b) 7→ `(s, b), viz (`) ,

je tedy bijekce z R2 do množiny všech nesvislých př́ımek. Sklon

nesvislé př́ımky je proto určen jednoznačně. Sklon s nesvislé př́ımky

κ(a, b, a′, b′) se snadno spočte jako

s =
b′ − b
a′ − a

.

Definujeme limitu posloupnosti nesvislých př́ımek.

Definice 8 (limity př́ımek) Když ` je nesvislá př́ımka,

(`n) je posloupnost nesvislých př́ımek a jejich reprezentace

(`) ` = `(s, b) a `n = `(sn, bn) splňuj́ı vztahy

lim sn = s ∧ lim bn = b ,

potom ṕı̌seme lim `n = ` a řekneme, že př́ımky `n maj́ı

limitu `.
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Limity př́ımek jsou jednoznačné, protože jednoznačné jsou repre-

zentace (`) i limity reálných posloupnost́ı. Uvedeme druhou definici

tečen.

Definice 9 (limitńı) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je limitńı bod

množiny M , f : M → R je funkce a necht’ ` je nesvislá

př́ımka. Pokud pro každou posloupnost (xn) ⊂ M \ {a}
s limxn = a máme ve smyslu definice 8, že

lim κ(a, f (a), xn, f (xn)) = ` ,

pak př́ımku ` prohláśıme tečnou ke grafu funkce f v bodě

(a, f (a)) ∈ Gf .

Tečna v (a, f (a)) je tak v této definici limita každé posloupnosti

hlavńıch sečen grafu, jejichž vedleǰśı body jdou v limitě k (a, f (a)).

Je to (rigorózńı!) definice tečny bez použit́ı f ′(a). Ńıže ve větě 11

uvedeme ještě třet́ı definici tečny, která dokonce ani nezmiňuje bod

(a, f (a)).

Ukážeme, že tečna ` v bodě (a, f (a)) t́ımto bodem procháźı.

Označ́ıme si

κn := κ(a, f (a), xn, f (xn)) = `(sn, f (a)− sna) .

Pak lim sn = s, kde s je sklon tečny `, a lim κn = `(s, f (a)− sa).

Tato limita př́ımek je jednoznačná, takže ` = `(s, f (a)−sa) a podle

(`) je (a, f (a)) ∈ `.
Následuj́ıćı věta dokazuje ekvivalenci obou definic tečen.
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Věta 10 (ekvivalence definic) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je

limitńı bod množiny M , f : M → R je funkce a ` je nesvislá

př́ımka. Dvě následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. Př́ımka ` je tečnou ke Gf v bodě (a, f (a)) podle defi-

nice 9.

2. Funkce f má derivaci f ′(a) ∈ R a

` = `(f ′(a), f (a)− a · f ′(a)) ,

takže ` je tečnou ke Gf v (a, f (a)) podle definice 7.

Důkaz. Necht’ a, M , f a ` jsou, jak uvedeno.

Implikace 1 ⇒ 2. Předpokládáme, že ` je tečna ke Gf v bodě

(a, f (a)) podle definice 9. Necht’ (xn) ⊂ M \ {a} je libovolná po-

sloupnost s lim xn = a, necht’ κn := κ(a, f (a), xn, f (xn)) a necht’

sn je sklon sečny κn. Podle předpokladu je lim κn = `, takže podle

vzorečku pro sklon je

lim
f (xn)− f (a)

xn − a
= lim sn = s ,

kde s je sklon př́ımky `. Podle Heineho definice limity funkce a de-

finice 1 máme, že f ′(a) = s. Výše jsme dokázali, že tečna ` jde

bodem (a, f (a)), tud́ıž

` = `(s, f (a)− a · s) = `(f ′(a), f (a)− a · f ′(a)) .

Implikace 1 ⇐ 2. Předpokládáme, že existuje f ′(a) ∈ R a že `

je dána uvedeným vzorcem. Necht’ (xn) ⊂ M \ {a} je libovolná

posloupnost s lim xn = a. Podle předpokladu a Heineho definice
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limity funkce je

lim
f (xn)− f (a)

xn − a︸ ︷︷ ︸
sn

= f ′(a) .

Protože zlomek sn je sklon hlavńı sečny κn := κ(a, f (a), xn, f (xn)) =

`(sn, f (a)− sna), tyto sečny maj́ı limitu

lim κn = `(f ′(a), f (a)− f ′(a) · a) = ` .

Podle definice 9 je tedy ` tečnou ke Gf v bodě (a, f (a)). 2

Tato věta neńı zase až tak překvapivá. Zaj́ımavěǰśı je následuj́ıćı

věta, pro jej́ıž d̊ukaz bohužel nemáme čas (časem viz článek “New

look . . . ” na https://arxiv.org/).

Věta 11 (limity nehlavńıch sečen) Necht’ a ∈M ⊂ R,

a je OLB množiny M , f : M \ {a} → R je funkce a ` je

nesvislá př́ımka. Dvě následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. Funkci f lze rozš́ıřit hodnotou f (a) = f0(a) na funkci

f0 : M → R tak, že ` je tečna ke Gf0 v bodě (a, f0(a)).

2. Pro libovolné dvě posloupnosti (xn), (x′n) ⊂ M \ {a}
splňuj́ıćı, že lim xn = lim x′n = a a xn < a < x′n pro

každé n, plat́ı podle definice 8 limita př́ımek

lim κ(xn, f (xn), x′n, f (x′n)) = ` .

Tečna je tak podle druhé části limita všech posloupnost́ı nehlavńıch

sečen grafu, jejichž dvojice určuj́ıćıch bod̊u jdou v limitě k (a, f0(a))

a členy dvojic jsou bodem (a, f0(a)) oddělené. Je tak podána defi-

nice tečny v neexistuj́ıćım bodě (a, f (a)) grafu Gf !
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• Aritmetika derivaćı. Probereme vztahy derivaćı a aritmetických

operaćı.

Tvrzeńı 12 (linearita derivaćı) Necht’ a ∈M ⊂ R, a je

limitńı bod množiny M , dále f, g : M → R a α ∈ R \ {0}.
Potom rovnost

(αf (x))′(a) = αf ′(a)

plat́ı, kdykoli je jedna strana definovaná, a rovnost

(f (x) + g(x))′(a) = f ′(a) + g′(a)

plat́ı, kdykoli je pravá strana definovaná. Stejné vzorce plat́ı

i pro jednostranné derivace.

Důkaz. Podle aritmetiky limit funkćı je

(αf (x))′(a) = lim
x→a

αf (x)− αf (a)

x− a
= α lim

x→a

f (x)− f (a)

x− a
= αf ′(a) .

Necht’ h(x) := f (x) + g(x). Pak podle aritmetiky limit funkćı též

h′(a) = lim
x→a

h(x)− h(a)

x− a
= lim

x→a

f (x)− f (a)

x− a
+ lim

x→a

g(x)− g(a)

x− a
= f ′(a) + g′(a) ,

je-li posledńı výraz definovaný v aritmetice R∗. Pro jednostranné

derivace jsou oba výpočty stejné. 2

Např́ıklad (definičńı obor je [0,+∞))

(sgn(x) +
√
x)′(0) = sgn′(0) + (

√
x)′(0) = +∞ + (+∞) = +∞ .

Jako úlohu zkuste vypoč́ıtat (sgn(x)−
√
x)′(0).
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Věta 13 (Leibniz̊uv vzorec) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je

limitńı bod množiny M a necht’ f, g : M → R jsou funkce.

Když je f nebo g spojitá v a, pak

(fg)′(a) = f ′(a) · g(a) + f (a) · g′(a) ,

je-li pravá strana definovaná. Totéž plat́ı pro jednostranné

derivace a jednostranné spojitosti.

Důkaz. Necht’ je funkce g spojitá v a, druhý př́ıpad s f je sy-

metrický. Podle předpoklad̊u a podle věty o aritmetice limit funkćı

je

(fg)′(a) = lim
x→a

f (x)g(x)− f (a)g(a)

x− a

= lim
x→a

(f (x)− f (a))g(x) + f (a)(g(x)− g(a))

x− a

= lim
x→a

f (x)− f (a)

x− a
· lim
x→a

g(x) + f (a) lim
x→a

g(x)− g(a)

x− a
g je spojitá v a

= f ′(a)g(a) + f (a)g′(a) .

Pro jednostranné derivace je výpočet velmi podobný. 2

Vzorec je nazván po německém filosofovi, matematikovi a polyhis-

torovi Gottfriedu W. Leibnizovi (1646–1716), který vedle I. New-

tona spoluobjevil diferenciálńı a integrálńı počet. Následuj́ıćı př́ıklad

ukazuje, že jsou-li f a g nespojité v a, Leibniz̊uv vzorec nemuśı

platit. Pochopitelně to může nastat, jen když f ′(a) a g′(a) jsou

nevlastńı, nebot’ vlastńı derivace implikuje spojitost (tvrzeńı 5).

Necht’ a := 0 a funkce f, g : R→ R jsou dány jako

f (x) = −g(x) := sgnx pro x 6= 0, f (0) := −1
2 a g(0) := 1

2 .
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Potom pravá strana Leibnizova vzorce je (+∞) + (+∞) = +∞,

ale levá neńı definovaná.

Tvrzeńı 14 (derivace pod́ılu) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je

limitńı bod množiny M a f, g : M → R jsou funkce. Když

g(a) 6= 0 a g je spojitá v a, pak(
f

g

)′
(a) =

f ′(a) · g(a)− f (a) · g′(a)

g(a)2
,

je-li pravá strana definovaná. Totéž plat́ı pro jednostranné

derivace a jednostranné spojitosti.

Důkaz. Předpoklady a věta o aritmetice limit funkćı dávaj́ı, že

(f/g)′(a) = lim
x→a

(f (x)/g(x))− (f (a)/g(a))

x− a
=

lim
x→a

f (x)g(a)− f (a)g(a) + f (a)g(a)− f (a)g(x)

g(x)g(a)(x− a)
=

lim
x→a

f (x)− f (a)

x− a
lim
x→a

g(a)

g(x)g(a)
− lim

x→a

f (a)

g(x)g(a)
lim
x→a

g(x)− g(a)

x− a
g je spojitá v a

=
f ′(a)g(a)− f (a)g′(a)

g(a)2
.

Pro jednostranné derivace je výpočet velmi podobný. 2

Opět lze na př́ıkladu ukázat, že vzorec pro derivaci pod́ılu obecně

neplat́ı pro g nespojitou v a.

• Derivace složené funkce a derivace inverzńı funkce. Uvedeme

vzorce pro tyto derivace. Pro stručnost neuvád́ıme verze pro jedno-

stranné derivace a z časových d̊uvod̊u také zde pomı́j́ıme d̊ukazy.

Druhou zmı́něnou větu ale zato předkládáme v obecněǰśı a lepš́ı

podobě, než se nalezne kdekoli jinde.
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Věta 15 (derivace složené funkce) Necht’ a ∈ M ⊂ R,

a je limitńı bod množiny M , g : M → N je funkce spo-

jitá v a, s derivaćı g′(a) ∈ R∗ a taková, že g(a) ∈ N je

limitńı bod množiny N ⊂ R, a necht’ f : N → R je funkce

s derivaćı f ′(g(a)) ∈ R∗. Pak složená funkce

f (g) : M → R

má derivaci

(f (g))′(a) = f ′(g(a)) · g′(a) ,

je-li tento součin definovaný, tj. neńı to ani 0 · (±∞) ani

(±∞) · 0.

Důkaz.

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/slozfce.pdf, až to ale

seṕı̌su. 2

2Obvyklé formulace věty o derivaci inverzńı funkce jsou vzhle-

dem k použ́ıvaným derivaćım — jen pro funkce definované na celých

okoĺıch bod̊u — př́ılǐs restriktivńı. Jedna taková formulace je tato.

Necht’ I je nedegenerovaný interval a necht’ a je vnitřńım

bodem I . Necht’ f je spojitá a ryze monotónńı funkce na

I . Označme b = f (a). Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

(a) Má-li f v bodě a nenulovou derivaci, pak

(f−1)′(b) =
1

f ′(a)
.

2Tato poznámka směřuje k vyučuj́ıćım matematické analýzy.

16



(b) Je-li f ′(a) = 0 a f je rostoućı na I , pak

(f−1)′(b) =∞.

(c) Je-li f ′(a) = 0 a f je klesaj́ıćı na I , pak

(f−1)′(b) = −∞.

Vid́ıme, že aby b byl vnitřńım bodem definičńıho oboru funkce f−1

(a (f−1)′(b) tak v̊ubec měla šanci být definovaná), byly na funkci

f naloženy daľśı podmı́nky a bylo značně zregulováno jej́ı chováńı

mimo bod a.
”
Správná“ věta o derivaci inverzńı funkce, kterou ted’

představ́ıme, nesmı́ předpokládat o chováńı f mimo a (pochopi-

telně muśı předpokládat prostotu f ) a f−1 mimo b nic nad rámec

r̊ustu či klesáńı f v a, existence derivace f v a a spojitosti f−1

v b. Taková věta ovšem muśı použ́ıvat obecněǰśı pojem derivace,

definované v libovolném limitńım bodu definičńıho oboru.

Definujeme, že f : M → R roste, resp. klesá, v bodě a ∈ M ⊂
R, pokud pro nějaké δ plat́ı, že

x ∈ P−(a, δ) ∩M, x′ ∈ P+(a, δ) ∩M ⇒ f (x) < f (a) < f (x′) ,

resp. plat́ı opačné nerovnosti. Tady je tedy naše verze věty o deri-

vaci inverzńı funkce. Je třeba připomenout, že je pro derivace podle

definice 1.
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Věta 16 (derivace inverzńı funkce) Necht’ a ∈ M ⊂
R, a je limitńı bod množiny M , f : M → R je prostá funkce

s derivaćı f ′(a) ∈ R∗ a inverzńı funkce f−1 : f [M ]→M je

spojitá v b := f (a). Potom plat́ı následuj́ıćı.

1. Když f ′(a) ∈ R \ {0}, pak f−1 má derivaci

(f−1)′(b) =
1

f ′(a)
=

1

f ′(f−1(b))
.

2. Když f ′(a) = 0 a f roste, resp. klesá, v bodě a, pak f−1

má derivaci

(f−1)′(b) = +∞, resp. (f−1)′(b) = −∞ .

3. Když f ′(a) = ±∞ a b je limitńı bod množiny f [M ], pak

f−1 má derivaci

(f−1)′(b) = 0 .

Důkaz.

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/inverfce.pdf, až to ale

seṕı̌su. 2

• Tabulka derivaćı elementárńıch funkćı. Uvedeme vzorce pro

tyto derivace. Pár jsme jich už dokázali.
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Věta 17 (tabulka derivaćı) Plat́ı následuj́ıćı derivace.

1. Na R se exp(x)′ = exp(x), (sinx)′ = cos x, (cosx)′ =

− sinx, (arctanx)′ = 1/(1 + x2), (arccotx)′ = −1/(1 +

x2), (xn)′ = nxn−1 pro n ∈ N a c′ = 0 pro každé c ∈ R.

2. Na R \ {0} se (xb)′ = bxb−1 pro záporné b ∈ Z.

3. Na (0,+∞) se (xb)′ = bxb−1 pro b ∈ R \ Z a (log x)′ =

1/x.

4. Na R \ {kπ + π/2 | k ∈ Z} se (tanx)′ = 1/(cosx)2.

5. Na R \ {kπ | k ∈ Z} se (cotx)′ = −1/(sinx)2.

6. Na (−1, 1) se (arcsinx)′ = 1/
√

1− x2 a (arccosx)′ =

−1/
√

1− x2.

Důkaz.

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/tabuderi.pdf, až to ale

seṕı̌su. 2

Občas se lze setkat s omylem, že derivace funkce muśı být spojitá.

Je asi zp̊usobený záměnou s platným tvrzeńım o spojitosti funkce

v bodu, kde má vlastńı derivaci. Závěrem proto uvedeme př́ıklad

funkce s nespojitou derivaćı.
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Tvrzeńı 18 (nespojitá derivace) Funkce f : R → R,

kde f (x) := x2 sin(1/x) pro x 6= 0 a f (0) := 0, má všude

definovanou derivaci

f ′(x) =

{
2x sin(1/x)− cos(1/x) . . . x 6= 0 a

0 . . . x = 0 ,

jež je nespojitá v 0.

Důkaz. Pro x 6= 0 plyne vzorec pro f ′(x) z Leibnizova vzorce,

vzorce pro derivaci sinu, vzorce pro derivaci složené funkce a vzorce

pro derivaci funkce xb. V nule máme podle definice 1

f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)

x− 0
= lim

x→0
x sin(1/x) = 0 .

V 0 je f ′ zřejmě nespojitá, protože pro x→ 0 i 2x sin(1/x)→ 0, ale

hodnoty funkce cos(1/x) osciluj́ı s frekvenćı jdoućı do ∞ v celém

intervalu [−1, 1]. 2

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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