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1. Skalarni soucin, norma

Standardni a nestandardni skaldrni souéin

Cv. 1.1 Pii pouziti standardniho skalarniho sou¢inu v R* spoéitejte pro vektory z =
(1,1,1,1)T ay=1(1,2,4,2)T:

(a) skalarni soucin (x,y),
(b) normy [z, [lyll,

(c) vzdélenost = od y.

Resent:

(a) Podle definice standardniho skalarniho soucinu je

4

(z,y) ="y = Z TilYi = T1Y1 + TaYo + T3Ys + Tays =
i=1

=1-1+1-2+1-441-2=9.

(b) Podle definice eukleidovské normy

Ty = r,r)=VvVIr r= + + + = 4
ViTe =vVI2+ 12412+ 12 =2
lyll = (v y) = VyTy = V12 + 22+ 42 4 22 =5,

(¢) Vzdalenost mezi vektory (body) z, y je definované jako norma jejich rozdilu,
tedy

=yl = [0, =1, =3, —=1)T|| = /02 + (=1)2 + (=3)2 + (=1)2 = V11.

Cv. 1.2 Pii pouziti standardniho skalarniho sou¢inu v C3 spodcitejte pro vektory z =
(1,3i,1+5)T ay=(1—14,1,1)T:

(a) skalarni soucin (z,y),
(b) normy [[z|, [lyl],

(c) vzdélenost = od y.

Resent:

(a) Podle definice standardniho skaldrniho sou¢inu je

3
(w,y) =2"g = 2, = 17, + 227 + T35 =
i=1
=1-(1+d)+3i- 1+ (1+50)-1=2+9.

(b) Podle definice eukleidovské normy

x| = (2, T) = VaTT = /1 + 3i(=3i) + (1 + 5i)(1 — 5i) = 6,
Iyl =) = V=0 -i(1+i) +1+1=2.
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(c) Vzdalenost mezi vektory (body) z,y je definovana jako norma jejich rozdilu,
tedy

lz = yll = 1I(i, =1 + 34, 50)" || = 6.

Cv. 1.3 Jak vypada mnoZina viech vektorti, které jsou kolmé na vektor y = (1,5,2)7?
Dokazete zavér zobecnit?

Reseni:

Vektor z = (1,7, 73)" je kolmy na vektor y, pokud 0 = (x,y) = 1 + Hxg +
2x3. Mnozina hledanych vektort je tedy popsana rovnici x; + 5xo + 223 = 0
a geometricky tvoif rovinu v prostoru R3. Baze je tvorena napiiklad vektory
(5,—1,0)T, (2,0, -1)T.

Pokud tvahu zobecnime, tak mnozina vektort kolmych na dany vektor y € R™\
{0} je charakterizovana jednou rovnici. Geometricky tato mnozina predstavuje
nadrovinu v prostoru R”, tedy je podprostor dimenze n — 1.

Cv. 1.4 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni predstavuji skalarni sou¢in na prostoru R:

(a) (z,y) = 21y1 + 2012 — 2T2y1 + ST2ys,
(b) (z,y) = —21y1 + T1y2 + Tay1 + da2ypa,
(c) (z,y) = z1y2 + 21 + 42212,
(d) {(z,y) = z1y1 + 22192 + 23291 + Ba2ye.
Reseni:
(a) Ne, protoZe nenf splnéna symetrie. Napiiklad pro z = (1,0)T, y = (0,1)

je
(z,y) =2# 2= (y,x).
(b) Ne, protoZe neni splnéna prvni vlastnost z definice skalarniho souc¢inu. Na-
piiklad pro x = (1,0)7 je (z,2) = —1, coz neni kladna hodnota.
(c) Ne, protoze neni splnéna prvni vlastnost z definice skalarniho sou¢inu. Na-
piiklad pro z = (1,0)7 je (z,x) = 0 coZ neni kladn& hodnota.
(d) Ano. Musime ovéfit vlastnosti skalarniho souc¢inu:

e Prvni vlastnost z definice. Upravme

(x,x) = 121 + 22129 + 2291 + D2y
= 2% + 41179 + 525 = (21 + 222)? + 25 > 0.
Hodnota je nulova pouze tehdy, kdyz jsou oba s¢itance nulové, tedy
kdyz
T, + 225 =0 a zaroven x5 = 0.
To nastane pouze pro z = (0,0)7, &imZ je prvni vlastnost dokazana.
e Vlastnost se souctem (x + y, z) = (x, z) + (y, z) plati, protoze

(x+y,2) = (x1+ 1)z + 2(21 + Y1) 22 + 2(22 + y2)21 + 5(T2 + y2) 22,
<'T7 Z> + <y7 Z) = (xlzl -+ 2.1’122 + 237221 + 5~T222>
+ (y121 + 2y120 + 2y221 + HYa2o).
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e Vlastnost s nasobky (ax,y) = a(y, z) plati, protoze

(ax,y) = axriy; + 201y + 20x9Yy1 + Daxays,
alz,y) = a(x1yr + 221y2 + 222y1 + Dxoys).

e Symetrie: (x,y) = (y,x) plati, protoze

(x,y) = T1y1 + 2212 + 222y + DT2ys,
(Y, ) = y121 + 29122 + 2y271 + SY27a.

Norma indukovana skaldrnim souc¢inem
Cv. 1.5 Pythagorova véta.

(a) Nad R dokazte: z L y plati pravé tehdy, kdyz ||z + y||*> = ||z]|* + ||y||*.

(b) Najdéte protipiiklad nad C, kdy predchozi ekvivalence neplati, tj. z,y
nejsou kolmé a presto ||z + y||* = ||z]|* + ||y||*.

Resent:

(a) Upravime vyraz
Iz +yll* = (z +y, 2 +y) = {o,2) + {y,9) + (2,9) + (v 2) =
= [z + llyll* + 2(z, y).

Tudiz rovnost ||z +y||? = ||z]|*>+||y||* nastane pravée tehdy, kdyz 2(z, y) = 0,
neboli kdyz x L y.

(b) Protipiiklad nad C: Uvazujme napiiklad vektory x = (1,0)7, y = (i,0)T.
Nejsou na sebe kolmé, ale

lz+yll* =2=1+1=[l=[* + [ly]*

Cv. 1.6 Pripomenme, Ze stopa matice je definovana jako soucet prvki na diagonéle:

trace(A) = Z Qi
i=1

(a) Ukazte, Ze (A, B) = trace(A” B) definuje skalarn{ sou¢in na prostoru R™*".
(b) Pro tento skalarni souc¢in zformulujete Cauchyho-Schwarzovu nerovnost.

(c) Dokazte trace(A)? < n - trace(AT A).

Resent:
(a) Pisme

n n m n m

trace(A” B) = Z (ATB);; Z Z(AT)Z‘J‘BJ'Z‘ = Z

ajibji-
i=1 i=1 j=1 =1 j=1

Cili vyraz trace(A” B) piedstavuje standardni skalarni souéin, pokud matici
A asociujeme s dlouhym vektorem, slozenym z jejich prvkua

(alla---aa'mlaa'227--~7am27---aaflna---aa'mn)-
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(b) Cauchyho-Schwarzova nerovnost |(A, B)| < ||A]| - || B|| dostane podobu

trace(AT B) < /trace(AT A)y/trace(BT B).
Ekvivalentné miizeme téz psat
trace(AT B)? < trace(A” A) trace( BT B).

(c) Do Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti dosadime A = I,,, B = A a tim
padem dostaneme

trace(A)? < trace(I,) - trace(AT A) = n - trace(AT A).
Cv. 1.7 Dokazte, ze pro kazdé ay, ..., a, > 0 plati:
n? < (ap+...4+ap)(a;' + ... +ab).

Reseni:
Aplikujeme Cauchyho—Schwarzovu nerovnost. Ta méa tvar

[{z o) < ]l - Nlyll-

Konkrétné pro prostor R™ a standardni skaldrni soucin je tvaru

| Z:‘L:l ;] < \/Z:‘L:1 T3 \/Z:‘L:1 Y; -

Umocnénim obou stran nerovnosti dostaneme
2 2 2
‘Z?:l riyi|” < (Z?:l ) - (Z?:l y;) -
Nyni stac¢i vhodné dosadit za vektory x,y. Konkrétné zvolime

v= (V... Va)' . y= /a1

Tim dostane Cauchyho-Schwarzova nerovnost podobu

ISP 1P < (ar+ .. Fan)(art + .+ arh),

coz po upravé da pozadovany tvar.

Norma obecné
Cv. 1.8 Oveite, Ze ||z|| = |71 — 2xo| + |31 — 422| + |51 — 622] je normou na prostoru R

Reseni:
Musime ovérit vlastnosti z definice normy:

e Hodnota ||z|| je zfejmé vzdy nezéporna. Nulova je pouze, kdyZz vSechny
sCitance jsou nulové, tedy kdyz

al —2372 :0, 3.1’1 —4372 = 0, 5.1’1 —6372 =0.

Tato soustava méa jediné feseni, a to x; = xo = 0. Proto ||z|| = 0 nastane
jen tehdy, kdyz x = (0,0)7.
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e Vlastnost ||az| = |a] - ||z|| plati pro viechna x € R? a o € R, nebot

|az|| = |ax; — 2axs| + |3ax) — daas| + |bax; — 6axs|
= |a| - |z1 — 2xa| + || - |31 — daa| + |af - Bz — 62

= laf - [l
e Trojuhelnikova nerovnost:

|z +yll = |21 +y1 — 2(x2 + y2)| + [3(21 + y1) — 4(22 + yo) |+
+ [5(21 + y1) — 6(z2 + y2)|
< @y = 29| + Y1 — 2y2| + |32 — dao|+
+ [3y1 — 4yo| + |521 — 622| + [5y1 — 6ya| = ||zl + ||y||-

Cv. 1.9 Bud || - || libovolnéa realnd norma na prostoru R" a bud A € R™" regularni
matice. Dokazte, ze ||z||4 == ||Az|| je také norma.
Reseni:

Ovérime vlastnosti z definice normy:

e Hodnota ||z]|4 je zfejmé vzdy nezaporna. Nulova je pouze, kdyz Az = o.
Diky regularité matice A to nastane pouze pro x = o,

o |lazlla = [[Aaz]| = |af - [[Az] = [a] - ||z]|a,

e Trojuhelnikova nerovnost:

Iz +ylla = Az + y)l| = | Az + Ay[| < [|Az][ + [[Ayl| = [lz]l.a + ly[la-

Cv. 1.10 Dokazte ekvivalenci norem

z]l1 = 2?21 |l

llle = /225 27,

|7|loe = maXi=1,..n |4
na prostoru R". Konkrétné ukazte, ze plati nasledujici vztahy:

2]l < [l < nfl2llo,
12llo < llzll2 < v/nll2[lo,
lzll2 < llzlly < vVnlll2.

Reseni:
Nerovnost ||z]|s < ||z||1 plyne diky
2lloo = maxizy,.n |2:| < 3200 o] = llzl)s-

Nerovnost ||z]|; < n||z||s plyne diky

n n n
el =D lagl < )7 max {Jail} =) llzllee = nll]|o.
j=1 j=1 7 j=1
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Nerovnost ||z]|s < [|z||2 plyne diky
lll3e = maxizy, o 2f < 370 27 = (3.

Nerovnost ||z||s < v/n||z|| plyne diky

n n n
ol =302 <3 max (a2} = 3 flaflZ = nflal%.
j=1 j=1 7 j=1

Nerovnost ||z||2 < ||z||; plyne diky

n n 2
Izl = 2} < (Zw) = [l=ly.
j=1 j=1

Zbyva nerovnost ||z|l; < v/n|z|2. Cauchyho-Schwarzova nerovnost |(z,y)| <
|zl - |ly|l aplikované na vektor z a vektor y = (1,...,1)T dava

n
S a; < vallals.
j=1

To dokazuje pozadovanou nerovnost v nezdporném ortantu. V dalsich ortantech
dostaneme nerovnost analogicky z Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti aplikované
na vektor x a prislusny vektor y € {£1}".

Cv. 1.11 Jednotkova koule v prostoru R™ pii dané normé je definovana jako mnozina
vektori, jejichz norma je nanejvys jedna, tedy {x € R"; ||z|| < 1}. Nakreslete
jednotkovou kouli pro nasledujici normy v R?:

(a) maximova norma ||z||. = max{|z1],|z2|},
(b) sou¢tova norma ||z||; = |z1| + |x2,

(¢) norma ||z|| = max{|z1|, |z2|, |1 — 22|}

Resent:

(a) V maximové normé je jednotkova koule popsané nerovnici max{|x1|, |z2|} <
1, coz se da ekvivalentné vyjadiit |z1] < 1 a zaroven |z3| < 1. To znamena,
ze x1 € [—1,1], x9 € [—1,1] a jednotkova koule méa tvar ¢tverce:

1’2)
1

A

-1 0 1 *1
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(b) V souctové normé je jednotkova koule popsana nerovnici |x;|+|x2| < 1. Nyni

budeme postupovat analyzou postupné pro jednotlivé kvadranty. V neza-
porném kvadrantu méa nerovnice tvar x; + x5 < 1, ¢ili ¢ast jednotkové koule
v tomto kvadrantu tvori trojihelnik s vrcholy (0,0), (1,0),(0,1). V kvad-
rantu vpravo dole (nezaporna prvni slozka, nekladna druhé slozka) ma ne-
rovnice tvar ;1 — xy < 1 a ¢ast jednotkové koule v tomto kvadrantu tvori
trojahelnik s vrcholy (0,0), (1,0), (0, —1). Analogicky postupujeme dale a
nakonec dostaneme pozadovany obrazek:

T2

N
4

1

V této normé je jednotkova koule popsana nerovnici
max{|z1], |22, [11 — 2]} < 1,
coz se dé ekvivalentné vyjadrit jako tii podminky, které musi platit zaroven:
lz1] <1, |22l <1 a |z —ao] < 1.

Vime jiz, ze prvni dvé podminky popisuji ¢tverec. Tteti podminka z to-
hoto ¢tverce kus odfizne. Abychom to nahlédli, vyjadifime podminku jako
x1—x9 < 1 azaroven —(x; —x9) < 1. Prvni nerovnost popisuje polorovinu,
ktera ze Gtverce odfizne trojuhelnik s vrcholy (1,0), (1,—1), (0,—1) a druh&
nerovnost popisuje polorovinu, ktera ze ¢tverce odiizne trojuhelnik s vr-
choly (—1,0),(—1,1),(0,1). Dohromady tak dostaneme jednotkovou kouli
ve tvaru:

1'2)
1

-1 0 1 21
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2. Ortonormalni systém a Gramova—Schmidtova
ortogonalizace
Cv. 2.1 Urcete koeficienty linedrni kombinace vektoru (3,2, 1) vii¢i ortonormélni bazi
%(1, 1,0)T, %(—1,1,0)2 (0,0,1)T.
Reseni:
Standardni zptisob vypo¢tu koeficientt linedrni kombinace (tedy soufadnic) vede
na feSeni soustavy linearnich rovnic
al%(la 17 O)T + O‘Q%(_la ]-7 O)T + a3(07 07 ]-)T = (37 27 ]-)Ta
¢ili na . .
R b
o V)2
0 0 1|1
Protoze se jedna o ortonormalni bazi, mizeme vyuzit toho, ze lze koeficienty
vyjadiit snadngji pomoci tzv. Fourierovjch koeficienti jako x = >0 (z, u;)u;,
kde uq,...,u, je ortonormélni baze.
Aplikaci vzorce dostavame
o a; = {((3,2,1)7, %(1, 1,0)") = %,
o ay={((3,2,1)7, %(—1, 1,0)7) = —LQ,
e a3 =((3,2,1)T,(0,0,)T) = 1.
Cv. 2.2 V prostoru R* se standardnim skaldrnim sou¢inem naleznéte pomoci Gramovy—

Schmidtovy ortogonalizace ortonormalni bazi B = {z1,..., 2.} fadkového pro-
storu matice

11
A=1(4 1
1 2

W =

1
1
4

Reseni:
Aplikujeme Gramovu—Schmidtovu ortogonalizaci na fadky matice A, tedy na
vektory z; = (1,1, 1, )T, 2y = (4,1,4, )T, 23 = (1,2,3,4)T.

Algoritmus Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace pracuje iterativné, kdy v kazdé
iteraci nakolmi vektor na mnozinu jiz zortonormalizovanych vektori. Konkrétné,
v 1-té iteraci nejprve odecte od vektoru z; jeho kolmou projekci do prostoru

span{zy, ..., 21} jiz dfive ortonormalizovanych vektori a dostaneme vektor
i—1 ) . oo :

Yyi = x; — ;1 (wi, 25)2j. Nésledné tento vektor normalizuje: z; = T
- 7

Jednotlivé kroky Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace jsou:

e normalizujeme y; = z1: ||y1]| = V4 = 2 a odtud z; = (%’ %’ %’ %)T
* <ZL‘2, Zl> =5 a proto y, = (47 1,4, 1)T - 5(%7 %7 %7 %)T = (%7 _%a %v _%)T
e normalizujeme ys: ||y2|| = 3 a dostaneme 2z, = (%’ _%’ %’ _%)T'
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Cv. 2.3

Cv. 24

o (13,21) =5, (13,29) = —1 a tedy
Ys = (1727 374)T - 5(%7 %7 %7 %)T + 1(%7 _%7 %7 _%>T = <_17 _17 17 1>T
e normalizujeme ys: ||ys]| = 2 a méme z3 = (—%, _%7 %7%

Resenfm je ortonormalni béze B = {(%, %, %, %)T, (%, —%, %, —%)T, (—%, —%, %, %)T}
Pozndmka. Ctenar muze dale overit, ze vektory zi, 2o, 23 jsou skuteéné na sebe
navzajem kolmé a maji jednotkovou velikost. To poslouzi i jako diléi (a obvykle
postacujici) zkouska spravnosti vysledku. Kdybychom chtéli mit skute¢nou jis-
totu, ze vysledek je spravné, museli bychom jesté ukazat, ze vektory zp, zs, 23
generuji prostor R(A). To lze prokazat napiiklad ovéfenim rovnosti z véty o Fou-
rierovych koeficientech, tedy rovnosti x; = Z?Zl(:ck, zi)z; pro k =1,2,3.

Rozgiite ortonormalni bézi z predchoziho piikladu na ortonormalni bazi R%.

Reseni:

Abychom rozsitili bazi fadkového prostoru matice A na bazi celého prostoru R*,
muzeme napiiklad matici nejprve prevést do odstupnovaného tvaru. Tim se do-
zvime pozice nebazickych sloupcii, pro které pridame odpovidajici kanonické
vektory. Odstupnhovany tvar matice A je

11
01
00

N O =
DO =

Nebézicky je pouze posledni sloupec, proto sta¢i pridat x4 = (0,0,0,1)T, ¢imz
ziskdme rozsifeni na bazi R*. Pokud aplikujeme Gramovu-Schmidtovu ortogo-
nalizaci na puvodni fadky matice a vektor e, pfiddme na konec, bude ortogona-
lizace pro prvni tii vektory probihat stejné. Miizeme proto aplikovat Gramovu-
Schmidtovu ortogonalizaci rovnou na vektory zy, 2o, 23, x4, ¢imz ziskame hledané
rozsiteni na ortonormalni bézi.

Konkrétné staci dopocitat pouze nakolmeni a normovani xy:

o (x4,21) = %, (4, 20) = —%, (x4, 23) = %, a tudiz
B= 00,007~ K83 LY+ 5~ b D7 - Hh b
DT
e normalizujeme yy: ||ys| = 3 a ziskdme 2z = (3, -3, —3,3)"

Bud z; = (1,1,0)%, 2o = (1,1, 1)T:

(a) ortogonalizujte vektory v potradi xj, x,

(b) ortogonalizujte vektory v poradi z, .

Reseni:

Cilem tlohy je uvédomit si, ze u Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace zélezi na
tom, v jakém potradi vektory ortogonalizujeme. V obou piipadech dostaneme
spravnou ortonormalni bézi prostoru span{z;, s}, ale pokazdé se ta baze bude
skladat z riznych vektort.
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(a)

(b)

Ortogonalizace v poradi x1, ro vede k dvojici vektoru

L(1,1,07, (0,0,1)7,

Ortogonalizace v poradi x5, z7 vede na dvojici vektori

L1, LT, (1,1, -2)T,

Cv. 2.5 Co se stane, kdyz Gramova—Schmidtova ortogonalizace

)

b) dostane na vstup ortogonélni vektory?

(c) dostane na vstup ortonormalni vektory?

(d) dostane na vstup —z; namisto z;? Jak se zméni vystup?

Reseni:

(a) Mé&jme na vstupu zy, ..., %, a mé&me j nejmensi takové, ze x; = 25;11 ;T
je vektor linearné zavisly na xy,...,x;_1. Jeho projekce do podprostoru
span{zy,...,z;_1} je tedy vektor x; sim. Gramova-Schmidtova ortogona-
lizace bude probihat normélné az do okamziku, kdy dojde k odecteni kolmé
projekce vektoru x; do podprostoru span{zy,...,z;_1}. V tu chvili se vek-

tor vynuluje. PTi jeho nasledném normovani se program zastavi, protoze
budeme chtit delit 0.

P1i odéitani kolmé projekece na jiz zortonormalizované vektory se vektor ne-
méni, nebot vSechny projekce budou nulové vektory. Jediné, k ¢emu dojde,
bude normalizace vektori, které jsme dostali na vstupu.

V tomto pfipadé ani odé¢itani projekei (nulovych vektort), ani normovani
(déleni 1) neméni vstupni vektory. Proto na vystupu dostaneme stejné vek-
tory jako na vstupu.

Ortogonalizace pobézi pro vstup x1,...,%;_1, %, Tit1, ..., T, stejné jako
Pro Xi,...,%i_1,—T;, Tiv1,--., Ty, aZ do okamziku, kdy piejdeme k orto-
gonalizaci i-tého vektoru. Ozna¢me jako p kolmou projekci i-tého vek-
toru do podprostoru span{x,...,z;_1}. Vektor p bude mit pro x; a —x;
opacné znaménko, tedy i po odecteni projekce dostavame vektory z; — p a
—z; — (—p) = —x; + p = —(x; — p) s opacnymi znaménky. Normovéani nam
tento vztah zachova.

Pro ostatni vektory uz k zadné zméné nedojde. Odcitame totiz kolmou
projekci do podprostoru, ktera nezavisi na zvolené bézi tohoto podprostoru.

Vystupy obou ortogonalizaci budou stejné az na znaménko i-tého vektoru.

Cv. 2.6 V prostoru C? ortogonalizujte z; = (i,,4)7, x5 = (0,4,4)T, 23 = (0,0,)T.

Resendt:

Pokud bychom nebyli omezeni na provedeni Gramovy—-Schmidtovy ortogonali-
zace, mohli bychom odecist druhy vektor od prvniho a tieti vektor od druhého.
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Cv. 2.7

Cv. 2.8

Dostali bychom vektory (7,0,0)T, (0,4,0)T, (0,0,4)T. Ty zfejmé generuji stejny
prostor jako ptivodni vektory a zaroven maji vSechny normu rovnu 1.

Postupujme nyni pomoci Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace. Nejprve znor-
mujme vektor z; = (4,4,4)7. Norma vektoru je

||$1||—\/m \otzr = \/3 =+/—3i2 =/3.

2L (i,4,4)T. Dale

.
.
O
+
@]
N
2
I
&

Yo = (07 i7i)T - <.§L’2, zl>%<i7i7 Z>T = (07 i7i)T _\3%2 }(07 Z7Z)T

= (0,4,4)" — 2(i,4,49)" = $(—2i,1,1)".

Nakonec

(=24,4,9)" = 1(0, —i,0)7,
a tedy z3 = %(0, —i,i)T.

Najdéte ortonormélni bazi podprostoru R? popsaného rovnici x —y + z = 0.
Reseni:

Mnozina feSeni soustavy ma tvar {(a — b, a,b) : a,b € R}. Jedna z moznych bézi
je proto (0,1,1)%,(1,1,0)”. Po znormalizovani prvniho vektoru dostaneme

2= 5(0,1,1)".

Po odecteni projekce od vektoru (1,1,0)7 dostavame

y2 = (1,1,07 = ((1,1,0)7, 2 T> (0,1,1)T

Nyni sta¢i normalizovat vektor y, = (1, %, —%)T. Ten ma normu /3/2. Tedy
druhy vektor ortonormalni baze je

=42 (1,4 =07 = (2,1, -1)".

Poznamenejme, Ze feSeni tlohy se miize lisit v zavislosti na volbé baze.

Pro skalarni souc¢in (x,y) = 2x1y; + T1y2 + T2y1 + T2y zortogonalizujte vektory

= (1,0)T, 2y = (1,1)7.

Reseni:

Diilezité je uvédomit si, ze postup Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace se nijak

nemeéni. Lisit se bude pouze vypocet skalarniho soucinu (x,y) a normy |z| =
(x,x).
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2. Ortonormdlni systém a Gramova—Schmidtova ortogonalizace

V prvnim kroku normalizujeme vektor (1,0)7. Plati, ze

(L) = /203 + 20023 + 03 = V2 242 1-0 4 1-0° = V3,

proto z; = —=(1,0)T. Dale

V2
<x2,21):2-1-%+1-1-0+1-1-%+1-1-0:%,
7 ¢ehoz
Y2 = (171)T_%%(170)T: (_%71)T
Protoze

I3 D7l = 2 (G242 (=) -1+1-12= .
mé druhy vektor ortonormalni béze hodnotu z, = ¥2(—1 1)7 = %(—1, 2)T.
Muzeme opét provést (diléi) zkousku a oveérit, ze vysledné vektory 21, z jsou na
sebe kolmé v piislusném skalarnim soucinu, tedy (2, z2) = 0.
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3. Ortogonalni doplnék a projekce

Ortogonalni doplnék

Cv. 3.1

Cv. 3.2

Pro vektorovy prostor V uréete V4, {0}+, {}+.

Reseni:
Ortogonalni doplnék prostoru V' mé z definice tvar

Vi={z eV ;WeV:(x,y) =0}

Zédny nenulovy vektor neni kolmy sam na sebe, protoze podle definice skalarniho
souc¢inu je (z,x) > 0 pro libovolné z # o. To znamen4, Ze V+ obsahuje pouze
nulovy vektor, ¢ili V+ = {o}.

Kazdy vektor je kolmy na nulovy vektor, ¢ili {x,0) = 0. Proto {0}* = V.

V poslednim p¥ipadé mame {}*+ = V, protoze na vektory = € V neklademe
zadnou podminku. Neexistuje totiz vektor v {}, na ktery by musel byt = kolmy.

Bud M, N C V. Ukaite
(a) M C N = Nt C M%) ale ne naopak,

(b) (MUN)*+ = M+tnNL

Resent:

(a) Ortogonalni dopliky danych mnozin jsou

Nt ={zecV Ve N:(xy =0}

Mt ={zx eV ;VYyeM: (x,y) =0}

Vidime, Ze pokud vektor z € N+, poté je kolmy na viechny vektory y € N
a tudiz i na viechny vektory y € M C N. Tim padem musi leZet také v M+,

Opacny vztah platit nemusi. M&me napiiklad M = {0} a N = {}. Potom
plati M+ = N+ =V, ale presto M € N.

(b) Dané mnoziny se daji vyjadrit jako
(MUN)Y*={2z€V ;Yye MUN : (z,y) =0}
a
M*ANt={z eV VWeM: (z,9)=0}n{z €V ;Vyec N:(z,y) =0}

Mnozina M+NN* je tedy mnozina vektori, které jsou kolma jak na vektory
z mnoziny M, tak na vektory z N. To znamené, Ze je kolma na vSechny
y € M UN, coz dava definici mnoZiny (M U N)*+.
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3. Ortogondlni doplnék a projekce

Cv. 3.3

Cv. 34

Cv. 3.5

Najdéte podprostor U @ R? takovy, 7Ze dim U = dim U~.

Reseni:

Kombinaci dimU + dimU+ = n se vztahem dimU = dim U* dostavame, ze
dimU = %, coz nedava pro n = 5 prirozené ¢islo. Takovy podprostor U tedy
nemuze existovat.

Spoéitejte ortogonalni doplnék vektoru u = (1,0,0,—2)7 do podprostoru V =
span{v,w} = span{(1,2,4,0),(0,1,2,1)T}.

Reseni:
Ortogonalni doplnék vektoru u do podprostoru V' je vektorovy podprostor, ktery
muzeme formalné vyjadrit jako

{u}t ={z eV ; (u,x) =0}.

Protoze V ma dimenzi 2 a u nenf nulovy prostor, {u}+ ma dimenzi 1, lze tedy
vyjadiit ve tvaru {u}t = span{y}, kde y € V a zarovei y L u. Protoze u,y
jsou nenulové ortogonalni vektory, jsou zaroven linedrné nezavislé a tedy tvori
bazi prostoru V. Z toho vyplyva, ze staci vzit vektor u, doplnit ho na bazi V'
a nasledné provést Gram-Schmidtovu ortogonalizaci v poradi, kdy zachovame
smér vektoru u. Konkrétné, napiiklad vezméme u, v a provedme ortogonalizaci.
Dostavame

(v, u) r 1 r_ 1 T

=v— u=(1,2,4,0)" — =(1,0,0,—-2)" = =(4,10,20,2)".

y=v- = (12.4.0)" - 5 = )

Vsimnéme si, ze vektor y nemusime pro nase potieby normovat, protoze uz v tuto

chvili jednoznaéné uréuje {u}t.

Poznamka. Aby tloha byla dobfe definovana, musi platit v € V. To muZeme

ovérit standardnim zpusobem, kdy vektor u vyjadiime jako linearni kombinaci

vektort v, w. V tomto piipadé miuzeme ovéreni ucinit také a posteriori tak, ze

vyjadiime vektor w pomoci vektora u,y. Protoze vektory wu,y jsou ortogonélni,

stac¢i ovérit platnost Fourierova rozvoje
(w, u)

+ w
w = u
(u, u) (y,y

().

Najdéte R(A), Ker(A) a nakreslete je do obrazku.

Bud

Reseni:

Radkovy prostor matice R(A) je generovany fadky matice A. Okamzité vidime,
ze Tadky matice jsou na sobé linedrné zavislé, proto muzeme radkovy prostor
vyjadrit napifklad jako R(A) = span{(1,2)7}.

Jadro matice Ker(A) = {z € R?* Az = 0} odpovidd mnoZiné feeni soustavy
Az = 0. Odstupiovany tvar matice A je napiiklad

(b o)
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tedy mnoZina feSeni je pifmka Ker(A) = span{(—2,1)7}.

2 R(A)
4,
3,
2
1
-2 -1 2 3 4 5 11
2 Ker(A)

V obrazku jsou znézornény oba prostory R(A), Ker(A) jako dvé na sebe kolmé
piimky. Obrazek tedy ilustruje vlastnost, Ze tyto prostory jsou navzajem orto-
gonélnimi doplnky.

Cv. 3.6 Najdéte bazi ortogonalntho dopliku k prostoru
V = {(x1,29,23) € R®; 21 + 25 + 225 = 0}.
Reseni:
Piimocary postup by byl nejprve urcit bazi prostoru V' a nasledné nalézt vektor,
ktery je na ni kolmy. To bychom mohli ucinit napiiklad tak, Zze bézi prostoru

V doplnime na bazi R? a nésledné provedeme jeji ortogonalizaci, kde posledni
vektor poté tvori bazi dopliku.

Jednodussi postup je uvédomit si, ze vSechny vektory z prostoru V' spliuji rovnici
1 + 2 + 223 = 0. Tudiz prostor V' je jadrem matice A = (1 1 2), neboli
V = Ker(A). Podle vzorce V+ = Ker(A)t = R(A) pak ihned dostavame, Ze
ortogondlni doplnék k prostoru V je generovan radky matice A, tedy V+ =
span{(1,1,2)7}.

Ortogonalni projekce

Cv. 3.7 Uvazujme standardni skalarni sou¢in v R™ a piimku p = span{y}.

(a) Najdéte bod x’ na ptimce p, ktery je nejblizsi bodu = € R™.

(b) Porovnejte velikost projekce 2’ a vektoru z.

(c) Sestavte matici kolmé projekce na piimku p.

(d) Najdéte projekci vektoru x = (3, —2,5)T na primku se smérnici y = (2, 1,1)7.
R

eni:

es
(a) Z prednasky vime, ze bod z’ odpovida kolmé projekci  na piimku p, ktera
se da vyjadrit podle véty o ortogonélni projekci jako

x/:<x,ﬁ>i:<x’y> .

Wl =~ 1y, 407
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(b) Plati
O S | 2% T2 TR L C2% 21 KO ¥ )
]| = y|| = Iyl = =5 llyll = :
(y.9) (v,9) Iyl 1yl
Zaroven muzeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost [(x,y)| < ||z|| - ||y|| pFepsat
do tvaru (9]
T,y
= < el
1yl

coz dohromady dava ||2’|| < ||z||. To znamen4, ze norma kolmé projekce je
vzdy shora omezena normou puvodniho vektoru.

(c) Kolmé projekce na piimku p = span{y} mé predpis = > %y Vyraz

ekvivalentné prepisSeme

(x,y) 'y 1
yTy

(="y)y.

Protoze (z1y)y = y(y'z) = yyTx, miZeme projekci psat ve tvaru

1
ﬁnyl’

Vidime, ze A = ﬁny je maticovy predpis kolmé projekce na primku
p = span{y}.
(d) V zasadé dosadime do vzorecku pro projekci konkrétni hodnoty. Spoé¢itame

(x,y))=3-2—-2-14+5-1=9, (y,y)=2-24+1-1+1-1=6.

Projekce tedy odpovida vektoru g?y’iy =3y=2(2,1,1)".

Cv. 3.8 Uréete ortogonélni projekci p vektoru a = (2,2,1,5)T do podprostoru generova-
ného ortonormélnimi vektory

R i e il

Déle urcete soufadnice této projekce [p|p vzhledem k bézi B.

N[

Reseni:
Protoze B je ortonorméalni bazi dané¢ho podprostoru, mizeme postupovat primo
podle véty o projekci, ktera tika, ze

3
p= Z(a, %)z,

=1

~

kde

21 = (%7 %7 %7 %)T’ 2 = (%7 _%7 %7 _%)Tv z3 = <_%’ _%’ %’%

Spocitdme Fourierovy koeficienty

(a,z1) =5, (a,z)=-2, (a,z3) =1.
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Cv. 3.9

Cv. 3.10

Hledana projekce p se uréi jako

3
p= Z(a, Zi)2 =52 — 22 + 1z = (1,3,2,4)7.

i=1

Déle vidime, Ze souradnice vektoru a vzhledem k bazi B = {z1, 29, 23} odpovidaji
Fourierovym koeficienttim, a tedy [p|g = (5, —2, 1)T.

Urcete vzdalenost bodu A = [5, 5, 3, 3] od roviny p prochézejici pocatkem a body
B=10,1,-1,0]a C = [4,-2,2,—1].

Reseni:

Spocitame projekci A’ bodu A do roviny p a hledana vzdalenost je potom vzda-
lenost A od A’.

Abychom postupovali podle standardniho postupu, ozna¢me vektory
a= (55,337 b=(01,-1,07, c=(4,-2,2 -1)".

Pro vyjadreni projekce potfebujeme ortonormalni bazi roviny p = span{b, c}.
Budeme tedy postupovat Gramovou—Schmidtovou ortogonalizaci aplikovanou na
vektory b, c:

2 = b = ¥2(0,1,-1,0)T,
Yo =c— (¢, z)21 = (4,-2,2,-1)7 — (—2v/2)%2(0,1, —-1,0)" = (4,0,0, —1)7,
29 = L||y2 = 1—177<470707 _1>T

a dostaneme ortonormalni bézi z1, z5. Projekce a’ vektoru a do roviny p ma
potom tvar

a = {a,z1)2 + (a, 22) 20
= v222(0,1,—1,0)T + VI7¥7(4,0,0, -1)T
= (4,1,-1,-1)T,

Nakonec spocitame pozadovanou vzdalenost a od a’ jako
||a’ - a/H = ||(5> 9,3, 3)T - (47 L, -1, _l)TH = ||(1> 4,4, 4)T|| =T.
Zéavér: Vzdalenost bodu A od roviny obsahujici o, B a C' je 7.

Pri standardnim skalarnim soucinu urcete vzdalenost ¢ € R" od

(a) podprostoru a’z = 0, kde 0 # a € R™,
(b) podprostoru a’z = b, kde 0 # a € R*, b € R.

Resent:

(a) Vzdalenost ¢ od nadroviny a’x = 0 se rovna vzdélenosti ¢ od jeho pro-
jekce ¢, na tuto nadrovinu, tedy normé vektoru ¢ —c,. Vypocet ale vyrazné
usnadnime, pokud si uvédomime, Ze vektor ¢, = ¢ — ¢, je vlastné projekce
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vektoru ¢ na ortogonalni doplnék k nadroving, coz je piimka span{a}. Pro-
jekci na primku span{a} umime jiz vyjadrit jako
_ {c,a) cla

Cp = a= a.
"o daa)

Velikost tohoto vektoru je rovna hledané vzdalenosti

_ |cTal |cTal

~ lall?

ca
a
laff?

leoll = lall =

T
H lall -

(b) Ulohu pfevedeme na predchozi piipad, a to tak, ze vektor ¢ a nadrovinu
a’x = b pFesuneme o stejny vektor d tak, aby dana nadrovina prochézela
pocatkem.

Jak najit vektor d? Chceme v zasadé rovnici a’x = b prepsat do tvaru
a®(z +d) = 0. Porovnanim obou rovnic dostaneme a’d = —b. Pro vektor d
mame nekone¢né mnoho moznosti jak jej zvolit, ale FeSeni s jednoduchym
predpisem je d = —aTbaa.

Posunutim o vektor d se vzdalenosti mezi objekty nezméni a tlohu tak

prevedeme na predchozi piipad hledani vzdalenosti vektoru ¢ — —%-a od

ala
nadroviny a?x = 0. Dosazenim do vzorce dostavame

(c— za)Tal  |Ta—b
Jal Jal

Cv. 3.11 Rozlozte u = (3,2,6)? nasoucet u = v+w, kdev € V = span{(1,0,0)%, (0,1, 1)T}
aw €Vt

Resent:

Vektor v uré¢ime jako kolmou projekci u do podprostoru V. Poté dopocitame
w = u — v. Matice projekce do V ma tvar P = A(ATA)~1AT, kde

10
A=101
01
Dosazenim dostavame
1 2 00 3 3
v = Puy= ) 011 21 =14
011 6 4

w=u—v=(3206)7 (344" =(0-22)7".

Alternativné by bylo mozné spocitat vektor v pomoci Gramovy—Schmidtovy
ortogonalizace, kde bychom ortogonalizovali vektory (1,0,0)T, (0,1,1)T, a poté
spocitali projekci s vyuzitim ortonormalni baze.

Jesté jiny postup je vypocitat nejprve vektor w, a teprve potom vektor v jako
v = u—w. Vyhoda tohoto postupu spoc¢iva v tom, ze vektor w je projekei vektoru
u do podprostoru V*. Protoze V+ = span{(0,1, —1)T}, jedna se o jednoduchou
projekci na p¥imku.



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 2 21

Metoda nejmensich ¢tverci

Cv. 3.12

Cv. 3.13

Cv. 3.14

Pomoci projekce najdéte nejlepsi priblizné feSeni ' soustavy Ax = b, kde

2 1 0 10
4 2 0 5
A=19 4 1| b=113
1 -2 2 9

Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzajemné kolmé.
Urcete také velikost chyby ||Az" — b||.

Dostanete stejna feseni jako feseni soustavy AT Az = ATbH?

Reseni:

Priblizné feseni dané soustavy nalezneme jako soufadnice projekce vektoru b do
sloupcového prostoru S(A) matice A. Protoze sloupce aq, as a ag matice A jsou
vzajemné kolmé, je projekce vektoru b do sloupcového prostoru A piimo déana
predpisem

3
<b7 a’i>
bty = D ot = 3 — 202+ a3 = (4,8,13,9)"
i=1 "

Hledané koeficienty jsou tedy 2’ = (3,—2,1)T. ProtoZe sloupce matice A jsou
navzajem ortogonélni (a tedy linearné nezavislé), je nalezené x’ uréené jedno-
znacne.
Vysledna chyba je

[ Az" = bl| = [|bs(a) — bl = V45.

Na zévérecnou otazku je odpovéd ,ano“, coz je znamo z prednéasky. Vysledné
feseni je stejné jako FeSeni soustavy normalnich rovnic AT Az = ATb. Protoze
matice A mé linearné nezavislé sloupce, tak matice AT A je regularni a soustava
normalnich rovnic m4 jediné feseni 2’ = (3, —2,1)T.

Metodou nejmensich Ctvercu spocitejte priblizné reseni soustavy Az = b, kde
A=(1,...,1)7 se sklada ze sloupce jednicek a b € R™.

Reseni:
Vyjadienim soustavy normélnich rovnic AT Az = ATb dostavame

tedy pfibliznym reSenim metodou nejmensich ¢tverci je aritmeticky prameér x =
% >, bi prvki vektoru pravych stran b.

Hooktv zakon vyjadiuje linearni imérnost pruzné deformace materialu na po-
uzité sile. Nasledujici tabulka obsahuje hodnoty pritahu pruziny (v palcich)
v zévislosti na sile/hmotnosti (v librach). Odhadnéte koeficient timérnosti.

slla F | 5 7 8 10 12
prutah ¢ [ 11,1 154 175 22 26,3
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3. Ortogondlni doplnék a projekce

Resent:

Pro zadané hodnoty sily F' a prutahu ¢ hledame koeficient ¢, pro ktery plati
cF = { (napf. pro prvni sloupec tabulky ¢-5 = 11,1). Chceme tedy fesit soustavu
Ax = b tvaru

5 11,1
7 15,4
8 [e=|175
10 22

12 26,3

Tato soustava nemé TeSeni, vyuzijeme proto metodu nejmensich ¢tverci. Pro
tuto soustavu dostdvame norméalni soustavu rovnic AT Az’ = ATb s matici

5

7
ATA=( 7 8 10 12)| 8 | =382

10

12

a vektorem pravych stran

11,1

15,4
A"b=(5 7 8 10 12) | 17,5 [ =8389.

292

26,3

Ptiblizné feSeni 2’ dava smérnici piimky (= koeficient tmérnosti)

c=(ATA)TATb =~ 2,1961.
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4. Ortogonalni matice

Cv. 4.1 Rozhodnéte, zda néasledujici matice jsou ortogonalni:

11 o 1 2 1 =2
A  B= CQSQ sin «v == . 92 9
1 -1 sin@  Cos« 3 9 9 _1

Reseni:
Matice @ € R™ " je ortogonélni pravé tehdy, kdyz QTQ = I,,. Stadi tedy ovérit
tuto vlastnost pro zadané matice. Pro prvni matici spoc¢itame

0. (20
AA_<O 2),

takze matice neni ortogonalni. Sloupce matice sice tvoii ortogonalni bazi pro-
storu R?, ale nikoliv ortonormalni bazi. Poznamenejme, %e matice %A by jiz
ortogonalni byla.

Pro druhou matici spocitame

2 .2
T  [cos”a+sin” a 0 (10
BB_( 0 sin20z+c3052a)_(0 1)

kde jsme vyuzili goniometrickou identitu sin o + cos? a = 1. Matice B je tudiz
ortogonalni.

Koneéné pro tieti matici mame CTC = I3, takze je také ortogonalni.
Cv. 4.2 Bud H(u) = I,, — #-uu”, u # o, Householderova matice.

(a) Dokazte, ze H(u) je symetricka.
(b) Dokazte, ze H(u) je ortogonalni.

(¢) Rozhodnéte, zda I,, je Householderovou matici pro ur¢ité u # o.

Reseni
(a) Ovérime
T 2 2\ _ 2 TNT 2 7
H(u)" = <In— o ) =1, — m(uu )y =1, — g = H(u),

tudiz je H(u) symetricka.

(b) Ovéfime ortogonalitu Householderovy matice z definice:

H(u)"H(u) = H(u)H(u) = (In — %UUT> <In — %uuT)

2 4
=1, — 2—uu! + ——uuluu®
uTu (uTu)?

4
_ T T

T
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V tpravach jsme pouzili vztah u(uTu)u? = (u”u)uu®, ktery plyne z toho,
7e (uTu) je skalar, a tudiz lze z celého vyrazu vytknout na zacatek.

(c) Rovnost H(u) = I, nemuze nikdy nastat, protoze by to znamenalo, Ze

ﬁuuT = 0. A tato rovnost nenastane (pro u # 0 rovnost neplati a pro

u = 0 bychom ve zlomku délili nulou).

Cv. 4.3 Necht P € R™™ (@ € R™" jsou ortogonalni. Je blokova matice

P 0
=(5 o)
ortogonalni?
Reseni:
Ano a lze to nahlédnout nékolika zptisoby.

Prvni zpiisob je piimo z definice tim, Ze ovéifme rovnost ATA = I,
PT 0 P 0 PTP 0 I, O
T m
ATA = ( 0 QT) (O Q) - < 0 QTQ> - <O [n) _[m+n-

Druhy mozny zptusob vyuziva charakterizace, Ze matice A je ortogonalni pravé
tehdy, kdyz jeji sloupecky tvori ortonormalni systém. To znamené, ze sloupce A
musi byt navzajem kolmé a mit jednotkovou velikost:

e Pokud zvolime dva sloupce z prvniho bloku matice A, tak budou na sebe
kolmé, protoze matice P je ortogonalni. Pokud zvolime dva sloupce z dru-
hého bloku matice A, tak budou na sebe kolmé, protoze matice () je orto-
gonalni. Zbyva piipad, kdy zvolime jeden sloupec z prvniho bloku a druhy
z druhého bloku. I pak budou vektory na sebe kolmé diky nulovym slozkam
pod matici P a nad matici Q).

e Konecné sloupce matice A maji jednotkovou velikost, protoZe ji maji sloupce
P i @ a pridanim nulovych sloZech se velikost nezméni.

Cv. 4.4 Najdéte vSechny

(a) diagonalni ortogonalni matice radu n,

(b) diagonalni unitarni matice fadu n.

Kolik jich je?
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ent:

es
(a) Diagonélni matice (s libovolnymi prvky na diagonéle) ma vzdy ve sloupcich
ortogondlni systém. Takze aby matice byla ortogonalni, musi mit sloupce
jednotkovou velikost. Tudiz pro kazdy prvek na diagonéle musi platit |a;;| =

1, coz znamena, Ze a; = 1 nebo a; = —1. Matice tedy ma tvar
+1 0 ... O
0 =1
R ¢
0 ... 0 =#1

Takovychto matice je 2.

(b) Analogicky jako v predchozim ptipadé pro hledané matice plati |a;| = 1.
Jelikoz jsou tentokrat prvky matice komplexni ¢isla, je prvek a;; jakékoli
¢islo na komplexni jednotkové kruznici, napiiklad 1, —1, ¢, —i, nebo %Jr %i.
Téchto ¢isel je nekoneéné mnoho, takze i matic daného typu je nekonecné
mnoho.

Cv. 4.5 Které z matic elementarnich tprav jsou ortogonalni?
Reseni:
Jsou to pouze dvé:
1. Matice prohozeni dvou radku E;;.
2. Matice E;(£1) vynasobeni fadku ¢ ¢islem =+1.
Snadno ovéfime, ze obé tyto matice jsou ortogonalni. A naopak, zadna jina uz

ortogonalni neni.

Cv. 4.6 Bud p € 5, permutace a P € R"*" permuta¢ni matice definovana tak, ze P;; = 1
pokud ¢ = p(j) a nula jinak.
(a) Jakou tpravu na matici A € R™*" vykona operace PA?

(b) Nahlédnéte, ze P vznikne z jednotkové matice zpermutovanim jejich fadku
podle p.

(c) Dokazte, ze P je ortogonélni matice.

(d) Necht @ je permutacni matice odpovidajici permutaci ¢. Jakd matice od-
povida permutaci p o q7
(e) Jaka permuta¢ni matice odpovidd permutaci p~1?
(f) Jakou upravu na matici A € R™*" vykona operace AP?
Reseni:
(a) Soucin PA zpermutuje fadky matice A podle permutace p.
Diikaz. Radek p(i) matice PA ma tvar

(PA)p(i),* = p(i),*A = €ZTA = Ai,*.

Tudiz v fadku p(i) matice PA je i-ty fadek pivodni matice A.
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(b) Z predchoziho bodu muzeme na matici P = PI,, pohlizet jako na jednot-
kovou matici, jejiz fadky zpermutujeme podle p.

(c) P je ortogonéalni, protoze jeji fadky tvoii ortonormalni systém vektorii, jsou
to vlastné zpermutované jednotkové vektory.

(d) Permutaci p o ¢ odpovida matice PQ.
Diikaz (z vjznamu). Pisme PQ = P(QI,), tudiz matice PQ vznikne z jed-
notkové matice tak, ze nejprve zpermutujeme rfadky podle permutace q a
pak podle permutace p, coz je totéz, jako kdyz je zpermutujeme podle pog.
Dikaz (z definice). Kdy nastane situace (PQ);; = 17 Protoze (PQ);; =
P, .Q. j, tak situace nastane pravé tehdy, kdyz -ty radek matice P i j-ty

sloupec matice @Q jsou stejné jednotkové vektory, napi e;. Protoze P, . = €],

je i = p(k). Protoze Q.; = ey, je k = q(j). Tudiz i = p(k) = p(q(j)) =
(o q)().

(e) Protoze PT = P71, tak mdme PTP = I,. TudiZ permutaci p~! odpovida
permutac¢ni matice PT.

(f) Sou¢in AP zpermutuje sloupce matice A podle permutace p~?.
Diikaz. Tvrzeni muzeme snadno nahlédnout z pfedchozich bodu tak, Ze
vyjaditme AP = (PTAT)T | ¢ili matice PT AT zpermutuje fadky matice AT
podle permutace p~!.

Cv. 4.7 Rozhodnéte o platnosti vyroki:

(a) Mé&-li regularni matice A € R™*" navzajem kolmé radky, pak ma i navzajem
kolmé sloupce.

(b) Mé-li matice A € R"*" navzajem kolmé fadky velikosti 1, pak ma i navza-
jem kolmé sloupce.

Resent:

(a) Neplati, uvazujme napifklad matici A = (] 3'). Jeji fadky jsou na sebe

navzajem kolmé, ale sloupce na sebe navzijem kolmé nejsou.

(b) Plati, protoze matice je nutné je ortogonalni.
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5. Determinanty — vypocet

Cv. 5.1 Spocitejte determinanty nésledujicich realnych matic. Pouzijte vypocet z defi-
nice, pomoci Gaussovy eliminace a pomoci Laplaceova rozvoje podle néjakého

radku.
4 1 2 3 2 -1
A=|0 -1 1|, B=|-2 2 4
1 2 1 2 -1 3
Reseni:

(A) Vipocet z definice. Vypocet determinantu matice fadu n x n z definice vy-
zaduje enumeraci vSech permutaci a prislusnych n! ¢lent, proto je rozumné de-
terminant pocitat z definice jenom pro malé fady. V naSem piipadé musime
urcit 3! = 6 ¢lent. Postupovat miizeme podle Sarrusova pravidla, které nabizi
mnemotechnickou pomicku na vyjadieni determinantu. Konkrétné,

4 1 2
det(A) =det| 0 —1 1
1 2 1

= (1,102,2033 + Q12023031 + (1,302,103 2

— 1,1Q23032 — (12021033 — (1,302 2031
:4-(—1)-1+1-1-1+2-O-2—4-1-2—1-0-1—2-(—1)-1
= —-9.

Determinant matice je tedy det(A4) = —9.

Stejnym zptsobem spoc¢itame hodnotu determinantu druhé matice a dostaneme,
ze det(B) = 60.

(B) Gaussova eliminace. Vypocet determinantu pomoci Gaussovy eliminace fun-
guje tak, ze matici prevedeme na odstupiovany tvar pomoci elementarnich rad-
kovych tprav. Radkoveé tpravy meéni determinant, proto musime zaznamenavat
prislusnou zménu. Konkrétné zaména dvou fadkt zméni znaménko determinantu
a vynasobeni fadku ¢islem ¢ zméni determinant c-krat. Pri¢teni nasobku tadku
k jinému radku determinant neméni. Jakmile mame matici upravenou na REF
tvar, tak staci jen vynasobit prvky na diagonale, protoze determinant trojihel-
nikové matice je roven soucinu diagonalnich prvkii.

Postup predvedeme na matici B:

3 2 -1
det(B) =det| -2 2 4
2 -1 3
-2 2 4
=—1det| 3 2 -1 (Vymeéna 1. a 2. fadku, det se nésobi —1)
2 -1 3
-1 1 2
=—2det| 3 2 -1 (Vydélime 1. Fadek 2, det se zmensi 2-krat)

2 -1 3
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Cv. 5.2

-1 1 2
=—-2det| O 5 5 (Pricteme 3-krat 1. fadek k 2., det se neméni)
2 -1 3
-1 1 2
=—-2det| 0 5 5 (Pficteme 2-krat 1. fadek k 3., det se neméni)
0 17
-1 1 2
=2det| 0 1 7 (Vymeéna 2. a 3. fadku, det se nasobi —1)
0 55
-1 1 2
=2det{ O 1 7 (Odecteme 5-krat 2. fadek od 3., det. se neméni)
0 0 —-30
=2-(-1)-1-(-30) =60. (Vynasobime prvky na diagonale)

Hledany determinant matice B je tedy det(B) = 60.

(C) Laplacetiv rozvoj. Na matici A aplikujeme Laplacetv rozvoj podle druhého
rfadku. Pro¢ jsme zvolili druhy fadek? Jak uvidime ve vypoctu dole, tak kazdy
nulovy prvek v fadku nam zjednodusuje vypocet. Proto je z hlediska casové
naro¢nosti vypoc¢tu nejlepsi zvolit fadek (nebo sloupec) s co nejvice nulami.

Konkrétné Laplacetv rozvoj pracuje nasledovné; vypocet determinanti podma-
tic velikosti 2 x 2 jiz provadime z definice:

4 1 2
det(A) =det[0 —1 1
1 2 1

= (=1)>1.0- det @ ?) F (=122 (=1) - det <411 ?>

4 1
1342
+ (1) 1 - det (1 2)

=0+ (=1)*2.(=1) -2+ (=1)*2.1.7

= -9
Determinant matice je det(A) = —9. Tim, ze druhy fadek matice A za¢ina nulou,
jsme v Laplaceové rozvoji uSetfili vypocet determinantu jedné podmatice fadu

2 % 2.

Spoctéte determinant matice

~ W N~
O = W N
Ot U = W
O O U

Reseni:
Miuzeme postupovat Gaussovou eliminaci nebo Laplaceovym rozvojem. Pokud
zvolime druhy zptisob, je vyhodné provést rozvoj podle posledniho sloupce a
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dostaneme
1 2 3 4
2 3 4 5
det(A) = det 3 45 0
4 550
2 3 4 1 2 3
=(-D""-4-det|3 4 5] +(=1)*""-5-det|3 4 5
4 5 5 4 5 5

= (- 4. 14+ (-1)**.5.2=6.

Cv. 5.3 Spoctéte determinant nasledujicich matic:

12 3 4 5 n
-1 0 2 3 4 n—1
-1 -2 0 3 4 n—1
(a) A= -1 -2 -3 0 4 n—1
-1 -2 -3 -4 0 n—1

-1 -2 -3 -4 ... 1-n 0

ay +x as as ay,

aq CL2+37 as (7%

(b) B = a ay az+x ... a,
ay [¢5) as e Qp t+x

Resent:

(a) Prvni fadek pri¢teme ke vSem ostatnim. Ziskdme horni trojihelnikovou ma-
tici, jejiz diagonala je postupné tvorena Cisly 1 az n. Determinant matice je
tudiz roven n!.

(b) Posledni fadek ode¢teme od vsech predchozich (hodnoty a; zistanou pouze
v poslednim fadku). Dostaneme matici

z 0 O -

0 = O —x
B=|0 0 =z —T

a G2 az ... Gp+x

Poté vyuZijeme rovnosti det(B) = det(B”), matici transponujeme, pficteme
vSechny tadky k poslednimu a znovu matici transponujeme. Jinymi slovy
jsme k poslednimu sloupci B pficetli vSechny predchozi sloupce (pfi vypoctu
determinantu mizeme provadét i elementarni sloupcové tpravy prave diky
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rovnosti det(B) = det(BT)). Dostaneme
z 0 0 ... 0
0 « 0 ... 0
B'=10 0 =« 0
ap ay as ... Ty .,
Matice je v dolnim trojuhelnikovém tvaru a jeji determinant je tudiz soucin
diagonalnich prvka. Tim dostéavame det(B) = (a1 + ...+ a, + z)z" L.
Cv. 5.4 Bud A e R™*™ B e R™" (' € R™". Rozhodnéte, zda nasledujici vztahy pro

blokové matice plati ¢i ne:

(a)
(b)

R

det (ﬁ g) — det(A) det(B),

det (61 g) — det(A) det(B).

eni:

(a)

(b)

Rovnost plati. Nahlédnout to mizeme pomoci Gaussovy eliminace. Pokud
je aplikujeme na celou matici (4 %), dostaneme stejny vysledek, jako kdy-
bychom ji aplikovali na obé matice A, B oddélené, a pak vysledné matice
blokové slozili.

Determinant trojihelnikové matice spoc¢itame soucinem prvki na diago-
nale. Takze dostaneme stejny vysledek, pokud vynasobime diagonalu celé
velké matice, nebo jestli vynasobime diagonalu dvou mensich matic a tyto
dvé cisla pak vynasobime mezi sebou.

Pozndmka. Zde je namisté si uvédomit, zZe obecné rovnost

RREF(é g) B (RRE0F<A) RRE(L“(B))

neplati. V tom ptipadé, kdy tato rovnost neplati, je ale matice A singularni
a identita det( 4 %) = det(A) det(B) zistava v platnosti.

Miuzeme uvazovat stejné jako v predchozim piipadé. Na matici C' totiz
viibec nezélezi a nijak neovlivni postup a vysledek elementérnich tprav,
aplikovanych na bloky, kde se nachazi matice A a B.

Cv. 5.5 Rozhodnéte, zda plati det(AB) = det(BA).

Resendt:

Pokud jsou obé matice ¢tvercové, tak rovnost plati. Podle vlastnosti determi-

nant

u odvodime det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA).

Nicméné, vyraz ma smysl i pro obdélnikové matice, a to pokud matice A mé

rozmér m X n a matice B méa rozmér n X m. Potom sou¢in AB je ¢tvercova
matice fadu m x m a BA je ¢tvercova matice fadu m x m. V tomto obecném
pripadé uz rovnost platit nemusi. Jako protipiiklad poslouzi naptiklad matice

A=

(1,1,1,1), B = AT. Potom det(AB) = 4 # 0 = det(BA).
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Cv. 5.6

Cv. 5.7

Zjednoduste vyraz det(SAS™!) pro matice A, S € T™*".

Resent:

Podle vlastnosti determinantu upravime

det(SAS™1) = det(S) det(A) det(S™1) = det(A).

Spocitejte determinanty matic nad prislusnymi télesy

EE i
A= nad Zs, B = 1 7 2 nad C.
21 4 1 9 1 G414
0323 e
Reseni:

Mame dvé moznosti jak spocitat determinant nad télesem Z,. Prvni je spocitat
determinant jednim ze standardnich zpusobu (z definice, Gaussovou eliminaci,
¢i Laplaceovym rozvojem), ale pouzivat operace z télesa Z,. Druha moznost je
vypocitat determinant jako pro readlnou matici a vysledek pak vyjadrit modulo p.
Pro¢ tento zpiisob funguje? Determinant je podle definice jen soucet soucinu
prvki matice, takze je jedno, jestli modulo pocitame prubézné nebo az na konci.
Kazdopéadné, determinant matice A je roven 16, pokud poc¢itame v R, a 1, pokud
pocitame v Zs.

Determinant komplexni matice spoc¢itame standardné, jenom pouzivame kom-
plexni aritmetiku. Napiiklad podle definice Sarrusovym pravidlem dostaneme

1—1 2 1
det(B)=det| 0 1 4
-1 1 7+1

=(—-1)-1-(i+1)4+2-i-(-1)+1-0-1
—(i-1)-i-1-2-0-(i4+1)—1-1-(=1)
=2-2i+0+1+0+(i+1)

= —1.
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6. Determinanty — pouziti

Aplikace determinantu

Cv. 6.1 Vyfteste nasledujici soustavu rovnic pomoci Cramerova pravidla.

2 1 3|7
Alp)=| -1 1 —2|-6
3 -1 3|10

Resent:

Nejprve spoc¢teme determinant matice A, naptiklad pomoci Gaussovy eliminace:

2 1 3 11 =2 11 -2
det(A)=det[{ -1 1 —2| =—det| 2 1 3 |=—det| 0 3 —1
3 —1 3 3 —1 3 0 2 -3

L (112 L (112

— _Zdet| 0 3 —1| =—=det| 0 3 —1

0 6 —9 3 0 0 -7

:—%-<—1)-3.<—7):—7.

Nyni spoc¢teme determinanty matic, kde postupné nahrazujeme prvni, druhy a
tfeti sloupec pravou stranou rovnice, tedy vektorem b.

1) Spocitame determinant matice A, jejiz prvni sloupec nahradime vektorem b.
Determinant spocitame Laplaceovym rozvojem podle druhého sloupce:

7T 1 3
det(A;) =det| -6 1 -2
10 =1 3

—6 —2 7 3
—(_1\1+2 1. _1)2+2 1.
= (-1) 1 det(lo 3)+( 1) 1 det(10 3)

+ (_1)3+2 . (_1) . det (—76 _32)
= (F1)P L2 (1L (20) (1 (1) 4
= —T.
Prvni slozka x; vysledného feSeni x = (xq, x5, 23)T je pak rovna
det(A;) -7

=l _ " -

T et(A) T 7

2) Nyni v matici A nahradime druhy sloupec na vektor b a spoc¢itame jeji deter-

minant
2 7 3 -1 -6 -2
det(Ag) =det| -1 —6 —2| =—det| 2 7 3
3 10 3 3 10 3
-1 -6 -2 1 -1 -6 -2
=—det| 0 -5 —-1]==det| O -5 —-1]| =7.

0o -8 -3/ ® 0 0 7
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Cv. 6.2

Dostavame 23 = L = —1.

3) Dopoéitame tieti slozku vysledného vektoru (nahrazujeme tieti sloupec):

2 1 7 11 -6 11 -6
det] -1 1 —6]=—detl 2 1 7 |=—-det|{ 0 3 =5
3 —1 10 3 —1 10 0 2 -8
. (11 -6 . [-11 -6
= 3 det] 0 3 =5 | = —3 det|] 0 3 =5 | = —14.
0 6 —24 0 0 —14
Dostavame 3 = =2 = 2.

-7

Zéavér: ReSenim soustavy je vektor z = (1, —1,2)T.
Vyteste nasledujici soustavu rovnic s parametrem a € R pomoci Cramerova

pravidla.
a 1|3
am=(5 112).

Resent:

Nejprve uréime determinant matice A:

a 1

det(A) = det (2 ]

) =a-1—-2-1=a—2.
Nyni musime rozlisit dva piipady:

1. Pro a # 2 je matice regularni a mizeme postupovat podle Cramerova pravidla.
Spocitame determinant matice A, jejiz prvni sloupec nahradime vektorem b:

3 1
det(Al):det<a 1) =3 —a.

Dale spoc¢itame determinant matice A, jejiz druhy sloupec nahradime vektorem b:

det(Ay) = det (; z) =a* 6.

Regenf soustavy mé tedy tvar pro a # 2:

== (i Sa) = (25 55)

2. Pro a = 2 je matice A singularni, a soustavu musime vytesit zvlast. Dosazenim
a = 2 ziska soustava konkrétni tvar

am- (1))

Je zfejmé, ze v tomto pripadé je soustava nefesitelna.
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Cv. 6.3 Pomoci determinantu urcete obsah trojihelniku s vrcholy

(a) a=(1,1)T, b= (2,57, c=(3,2)T,
(b) a= (1,3, )T, b= (3,3,3)T, c = (3,1,2)T.

Resent:

(a) Trojahelnik posuneme o vektor —(1,1)7, tedy tak, aby vrchol a piesel do
pocatku. Dostaneme trojthelnik s vrcholy o' = (0,0)7, o' = (1,4)7, ¢ =
(2,1)T. Uvazujme matici

1 4
= o),

jejiz fadky jsou tvoreny vektory b, c. Z geometrické interpretace deter-
minantu vime, Ze hodnota | det(M)| udava obsah rovnobézniku, uréeného
vektory ', ¢’. Zadany trojihelnik mé polovi¢ni obsah, proto je hledana hod-
nota

7

1 1
Zldet(M)| = =| — 7| = =.
5l det(M)] = 5 =7 = 3

(b) Postupujeme analogicky, jako v pfedchozim piipadé. Posuneme trojuhel-

nik o vektor —(1,3,1)T, &mz se vrchol a posune do poc¢atku. Dostaneme
trojuhelnik s vrcholy ' = (0,0,0)%, ¥ = (2,0,2)T, ¢ = (2,-2,1)T. Nyni

sestavime matici
2 0 2
M = (2 -2 1) ’

jejiz fadky jsou tvoreny vektory b, ¢’. ProtoZze matice neni ¢tvercova, obsah
rovnobézniku, uréeného vektory ¢/, ¢, uréime nyni podle obecnéjsiho vzorce

/det(MMT). Zadany trojihelnik mé opét poloviéni obsah, ¢ili
1 1 8 6 1
_ A = — =
2\/det(MM ) 5 det (6 9) 2\/36 3.

Cv. 6.4 Urcete objem elipsoidu, ktery vznikne obrazem jednotkové koule pii zobrazeni

x +— Az, kde
2 3 2
A=15 2 1
4 3 1
Reseni:

Z geometrické interpretace determinantu vime, Ze linedrni zobrazeni z — Ax
méni objemy s faktorem | det(A)|. Jednotkova koule mé objem 37 a determinant
je roven det(A) =9, ¢ili elipsoid ma objem 37| det(A)| = 379 = 127

Adjungovani matice

Cv. 6.5 Spocitejte adjungovanou matici k matici A a ovéite vztah Aadj(A) = det(A)I,

@ a=(5 1)
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1
b) A= |1
0

— N O
_ O N

Resent:

(a) Adjungovanou matici spocitame podle definice. Adjungovanéa matice adj(A)
ma stejny rozmér jako matice A a jeji prvky jsou urcené vzoreckem adj(A);; =
(—1)" det (A7), kde A/* predstavuje matici A po odstranéni j-tého Ffadku
a i-tého sloupce. Dostaneme

adj(A) = ( 4 “12) .

Vztah Aadj(A) = det(A)I, ovéfime snadno dosazenim

Aadj(A) = @ Z) < 5 ‘12) _ (“02 _02) — det(A) .

(b) Postupujeme opét podle definice. Pro ilustraci ukdzeme detailné vypocet
prvniho Ffadku adjungované matice:

adj(A)n = (~1)"* det(A1) = det G (1)) s

adj(A) = (—1)'*2det(A*) = — det ((1] ?) =2

adj(A)p = (=1)3 det (A% = det (g (2)) — 4

Zbylé prvky dopocitame analogicky. Nakonec dostaneme

2 2 —4
adj(A)=[-1 1 2
1 -1 2

Vztah Aadj(A) = det(A)I, opét ovéiime snadno dosazenim

102\ /2 2 -4 40 0
AadjA)={1 2 0| [-1 1 2| =0 4 0| =det(A)L.
011/ \1 -1 2 00 4

Cv. 6.6 Vyjadiete adj(2}).

Reseni:
Podle definice urc¢ime jednotlivé prvky adjungované matice:

i o) = (5 7))
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Cv. 6.7 Spocitejte adjungovanou matici k néasledujicim maticim:

(a> I,
d 0 ... O
(b) D= 0 ds
. 0
0 0 d,
Reseni:

(a) Zde muzeme vyuzit vzorecku, Zze pro regularni matici A plati adj(A) =
det(A)A~L. V nagem piipadé adj(l,,) = det(I,) ;! = I,,.

(b) Zde musime postupovat z definice, protoZe obecna diagonalni matice nemusi
byt reguldrni. Mimodiagonalni prvky adjungované matice budou nulové,
protoze odstranénim j-tého rfadku a i-tého sloupce z matice pro i # j
dostaneme singularni matici (mé nulovy radek). Pro i-ty prvek na diagonale

mame
adj(D)y; = (=)™ det(D™) =d, ... d;_1diy1 . . . dp.
Tudiz
dy...d, 0 0
0 dids . . .d,
adj(D) = o
: 0
0 0 di...dp

Cv. 6.8 Vyjadiete det(adj(A)) vzoreckem pomoci det(A).
Reseni:
Rozlisime dva ptipady:

1. Necht A je regularni: Potom podle znamych vzorci vyjadiime

det(adj(A)) = det(det(A)A™") = det(A)" det(A™1)
= det(A)" det(A)™" = det(A)" .

2. Necht A je singularni. Potom det(A) = 0 a tudiz Aadj(A) = det(A)I, = 0.
Rozlisime dva podpiipady: Pokud je A = 0, potom adj(A) = 0 a dostaneme
det(adj(A)) = 0. Pokud A # 0, potom adj(A) je singularni, nebot regularni
matice se nemize s nenulovou matici vynasobit na nulovou (coz pokryva definici
regularni matice, ktera 1ika, ze s nenulovym vektorem se nemize vynésobit na
nulovy vektor). Tudiz opét dostavame det(adj(A)) = 0.

Zéver: Zahrnuvse oba piipady, mizeme tvrdit, ze det(adj(A)) = det(A)" L.
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7. Vlastni cisla — zaklady

Cv. 7.1 Vlastni vektor matice A € R"*" reprezentuje smér, ktery se pii linearnim zob-
razeni f(x) = Az zobrazi opét na ten samy smér (méni se tedy pouze velikost
nebo orientace vektoru). Pro vlastni vektor v matice A tedy plati, ze piimka
span{v} se pii zobrazeni f zobrazi do sebe sama. Pfislusné vlastni ¢islo matice

pak
Nasl

predstavuje skalovani v tomto invariantnim sméru.

edujici matice reprezentuji geometrickd zobrazeni v roviné. Naleznéte jejich

vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory a pokuste se je geometricky vy-
svétlit:

(a)
(b)

2 0
1= )
2 0
7= (0 1)

ent:

(a)

Linearni zobrazeni f(z) = Ax odpovid4 dvojnasobnému zvétseni vektoru
x, tedy

f ((xl,xg)T) = 2(xy, 29)7.
Libovolny nenulovy vektor z € R?\{(0,0)”} je proto vlastnim vektorem ma-
tice A — zobrazeni f ho dvakréat prodlouzi, ale nezméni jeho smér. Vlastnim
¢islem matice A je A = 2 odpovidajici skalovani vektoru x pfi zobrazeni f.

T2

Lineéarni zobrazeni f(z) = Bz odpovida dvojnasobnému zvétseni vektoru x
v prvni souradnici, tedy

f (1, 20)7) = (221, 22)"

Vektory na ose x; se dvojnasobné prodlouzi a nezméni sviij smér — kazdy
vektor ve tvaru (o, 0) pro o € R\ {0} je tedy vlastnim vektorem matice B
s piislusnym vlastnim ¢islem A\ = 2.
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Vektory na ose xy se pri zobrazeni f nezméni, proto také kazdy vektor
(0,2)T pro a € R\ {0} je vlastnim vektorem B a odpovida vlastnimu &islu
A2 = 1. Vektory mimo osy pfi zobrazeni f méni smér.

T2

Vg = BUQ A

\

> T

4

U1

B (O]

(c) Linearni zobrazeni f(x) = Cx odpovida zkoseni a zaroven zvétSeni, pro

zobrazeni plati

f((z1,22)7) = (221 + 22, 232)".

Vlastni vektory matice C' jsou viechny nenulové vektory (a,0) leZici na
ose x1, protoze tyto vektory pii zobrazeni f smér neméni. Tyto vektory
zobrazeni dvojnasobné prodluzuje, protoze plati

f((a,0)) = (20,0)" = 2(ex, 0)7,

prislusné vlastni ¢islo je tedy A = 2.

T2

C

\

Y,/

\ xl

4

U1

4
C'vq

Linearni zobrazeni f(x) = Dx odpovida kolmé (ortogonélni) projekci na

osu 1. a 3. kvadrantu (tedy pfimku z; = x5), plati

f((w1,22)") = %(% + a9, 21 + 1)

Nenulové vektory lezici na této ose se pii projekci f zobrazi samy na sebe,
jsou tedy vlastnimi vektory matice D. Neméni se ani velikost a orientace
téchto vektort, odpovidajici vlastni ¢islo je proto A; = 1.
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T2

Vg V1 = Dl‘]

T1
DUQ
D’

Dalsimi vlastnimi vektory jsou vSechny nenulové vektory kolmé na osu 1. a
3. kvadrantu, tj. vektory ve tvaru (—a, a)? pro a € R\ {0}. Tyto vektory
se pii projekci f zobrazi do pocatku (0,0)T, odpovidajici vlastni &islo je
Ao = 0 (vektory se 8kaluji na 0-nasobek puvodni délky). MaZzeme snadno
oveérit, ze podminka z definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru je splnéna
i pro tento pripad:

o3 )(2)- (-

Cv. 7.2 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni
vektory nésledujicich matic nad télesem C. Jsou vlastni vektory jednoznacné?

() A= (2 _63),

(a) Charakteristicky polynom matice A vzhledem k proménné \ je polynom
pa(A) = det(A — AI,).

JelikoZ jsou vlastni ¢isla matice A pravé kofeny polynomu pa(\), miuzeme
charakteristicky polynom vyuzit pro jejich vypocet.

Pro zadanou matici A dostaneme charakteristicky polynom

6 —3—A
— (2= A)(-3-X)—6-6.

pa(A) = det(A — AL) = det (2 -x 6 )

Déle mtuzeme tento polynom upravit a najit jeho koteny:

AN =2 =M (-3-X)=6-6=X+A—-42=A—=6)(A+T7).
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Kofeny polynomu, a tedy vlastnimi ¢isly matice A, jsou hodnoty A\ =6 a
)\2 =-T7.

Vlastni vektor piislusny k danému vlastnimu ¢islu A najdeme jako bazi
jadra matice A — AI,,. Pro vlastni ¢islo \; = 6 tedy hledame bazi jadra

matice
2—-6 6 (-4 6
6 -3—-6)/ \6 —-9)°

kterou tvo¥i napt. vektor z; = (3,2)”. Podobné pro Ay = —7 hledame bézi
Ker(A — A\als), tj. bazi jadra matice

<2 _é_7) -3 —6<—7>) N <2 i)'

Tu tvoif napf. vektor xo = (2, —3)7.

Matice A ma tedy vlastni ¢islo A\; = 6 s odpovidajicim vlastnim vektorem
71 = (3,2)T a vlastni ¢islo Ay = —7 s odpovidajicim vlastnim vektorem
1y = (2,—-3)T. Vlastni vektory nejsou uréeny jednozna¢né — kazdy nenulovy
nasobek vlastniho vektoru je také vlastnim vektorem.

Charakteristicky polynom matice B je

-2 2-)
=-A2-)N)+2=)N -2\ +2.

p(\) = det(B — Aly) = det (0 )\ 1 )

Tento polynom méa pouze komplexni koreny, a to
—(=2) £ +/(-2)2—4-1-2
Mz = 2-1

Vlastni vektor pro A\; = 1 + ¢ tvoii bazi jadra matice

(O_<—12+i> 2—(11+i)) B (_1—;Z 12)

Béazi jadra najdeme (stejné jako pro realné matice) pomoci Gaussovy eli-
minace. Pri¢tenim (—1 + i)-nasobku 1. fadku k 2. fadku dostaneme:

<_1—;Z 12) ~ <—2+(—_11—_¢)i(—1+¢) 1—i+ 11(—1+i)) ~

—1—1 1 —1—-7 1
242 1—i—-1+41 0 0/

Vsechna FeSeni soustavy (B — A Iy)x = 0 jsou ve tvaru z(1,141) pro z € C.
Hledanym vlastnim vektorem je tedy napi. vektor z; = (1,1 4+ ).

=1+

Vlastni vektor xy pro druhé vlastni ¢islo Ay = 1 — ¢ tvoii bazi jadra matice

(O_(—lz_i) 2—(11—¢)) - <_1—;Z 1~1H)

a je to napt. vektor zo = (1,1 —1)7.

Matice B ma tudiz vlastni ¢islo \; = 1 + ¢ s odpovidajicim vlastnim vek-
torem x; = (1,1 +i)T a vlastni ¢islo Ay = 1 — i s odpovidajicim vlastnim
vektorem xy = (1,1 —4)7T.
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(c) Postupujeme obdobné jako u matic 2 x 2. Charakteristicky polynom matice
C vyjadiime pomoci determinantu:

2—A —1 2
po(A) = det(C' — A\3) = det 5 =3-=2A 3 =
-1 0 —2—-A
=2-XN)(=3-XN)(2-XN)+(-1)-3-(-1)+2-5-0-—
-2 (=3=X)-(-1)=3-0-(2—=X) —(-1)-5-(=2—=X)
=—(A+1)>

Matice C' méa tedy vlastni ¢islo A = —1. Dale najdeme bazi jadra matice

2—(-1) ~1 2 3 -1 2
5 —3—(-1) 3 =5 -2 3],
~1 0 —2—(=1) -1 0 -1

kterou tvori napi. {(1,1,—1)T}. Matice C' ma (trojnasobné) vlastni &islo

A = —1, kterému pifslusi jeden vlastni vektor x = (1,1, —1)7.

Cv. 7.3 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla matice

3201 =2
0200 O
A=12010 3
0501 0
4 8 07 =3
Reseni:
Charakteristicky polynom matice A opét dostaneme jako determinant
33— 2 0 1 —2
0 2—-X 0 0 0

pa(A) = det(A — Al5) = det 2 0 1-X 0 3
0 D 0 1—A 0
8 0 7 —-3-A

Pro vyjadieni determinantu této matice je vyhodné pouzit Laplacetiv rozvoj,
napf. podle 2. fadku (obsahuje jediny nenulovy prvek), nasledné podle 4. fadku
a nakonec podle 3. sloupce. Tim dostaneme charakteristicky polynom

3—A =2
pa) = 2= (1= N - Naer (P72 )
= —(2=N)(1=N31+N).
Vlastni ¢isla matice A jsou tedy 2, 1 (trojnasobné) a —1.

Cv. 7.4 Zname tii vlastni ¢isla matice

10 0 7 =7
4 5 2 =2
4= 16 4 15 -8 |’

30 4 26 —19
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ato A\ =3, Ay = —4 a A3 = 5. Dopocitejte zbylé vlastni ¢islo.
Reseni:
K feSeni ulohy muzeme vyuzit znalost vztahi mezi souc¢inem vlastnich ¢isel a
determinantem matice, respektive mezi souctem vlastnich ¢isel a stopou matice:
det(A) = A1+ Ay, trace(A) = A1 + ... + A\,
Vypocet determinantu je pracnéjsi, ale i vyuziti tohoto vztahu vede k TeSeni.
Determinant matice A miiZzeme spocitat napt. Gaussovou eliminaci, dostaneme
det(A) = —420. Pro zbylé vlastni ¢islo potom plati
det(A) = —420 = )\1)\2)\3)\4 =3- (—4) -5 )\4,
tedy Ay = —420/(—60) = 7.
Vyhodnéjsi je ale pouzit vztah mezi souctem vlastnich ¢isel a stopou matice.
Stopa matice je soucet prvku na diagonale, tedy
4
trace(A) = » a; =10+5+ 1519 =11.
i=1
Protoze je stopa matice zaroven rovna souctu vlastnich ¢isel, plati pro zbylé
vlastni ¢islo
Cv. 7.5 Matice A ma vlastni ¢isla A1, ..., A\, a jim odpovidajici vlastni vektory xy, ..., x,.

Urcete, jak vypadaji vlastni ¢isla a vlastni vektory:

a
b) matice oA,

) matice A%
)

¢) matice A+ al,,
)

—_ S T

d) matice AT,

—~

Reseni:

(a) Necht \; je vlastni ¢islo matice A a z; je jemu piislusny vlastni vektor. Pak
podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru plati Ax; = \;z;. Jak se
bude chovat z; pii pfenasobeni A?? Dostavame

Vlastni ¢islo A\; se umocni na druhou a vlastni vektor x; zlistane stejny.
Matice A? ma tedy vlastni vektory zi,...,z, a jim odpovidajici vlastni
cisla A2 ... A2
(b) Opét dle predpokladu plati Az; = A\;x;. Podobné jako v predchozim pii-
kladu se podivame, jak dopadne vysledek aAx;. Dostavame
(aA)z; = a(Az;) = a(Nx;) = (aN)xy,

Matice oA ma vlastni vektory xq,...,x, a jim odpovidajici vlastni Cisla
1670, S PR . Wy



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 2 43

Cv. 7.6

Cv. 7.7

Cv. 7.8

(c) Opét dle predpokladu plati Azx; = A\;x;. Podobné jako v predchozim pii-
kladu se podivame, jak dopadne vysledek (A 4 al,)z;. Dostavame

(A+ aly)x; = Az; + (al,)x; = Nz + ax; = (A + o).

Matice (A + al,,) ma vlastni vektory x1,...,z, a jim odpovidajici vlastni
¢isla A\ +a, ..., A\, + a.

(d) Postup z ptredchozich poduloh zde nelze pfimo aplikovat, musime vyuzit
néceho jiného. Muzeme vyuzit fakt, Ze vlastni ¢isla matice A jsou praveé ko-
feny jejiho charakteristického polynomu p4(A) = det(A — AI,). Z vlastnosti
determinantu vime, ze transpozice matice hodnotu determinantu neménti,
tudiz plati

det(A — L) = det((A — AI,)T) = det(AT — AL,).

ProtoZe je ale zérovenn det(AT — A1) = par(\) charakteristicky polynom
matice AT, ma matice AT stejné vlastni ¢isla jako matice A.

Vlastni vektory matice a jeji transpozice mohou byt obecné riizné, napft.
matice A = (J}) mé vlastni vektory ve tvaru (a,0)” pro a € R\ {o},

zatimco matice AT = (99) ma vlastni vektory ve tvaru (0,a)? pro a €

R\ {o}.

Ukazte, ze jeden vlastni vektor matice A € R™*™ nemuze piisluset riznym vlast-
nim ¢isliam.

Reseni:

Bud z vlastni vektor matice A. Pro spor predpokladejme, Ze x prislusi vliastnim

¢islim \q, Ao, pfi¢emz A\ # Ao. Podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru
plati Ax = Az a zaroven Ax = A\x. Potom ale dostavame A\jx = Az, neboli

)\11‘ — )\Ql‘ = ()\1 - )\Q)ZL' = 0.

To znamen4, Ze plati A\ — Ay = 0 nebo z = 0. Vlastni vektor z je z definice nenu-
lovy, musi proto platit A\; — Ay = 0, a tedy A\ = )Xo, coz je spor s predpokladem
A1 # Ao

Najdéte nejmensi ¢islo o € R tak, ze A + (1, je regularni pro v8echny 5 > «.

Reseni:
Vyuzijeme charakterizace, ze matice je regularni pravé tehdy, kdyz jsou vSechna
jeji vlastni ¢isla nenulova. Necht Ay > --- > A, jsou ta vlastni ¢isla matice A,

ktera jsou realné (ta ryze komplexni mizeme ignorovat). Ze cviceni [ZB]@] vime,
ze se vlastni ¢isla matice (A+51,) rovnaji \y+5 > - -+ > A\, + . Protoze chceme
regularitu pro vSechny 8 > «, musi dokonce platit nezapornost vlastnich ¢isel,
M+06>---> )N, + 8 >0. A protoze cheme minimalni hodnotu «, zvolime ji
tedy tak, ze \y + a > --- > A\, + a = 0. Z toho odvodime, 7Ze a = —\,,.

Znéme-li vlastni ¢isla a vektory matic A € R™*" B € R™* ™ jak je spocitat pro

matici
A 0
— ?
M (0 B).
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Reseni:

Ozna¢me vlastni ¢isla A jako Aq1,..., A\, a jim odpovidajici vlastni vektory
Z1,...,%y. Obdobné pro matici B, méjme vlastni ¢isla pq,...,u, a jim od-
povidajici vlastni vektory yi,...,¥y,. Pro jednoduchost zde predpoklddame, ze
existuje plny pocet vlastnich vektori. Ozna¢me Mz = vz jako vlastni ¢islo v a
vlastni vektor z matice M. Muzeme blokové rozepsat

ve=(5 3) (2)=(5)=+(2)

Z toho vyplyva, 7ze Az; = vz; a Bz = vzy. Vidime, Ze podvektory zi, zo maji
stejné vlastnosti, jako vlastni vektory A a B s tim rozdilem, Ze nepozadujeme
nenulovost obou z nich zaroven (pouze nenulovost celého z). V zavislosti na
nulovosti slozek zi, 2o rozlisime nékolik pripadu:

(a) Pokud z; = o, musi 25 # o (z je vlastni vektor). Dostavame

(6 5)(2) = (52) -+ (%)

Vidime, Ze kazdy vektor (o,;)7 je vlastnim vektorem M s odpovidajicim
vlastnim ¢islem ;.

(b) Pokud z = o, musi z; # o. Vidime, Ze situace je obdobna jako v pfedchozim
piipadé a proto plati, ze vektor (z;,0)” je vlastni vektor M odpovidajic
vlastnimu ¢islo A;.

(c) Pripad, kdy z; = 0 a z3 = 0 nemize nastat, protoze pozadujeme nenulovost
vlastniho vektoru z.

(d) Pokud z; # 0, z9 # 0, poté z1 a ze odpovidaji vlastnim vektoram A a B. Pro
ty musi platit, Ze jim odpovida stejné vlastni ¢islo v. Tedy pokud existuje
A\i = pj, potom z = (z;,y;)7 je vliastnim vektorem M a \; = pu; je jeho
odpovidajici vlastni ¢islo. VSimnéme si nicméné, ze v takovém piipadé je
vektor z = (2;,0)" + (0,y;)7 linearni kombinaci jiz nalezenych vlastnich
vektort.

Vlastni ¢isla matice M tedy jsou

)\17"'7)\m7,u17"'7:un

a prislusné vlastni vektory

() (5)- ()G

Pov§imnéme si, Ze vlastni vektory tvaru (z;,0)7 a (0, y;)7 jsou nenulové a linearné
nezéavislé (protoze w1, ..., x,, byly linedrné nezavislé a yi, ..., y, také).

Cv. 7.9 Bud P € R™™ matice projekce. Jakd méa vlastni ¢isla a vlastni vektory?

Reseni:



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 2 45

Cv. 7.10

Pro urceni vlastnich ¢isel matice projekce miizeme vyuzit jeji vlastnost, ze opa-
kovana projekce ma stejny efekt, jako projekce samotné, neboli P? = P. Necht
A je vlastni ¢islo P a x odpovidajici vlastni vektor. Dostavame,

P%x = P(Px) = P(\z) = A\(Px) = Mz
a zaroven
P?*r = Pz = \x.
Z toho plyne, Ze \> = X, neboli A(A — 1) = 0. Vlastni &isla matice P jsou proto
pouze 1 a 0.

Vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu 1 spliwuji Px = x. Z vlastnosti pro-
jekce tento vztah spliwji vechny vektory z € V', kde V' = S(P) je podprostor, do
kterého matice P projektuje. Jako linearné nezavislou podmnozinu vlastnich vek-
tortt zvolime libovolnou bazi prostoru V. Oznac¢ime-li m = dim (V') = rank(P),
tak jsme nasli m vlastnich vektori pro vlastni ¢islo 1.

Vlastnimu c¢islu 0 odpovidaji vektory spliujici Pz = o. To jsou ale vektory
x € Ker(P), jako linearné nezavislou podmnozinu vlastnich vektoru tedy zvolime
libovolnou bézi Ker(P). Z vlastnosti kolmé projekce si mizeme také uvédomit,
7e Ker(P) = V1. Nasli jsme tedy n — m vlastnich vektorti pro vlastni &slo 0.

Celkem tak méame m+ (n—m) = n vlastnich vektori, takze uz zadné jiné vlastni
vektory, a tim padem ani vlastni ¢isla, neexistuji. Vlastni ¢islo 1 je m-nésobné a
vlastni ¢islo 0 je (n — m)-nasobné.

(12
BudA_<3 4>.

(a) Ovérte Cayleyho-Hamiltonovu vétu,
(b) Vyjadiete A* jako linearni kombinaci I, a A,
(c) Vyjadiete A1 jako linearni kombinace I, a A.

Resent:

(a) Vétatika, ze pro charakteristicky polynom matice p4(\) plati, ze p4(A) = 0.
Urcéime
1—A 2

pa(A) = det(A — A1,,) = det ( 54—

):)\2—5)\—2.

Dosadime A,

r (7 10\ (5 10y (2 0\ (00
pa(4) = A —5A‘2]2—<15 22) (15 20) (o 2)‘(0 0)'

(b) Pro vyjadieni A* musime A* vydélit polynomem p4(\) se zbytkem, ¢imz
ziskdme tvar A* = r(A)pa(\) + s(N\). Po dosazeni A = A dostaneme A? =
s(A), protoze pa(A) = 0. Spocitame

M =r(N) (A2 =5\ —2) +5())
= (A2 +5X+27) (A% — 5X — 2) + 145\ + 54,
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7. Vlastni c¢isla — zdklady

kde zbytek s(A) = 145\ + 54. Dosazenim mame pozadované vyjadieni
At = s(A) = 145A + 541,.
Vztah muzeme ovérit zkouskou — leva i prava strana vyrazu dé stejnou
matici
s 199 290
435 634 ) °
(c¢) Podle Cayleyho-Hamiltonovy véty plati
0=pa(A) = A% —5A —2I,.
Rovnici vynasobime matici A™! a ziskdme
0=A-5I,—247"

7Z této rovnice uz snadno vyjadifme A~! jako

1 1 /-4 2
1 + _E. -
A = 2(A 5-1) = i ( 5 _1) .
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Cv. 8.1

Cv. 8.2

Cv. 8.3

8. Vlastni cisla — diagonalizovatelnost

Vysettete vlastnost podobnosti jako relace.

Reseni:
Podle definice jsou dvé matice A, B € C"*" podobné A ~ B, pokud existuje
regularni S € C™*" takovd, ze A = SBS™L.

Reflexivita. Nejprve vySetiime, zda je podobnost reflexivni. To by znamenalo, ze
existuje S takova, ze A = SAS™!. Okamzité vidime, Ze za S miZeme dosadit
S = I,, tedy podobnost je reflexivni relace.

Symetrie. Symetrie fika, ze pokud A = SBS™!, potom existuje regularni matice
T takova, ze B = TAT~!. Pfenasobenim prvni rovnosti matici S=! zleva a
matici S zprava dostavame vyraz ST'AS = B, tedy miizeme volit T = S~1.
Podobnost je symetrické relace.

Tranzitivita. Tranzitivita k4, ze pokud A ~ B a B ~ (', potom A ~ C. Jinymi
slovy, pokud existuji regularni matice S, T takové, 7e A = SBS~'a B = TCT™!,
poté existuje regularni matice U takova, Ze A = UCU!. Dosazenim druhé
rovnice do prvni dostavame

A=8BS ' =S(TCT 1S = (ST)C(T"'S™) = (ST)C(ST)".

Vidime, Ze za matici U mizeme volit U = ST. Tato matice bude regularni,
protoze soucin dvou regularnich matic je opét regularni matice.

Relace podobnosti matic je tedy reflexivni, symetrickd a tranzitivni, je to tudiz
relace ekvivalence.

Rozhodnéte o platnosti A ~ B = A? ~ B2. Jak to bude s opa¢nou implikaci?

Reseni:

Pokud A ~ B, potom existuje regularni matice S takové, ze A = SBS~!. Chceme
rozhodnout, zda poté existuje regularni matice T takova, 7ze A? = TB*T %
Pomoci prvniho vztahu miizeme matici A? vyjadfit jako

A?=(SBS " (SBS™") =SB(S7'S)BS™' = SBBS™! = SB*S™ .

Vidime tedy, Ze miizeme volit matici 7' = S, a tudiz implikace plati.

Opacna implikace obecné platit nebude. Ke konstrukei protipiikladu muzeme
vyuzit napiiklad vztahu, Ze podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Zvolme
A =1, a B = —1I,. Diagonalni matice maji vlastni ¢isla na diagonéle, proto
vlastni ¢islo matice A je 1 s algebraickou nésobnosti n a vlastni ¢islo matice B
je —1 s algebraickou nasobnosti n. Matice A a B tedy nejsou podobné. Nicméné,
A? = [, a B®> = (-1I,)(—1,) = I,. Plati dokonce A*> = B? a z reflexivity
podobnosti tedy vyplyva, 7ze A% ~ B2,

Urcete, zda jsou nasledujici matice diagonalizovatelné:

4 =2 0
(a) A=({0 2 0],
6 -5 1



48

8. Viastni ¢isla — diagonalizovatelnost

Reseni:

K ur¢eni diagonalizovatelnosti matice musime rozhodnout, zda matice méa n line-
arné nezavislych vlastnich vektort. Spoc¢itame tedy vlastni ¢isla matice a uréime,
kolik jim piislusi vlastnich vektord. Jinymi slovy, rozhodneme, zda algebraicka
a geometricki nasobnost kazdého vlastniho ¢isla je stejna. Vlastni vektory poci-
tat nemusime, to k rozhodnuti ohledné diagonalizovatelnosti neni potieba (je to
potieba k sestrojeni spektralniho rozkladu, coz zde nepozadujeme).

(a) Spoctéme tedy vlastni ¢isla matice A jakoZzto koteny jejiho charakteristic-
kého polynomu. Charakteristicky polynom matice A je

pa(A) = det(A — M) = = X3+ 7\ — 14\ 4+ 8 =
=(4-N2=-N(1-N).

Vlastni ¢isla jsou tedy Ay = 4, Ay = 2 a A3 = 1. Protoze jsou navzajem
rizna, je matice nutné diagonalizovatelna.

(b) Postupujeme stejné jako u matice A, jen zde vyjdou komplexni vlastni ¢isla.
Charakteristicky polynom matice B se rovna pg(\) = A\? — 2\ + 2. Koreny
polynomu pg(A) jsou 141 a 1 — . Opét jsou vlastni ¢isla navzéjem rizna,
matice je tedy diagonalizovatelna.

(c) Charakteristicky polynom matice C' je po(A) = (5 — )% Matice C' ma tedy
vlastni ¢islo 5 s algebraickou nasobnosti 2. Geometrické nédsobnost vlastniho
¢isla je rovna ¢islu

rank(C' — Aly) = rank(C — 5 - Iy) = rank (8 é) = 1.

Proto k vlastnimu ¢éislu 5 existuje pouze jediny vlastni vektor, a matice C'
tudiz neni diagonalizovatelné.

(d) Matice D je horni trojuhelnikové, jeji vlastni ¢isla jsou tedy prvky na dia-
gonale. Konkrétné, je to jednonésobné vlastni ¢islo Ay = 2 a dvojnasobné
vlastni ¢islo Ay = 7. K prvnimu vlastnimu ¢islu existuje pouze jeden vlastni
vektor, ale jak to bude s druhym vlastnim ¢islem? Hodnost matice

-5 3 3
D—-—MNIs=D-7-I35=( 0 0 0
0 00

je jedna, coz znamené, Ze k Ay nalezi dva vlastni vektory. Dohromady tak
méame plny pocet vlastnich vektori, a proto je matice D diagonalizovatelna.
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Cv. 8.4 Rozlozte nasledujici matice na sou¢in SDS~!, kde matice S je regularni a matice
D je diagonalni:

2 00
(a) | -4 1 3],

—4 0 4

2 0 0\
(by -4 1 3] ,

—4 0 4

0o 2 -2
(¢c) |1 -1 5

2 —4 8
Reseni:

Spocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory dané matice. Pokud je vlastnich vektort
plny podet, tj. je jich n linedrnd nezavislych, sestrojime samotny rozklad SDS~*
tak, ze diagonalu D budou tvorit vlastni ¢isla matice a sloupce matice S budou
tvorit vlastni vektory matice.

(a) Charakteristicky polynom matice je p(A) = (2 — A)(1 — A\)(4 — A), vlastni
¢isla jsou tedy 2,1,4. Tém odpovidaji vlastni vektory (1,2,2)7, (0,1,0)7,
(0,1,1)T, které jsou linearné nezavislé. Dostavame

2 00 1 00 2 00 1 0 0
-4 1 3]l=(211 010 1 -1
—4 0 4 2 01 0 0 4 -2 0 1

(b) Pro vypocet miizeme vyuZit vztahu matice A a AT. Pokud A = SDS™!,
potom

AT =(SDS™HT = (s H)TDT'ST = (s 1T DST.
Po dosazeni z predchozi podilohy dostévame rozklad

T

2 00 1 0 =2 2 00 1 2 2
-4 1 3] =0 1 0 010 010
-4 0 4 0 -1 1 0 0 4 011

(c) Charakteristicky polynom matice je (4 — A)(2 — A)(1 — A), vlastni ¢isla jsou
tedy 4,2, 1. Tém odpovidaji vl. vektory (0,1, 1)T, (1,2, 1)T, (2,1,0)T, které
jsou linearné nezavislé. Dostavame

0 2 =2 01 2 4 00 1 -2 3
1 -1 5 |=(1 21 0 20 -1 2 =2
2 -4 8 110 0 01 1 -1 1

Cv. 8.5 Najdéte chybu v néasledujici tvaze: Vyjdéme z rovnice Ar = Az. Je-li vlastni
¢islo A = 0, pak x € Ker(A). Je-li vlastni ¢islo A # 0, pak x € S(A). Protoze
dim Ker(A)+dim S(A) = n, ma matice A plny pocet vlastnich vektori a je tudiz
diagonalizovatelna.
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8. Viastni ¢isla — diagonalizovatelnost

Cv. 8.6

Reseni:

Skutecné plati, ze kazdy vlastni vektor nalezi do Ker(A) nebo S(A). Plati ale
opacny smér? Libovolny vektor z Ker(A) je vlastnim vektorem, ktery piislusi
nulovému vlastnimu ¢islu. Ale ne kazdy vektor ze sloupcového prostoru S(A)
musi byt vlastnim vektorem matice A. Napiiklad matice

2 3
(%)
mé jediny vlastni vektor z = (1,0)?. Proto prvni sloupec matice je vlastnim
vektorem, ale druhy sloupec neni.
Dokazte pfimo Cayleyho-Hamiltonovu vétu pro diagonalizovatelné matice.
Reseni:
Cayleho-Hamiltonova véta 1ika, ze pokud pro matici A € C™*™ mame charakte-
risticky polynom pa(\) = (=1)"\" + a, A" 1 + ... + a1\ + ag, poté
pa(A) = (=1)"A" +a, A" -+ a1 A+ agl, = 0.

Pro diagonalizovatelné matice plati, Ze existuje regularni S takové, ze A =
SDS! kde D je diagonalni matice s vlastnimi &sly na diagonale. Dosadme
do levé strany rovnice

(—1D)™(SDS™" + a,_(SDS™ " ' +--- +a;SDS™' + agl,.
Déle, protoze A* = (SDS™1)* = SD*S~1 miiZeme vyraz upravit na
(-1)"SD"S™t +a, SD" 'S 4+ 4 SDST + agl,.
Vytknéme z vyrazu matici S zleva a matici S~! zprava, dostavame
S((=1)"D" + a,_1D" ' + -4+ a1 D+ aol,)S™ .
Matice M = (=1)"D" + a,, D" ' + -+ + a1 D + agl,, méa slozky

ij

o (=1)"0" + a, 10" 4+ + a0 + a0 =0 pro i # 7,
(=1)" AP 4 ana AP+ -+ ardi + ag = pa(A) =0 proi=j.

Matice M je tedy nulova. Dostavame proto
pa(A) =SMS'=505"1=0,

¢imz je tvrzeni dokazano.
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9. Vlastni c¢isla — Jordanova normalni forma a
symetrické matice

Jordanova normalni forma

Cv. 9.1 Najdéte

(a) matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem (libovolnym),

(b) matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem v = (1,1, 1),

Resent:

(a) Matice musi mit Jordanovu normalni formu ve tvaru jediné Jordanovy
buniky velikosti 3. Mtzeme tedy volit pfimo Jordanovu buiiku

Js()\) =

o O >
S > =
> = O

kde A je libovolné ¢islo.

(b) Vyjdeme z predchoziho piikladu a zvolime napiiklad matici

J3(0) =

o O O

1
0
0

o = O

Vlastni vektor této matice je jediny, ale je to vektor e; = (1,0,0)7. Pokud
chceme zménit vlastni vektor, ale zachovat vlastni ¢isla a jejich algebraické
a geometrické nésobnosti, mizeme vyuzit podobnosti a uvazovat matici
ve tvaru A = S71J3(0)S. Aby byl vektor v vlastnim vektorem a &islo A
vlastnim ¢&fslem matice A, musi platit Av = v, ¢li S71J3(0)Sv = .
Prenasobenim matici S zleva dostaneme J3(0)Sv = ASv. Tudiz vektor Sv
je vlastnim vektorem matice J3(0), coz znamena Sv = e;. Hledame tedy
regularni matici S takovou, aby platilo

1 1
S11] =10
1 0

Takovym matic existuje mnoho, zvolime napiiklad

1 0 O

S=11 -1 0

0o 1 -1

Hledana matice potom je
A =S571J5(0)8

1 0 0 010 1 0 O 1 -1 0
=11 -1 0 0 01 1 -1 0 ]=11 -2 1
1 -1 -1 000 1 -1 1 -2 1
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9. Vlastni c¢isla — Jordanova normdlni forma a symetrické matice

Cv. 9.2

Cv. 9.3

Muzeme pak ovéfit, ze tato matice spliuje zadani: Matice A mé jediné
vlastni ¢islo 0, které je trojnasobné a piislusi mu jediny vlastni vektor v.

V kolika Jordanovych buiikach matice A € R1*16 je vlastni ¢islo 8, pokud vime,
ze rank(A — 8115) = 97

Reseni:
Pocet v8ech Jordanovych bunék odpovidajicich vlastnimu ¢islu A je roven pocétu
vlastnich vektoru pro A, tedy hodnoté n — rank(A — Al,,). V naSem piipadé
n — rank(A — 81,) = 16 — 9 = 7. Tedy vlastni ¢islo 8 je v sedmi Jordanovych
bunkach.

Najdéte Jordanovu normalni formu matic

101 111 1288

A=l011]|, B=|o11], Cc=
00 2 00 2 bzsd
1211

Resent:

Matice A je trojuhelnikova, jeji vlastni ¢isla jsou tedy prvky na diagonale. Kon-
krétné matice A méa vlastni ¢islo A\; = 1 (dvojnésobné) a A; = 2 (jednonasobné).
Vlastni ¢islo \s lezi v jedné Jordanoveé buiice velikosti 1, ale A\ miize lezet v jedné
nebo dvou Jordanovych buiikdch. Spoé¢itame proto rank(A — A;13) = 1, coz fika,
ze geometricka nasobnost Ay je dva, ¢ili prislusi mu dva vlastni vektory. Hledané
Jordanova normalni forma je

1
0
0

o = O
N O O

Matice B ma také dvojnasobné vlastni ¢islo Ay = 1 a jednonasobné vlastni ¢islo
Ao = 2. Protoze rank(B — A\iI3) = 2, prislusi k vlastnimu ¢islo A\; pouze jeden
vlastni vektor a tudiz Ay lezi v Jordanové bunice velikosti 2. Jordanova normalni
forma matice B je

o O =
O = =
N OO

Matice C' méa dvojnasobné vlastni ¢islo \; = 1 a dvojnésobné vlastni ¢islo Ay = 3.
Protoze rank(C' — A\ I3) = 2 a rank(C' — \y13) = 3, vlastni ¢islo Ay lezi ve dvou
bunkéch, kdezto s lezi v jedné buiice. Jordanova normalni forma matice C' je

o O O
o O = O
o Ww o o
w = oo
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Cv. 9.4 Urcete, kolik je tiid ekvivalence podobnosti pro:
(a) matice fadu 4, které maji pouze vlastni ¢islo 7,
(b) matice fadu 3 s vlastnimi ¢isly 5 a 7.

Resent:

(a) Kazda matice je podobna matici v Jordanové normélni formé, které je jed-
nozna¢né az na poradi bunék na diagonéle. Staci tedy spocitat, kolik je
riznych tvarid matic v Jordanové normalni formé. Pokud je vlastni ¢islo 7

e (tyinésobné, pak je jedind moznost s butikami J,(7), J1(7), J1(7), J1(7);
e trojnasobné, pak je jedina moznost s buitkami J5(7), J1(7), J1(7);

e dvojnasobné, pak existuji dvé moznosti s bunkami J5(7), Jo(7) nebo
Ji(7), J3(7);

e jednonasobné, pak je jedind moznost s bunkami Jy(7).

Souhrnem mame 5 t¥id ekvivalence s reprezentanty

)

O O O
O O N O
O N O O
O O O
SO N

7 0
0 0
0 1
0 7

O N O O
N O O O
SO -
SO N O O
O O O
SO O+
O N = O
T O O O
O O O
SO -
[« IEN I S )
T = O O

0
0
0 )
7

(b) Provedeme obdobny rozbor:

e Matice méa vlastni ¢islo 5 dvojnasobné a vlastni ¢islo 7 jednonéasobné.
Pak Jordantv normalni tvar se muze skladat z bunek Jy(5), J1(5), J1(7)
nebo z bunék Jy(5), J1(7).

e Matice mé vlastni ¢islo 5 jednonasobné a vlastni ¢islo 7 dvojnésobné. To

je opacna situace k predchozi. Jordantiv norméalni tvar se miuze skladat
z bunék J;(5), J1(7), J1(7) nebo z bunék J;(5), Jo(7).

Jina situace nez ty vyse zminéné nastat nemitize, protoze kazdé vlastni ¢islo
musi mit nasobnost asponn 1. Dostali jsme dohromady 4 t¥idy ekvivalence
s reprezentanty

50 0 5 10 50 0 50 0
050, loso0f, [o7o0], [0o71
007 007 007 007

Cv. 9.5 Najdéte Jordanovu normélni formu matice J,(\)7.

Reseni:

Matice J,(A)T méa stejné spektralni vlastnosti jako matice J,(\): prislusf ji pouze
vlastni ¢islo A (je to trojuhelnikova matice, takze vlastni ¢isla ma na diagonale),
které je algebraicky n-nasobné, ale geometricky jednonasobné, protoze mu pii-
sludi jediny vlastni vektor (hodnost matice J,(A\)T — A, = J,(0)T je n — 1).
Jordanovu normélni forma matice J,,(A)T je opét J,(\).
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Pozndmka. Mohla by nas zajimat matice podobnosti, tedy matice S, pro kterou
plati J,(\)T = SJ,(A\)TS™L. Tuto vlastnost ma napifklad permuta¢ni matice

0 0 1
S = 0
0 .-
1 0 0
Cv. 9.6 O kolik se maximalné zmensi hodnost matice A € R™*" kdy# ji umocnime A??

Reseni:

Umocnénim se hodnost matice nemtze zvysit, tedy rank(A?) < rank(A). Nicméné,
hodnost se muze zmensit. Cilem cviceni je ukazat, Zze se nemiize zmensit o libo-
volnou hodnotu.

Matice A je podobné matici J v Jordanové normalni formé, A = SJS~!. Protoze
A? = SJ2S7! a ob& matice A,.J maji stejnou hodnost, staci Gvahu omezit na
matice v Jordanové normalni formé a na jednotlivé Jordanovy buiiky.

Uvazujme Jordanovu buiitku Ji(A), kde A # 0. Potom je bunika regularni a jeji
druha mocnina také, tim padem ke sniZzeni hodnosti nedojde. Pro nejhorsi pripad
sta¢i uvazovat Jordanovy bunky s A = 0. Pro k£ = 1 je Jordanova bunka i jeji
mocnina nulova a opét maji stejnou hodnost. Necht k& > 2. Hodnost matice J;(0)
je kK — 1 a hodnost druhé mocniny J;(0)? je k — 2. TudiZ umocnénim dojde je
snizeni hodnosti bez ohledu na velikost Jordanovy buiiky. Nejhorsi piipad tedy
je, kdyz je buné¢k velikosti k& > 2 co nejvice, a tedy kdyz maji velikost 2. To
znamend, ze matice mé na diagonéle pouze Jordanovy buinky J5(2) (pfipadné
navic jednu buiiku .J;(0), pokud je n liché). Potom se umocnénim snizi hodnost

o pocet bunék, tedy o [%]. Dokazali jsme tak vztah

rank(A?) > rank(A) — {SJ

a tato mez je tésné, to znamena, ze se nabyde jako rovnost pro kazdé n a urcitou
matici A € R™*"; takovou matici jsme zkonstruovali postupem nahote.

Symetrické matice

Cv. 9.7 Ukaizte, Ze spektralni rozklad A = QAQT, kde A je diagonalni a @ ortogonalni,

existuje pouze pro symetrické matice.

Reseni:

Pro symetrické matice vime z prednasky, ze spektralni rozklad existuje. Protoze
matice QAQ7 je symetrické, takovyto rozklad pro nesymetrické matice nemiize
nastat.

Cv. 9.8 Najdéte spektralni rozklad matice

1 11
A=111 1
1 11
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Cv. 9.9

Cv. 9.10

Cv. 9.11

Reseni:
Vlastni ¢isla matice A jsou 3 a 0 (dvojnasobné). K vlastnimu ¢islu 3 piislusi

vlastni vektor (1,1,1)T. K vlastnimu ¢islu 0 prislusi vlastni vektory napifklad
(1,—1,0)T, (1,0, —1)T. Pokud sestavime matice

300 11 1
A=[o oo, s=(1 -1 o],
000 1 0 -1

dostaneme spektralni rozklad A = SAS™!. Nicméné spektralni rozklad syme-
trické matice vyzaduje ortogonalni matici. Musime tedy vlastni vektory orto-
normalizovat. Vlastni vektory pro rizné vlastni ¢isla symetrické matice jsou
automaticky na sebe kolmé, ¢ili staci ortonormalizovat vlastni vektory pro vice-
nasobna vlastni ¢isla (ty ostatni pouze znormujeme, aby mély velikost 1). Kon-
krétné musime ortonormalizovat dvojici vektort (1, —1,0)%, (1,0, —1)T. Aplikaci
Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace dostaneme vektory

2(1,-1,0)7, (1,1, -2)".

Hledany spektralni rozklad ma podobu A = QAQT, kde

V32 /6
LI
N IV
Q=1% —% %
V39 _V6
3 3

Vime, Ze symetrickd matice A € R?*? m4 vlastni vektor v = (1, 2)7. Dopoéitejte
druhy vlastni vektor.

Reseni:
Protoze je matice symetrickd, druhy vlastni vektor musi byt kolmy na prvni.

A7 na nasobek mame jednoznac¢ny kolmy vektor. Druhy vlastni vektor je tedy
vektor (2, —1)7.

Dokazte, Ze pro libovolnou matici A € R™*™ m4 matice AT A vSechna vlastni
¢isla nezaporna. Kdy budou kladna?

Reseni:

Bud A\ vlastni &islo a  odpovidajici vlastni vektor matice AT A. Bez jmy na
obecnost miizeme piedpokladat, Ze ||z|| = 1. Z rovnice AT Az = Az pfenasobenim
27 7zleva dostaneme z7 AT Az = AzTz, neboli ||Az|*> = \. Vlastni ¢islo A tedy
musi byt nezaporné.

Situace A = 0 nastane pouze, kdyz ||Ax||? = 0, ¢ili kdyZ Az = o. To znamena,
kdyz sloupce matice A jsou linearné zavislé. Pokud tedy jsou sloupce matice A
linedrnd nezavislé (tj. rank(A) = n), potom vlastni ¢isla matice AT A jsou kladna

(A>0).

(a) Dokazte z definice, Ze vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢islam
symetrické matice jsou na sebe kolmé.
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(b) S pomoci predchoziho bodu dokazte vétu o spektralnim rozkladu piimo pro
symetrické matice s riznymi vlastnimi ¢isly.

eSeni:

(a) Budte A\, p, A # p, vlastni ¢isla a u, v odpovidajici vlastni vektory symet-
rické matice A. Pak plati Au = Au, Av = pwv. To ale implikuje

Ml =0T (M) = v Au = (VT Au)T = uT ATv = u” Av = " (o) = pu’v.

Protoze A # p, musi u?v = 0.

(b) Pokud ma A riazna vlastni ¢isla, je diagonalizovatelna. Muzeme tedy psat
A = QAQ7!, kde A je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly na diagonale a
regularni matice () ma odpovidajici vlastni vektory ve sloupcich. Protoze
podle predchoziho bodu jsou vlastni vektory na sebe kolmé a lze je volit
s normou 1, je () ortogonalni.
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10. Vlastni c¢isla — metody vypoctu, odhady,
Markovovy retézce

Markovovy Fetézce a nezaporné matice

Cv. 10.1 Ve mésté Zebracka Lhota funguji t¥i lokalni politické strany, a to Moderni éechy
(MC), Mir pro Lidi (ML) a Malé Hnuti (MH). Volby se Fidi nésledujicim pra-
vidlem: Z voli¢t strany MC voli opét tuto stranu 75 % jejich volicu, ale k ML
piejde 5 % a k MH dokonce 20 %. Z voli¢i ML piejde k MC rovnych 20 % a k MH
také 20 %. Nakonec, z volici MH ztistane jen 80 %, zbytek se rovhomérné rozdéli
mezi MC a ML. Jaké bude rozdélent podpory stran v mistnim zastupitelstvu za
delsi ¢asovy horizont?

Reseni:
Pravidla pro volby v Zebracké Lhoté ilustruje nasledujici diagram:

0,20
0,75 = MC ML O 0,60

/\
LI
0,20% 0,2 0,10
MH
v

0,80

Vrcholy grafu reprezentuji stavy (volené politické strany) a hrany prechody mezi
danymi stavy, tedy pfesuny voli¢ti mezi témito stranami. Pro vypocet vysledného
rozdéleni sestavime prechodovou matici P, kde p;; reprezentuje pravdépodobnost
prechodu ze stavu j do stavu 4:

0,75 0,20 0,10
P=005 060 0,10
0,20 0,20 0,80

Prvni sloupec matice P tedy reprezentuje pravdépodobnost prechodu ze stavu
MC do stavu MC (75 % voli¢ti opét voli stejnou stranu MC), do stavu ML (5%
bude volit stranu ML) a do stavu MH (20 % voli stranu MH).

Pokud je poc¢atecni rozlozeni sil dano stavovym vektorem z, € R3, vyvoj situace
v Gase popisuji stavy g, Pxg, P2, ..., P®xo, kde P®x, oznacuje limitni stav
limy,_,o P* (pokud existuje).

Diagonalizaci (tj. spektralnim rozkladem) matice P dostaneme

1 0 0 2 -2 -1
P=S 1006 0 |S'kdeS =12 1 1],
0 0 055 1 1 0
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Cv. 10.2

Cv. 10.3

a tedy

100 .
P*=5 100 05" =845."=¢

W~ N

2
1
3

W — N

T rozlozeni pod-

~—

Limitni stav odpovida vektoru P®zy = ¢(2¢”x¢, el xo, 3¢z
pory stran se tedy ustali v poméru 2: 1 : 3.

Jelikoz je matice P kladna, dominantni vlastni ¢islo 1 je jednoznac¢né a nasobnosti
jedna. Vysledné rozlozeni tak odpovida slozkam vlastniho vektoru v = ., ktery
prislusi vlastnimu ¢islu 1. Hledany pomér tedy mizeme také piimo najit jako
slozky kladného vektoru v € Ker(P — 1 - I3).

Difuze lécebné latky mezi dvéma bunikami probiha podle pravidla: 50 % latky
z prvni bunky piejde do druhé, ale jen 25% latky z druhé buiiky piejde do
prvni. V jakém poméru se mnozstvi latky ustali?

Reseni:
Podobné jako v predchozim cvi¢eni sestrojime prechodovou matici

0.5 0.25
A:<0.5 0.75)'
Jeji spektralni rozklad je
B (-1 1\ (2 0\1/-21
A=SAS _<1 2)(0 1/3\1 1
oo (L LY (0 0N /=2 1\ _1/11
~\1 2)\0 1)3\1 1) 3\2 2)°

Mnozstvi latky v bunkéch se tedy ustali v pomeéru 1 : 2.

Tudiz

Pozndmka. Protoze matice A je kladné, vime, Zze dominantni vlastni ¢islo je
jednozna¢né a staci pouze hledat piislusny vlastni vektor. Tim je vektor (1,2)T
(druhy sloupec matice S), ktery nam da piimo hledany pomeér latek v ustaleném
stavu.

Ukazte, ze vlastnosti kladné matice z Perronovy véty obecné neplati pro neza-
pornou matici. Konkrétné, najdéte postupné takové matice A > 0, aby platily
vlastnosti

(a) p(A) =0,
(b) p(A) je vicenasobné vlastni ¢islo,

(c) existuje vlastni ¢islo A # p(A) takové, ze |A| = p(A).

Reseni:

Toto je kreativni priklad, takze neexistuje kucharka, jak takové matice najit.
Resenim bude v kazdém bods matice, ktera je nezaporna, ale obsahuje i néjaké
nuly. Dobrymi maticemi na testovani jsou napiiklad Jordanovy buiky a blokové
diagonalni matice.

(a) napiiklad Jo(0) = (934),
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(b) napriklad J2(0) = (§3),
(c) napiiklad (93).

Odhady a techniky z vypocetnich metod
Cv. 10.4 Urcete Gerschgorinovy disky pro matici

1 0 -2 0
0 12 0 -4
4= -1 0 -1 O
0 5 0 O

a pomoci nich rozhodnéte, zda ma matice A aspon dveé realné vlastni ¢isla.

Reseni:

Dle véty o Gerschgorinovych discich vime, Ze kazdé vlastni ¢islo matice A lezi
v komplexni roviné v kruhu B(¢;, r;) o stiedu ¢; = ay; a poloméru r; = > i ¢i|a,~j|
pro né&jaké i € {1,...,4}. Pro zadanou matici A dostavame néasledujici kruhy
(viz také obréazek nize):

stfted ¢; = a;; =1,  polomér r; = |az| + |ais| + |ais| = |0 + |—2| + 0] = 2,
stfed co = age = 12, polomér ry = |agy| + |ass| + |ass| = [0] + |0| + |—4| = 4,

stfed ¢35 = agz = —1, polomér r3 = |agi| + |aga| + |ass| = |—1| + 0] + 0] =1,
stfed ¢y = agy = 0,  polomér r4 = |ay| + |ase| + |ass| = [0] + |5] + |0] = 5.
Im
6
4
3

01 2 8 4 5 6 7 & 9101112131415 1617

() \

Navic vime, ze kazda komponenta souvislosti obsahuje tolik vlastnich ¢isel, z ko-
lika kruht dana komponenta vznikla. V kruhu B(cq,74) = B(0,5) tedy lezi 3
vlastni ¢isla Aj, Ao, A3 matice A a v kruhu B(cy,72) = B(12,4) jedno vlastni
Cislo A4.
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Cv. 10.5

Cv. 10.6

Cv. 10.7

Komplexni vlastni ¢isla realné matice mizeme sparovat do dvojic navzajem kom-
plexné sdruzenych ¢isel, vlastni ¢islo Ay proto musi byt realné (jinak by v kruhu
B(12,4) muselo lezet i vlastni ¢islo A4). V kruhu B(0, 5) lezi 3 vlastni &isla, aspoit
jedno z nich musi byt také realné. Nahlédli jsme tedy, Ze matice A ma alespon
2 realna vlastni ¢isla. Vypoc¢tem muzeme zjistit, ze vlastni ¢isla matice A jsou

M=—V3, A=v3 \3=2a )\ = 10.
Pomoci Gerschgorinovych diski rozhodnéte, zda je nasledujici matice regularni:

10 -1 5 2
2 =7 1 2
0 3 -5 1
2 -1 3 7

Reseni:
Urc¢ime Gerschgorinovy disky a zjistime, zda néktery z nich obsahuje pocatek
nebo ne. Disky ve tvaru B(e,r), kde ¢ je stfed a r je polomér, postupné jsou:

B(10,8), B(—7,5), B(—5,4) a B(7,6). Protoze zadny z diski pocatek neobsa-
huje, matice nemé vlastni ¢islo A = 0, a proto je regularni.

Bud

—_
_ O W =
=~ oy O =
O = = N

Rozhodnéte, zda (I; — A71)* — 0 pro k — oo.

Resent:

Nejprve sestrojime Gerschgorinovy disky matice A. Protoze matice A je syme-
trickd, ma realna vlastni ¢isla a zajimaji nas proto jen intervaly, kde Gerschgo-
rinovy disky protnou realnou osu. Vsechny tyto priiseciky jsou ¢asti intervalu
0.6, 15], tudiz vlastni ¢isla matice A lezi v intervalu [0.6, 15]. Matice A~' ma
prevracené hodnoty vlastnich ¢isel, jeji vlastni ¢isla se tak nachézi v intervalu
[1/15,1/0.6] C (0,2). Vlastni ¢isla matice —A~! potom patii do intervalu (—2,0)
a konecné vlastni &sla matice M = Iy — A™! lezi v intervalu (—1,1); viz cvi-
eni [LH(c)} To znamena, ze je p(M) < 1, a proto M* —;_, 0.

Nejprve spocitejte vlastni ¢isla matice

s

I
N = N
— N = N
N = N =
— N = N

a potom aplikujte vétu o deflaci vlastniho ¢isla na to nejvétsi vlastni ¢islo.
Reseni:

Vypocétem zjistime, ze matice A ma vlastni ¢isla 6, 0 (dvojnasobné) a —2.
Nejvétsimu vlastnimu ¢islu Ay = 6 odpovida znormovany vlastni vektor v; =
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5(1,1,1,1)". Deflact dostaneme matici

N | —

(1111

N~ N

— N~ DN

— = =
DO | —

Tato transformace zpiusobila, Ze matice A’ ma stejna vlastni ¢isla a vlastni vek-
tory, jako matice A, pouze vlastni ¢islo 6 se vynulovalo. Muzeme ovérit, ze
vskutku matice A’ mé vlastni ¢isla 0 (trojnasobné) a —2 a stejné vlastni vektory
jako matice A.
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11. Positivné (semi-)definitni matice

Positivné definitni matice

Cv. 11.1 Otestujte positivni definitnost matic

4 =2 4 1 2 =3
A=[-2 10 1|, B=|2 4 1
4 1 6 -3 1

pomoci:

(a) rekuretniho vzorce,
(b) Sylvestrova pravidla,

(c) Gaussovy eliminace.

Resendt:

(a) Rekurentni vzorec nam ik, ze symetrickd matice

T
a a
a A
je positivné definitni pravé tehdy, kdyz o > 0 a matice A- éaaT je positivné
definitni. Aplikaci dostavame matici mensi dimenze

e (D)4 (F) = (22 () - ()

K urceni positivni definitnosti této matice aplikujme vzorec jesté jednou.
Dostavame 2 — %3 .37 = 1. Pro matici v prostoru R**! vime, Ze je positivné
definitni pravé tehdy, kdyz je kladna, coz zfejmé hodnota 1 spliuje, matice
A je proto positivné definitni.

Pro matici B postupujeme obdobné. Protoze prvek b;; = 1 > 0, vede prvni
krok rekurence na matici

(o) i(a)e 9=02)- (G 9) -6 5)

Dle rekurentniho vzorecku tato matice neni positivné definitni (prvek na
pozici (1,1) je 0), tedy ani B neni positivné definitni.

(b) Stac¢i nam zkontrolovat, ze determinanty vSech hlavnich vedoucich podmatic
jsou kladné. To jsou matice, kterd vzniknou vyskrtnutim poslednich n — i
radka a sloupcti proz=1,...,n.

Pro matici A se jedna o podmatice

4 =2 4

(4), (_42 Ig) -2 10 1},
4 1 6
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jejichz determinanty se rovnaji hodnotam 4, 36 a 36. Tyto hodnoty jsou
kladné, tedy matice A je positivné definitni.

Pro matici B se jedna o podmatice

1 2 -3
1 2

(1),( ) 2 4 1|,
2 4 -3 1 2

jejichz determinanty jsou 1, 0, a —49. Hodnoty nejsou kladné, tedy matice
B neni positivné definitni.

(c) Pri provadéni Gaussovy eliminace musime mit na paméti, Ze mame povo-
lenou pouze operaci pri¢itani o nasobku tadku k fadku pod nim. Duvod
najdeme v diukazu piislusného tvrzeni, ze kterého je zfejmé, Ze vyuzivame
vlastnosti rekurentniho vzorce.

Pokud u matice A nejprve odec¢teme piislusné nasobky prvniho radku od
ostatnich a néasledné nasobek druhého od tretiho radku, dostavame matici

4 -2 4
0 9 3
0 0 1

Ta méa kladnou diagonalu, tedy se jedna o positivné definitni matici.

Postupujeme obdobné pro matici B. Po odecteni piislusného nasobku prv-
niho fadku od fadkt pod nim dostavame matici

1 2 -3
00 7
07 =7

Vidime, Ze k tomu, abychom dokon¢ili eliminaci potfebujeme prohodit 2. a
3. tadek, matice B tedy neni positivné definitni.

Cv. 11.2 Otestujte positivni semidefinitnost resp. positivni definitnost nasledujicich matic
pomoci vlastnich ¢isel:

@ (1 1)

o (1)

0 (7 )

Reseni:

Positivni (semi-)definitnost muzeme otestovat na zakladé znaménka vlastnich

¢isel. Pro vypocet vlastnich ¢isel matice A € R?*? vyuZzijeme vztahi A\, =
det(A) a A\; + Ay = trace(A) = aj1 + ag.

(a) Dostavame My =0a A+ = 2. Regenfm je tedy dvojice vlastnich ¢isel 0
a 2. Protoze jsou vlastni ¢isla nezaporna, matice je positivné semidefinitni.
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(b) Dostavame AAy = —3 a A\ + Ay = 2. Vlastni ¢isla tedy jsou —1 a 3.
Matice je tzv. indefinitni, to znamend, Ze neni ani positivné semidefinitni,
ani negativné semidefinitni.

(¢) Dostavame A\ Ay =3 a A\; + Ay = 4. Vlastni ¢isla jsou 3 a 1. Matice je tedy
positivné definitni.

Cv. 11.3 Bud A blokové diagonalni symetricka matice. Ukazte, Ze A je positivné definitni
pravé tehdy, kdyz vSechny bloky jsou positivné definitni.

Jak to bude s positivni semidefinitnosti?

Reseni:
Prunt zpiisob. Vyjadiime matici A blokové jako

A
A =
Ak
Poté soucin 27 Az miizeme vyjadrit jako
Al T AlfL‘l
xTAx:(xlT :1:;‘5) : :(xrf xf) : —
Ay, Tk Ay,

k
2 : T
1=1

Pokud jsou viechny bloky positivné definitni, potom z7 A;z; > 0 pro viechna i =
1,..., k. ProtozZe je vektor x nenulovy, musi byt nenulovy aspon jeden podvektor
xj, pro n¢hoz plati :EfAj:pj > 0. Tim padem 27 Az = Zle xl Az > 0.

Predpokladejme naopak, Ze existuje blok A;, ktery neni positivné definitni. To
znamena, ze x;‘-FAja:j < 0 pro urcité nenulové x;. Definujme x; :== o pro @ # j.

Potom vektor x = (27, ..., 2I)T je nenulovy a plati

k
2l Az = Z :16le1,$Z = :EJTAj:Ej <0.

i=1
Matice A proto neni positivné definitni.

Z postupu je patrné, ze tvrzeni plati analogicky i pro positivni semidefinitnost.

Druhy zpisob. Vyuzijeme cviceni[[.8] které rika, Ze mnozina vlastnich ¢isel matice
A je rovna sjednoceni vlastnich ¢isel jednotlivych bloku. Pokud jsou vSechny
bloky positivné definitni, maji kladné vlastni ¢isla, a tim padem i matice A ma
kladné vlastni ¢isla. Pokud aspon jeden blok neni positivné definitni, pak ma
néjaké vlastni ¢islo nekladné, a tedy i matice A méa aspon jedno vlastni Cislo
nekladné.
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Cv. 11.4 Najdéte priklad matice ilustrujici, Ze nefunguje pfimocaré zobecnéni na testovani
positivni semidefinitnosti pomoci rekurentniho vzorecku, Sylvestrova kritéria pro
positivni definitnost a Choleského rozkladu.

00
=)

ktera je positivné semidefinitni, ale ne positivné definitni.

Resent:
UvaZzme matici

Rekurentni vzorecek na tuto matici aplikovat nelze, protoze prvek vlevo nahote
je nulovy, a;; = 0, a proto jim nelze délit. Neni ani jasné, jak by se mél rekurentni
vzorecek adaptovat pro testovani positivni semidefinitnosti.

Varianta Choleského rozkladu existuje i pro positivné semidefinitni matice, to
znamené, ze je umime piepsat do tvaru LLT, kde L je dolni trojihelnikova
matice. Narozdil od Choleského rozkladu nyni matice L muze mit na diagonéle
nulové prvky a navic rozklad neni jednozna¢ny. Napiiklad matice A méa rizné
rozklady:

L (0 0\ (0 0y _ (0 0N (0 06\_(0 00 sing
- \0 1/\0 1/ \06 08)\0 0.8) \sing cosep) \0 cosp)"’

Uvazme nyni matici
0 0
o-(5 4).

ktera neni positivné semidefinitni. Sylvestrovo kritérium pro positivni definitnost
1ika, ze vSechny hlavni vedouci podmatice maji mit kladny determinant. To zde
neni splnéno, ale vSechny hlavni vedouci podmatice maji nezaporny determinant.
Nazorné tak vidime, Ze pro testovani positivni semidefinitnosti nestaci probirat
pouze hlavni vedouci podmatice, ale musime spocitat determinanty vsSech hlav-
nich podmatic (pro matici B uz vSechny nezéporné nejsou).

Positivné semidefinitni matice

Cv. 11.5 Oveérte positivni semidefinitnost matice

11
=(1);

a to v8emi tfemi zpusoby (na zékladé tii ekvivalentnich definic).

Reseni:
Nejprve ukdzeme, Ze plati zédkladni definice, tedy Ze 27 Az > 0 plati Vo € R2.
Rozepiseme
T L1 I 2 2 2
Tt Ar = (:1:1 :1:2) = 2] + 2r129 + x5 = (1 + 22)° > 0.
11 )

Podle druhé ekvivalentni definice je matice A positivné semidefinitni, pokud mé
nezaporna vlastni ¢isla. Charakteristicky polynom A muzeme vyjadiit jako

paN) = (1 =22 —=1=X—-2\= )\ —2).
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Vidime, ze vlastni ¢isla jsou 0 a 2, matice A je tedy positivné semidefinitni.

Tret
A=

i ekvivalentni charakterizace tvrdi, Ze existuje matice U € R™*? takova, Ze
UTU. Obecny postup pro faktorizaci uvidime pozdéji, ale pro tuto jedno-

duchou matici neni tézké rozklad uhadnout. Navic matici U muzeme volit jako
¢tvercovou nebo jako matici s jednim fadkem (protoZze matice A méa hodnost 1).
Mozné rozklady jsou naptiklad

= (B -6 ) -

1 0/\0 O 1

V0.5 V0.5) \V0.5 V0.5

Cv. 11.6 Necht A, B € R™" jsou positivné definitni.

(a)
(b)
(c)
(d)

Ukazte, ze A + B jsou také positivné definitni.
Jak to bude se sou¢tem positivné semidefinitnich matic?
Jak to bude se sou¢tem positivné semidefinitni a positivné definitni matice?

Jak to bude s nasobkem positivné definitnich matic?

eni:

(a)

Protoze matice A, B jsou positivné definitni, plati pro kazdé x € R™ nerov-
nost 7 Az > 0 a 27 Bx > 0. Rovnost 27 Az = 0 a 7 Bz = 0 nastane pouze
pro x = o. RozepiSme

2" (A+ B)r = 27 Az + 2" Bz > 0.

Rovnost 7 (A + B)x = 0 nastane pouze, pokud jsou oba s¢itance x7 Ax,
2T Bz nulové. Tato situace ale nastane pouze pro = = o.

Vidime, ze v prvni ¢asti ditkazu predchozi podilohy jsme si vystacili pouze
s positivni semidefinitnosti A a B. Plati tedy, Ze positivni semidefinitnost
dvojice matic implikuje positivni semidefinitnost jejich souctu.

Z predchozich podiloh jiz vime, Ze soucet bude positivné semidefinitni. Aby
byl positivné definitni, musi se nabyt 27 (A + B)x = 0 pouze pro z = o.
Protoze x7 Az > 0 a 27 Bx > 0, tak rovnost 7 (A+ B)z = 0 nastava pouze,
pokud z7' Az = 0 a zaroven 7 Bx = 0. Protoze B je positivné definitni, tato
situace nastane pouze pro r = 0. Soucet positivné semidefinitni a positivné
definitni matice je tedy positivné definitni.

VyuZijeme toho, ze x7(aA)r = ax? Az, a déle také, Ze plati 27 Az > 0
pro vSechna x # o. Matice aA tedy bude positivné definitni pro vSechna
a > 0. Pro a = 0 se vynuluje, a bude tedy pouze positivné semidefinitni.
Pro o < 0 uz nebude ani positivné semidefinitni.

Cv. 11.7 Najdéte regularni matici, ktera je positivné semidefinitni, ale ne positivné defi-
nitni.

Res

ent:

Positivné semidefinitni matice A musi mit nezaporna vlastni ¢isla. Pokud navic
vime, Ze je regularni, tak musi mit nenulova vlastni ¢isla. Tim padem vlastni

Cisla
neex

jsou kladna a matice je nutné positivné definitni. Hledana matice proto
istuje.
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Cv. 11.8

Cv. 11.9

Cv. 11.10

Ukazte, ze libovolnd mocnina positivné semidefinitni matice je positivné semi-
definitni matice.

Reseni:

Protoze matice A je positivné semidefinitni, ma nezaporna vlastni ¢isla Ay, ... \,,.
Matice AF m4 vlastni ¢isla jejich k-té mocniny A ... \F | které jsou taky neza-
porné. Tudiz A* je positivné semidefinitni.

Nad symetrickymi maticemi z R"*" definujme relaci < predpisem A < B pokud
B — A je positivné semidefinitni. Ukazte, ze < je relace ¢asteéného usporadani.

Reseni:

Ukézeme postupné, ze < spliuje reflexivitu, antisymetrii a tranzitivitu.
Reflexivita. Pro kazdou matici A je A < A ekvivalentni tomu, ze A — A = 0,
je positivné semidefinitni. Pro kazdé z € R" je 270,z = 0, tedy 0, je positivné
semidefinitni, a tim padem < je reflexivni relace.

Symetrie. Pokud A < B a zaroven B < A, potom obé matice B— A1 A— B jsou
positivné semidefinitni. Pokud méa matice A — B kladné vlastni ¢islo A\, potom
ma matice B— A vlastni ¢islo —\ < 0, a tudiz neni positivné semidefinitni. Proto
ma matice A — B pouze nulova vlastni ¢isla. Tim padem je matice A — B nulova
(nahlédneme ze spektralntho rozkladu symetrické matice A — B = QAQT =
Q0QT =0). Proto A = B a relace < je tedy antisymetricka.

Tranzitivita. M&me matice A, B, C takové, 7e A BaB<C.Tedy M = B—A
a N = C' — B jsou positivné semidefinitni matice. V§imnéme si, z2e M + N =
(B—A)+ (C—B)=C— A. Protoze M + N je soucet positivné semidefinitnich
matic, plati ze cviceni [[1.6] Ze je opét positivné semidefinitni, a tudiz A < C.

Bud A positivné semidefinitni. Ukazte, Ze pokud 27 Az = 0 plati pro n&jakeé
x # o, potom Ax = o.

Reseni:

Matice A méa (symetrickou) positivné semidefinitni odmocninu B, tj. A = B2
Mutzeme tedy psat a7 Ax = 27 BTBx = y'y pro Bx = y. Z piedpokladu je
yTy =0, z ¢ehoz y = 0 a tedy Bx = 0. Pokud obé strany vynasobime matici B,
dostaneme Az = B%x = 0.
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12. Positivné definitni matice — Choleského rozklad

Cv. 12.1 Otestujte positivni definitnost matice A pomoci Choleského rozkladu.

4 =2 4
A=1-2 10 1
4 1 6

Resent:

Pro kazdou positivné definitni matici existuje jediné dolni trojihelnikova matice
L € R s kladnou diagonalou takové, ze A = LLT (Choleského rozklad). K do-
kézani positivni definitnosti matice A nam tedy sta¢i nalézt takovou matici L.

Protoze je L dolni trojuhelnikova matice, vime, ze ¢ast prvka tvori nuly.

4 -2 4 e 0 O e o o
A=|-2 10 1] =|e e 0 0 e | =LL7T.
4 1 6 e o o 0 0 e

Urc¢ime nejprve prvek ¢1;. Protoze prvek a;; je dan maticovym nasobenim prv-
niho fadku matice L s prvnim sloupcem matice LT (ktery odpovida prvnimu
fadku), mizeme zapsat aj; = (3, + (3, + (2;. Prvky {19, {13 se nicméné rovnaji
nule, tedy plati 4 = ay; = (3, a proto £;; = 2 (fakticky mame dvé moznosti: 2 a
—2, ale hodnotu 2 volime proto, ze L musi mit kladnou diagonalu).

4 -2 4 2 00 2 e e
—2 10 1] =1e o 0 0 o e
4 1 6 e o o 0 0 e

Vsimnéme si, ze kdyz budeme pokracovat v nasobeni prvniho fddku matice L
se zbylymi sloupci LT, kviili nulam v prvnim fadku dostavame rovnici ay, =
(L)11(LT) 1, = 20;;. Diky té snadno uréime prvky v prvnim sloupci matice L
jako £y = %am-

4 =2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1) =|-1 o 0 0 e
4 1 6 2 e o 0 0

Pokracujeme vypoctem ¢55. Podobné jako pii uréovani predchoziho diagonalniho
prvku, dostavame vynésobenim druhého fadku matice L a druhého sloupce ma-
tice LT rovnici 10 = agy = €3, + 03, + (3, = (—1)?>+ (3, +02. Po tiprave dostavame
12, =9 a tedy oy = 3 kvilli positivité diagonély.

4 -2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1] =11-1 3 0O 0 3
4 1 6 2 e e 0 0

Diky tomu, Ze druhy fadek matice L je kompletni, muzeme dopocitat podobné
jako predtim i druhy sloupec L, a to z rovnice ag3 = (L)gy(LT),3.

4 =2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1] =(-1 3 0 0 3 1
4 1 6 2 1 e 0 0 e
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Cv. 12.2

Cv. 12.3

Cely postup opakujeme jesté jednou pro tfeti sloupec matice L. Nejprve z rovnice
agz = 03, + (3, + (% spocitame diagondlni prvek £33 = 1 a poté i ostatni prvky
v tfetim sloupci (zadné uz nejsou). Dostavame rozklad

4 -2 4 2 00 2 —1 2
A=[-2 10 1|=-1 3 0 0 3 1| =LL"
4 1 6 2 11 0 0 1

Matice A je tudiz positivné definitni.

Uvédomme si dale, ze jsme v priubéhu konstrukce nikdy neméli na vybranou
z vice moznosti, jaky prvek pro libovolné ¢;; zvolit. Jedina situace byla, kdyz
jsme urcovali diagonélni prvky, ale protoze diagonala musi byt kladna, méli jsme
stejné jen jedno feSeni. Tedy matice L je skuteéné dana jednoznacné.

Naleznéte Choleského rozklad nésledujicich matic, nebo zdiuvodnéte, ze nejsou
positivné definitni.

1 -3 2 o 1 2 -3
A=|[-3 13 2 ,B:(" ") C=|2 4 1
2 2 21 1

Resent:

Matice A a B jsou positivné definitni a jejich Choleského rozklad je

1 0 0\ /1 =3 2

A=L,Y=-3 2 0|0 2 4],
2 41/ \0 0 1
I, 0

I, I
_ T __ n n
s=nat=(7 50 ) (5 7).

Pro matici B jsme postupovali stejnym zptsobem, jenom misto s Cisly jsme
pracovali s maticovymi bloky.

Matice C' naopak neni positivné definitni. Nahlédnout to muzeme z toho, ze
konstrukce Choleského rozkladu selze. Postupujeme az do okamziku, kdy méame

1 2 =3 1 00 1 2 -3
C=12 4 1 |=[2 e 0 0 e
-3 1 2 —3 o o 0 0

Pro vypocet prvku (L¢)ao totiZz plati, ze 4 = 2-2+(L¢)3,, tedy (L¢ )22 by mél od-
povidat hodnoté 0, coz neni kladna hodnota, jak je pozadovano po diagonalnich
prvcich matice L¢.

Pomoci Choleského rozkladu invertujte matici
1 2 -1
A=[2 5 =2

-1 -2 2
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Cv. 124

Reseni:

ProtoZe matice A je positivné definitni, 1ze rozlozit do tvaru A = LL”. Pro jeji
inverzi tedy plati A= = (LLT)~t = L-TL~!. Misto po&itani inverze p¥imo tedy
muzeme spocCitat nejprve Choleského rozklad, néasledné inverzi dolni trojihelni-
kové matice L a na zavér vzniklou inverzi L~! vynasobime s jeji transpozici.

Choleského rozkladem spocitame

Nakonec vyjadiime hledanou inverzi

A= (L YL = | -2

Pomoci Choleského rozkladu vyteste soustavu Az = b, kde

4 -2 2 2
A=[-2 2 =3, b=|-2
2 -3 6 5
Reseni:
Pokud vyjadifme matici A = LLT pomoci Choleského rozkladu, miizeme vytesit
soustavu Ax = b ve dvou krocich. Nejprve vyfesime soustavu Ly = b, a nésledné
soustavu LTz = y. Vyhodou tohoto postupu je, Ze matice L a LT jsou trojihel-
nikové, takze pro vyfeSeni soustav nemusime provadét Gaussovu eliminaci, ale

rovnou provedeme zpétnou resp. dopfednou substituci (u doptfedné substituce,
tj. v piipadé matice L, postupujeme od prvni proménné po posledni). Dostavame

4 -2 2 2 0 0 2 -1 1
A=|-2 2 =3|=(-1 1 off0o 1 —2|=LL".
2 -3 6 1 -2 1 0 0 1
Soustava Ly = b je tvaru
2 0 0] 2
-1 1 0]-2
1 =2 1|5
a ma Fedeni y = (1, —1,2)7. Po dosazeni do LTz = y dostavame soustavu
2 -1 1|1
0o 1 —-2|-1]1,
0 0 1|2

ktera ma feSeni z = (1, 3,2)7.
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13. Bilinearni a kvadratické formy

Cv. 13.1 Jsou nésledujici zobrazeni bilinearni formou? Pokud ano, jde o symetrickou

formu?
(a) a: R? x R? — R definované a(z,y) = 11y2 + T2y1,
(b) b: R? x R? — R definované b(z,y) = x1ys + T2,
(c) c: R? x R? — R definované c(x,y) = 2% + y? + 229y,
(d) d: R? x R? — R definované d(z,y) = x1y1 + 11y2 + 222%o,
(e) e: R x R™"™ — R™™ definované e(A, B) = AB.
Reseni:

(a) Bilinearni formu mitizeme otestovat dvéma zpusoby. Prvni moznosti je otes-
tovat vlastnosti pfimo z definice. Aby bylo zobrazeni a bilinearni, musi pla-
tit linearita v obou slozkéch zvlast. Jednoduchymi algebraickymi tpravami
dostavame linearitu v prvni slozce,

aloau + pv,w) = (auy + fu)ws + (qus + fug)wy
= a(ugwy + ugwy) + B(viwe + vawn)

— aa(u, w) + fa(v, w),
stejné jako linearitu v druhé slozce,

a(w,cu + Pv) = wy(ous + Pug) + wa(auy + Puy)
= a(wyug + wouy ) + f(wyvgy + wavy)

= aa(w,u) + Ba(w,v).

Zobrazeni a je tedy bilinearni forma. To, Ze je a navic symetrickd dostavame
opét rozepsanim, prohozenim cleni s¢itdni a nasobenti,

a(u,v) = u1ve + ugvy = vius + vouy = a(v, u).
Druhd mozZnost. Zobrazeni a je bilinearni forma pravé tehdy, kdyz se da
vyjadiit maticove ve formé a(x,y) = [2]5 A [y] 5, kde A je matice bilinearn
formy vuci bazi B. Vezmeme-li za B kanonickou bazi, dostavame

a(x,y) = $TA?/ = a1171Y1 + A12T1Y2 + A21T2Y1 + A20T2Yo.

V nasem piipadé, kdy a(z,y) = z1ys + x2y; dokdZeme koeficienty matice A
urcit snadno, ay;; = asg = 0 a a1 = ag; = 1, tedy

A:<(1] (1))

Matice je navic symetricka, tedy i bilinedrni forma je symetricka.
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(b)

Linearita v prvni slozce plati. Podivame-li se na linearitu v druhé slozce,
dostéavame vyraz

b(w,au + fv) = wy(aug + Pua) + we = qwyus + fwivg + we,

ktery se nerovna ab(w,u) + Bb(w,v). To naznacuje, ze forma b asi neni
bilinearni, ale k forméalnimu potvrzeni musime najit protiptiklad. Uvazujme
napiiklad z = (1,1)7, y = (1,1)T a a = 2. Potom

b(z,ay) =3 #4 = ab(z,y).

Forma b tedy neni bilinearni.

Pokusme se nalézt matici C', reprezentujici bilinearni formu ¢ viic¢i kanonické
bézi. Pro tu musi platit, ze

2T Cy = climys + ca1ys + Co1Toys + CooTays = c(x,y) = 27 + yi + 20y

Vidime, Ze dana rovnice nema pro neznamé koeficienty c¢;; zadné TeSent,
forma ¢ asi neni bilinearni. Tuto domnénku potvrdime protiprikladem.
Necht z = (1,0)7, y = (1,0)T a a = 3. Potom

c(x,ay) =10 # 6 = ac(z,y).

Forma c¢ proto neni bilinearni.

Uréime maticovou reprezentaci, je tedy tieba najit matici D takovou, aby
platilo

2T Dy = dyzyy1 + dioxys + doroys + dasays = 1a1y; + 121ys + 22015,

Porovnanim jednotlivych ¢leni vidime, Ze rovnost nastane pro matici

11
20 )

ktera neni symetricka. Zobrazeni d je tedy bilinearni forma, ktera neni syme-
trickd. Nesymetrii formy opét potvrdime protipiikladem. Uvazujme vektory
r=-¢e = (1,007, y = ey = (0,1)T; volime tyto vektory, protoze matice D
je nesymetricka pro prvky dis # do;. Nyni

d(z,y)=1%#0=d(y,x).

Zde nelze mluvit o (bilinearni) formé, protoze zobrazeni e zobrazuje do pro-
storu R™*", které neni télesem. Ale i tak ovéfime, zda je zobrazeni bilinearni
a pripadné symetrické.

Linearita v prvni slozce
e(aU + BV, W) = (aU + V)W = aUW + VW = ae(U, W) + Be(V, W)

plati diky linearité maticového nasobeni. Obdobné tomu je i s linearitou
v druhé slozce.

Aby platila symetrie, musela by platit komutativita maticového nasobent,
tedy e(X,Y) = XY =YX = e(Y, X). To vime, ze obecné neplati, tedy
zobrazeni e je bilinedrni, ale ne symetrické.
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Cv. 13.2 Najdéte matici bilinearnich forem vzhledem ke kanonické bazi.

(a) b(z,y) = z1y1 — T1Y2 + 3x2y1 + 222Y2 — 223y
(b) b(x,y) = x1y1 — 1Y2 — Tay1 + 222Y2 + BTays + DT3Yys

R

ni:

eSe
(a) Pruni zpiisob. Hleddme matici A € R3*3 takovou, aby

3
bz, y) =2’ Ay = Z ;i T;Y;.

i,j=1

Tudiz prvek a;; v matici A je roven koeficientu u x;y; ve vyrazu pro b(z,y).
Takto najdeme matici

1 -1 0
A=1(3 2 0
0 -2 0

Druhy zpisob vyuziva definici matice bilinedrni formy. Podle definice je
a;; = b(e;, e;). Dosazenim opét dostaneme, ze hodnota b(e;, ;) je rovna
koeficientu u z;y;.

(b) Stejnym postupem jako v predchozim bodé dostaneme matici bilinearni
formy

Cv. 13.3 Pro nasledujici kvadratickou formu
f(x) = 327 + bxy39 + 523

naleznéte symetrickou bilinearni formu b(z, y), ktera ji indukuje a uvedte b(z, y)
v maticové reprezentaci.

Reseni:
Chceme nalézt symetrickou bilinearni formu

b(% y) = bi121y1 + b1221Y2 + bo1x2y1 + baaoys

takovou, ze b(x,z) = f(x). Ze symetrie musi nutné by = by;. Kombinaci obou
podminek dostavame

b(SL’, .T}) = blll’% + b121’1$2 + blgl’gﬂfl + bggl’g
= by} + 2b1971 T + b

= 33:% + 5x1x9 + 5:63.

Snadno nahlédneme, Ze b1; = 3, big = by; = 2,5 a byy = 5. V maticové reprezen-

taci tedy mame
3 25
b(z,y) = 2" By = (21 x5) (2 - ) <§;) .
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Cv. 13.4 Najdéte matici kvadratické formy
f(z) =223 + 21119 — 23173 — 27973 + 73

vzhledem ke kanonické bazi a vzhledem k bazi B = {(1,1,1)7, (1,1,0)7, (1,0,0)"}.
Pouzijte dva rtzné postupy: z definice a pomoci matice pfechodu.

Reseni:
Podobnym zptisobem jako v pfedchozim cvi¢eni uréime matici kvadratické formy
vzhledem ke kanonické bazi

2 1 -1
A=11 0 -1
-1 -1 1

Pro nalezeni matice C' formy vzhledem k bazi B nejprve budeme postupo-
vat z definice. Symetrickd bilinearni forma indukujici kvadratickou formu f je
b(x,y) = 2T Ay. Nyni vypocitame jednotlivé prvky matice C' ze vzorce Cj; =
b(vi,v;) = vl Av;, kde vy,...,v, jsou vektory dané baze. Konkrétng Cjp =
(1,1,1)A(1,1,0)T = 2 atd., ze symetrie matice staci spocitat diagonalu a horni
polovinu prvki. Dostaneme

Q
|
SR
W o N
ORI

Druhy zptsob nalezeni matice C' spo¢iva ve vyuziti matice prechodu. Sestavime
matici prechodu od béze B do kanonické baze

S = kan[id]B =

— =
O = =
o O =

Potom je matice formy f vzhledem k bazi B rovna

C=S8TAS =

o N =
[GURTEN )
N W N

Cv. 13.5 Pro zobrazeni b: P? x P? — R definované b(p, q¢) = p(0)q(2) ukazte:
(a) b je bilinearni forma,

(b) najdéte matici formy vzhledem k bézi B = {1, 1+, (1 — x)?},

(c) vy¢islete b(1 — z, 2% — 22 + 2) dvéma riiznymi postupy,

)

(d) najdéte matici formy vzhledem k bazi B’ = {1, x, x?} s vyuZitim té staré.
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Resent:

(a)

Musime ukazat linearitu v prvni a druhé slozce. Ukdzeme linearitu v prvni
slozce, v druhé se to nahlédne analogicky. Pro dva polynomy p;,p, € P?
plati

b(p1 + p2,q) = (p1 + p2)(0) - ¢(2) = (p1(0) + p2(0)) - ¢(2)
=p1(0) - q(2) + p2(0) - ¢(2) = b(p1, q) + b(p2, q).

Podobné pro skaldr o € R mame
b(ap, q) = (ap)(0) - q(2) = a - p(0) - ¢(2) = a - b(p, q).

Matici A formy b sestrojime z definice. To znamena, ze A;; = b(p;,p;) =
pi(0)p;(2), kde p1, ..., py jsou polynomy dané baze. Konkrétné napiiklad

A11:1'1:17
Az =(14+0)-(1-2)?2=1,
A30=(1-07-(1+2)=3

a tak dale. Dohromady dostaneme

1
A=1]1
1

W w W

1
1
1

Prvni zptsob vy¢cisleni hodnoty je ptimo z definice:
b(l —x,2° —22+2)=(1-0)-(22-2-2+2) =2

Druhy zpusob vy¢isleni hodnoty je s vyuZzitim matice A bilinedrni formy.
Nejprve spocitame soutradnice zadanych polynomu vzhledem k bazi B

[1 _x]B = (27_]-70)T7 [ZE2—2ZL'+2]B = (17071)T7
a potom spocitame
b(1 -z, 22 — 2¢ +2) = (2,-1,0)4(1,0,1)" = 2.

K vypoctu matice formy vzhledem k jiné bazi potfebujeme sestrojit matici
prechodu mezi bazemi, konkrétné

1 -1

11 1
S=lid, =01 =2] =1{o
00 1 0

-1 -3
1 2
0 1

Matice formy vzhledem k bazi B’ pak je rovna

STAS =

oS O =
[enBNer RN V]
S O =~

Vysledek miiZzeme ovéfit tim, Ze matici formy vzhledem k béazi B’ spocitame
primo z definice.
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Cv. 13.6 Jednoznac¢nost kvadratické formy.

(a) Necht A, B € T™*" jsou symetrické a necht 27 Ax = 27 Bz plati pro viechna
x € T". Rozhodnéte, zda potom A = B.

(b) Rozhodnéte, zda matice kvadratické formy vzhledem k dané bézi je jedno-
znacna.

eSeni:

(a) Protoze rovnost a7 Ax = 2T Bx plati pro viechna z € T", dosadime do
rovnice konkrétni vektory. Volbou z = ¢; dostaneme ze vztahu el Ae; =
eiTBei rovnost diagonélnich prvka a;; = b;;. Volbou = = e; + ¢; dostaneme
ze vztahu (e; + ;)T A(e; + ej) = (e; + ;)" B(e; + €;) rovnost

(077} + aij + aji + a]‘j = bu + bij + bjz‘ + bjj,

coz se zjednodusi na a;; + aj; = b;; + bj;. Ze symetrie matic ma rovnost
tvar 2a;; = 2b;;. Pokud téleso T nemé charakteristiku 2, miZeme kratit
prvkem 2 # 0 a dostaneme a;; = b;;. Tudiz jsme nahlédli rovnost A = B
po jednotlivych prvcich.

Zbyva vytesit pripad, kdy téleso T mé charakteristiku 2. V tomto piipadé
rovnost A = B platit nemusi. Jako protipiiklad uvazujme matice

0 1 00
=(0) =6 o)
nad télesem Z,. Matice jsou razné, ale ptresto plati

2T Az = x129 + 2911 = 0 = 2T Bx

pro viechny vektory x € Z3.

(b) Opét zde musime predpokladat, ze téleso T nemé charakteristiku 2, jinak
matice formy neni jednozna¢na z predchoziho bodu.

Nyni predpokladejme pro spor, ze kvadraticka forma ma dvé rizna maticova
vyjadieni vzhledem k béazi B:

(@) = [2]pA[z]p = [2]5Ca] g,

Z predchoziho bodu ale vime, Ze tato rovnost pro kazdy vektor z € V', neboli
kazdy vektor [z]p € T™, implikuje A = C. Proto je matice jednozna¢na.

Cv. 13.7 Bud V vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a necht charakteristika té-
lesa T neni 2.

(a) Ukazte, ze bilinearni formy a symetrické bilinearni formy na prostoru V'
tvori vektorové prostory a urcete jejich dimenze.

b []kaZte, ze kvadratické formy na prostoru V' tvori vektorov y’ pI‘OStOI' a urcete
jeho dimenzi.
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eSent:

(a)

Bud V prostor dimenze n nad télesem T. Bilinearni formy na prostoru V'
mizeme s¢itat a nasobit skalarem (podobné jako funkce) a vysledkem je
opét bilinearni forma. Vlastnosti vektorového prostoru plynou z toho, ze
hodnoty formy jsou prvky télesa T. Nulovym vektorem je forma b(u,v) = 0
Yu,v e V.
Abychom spocitali dimenzi prostoru bilinearnich forem, uvédomme si, ze
jsou jednoznacné reprezentované maticemi fadu n X n, a tento vztah je
linearni: Necht B = {wy,...,w,} je baze prostoru V a uvazujme dvé bi-
linearni formy b, . Témto formam prislusi vzhledem k bazi B dvé matice
A, A’ definované po prvcich
ai; = b(w;, w;), a;j =V (w;, wy).

Potom soucet bilinearnich forem je zase bilinearni forma b* = b+ ' a jeji
matice A* vzhledem k bazi B slozky

aj; = b"(ws, wy) = (b4 ) (wi, wy) = bw;, wy) + V' (wy, wy) = ai; + aj.
Tudiz A* = A+ A’. Analogicky dokadzeme, Ze nésobek bilinearni formy se
projevi nasobkem jeji matice.
Takze prostor bilinearnich forem je isomorfni s prostorem T"*" a ma di-
menzi n?.
Analogicky symetrické bilinearni formy jsou reprezentované symetrickymi
maticemi z prostoru T™*"™ a symetrické matice tvori podprostor dimenze
sn(n+1).
Kvadratické formy jsou vzajemné jednoznacné odvozené od symetrickych bi-
linearnich forem. Pii dané bazi je pak kvadraticka forma urc¢ené jednoznacéné
symetrickou matici a opét symetricka matice zavisi linedrné na kvadratické
formé. Tedy dimenze prostoru kvadratickych forem je %n(n +1).
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14. Kvadratické formy a Sylvestriiv ziakon setrvacnosti

Cv. 14.1 Diagonalizujte kvadratické formy s maticemi
2 -1

A=|-1

1

N — O

1
1
1

O = N
Q
Il
R
=)
(el
~_

1
1 1|, B=
1 5

Resent:

K diagonalizaci kvadratické formy muzeme vyuzit elementarnich radkovych tprav.
Jediné, co musime zajistit je, zZe po aplikaci elementarni radkové upravy apliku-
jeme odpovidajici elementarni sloupcovou tpravu.

U matice A nejprve prohodime potadi 1. a 2. fadku (a nasledné i sloupcit),

2 —-11 -1 1 1 1 -1 1
-1 1 1|~12 -1 1]~|-1 2 1
1 1 5 1 1 5 1 1 5

V dalgim kroku nejprve pric¢teme 1. fadek k 2. fadku (dale 1. sloupec k 2. sloupci),
a stejné tak (—1)-nasobek 1. fadku k 3. fadku (obdobné pro sloupce). Dostavame,

1 -1 1 1 -1 1 1 01 1 01 1 00
-1 2 1)]~10 1 2)]~101 2] ~1012]~101 2
1 1 5 1 1 5 1 25 0 2 4 0 2 4

Nakonec pfi¢teme (—2)-nasobek 2. fadku k 3. fadku a provedeme odpovidajici
operaci pro sloupce, tedy

100 1 00 1 00
01 2] ~1012]~1010
0 2 4 000 000

Dostali jsme matici v diagonalnim tvaru. Podle Sylvestrova zakonu o setrvacnosti
je matice A positivné semidefinitni, ma dvé kladné a jedno nulové vlastni ¢islo.

U matice B nejprve prohodime 1. fadek a 2. fadek (a obdobné pro sloupce)

01 2 1 11 1 11
11 1)]~1012|~1|10 2
210 210 1 20

Nyni ode¢teme 1. fadek od 2. fadku (obdobné pro sloupce), a pak odec¢teme 1.
fadek od 3. fadku (obdobné pro sloupce)

1 11 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 O
102}~10 -1 1}]~1]0 -1 1)]~10 -1 1 |~{0 -1 1
1 20 1 2 0 1 1 0 0 1 -1 0 1 -1

Nakonec pri¢teme 2. fadek k 3. fadku (obdobné pro sloupce), ¢imz ziskame

1 0 O 1 0
0 -1 1 |~(0 =10
0 1 -1 0 0
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Cv. 14.2

Dostali jsme matici v diagonalnim tvaru, ktera je podle Sylvestrova zakonu o se-
trvacnosti indefinitni — ma jedno kladné, jedno nulové a jedno zaporné vlastni
¢islo.

Pro matici C postupujeme analogicky. Problém nastane ve chvili, kdyz proha-
zujeme prvni dva fadky. Potom prohodime prvni dva sloupce a opét dostaneme

matici v pivodnim tvaru
01 1 0 01
10 01 1 0)°

Musime si tedy vypomoci trikem, ktery spociva v tom, ze provedeme néjakou
jinou elementarni operaci, ktera zméni strukturu matice. Napiiklad pricteme k 1.
radku matice 2. fadek (obdobné pro sloupce) a dostaneme

(o)~ (o)~ (o)

Nyni jiz postupujeme standardnim zptisobem a matici diagonalizujeme na tvar

(%)

Matice ma tedy jedno kladné a jedno zaporné vlastni ¢islo, je indefinitni.

Diagonalizujte kvadratické formy s maticemi
1 0 1 10 1
A=102 1], B=102 1
11 -1 11 -1

a urcete polarni bazi, tj. bazi, viiéi niz je matice formy diagonalni.

Reseni:

Pro kvadratickou formu uréenou matici A je polarni baze urcena sloupci matice
S, kde STAS = D a matice D je diagonalni. Pro jeji vypocet tedy budeme
postupovat stejné jako v predchozi podiloze, kde jsme matici diagonalizovali,
jenom s tim rozdilem, Ze si budeme v pribéhu vypoctu udrzovat i souc¢in matic
sloupcovych elementarnich tprav, které na matici C' aplikujeme.

Budeme tedy upravovat matici (A | I3), pfi¢emz na matici vlevo aplikujeme rad-
kové i sloupcové tpravy a na matici vpravo aplikujeme pouze sloupcové tupravy.
V prvnim kroku pfi¢teme (—1)-nasobek 1. fadku k 3. fadku (totéz pro sloupce),
dostavame

1 0 -1
1 1 0
-1 1

—_— O =
_ N O
o O =
O = O
=)
L V)

1 1
~10 0
0 0

S = O

—2
Nynf pri¢teme (—3)-nasobek 2. fadku k 3. fadku (totéz pro sloupce),
—1 1
0]1~10
1 0

—1

1

10 0]1 0
02 110 0 :
0 1 0

o = O
S NN O

1
0
0

S = O

5
-9 ~3
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Cv. 14.3

Zde bychom mohli skoncit, ale z estetickych diivodi provedeme jesté operaci
vynasobeni 3. fadku ¢islem 2 (totéz pro sloupce)

—1

1

10 0 |1 0 =2
~10 2 0 |0 1 -1
00 —-10{0 0 2

0
0 ;

1
0
0

o NN O

1
0
0

o = O

_5
2
Polarni baze je tedy tvorena sloupci matice napravo, tedy matice

1 0 =2

S=(0 1 —1

00 2

Mizeme pak snadno ovérit zkouskou, ze plati

T

1 0 =2 1 0 1 1 0 =2 1
STAS=10 1 -1 02 1 01 -1]=10
00 2 11 -1 00 2 0

Pro matici B postupujeme analogicky a dostaneme tvar:

1
(B[ L)~ (0
1

_ N O

111
110
210

O = O
_ o O

1
~ |0
0

o NN O

0j1 0
00 1 -1
210 0 2

Matice B je tedy positivné definitni a polarni baze je napiiklad (1,0, 0)%, (0,1,0)7,
(—2,-1,2)T.

Uvazte relaci kongruence, kdy A, B € R™"*" jsou v relaci, pokud existuje regulérni

S takova, ze B = STAS.

(a) Dokazte, ze se jedna o relaci ekvivalence.

(b) Kolik ma t¥id ekvivalenci?

Resent:

(a) Ukazeme, Ze relace kongruence splije reflexivitu, antisymetrii a tranziti-
vitu.

Reflexivita. Reflexivita kongruence tika, ze existuje regularni matice S ta-
kova, ze A = STAS. Tento vztah spliiuje matice S := I,,.

Symetrie. Symetrie kongruence fika, ze pokud existuje regulédrni S takova,
ze B = STAS, poté existuje regularni matice U takova, ze A = UTBU.
Piendsobenim prvniho vztahu zleva matici (S7)~! a zprava S~! dostavame
A= (ST)"t1BS™ ! = (S™HTBS~!. Tedy staci volit U := S~

Tranzitivita. Nakonec tranzitivita 1ikéd, ze pokud existuji regularni matice
S a U takové, ze B = STAS a C = UT BU, poté také existuje regularni V,
7e C = VT AV. Dosazenim prvniho vztahu do druhého dostédvame

C =U"BU = UT(STAS)U = (UTST)A(SU) = (SU)TA(SU).
Volime tedy V := SU.
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Cv. 144

Cv. 14.5

(b) Podle Sylvestrova zédkonu o setrva¢nosti je kazda matice reprezentujici kva-
dratickou formu ekvivalentni diagonalni matici s prvky na diagonale z mno-
ziny {—1,0, 1}. Protoze vzhledem ke kongruenci nezalezi na poradi prvki na
diagonale, ale pouze na poc¢tu prvki odpovidajici danym hodnotéam, jedna
se o tzv. kombinace s opakovanim a hledany pocet je ("1%) = 1(n+2)(n+1).

Vyjadrete kvadratickou formu f(x) = 2T Az jako soudet ¢tvercii linearnich forem,
kde

1
A=10
1

_ N O

1
1
2
Reseni:

Podle cviceni [[4.2] vime, Ze existuje regularni matice S a diagonalni matice D

takove, ze STAS = D. Uvazujme substituci y = S~ 'z, ¢ili + = Sy. Potom
kvadratickou formu mizeme psat jako

flo)=a"Av = y"STASy = y"Dy = > diy;.
i=1
Kvadraticka forma ma tvar souctu ¢tverci, ale v proménnych y. Pokud za pro-
ménné dosadime zpét, ziskdme hledany tvar

f(x) = Zdzzyf = Zdii((s_l)i*x)Q-

V naSem pripadé mame konkrétné

1 00 1 0 -2 10 1
D=0 2 0], S=(01 —1], S'=(0 1 05
00 2 00 2 0 0 05

Dosazenim dostaneme pozadovany tvar

flx) = (1 + 23)% + 2(25 + 0.523)? + 2(0.523)°
= (21 + 23)* + 2(z9 + 0.523)* + 0.523.

Zkouskou (roznasobenim vyrazu) mizeme ovéfit spravnost vysledku.

Ukazte, Ze rovnice bx? + 8xy + 5y?> = 1 popisuje elipsu v R? a zjistéte jeji
charakteristiky (postupem z prednasky).

Reseni:

Aby se jednalo o elipsu, je tieba, aby rovnice §la vyjadiit ve tvaru 27 Az = 1, kde
A je positivné definitni. Poté existuje spektralni rozklad matice A = QAQT, kde
poloosy elipsy vedou ve sméru vlastnich vektoru (sloupci @) a jejich délky se

rovnaji hodnotam 1/4/A1, 1/4/Aa, kde Ay, Ay jsou vlastni ¢isla (¢isla na diagonéle
matice A). Ur¢ime nejprve matici A a néasledné najdeme jeji spektralni rozklad,

(-5 DG

Tedy osy elipsy ukazuji ve smérech (1,—1)T a (1,1)T a jejich délky jsou 1 a 1/3.
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