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Domaéci tkoly z Diskrétni matematiky
(4. ledna 2007)

(ze dne 4.10., k odevzdani do 18.10.)

Méjme n pfimek v roviné v obecné poloze (tj. zadné dvé nejsou rovnobézné a zadné
tfi se neprotinaji v jednom bodé). Dokazte, Ze rovina je témito pfimkami rozdélena na
sn(n+1) + 1 casti. [1Db]

(ze dne 4.10., k odevzdani do 18.10.)
Nechf pfirozené ¢islo n ma rozklad na prvoéisla n = pi*p3*..p* (kde p; < ... < pj jsou
prvodisla). Dokazte indukei podle k, Ze soucet vSech délitelu ¢isla n je roven

k a;+1

i+l _
15— [2b]
i Pl

(ze dne 18.10., k odevzdani do 25.10.)
Necht R;, Rs jsou dvé relace ekvivalence na mnoziné X. Rozhodnéte (a zdivodnéte),
zda jsou ekvivalencemi i nasledujici relace:

a) Rl N Rg, [%b]
b) Rl U Rg, [1b]
C) Rl \ RQ. [%b]
(ze dne 25.10., k odevzdani do 1.11.)

Uvazme mnozinu {1,...,n} usporddanou dle délitelnosti |. Najdéte na této mnoziné
maximalni Tetézec a antifetézec. Jakou maji délku? [1+1Db]
(ze dne 1.11., k odevzdani do 8.11.)

Spocitejte:

a) Y1 k(y), [1b]
b) 2 K (5)- [1b]

(ze dne 8.11., k odevzdani do 15.11.)
Kolika zptisoby mutzeme rozesadit n manzelskych part na 2n zidli kolem kulatého stolu,
aby zadny manzelsky par nesedél vedle sebe? [2b]

(ze dne 15.11., k odevzdani do 3.1.)
Vymyslete originalni kombinatorickou tlohu a dodejte véetné feseni. [1-2b]

(ze dne 22.11., k odevzdani do 29.11.)

Rozhodnéte, zda existuji dva neisomorfni grafy, které maji stejné skore, a to:

a) (2,2,2,2,2), [1b]
b) (1,1,3,3,3,3). [1b]
(ze dne 22.11., k odevzdani do 29.11.)

Rozhodnéte, pro kterd n € N existuje 3-regularni graf (vSechny stupné jsou rovny 3) na
n vrcholech. Dokazete takovy graf také nakreslit? [2b]
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(ze dne 29.11., k odevzdani do 6.12.)
Graf nazyvame k-regularni, pokud vSechny jeho stupné jsou rovny k. Dokazte, Ze existuje
k-regularni graf na n vrcholech pravé tehdy, kdyz n > k a k.n je sudé. [2b]

(ze dne 29.11., k odevzdéni do 6.12.)
V Uplném grafu K,, mezi dvéma danymi vrcholy u, v urcete pocet vsech cest

a) dané délky I, [1b]
b) vSech délek. [1b]
(ze dne 6.12., k odevzdani do 13.12.)

Bud T strom s n > 2 vrcholy a nechf p; je pocet vrcholii T' se stupném i. Dokazte
rovnost:

PL—p3s—2ps—3ps—...— (N —3)pp_1 = 2. [2b]

(ze dne 6.12., k odevzdani do 13.12.)
Urcete, pro ktera n € N existuje graf na n vrcholech se dvéma disjunktnimi kostrami.
Nezapomente takovy graf nakreslit. [2b]

(ze dne 13.12., k odevzdani do 20.12.)
Rozhodnéte, zda Petersentiv graf je rovinny. [2b]

(ze dne 13.12., k odevzdani do 20.12.)
Dokazte, ze Kruskaliiv algoritmus na hledani minimalni kostry dokéaze postupné najit
vSechny minimalni kostry tak, Ze pokazdé ptetfidite posloupnost hran (vzdy ale aby

byla neklesajici podle vah). [2b]
(ze dne 20.12., k odevzdani do 3.1.)
Dokazte, ze pro n > 11 doplnék rovinného grafu na n vrcholech neni rovinny. [2b]

(ze dne 20.12., k odevzdani do 3.1.)
Nakreslete mapu pravidelného dvanactisténu nebo dvacetisténu (vSechny stény musi byt
konvexni!). [2b]

P.S. Nezapomeriite na 7. tlohu, muzete dodat i vice prikladi (rozumné mnozstvi), klidné i s
grafovou tématikou.

Dalsi bodované ulohy

1. Je (6,5,5,5,5,5,5,4,4) skére rovinného grafu?

2. Pro které k € N existuje k-regularni (vSechny stupné rovny k) rovinny graf?

3. Bud X ¢éstecné usporddand mnozina, r velikost nejvétsiho Fetézce. Dokazte, ze X je rovno
sjednoceni nejvyse r jeho antifetézct.

4. Definujme (D,, |) jeho mnozinu vSech délitelt ¢isla n usporddanou dle délitelnosti. Pro n =
10! najdéte maximalni fetézec (jeho velikost) a urcete kolik takovychto maximalnich fetézcu
existuje.

5. Urcete barevnost Petersenova grafu.

6. Sestrojte 3-regularni graf se dvéma mosty a minimem vrchol.

7. Sestrojte 3-regularni graf na 16 vrcholech a s pravé jednim mostem.



