
Př́ımky sv́ıraj́ıćı stejný úhel
Problém: Kolik nejv́ıce může být p̌ŕımek v d-dimenzionálńım
euklidovském prostoru Rd takových, že každá dvojice těchto
p̌ŕımek sv́ırá stejný úhel φ?
Ukázky:
V R2 lze vźıt 3 p̌ŕımky s φ = 60◦.
V R3 lze vźıt 6 p̌ŕımek spojuj́ıćıch
protilehlé vrcholy dvacetistěnu.

Věta: V Rd může nejvýše
(d+1

2
)

p̌ŕımek sv́ırat stejný úhel.

Důkaz: Předpokládejme existenci n takových p̌ŕımek.
Z každé zvoĺıme vektor jednotkové délky.
Pro tyto vektory v1, . . . , vn plat́ı: ⟨vi |vj⟩ =

{
1 pro i = j ,
cos φ jinak.

Ukážeme, že matice v1vT
1 , v2vT

2 , . . . , vnvT
n ∈ Rd×d jsou lineárně

nezávislé. Pak n ≤
(d+1

2
)
, protože prostor symetrických matic řádu

d má dimenzi
(d+1

2
)
. (Je ”generován“ prvky na diagonále a nad ńı.)



Lineárńı nezávislost matic v1vT
1 , v2vT

2 , . . . , vnvT
n

Předpokládejme, že
n∑

i=1
aivivT

i = 0d ,d (matice d × d plná nul).

Pro každé j ∈ {1, . . . , n}: 0 = vT
j 0d ,dvj = vT

j

( n∑
i=1

aivivT
i

)
vj =

=
n∑

i=1
aivT

j vivT
i vj =

n∑
i=1

ai⟨vi |vj⟩2 = aj + cos2(φ)
∑
i ̸=j

ai

Tyto podḿınky na koeficienty a1, . . . , an zapsané soustavou rovnic:
1 cos2 φ . . . cos2 φ

cos2 φ 1 . . . ...
... . . . . . . cos2 φ

cos2 φ . . . cos2 φ 1




a1

a2
...

an

 =


0
0
...
0


Matice této soustavy je regulárńı, proto a1 = . . . = an = 0.
Tud́ıž v1vT

1 , v2vT
2 , . . . , vnvT

n jsou lineárně nezávislé.


