
Kuželosečky a kvadriky

[Wiki:] ”Kuželosečka je rovinná ǩrivka,
která vznikne jako pr̊unik roviny s rotačńı kuželovou plochou“

Obr: en.wikipedia.org/wiki/Conic_section

en.wikipedia.org/wiki/Conic_section


Kuželosečky a kvadriky
Definice: Kuželosečka je množina řešeńı homogenńı rovnice
s reálným polynomem stupně dva ve dvou proměnných, neboli:
{x ∈ R2 : a11x2

1 + a12x1x2 + a22x2
2 + v1x1 + v2x2 + t = 0}

x1

x2

x1

x2

Vlevo: (x1 − 2)2 + 4(x2 − 2)2 = 16 . . . elipsa

Vpravo: 2x2
1 − 8x1x2 + 8x2

2 + (8
√

5 − 4)x1 − (16
√

5 + 2)x2 + 50 = 0
. . . elipsa ? parabola ? hyperbola

Obr: www.geogebra.org/graphing

Stejná rovnice zapsaná pomoćı matice A ∈ R2×2 a vektoru v ∈ R2:
xTAx + vTx + t = 0

(Bud’ voĺıme a21 = 0 nebo koeficient u x1x2 rozděĺıme symetricky.)
Definice: Pro matici A ∈ Rd×d , vektor v ∈ Rd a skalár t ∈ R
je kvadrika množina {x ∈ Rd : xTAx + vTx + t = 0}.

V nedegenerovaném p̌ŕıpadě
dostaneme (d−1)-dimenzionál-
ńı plochu v prostoru dimenze d .

x2
1 + 3x2

2 − x2
3

+ x1x2 + x1x3 + 4x2x3
+ 4x1 + 5x2 + 3x3 + 3 = 0

Obr: www.math3d.org

www.geogebra.org/graphing
www.math3d.org
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Aplikace

▶ pohyb planet v astronomii — elipsy
▶ konstrukce optických zrcadel a mikrofonů

— parabolické plochy
▶ lineárńı programováńı — elipsoidová metoda
▶ fyzika — výpočet napět́ı uvniťr tělesa nebo

popis rotačńıho pohybu tuhých těles (nap̌r. gyroskopy)
▶ statistika — analýza hlavńıch komponent nap̌r. pro sńıžeńı

velikosti velkých soubor̊u dat bez významné ztráty dat
▶ informatika — rozpoznáváńı vzor̊u, neuronové śıtě
▶ elektronika — návrh a analýza chováńı obvodů
▶ aritmetika, teorie č́ısel, . . .



Transformace kvadriky
▶ Dána xTAx + vTx + t = 0 se symetrickou A v̊uči bázi B.
▶ Najdeme bázi C , aby [id]C ,B byla ortogonálńı

a D = [id ]TC ,BA[id]C ,B byla diagonálńı.
▶ Provedeme (prvńı) substituci x = [id]C ,By , č́ımž dostaneme

yTDy + wTy + t = 0 pro w = [id]TC ,Bv .
Geometricky jde o isometrii, čili natočeńı systému soǔradnic.

▶ Pro každé dii ̸= 0 nahrad́ıme (podruhé) yi = zi − wi
2dii

.
Jde o takový posun počátku soǔradnicového systému, že
diiy2

i + wiyi = dii
(
zi − wi

2dii

)2
+ wi

(
zi − wi

2dii

)
= diiz2

i − wi 2

4dii

čili nenulové kvadratické členy pohlt́ı své lineárńı členy.
Dostaneme zTDz + uTz + s = 0,

ui =
{

0 pro dii ̸= 0
wi pro dii = 0

a s = t −
∑

dii ̸=0

w2
i

4dii
.

▶ Nyńı snáze odvod́ıme tvar, osy, sťred a daľśı parametry.



Ukázka transformace

x1

x2

2x2
1 − 8x1x2 + 8x2

2 + (8
√

5 − 4)x1 − (16
√

5 + 2)x2 + 50 = 0

Diagonalizujeme matici
(

2 −4
−4 8

)
pro nalezeńı nové báze.

Výsledná parabola: 10z2
1 − 2

√
5z2 + 10 = 0.

(Tu lze svisle posunout do počátku a eliminovat konstantńı člen.)



Ukázka transformace

x1

x2

y1

y2

Třeba použ́ıt ortogonálńı [id]C ,B =

 1√
5

2√
5

− 2√
5

1√
5

,

abychom provedli pouze isometrii (rotaci os).

Výsledná parabola: 10z2
1 − 2

√
5z2 + 10 = 0.

(Tu lze svisle posunout do počátku a eliminovat konstantńı člen.)



Ukázka transformace

y1

y2

z1

z2

10y2
1 − 2

√
5y2 + 40y1 + 50 = 0

Provedeme substituci y1 = z1 − 2, y2 = z2 (horizontálńı posun).

Výsledná parabola: 10z2
1 − 2

√
5z2 + 10 = 0.

(Tu lze svisle posunout do počátku a eliminovat konstantńı člen.)



Ukázka transformace

z1

z2

Výsledná parabola: 10z2
1 − 2

√
5z2 + 10 = 0.

(Tu lze svisle posunout do počátku a eliminovat konstantńı člen.)


