Kvadratické formy nad télesy charakteristiky 2

Je-li char(T) = 2, potom nékteré kvadratické formy g nelze
odvodit z zadné symetrické bilinearni formy, napt. g(v) = viva.
Proto matice takovych forem g neni definovana.

Na druhou stranu, je-li A symetrickd matice fadu n, potom pro
n

analytické vyjadreni formy g(v) = v Av plati: g(v) = > a;v?,
i=1

protoze kazdy ze smiSenych Clenil a;;v;v; se odeclte s aj;v;v;.
Je-li totiz char(T) = 2, pak ajvjv; + ajivjvi = (1 + 1)ajv;v; = 0.

, 11 10
Ukézka: v’ (1 0) v = v12 +vivo + vovy = v12 =vl (0 0) v

Disledek: Lze-li kvadratickou formu g nad T charakteristiky 2
vyjadfit sou¢inem g(v) = v' Av se symetrickou A, potom ji Ize
vyjad¥it pomoci g(v) = v Dv s diagonélni matici D.

Tyto formy obsahuji jen kvadratické ¢leny a zadné smisené.
Matice D je dana jednoznacné vztahem d;; = a;; proi=1,...,n.



Diagonalizace matic forem nad ostatnimi télesy

Véta: Je-li g kvadratickd forma na vektorovém prostoru V
konec¢né dimenze n nad télesem T charakteristiky odlisné od 2,
pak forma g méa diagonalni matici vzhledem k vhodné bazi B.
(Véta plati i pro symetrické bilinearni formy.)

Definice: Polarni baze dava diagonalni matici kvadratické formy.
Preformulovano jako diagonalizace matic kvadratickych forem:

Véta: Pro jakoukoli symetrickou matici A € T"*" s char(T) # 2
existuje regularni matice R takova, ¢ RTAR je diagonalni.

Ukazka: Matici formy ((1) (1)) Ize nad Zs diagonalizovat napf.:

G626

Poznamka: U realnych matic véta plati jiz diky diagonalizaci
symetrickych matic linedrnich zobrazeni pomoci ortogonalnich R.
Ty spliiuji RT = R~1, a tak jsou diagonélni i RTAR = R"1AR.



Véta: Pro jakoukoli symetrickou matici A € T"*" s char(T) # 2
existuje regularni matice R takova, e RT AR je diagonalni.

Dikaz: Indukci podle n. a1 | b7
Oznatme A=A, =
x| L
a1l
» Proa;; #0a P, =
0 In—1

1 OT a1l bT 1 —ainb—r

mame P;';A,,Pn = 1 . .
~Lb |ty || b 0| 1hs
all bT 1 —aiubT ail OT

o | Lo +E 0| 1,y | | O ]A

kde A,_1 = B — 2 bb" je symetricka.

ail



Véta: Pro jakoukoli symetrickou matici A € T"*" s char(T) # 2
existuje regularni matice R takova, e RT AR je diagonalni.

Dikaz: Indukci podle n. a1 | b7
Oznatme A=A, = b
1 —ThbT an | OF
» Pro a 0aP,= méme PJA,P, =
11 7‘é n 0 |n_1 nAnln 0 Anfl
kde A, 1 = I — -=bb' je symetricka. Dle indukéniho 1] oT
predpokladu uréime R,_1 pro A,_1. Zvolime R, = P, -
0 Rn—l
. 1| of . 1| o"
Pak R, A,R, = -P.A,P, -
n n*n 0 R;r_l n n* n 0 Rn_l
alil OT

= je diagonalni.
0 R;rflAnfl Rnfl




Véta: Pro jakoukoli symetrickou matici A € T"*" s char(T) # 2
existuje regularni matice R takova, e RT AR je diagonalni.

Dikaz: Indukci podle n. a1 | b7
Oznatme A=A, = b
» Pro a 0aP,= mame P, A,P, = '
11 7& n 0 |n_1 nnfn 0 Anfl
kde A, 1 = I — -=bb' je symetricka. Dle indukéniho 1] oT
predpokladu uréime R,_1 pro A,_1. Zvolime R, = P, - ol R
Potom RTA,R, je diagonalni. 1
2 21 1-1-2 121
Ukazka: T:Z3, A3: 2 ) P3: 01 0 =101 0],
1 00 1 001
11 12
Ay =B— -bb" = ;()21)—<1 2>,R2—<0 1)'



Véta: Pro jakoukoli symetrickou matici A € T"*" s char(T) # 2
existuje regularni matice R takova, e RT AR je diagonalni.

Dikaz: Indukci podle n. a1 | b7
Oznatme A=A, = b
T T T
1| —5-b . =
» Proa;; #0a P, = mame P, A,P, =
0 In—1
kde A,_1 = 5 — L bb" je symetricka. Dle indukéniho

ai
predpokladu uréime R,_1 pro A,_1. Zvolime R, = P, -

Potom R A,R, je diagonalni.
» Pokud a;1 =0, ale b #£ 0, pak aj; # 0 pro néjaké i.

alii OT
0 Anfl

1] of

0 Rn—l

Pokud aj; = 0, pouZijeme elementarni matici E pro pricteni i-tého
sloupce k prvnimu. Poté vezmeme A’ = ET AE namisto A. Protoze
aj; = 2aj1 # 0, lze postupovat stejné jako v predchozim pfipadé.

Jinak pouzijeme E pro zaménu i-tého a j-tého

sloupce a analogicky dostaneme aj; = a; # 0. 1

» Proaj;i=0ab=0vezmeme A,_1 = E a R, =




Metody diagonalizace

> Realné symetrické Ize diagonalizovat pomoci vlastnich Cisel.

» Gaussovou eliminaci — kazdou fadkovou operaci provedeme
soucasné na fadky i na sloupce.

Pozorovéni: Je-li A symetrické, je A’ = ET AE také symetricka.
Daisledek: Dolni trojihelnikova RTAR je i diagonalni.

Ukazka:
(2211oo>“_|<221100>”_|<20110
2 0 2|/0 1 0l~[0o1 1]2 1 0]~[01 1|21
1 2 1/00 1/ % \12 2 1/00 1/s\1 1 1]00
. (2 0 0|1 0 o> i (2 0 0l1 0 o>

~ (o1 1|2 1 0]~ (0o 1 0]2 10

01 2|1 0 1 00 12 2 1

Ve vysledné blokové matici je vlevo diagonélni matice RTAR
a vpravo je matice Fadkovych tprav &ili RT.
Vektory polarni baze B jsou sloupce R = [id]p g €ili Fadky této RT.

= O O



Sylvesterliv zakon setrvacnosti
Véta: Kazda kvadratickd forma na konecné generovaném redlném
vektorovém prostoru ma vzhledem k vhodné bazi diagonalni matici
pouze s 1, —1 a 0. V8echny takové diagondlni matice odpovidajici
téze formé maji stejny pocet 1 a stejny pocet —1.

Definice: Necht redlna kvadraticka forma g ma
diagonalni matici D obsahujici pouze 1, —1 a 0.
Signatura formy g je trojice (#1,# — 1,#0),
pocitano na diagonale matice D.



Sylvesterliv zakon setrvacnosti
Véta: Kazda kvadraticka forma na konecné generovaném realném
vektorovém prostoru ma vzhledem k vhodné bazi diagonalni matici
pouze s 1, —1 a 0. V8echny takové diagondlni matice odpovidajici
téze formé maji stejny pocet 1 a stejny pocet —1.

Ukazka: g : R? — R dana A = g _33 vzhledem k E.
Matice g vzhledem k bazi: B = ((%, %)T, (-1, %)T) je

2 1 2 1

2 N0 3\ (2 -1 (1o
D=[idggAlidge=| > 1 ) T

-1 1 3 -3 5 3 0 —1

2
6x1x0 — 3x5



Diagonalizované kvadratické formy R? — R

g
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0, signatura (0,0,2)  x{, sig. (1,0,1) —x¢, sig. (0,1,1)

N\
O

TIIRN
SRERRRNN

I
\___—=

x? 4+ x2, sig. (2,0,0) x? —x3, sig. (1,1,0) —x{ —x3, sig. (0,2,0)

(sefazeno podle hodnosti a poté 1 pfed —1)



Sylvesterliv zakon setrvacnosti

Véta: Kazda kvadraticka forma na konecné generovaném realném

vektorovém prostoru ma vzhledem k vhodné bazi diagonalni matici

pouze s 1, —1 a 0. VSechny takové diagonalni matice odpovidajici

téze formé maji stejny polet 1 a stejny pocet —1.

Dikaz:

1. Existence: Necht A je matici formy vzhledem k né&jaké bazi B.

Realné symetrické matice lze diagonalizovat, &ili A= RTD'R pro

reguldrni R a diagonaini D’. ( pro di:=0:d; =0, s;=1,

Rozlozime D' = STDS, kde { pro dj; > 0:dj =1, sj= \@v
pro d,/, <0:d;= —1,5,',' = \/_d/{i'

Nyni je SR regularni a A = (SR)"DSR.

Zvolime bazi C tak, ze soutadnice vektorli C vzhledem k B jsou

sloupce (SR)™1, tzn. [id]c.g = (SR)™?

Nyni [id]F gAlid]c.s = ((SR)™})T(SR)"DSR(SR)™! = D

je hledana diagonalni matice formy vici bazi C.



Sylvesterliv zakon setrvacnosti

Véta: Kazda kvadraticka forma na konecné generovaném realném
vektorovém prostoru ma vzhledem k vhodné bazi diagonalni matici
pouze s 1, —1 a 0. VSechny takové diagonalni matice odpovidajici
téze formé maji stejny polet 1 a stejny pocet —1.

Ukazka:
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A=|-10 4 8 | =
-2 8 -2
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idlgc=SR=| 0 30] (3 3 -%|=|1 2 =2
001/ \3 1 3 R
A=R'D'R=R"S'DSR = (SR)"DSR = [id]} D[id]s.c

~ [id]-EBA[id]C,B =D



2. Jednoznacnost poc¢tu 1, —1 a O:

Necht B = (by,...,b,), C = (ci1,...,cy) jsou dvé baze t.z.
odpovidajici matice B a C formy g jsou diagonélnis 1, —1 a0
usporadanymi tak, Ze nejdfive jsou 1, potom —1 a 0 jsou posledni.

ProtozZe souciny s regularnimi maticemi [id]c g neméni hodnost:
#0v B=n—rankB=n—rankC=#0v C.

Oznatme r = #1v B as = #1 v C. Pokud by r > s, pak uvazme
podprostory span(bs,...,b,) a span(€s41, ..., C,). Soulet jejich
dimenzi r + n — s pfesahuje n, a proto maji netrivialni prinik.

B R  dim=n c Pouzivdme vétu o priniku
span(by. .. b)) .o a spojent: dlmq+d|mV:

dim — r W .c + dim(span(U U V))
f J ® Cs+1|| Leva strana je ostfe vétsi nez n,
tpan(_csﬂ, -1 Cn) dim(span(UUV)) < dimR" = n

dim=n—s | ®c, N




2. Jednoznacnost poc¢tu 1, —1 a O:

Necht B = (by,...,b,), C = (ci1,...,cy) jsou dvé baze t.z.
odpovidajici matice B a C formy g jsou diagonélnis 1, —1 a0
usporadanymi tak, Ze nejdfive jsou 1, potom —1 a 0 jsou posledni.

ProtozZe souciny s regularnimi maticemi [id]c g neméni hodnost:
#0v B=n—rankB=n—rankC=#0v C.

Oznatme r = #1v B as = #1 v C. Pokud by r > s, pak uvazme
podprostory span(bs,...,b,) a span(€s41, ..., C,). Soulet jejich
dimenzi r + n — s pfesahuje n, a proto maji netrivialni prinik.
Zvolme v € (span(by,...,b,) Nspan(€st1,...,€4)) \ 0, &ili

[vlg = (a1,---,a,0,...,0)T, [vlc = (0,...,0,dss1,...,dn)".
Protoze v #£ 0, alespon jedno z a1, ..., a, je nenulové.

Tato a1, ..., a, odpovidaji 1 v diagonalni matici B, a proto plati:
g(v) = [v]5B[v]g = a? + --- + a? > 0. Podobné odvodime:
g(v)=[v]EC[v]c = —d?,; — ... — dr2ank(C) < 0, protoze nenulové
dilei souciny tvofi jen dsi1,. .., drank(c) Z [V]c @ —1 z diagonadly C.

Ze sporu vyplyva, Ze r # s. Symetricky téz s # r, a proto r = s.



Poznamky

Pozorovani: Formy s realnymi pozitivné definitnimi maticemi jsou
ty, které Ize diagonalizovat na I.
— porovnejte s Choleského faktorizaci A= U"U = UTIU.

Pozorovani: Analogicka véta pro komplexni symetrické formy

(jiné matice nez hermitovské!) dava diagonalni matice s 1 a 0 na
diagonale; vcetné setrvacnosti.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Je pravda, Ze pokud Ize symetrickou matici A diagonalizovat
pomoci RTAR, pak R Ize vidy zvolit horni trojiihelnikovou?

» Je pravda, Ze kdyz ma kvadratickd forma g na V nad R
diagonalni matici s néjakymi 1 a néjakymi —1, pak existuji
vektory u, v € V takové ze g(u) < 0 < g(v)?

» Je-li matice A diagonalizovdna pomoci ortogonalni R, jaky je
vztah mezi pivodni a novou (t.j. polarni) bazi?

» Jakym situacim v ditkazu zakona setrvacnosti odpovidaji
pripady, kdy matice B nebo C nemaji na diagonale zadné 17
(Cili r =0 nebo s =0.)

» Za jakych okolnosti plati v témze diikazu [v]i-C[v] = 0?



