
Rekurentńı podḿınka
Věta: Bloková matice A =

a11 bH

b B
je pozitivně definitńı,

právě když a11 ∈ R+ a matice B − 1
a11

bbH je pozitivně definitńı.
Pozorováńı: Gaussova eliminace prvńıho sloupce pomoćı prvńıho

řádku hermitovské matice dává:
a11 bH

b B
∼∼

a11 bH

0 B − 1
a11

bbH

Ukázka:
4 2 0 −1
2 2 2 2
0 2 5 7

−1 2 7 20

∼∼


4 2 0 −1
0 1 2 5

2
0 2 5 7
0 5

2 7 79
4



Důkaz: Gaussova eliminace prvńıho sloupce A odpov́ıdá součinu:

1 0H

− 1
a11

b I
·

a11 bH

b B
=

a11 bH

0 B − 1
a11

bbH

Následně dostáváme:
1 0H

− 1
a11

b I
·

a11 bH

b B
·

1 − 1
a11

bH

0 I
=

a11 0H

0 B − 1
a11

bbH

Matice elementárńıch úprav je regulárńı, a tak A je pozitivně
definitńı, právě když výsledná bloková matice je pozitivně definitńı.
To nastává, právě když má oba nenulové bloky pozitivně definitńı.
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Důsledek: Pozitivně definitńı matice lze rozpoznat Gaussovou
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1 0H

− 1
a11

b I
·

a11 bH

b B
=

a11 bH

0 B − 1
a11

bbH

Následně dostáváme:
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Sylvesterova podḿınka
Věta: Hermitovská matice A řádu n je pozitivně definitńı,
právě když matice A1, . . . , An maj́ı kladné determinanty,
kde Ai se sestává z prvńıch i řádk̊u a sloupc̊u A.
Ukázka:

|A| = |A4| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 0 −1
2 2 2 2
0 2 5 7

−1 2 7 20

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 38 > 0

|A3| =

∣∣∣∣∣∣∣
4 2 0
2 2 2
0 2 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 4 > 0

|A2| =
∣∣∣∣∣ 4 2

2 2

∣∣∣∣∣ = 4 > 0

|A1| = det(4) = 4 > 0

Všechny determinanty jsou kladné, proto je A je pozitivně definitńı.

Důkaz: Použijeme Gaussovu eliminaci A ∼∼ A′ pro test,
zda je A pozitivně definitńı. Necht’ a′

11, . . . , a′
nn jsou prvky

na diagonále výsledné horńı trojúhelńıkové matice A′.
Protože jsme eliminovali řádky shora dol̊u,
máme det Ai = det A′

i =
∏
j≤i

a′
jj = det Ai−1a′

ii .

A je pozitivně definitńı ⇔ a′
11, . . . , a′

nn > 0
⇔ det A1, . . . , det An > 0.

Ukázka:∣∣∣∣∣∣∣∣
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−1 2 7 20

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 0 −1
0 1 2 5

2
0 2 5 7
0 5

2 7 79
4
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∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 0 −1
0 1 2 5

2
0 0 1 2
0 0 2 27

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 0 −1
0 1 2 5

2
0 0 1 2
0 0 0 19

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
A2

A1

A3
A4

A′
2

A′
1

A′
3

A′
4
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kde Ai se sestává z prvńıch i řádk̊u a sloupc̊u A.
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11, . . . , a′
nn jsou prvky
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Kv́ız — řešeńı
Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.

1. Který z test̊u pozitivńı definitnosti je asymptoticky výpočetně
nejrychleǰśı? a) Choleského rozklad, b) Gaussova eliminace,
c) rekurentńı podḿınka, d) Sylvesterova podḿınka,1
e) všechny maj́ı stejnou asymptotickou složitost.

2. V rekurentńı podḿınce na test pozitivńı definitnosti:
a) a11 i b musej́ı být nenulové, b) a11 i b mohou být nulové,
c) a11 může být nulové, ale b muśı být nenulový,
d) a11 muśı být nenulové, ale b může být nulový.

3. Pravda nebo lež? Je-li v Sylvesterově podḿınce det Ai = 0,
pak pro všechny menš́ı matice, t.j. pro j ≤ i , plat́ı det Aj = 0.

4. An je negativně definitńı matice (vHAnv < 0), právě když
a) det(Ai) < 0 pro všechna i = 1, . . . , n
b) det(A1) < 0, a det(Ai) > 0, pro všechna i = 2, . . . , n

c) det(Ai)
{

< 0 pro lichá i ∈ {1, . . . , n}
> 0 pro sudá i ∈ {1, . . . , n}

1Mı́něno výpočet každého determinantu zvlášt’.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. a-c) maj́ı složitost O(n3), zat́ımco d) vyžaduje O(n4) operaćı.
2. Pouze a11 je použito pro děleńı. Je-li b = 0, je i 1

a11
b = 0.

3. Neplat́ı nap̌r. pro matici
(

1 0
0 0

)
.

4. Negativně definitńı An lze Gaussovou eliminaćı p̌revést na
trojúhelńıkovou matici A′ se zápornými prvky na diagonále.
Proto jej́ı podmatice Ai sudých řádů maj́ı kladný determinant
a podmatice lichých řádů maj́ı determinant záporný.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Proč p̌ri testováńı pozitivně definitńıch matic
Gaussovou eliminaćı nelze měnit pǒrad́ı řádk̊u?

▶ Co lze odvodit o rekurentńı podḿınce a determinantech pro
negativně definitńı, semidefinitńı a indefinitńı matice?


