
Gramova matice

Věta: Necht’ V je prostor se skalárńım součinem a báźı
B = (b1, . . . , bn). Potom takzvaná Gramova matice A definovaná
aij = ⟨bi |bj⟩ splňuje: ∀u, v ∈ V : ⟨u|v⟩ = [v ]HBAT[u]B
Všimněte si, že když B je ortonormálńı báze, pak A = In.

Důkaz: Označme [u]B = (c1, . . . , cn)T, [v ]B = (d1, . . . , dn)T,
t.j. u =

n∑
i=1

cibi a v =
n∑

j=1
djbj . Dostáváme

⟨u|v⟩ =
〈 n∑

i=1
cibi

∣∣∣∣ n∑
j=1

djbj

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

cidj⟨bi |bj⟩ = [v ]HBAT[u]B

Vlastnosti Gramovy matice:
▶ Z ⟨bi |bj⟩ = ⟨bj |bi⟩ máme aij = aji , t.j. matice je hermitovská,
▶ Z ⟨v |v⟩ > 0 pro v ̸= 0 máme [v ]HBAT[v ]B > 0.



Pozitivně definitńı matice

Definice: Hermitovská matice A řádu n se nazývá
pozitivně definitńı, pokud pro ni plat́ı: ∀v ∈ Cn \ 0 : vHAv > 0.

Aplikace:
▶ Hledáńı extrémů reálné funkce v́ıce proměnných

— je-li (tzv. Hessova) matice źıskaná parciálńımi derivacemi
druhého řádu pozitivně definitńı, pak jde o lokálńı minimum.

▶ Rozš́ı̌reńı optimalizačńıch úloh (semidefinitńı programováńı ).

Ukázka:
(

1 2
2 5

)
. . . ale jak lze podḿınku vHAv > 0

ově̌rit pro všechna v ∈ C2 \ 0?



Vlastnosti pozitivně definitńıch matic

Pozorováńı: Pokud A, B jsou pozitivně definitńı stejného řádu,
pak A + B je také pozitivně definitńı.
Důkaz: vH(A + B)v = vHAv + vHBv > 0

Pozorováńı: Pokud A je pozitivně definitńı a R je regulárńı,
pak RHAR je také pozitivně definitńı.
Důkaz: Pro v ̸= 0 a u = Rv ̸= 0 plat́ı: vHRHARv = uHAu > 0.

Důsledek: Bud’ jsou pozitivně definitńı A i RHAR nebo ani jedna.

Pozorováńı: Pokud A je pozitivně definitńı,
pak je regulárńı a A−1 je také pozitivně definitńı.
Důkaz: Pro singulárńı A existuje v ̸= 0, že: vHAv = vH0 = 0.
Inverzńı k hermitovské je hermitovská: A−1 = (A−1)H, protože:
(A−1)H = (A−1)HAA−1 = (A−1)HAHA−1 = (AA−1)HA−1 = A−1.
Podle p̌redchoźıho pozorováńı: A−1 = A−1AA−1 = (A−1)HAA−1.



Vlastnosti pozitivně definitńıch matic

Tvrzeńı: Hermitovská bloková matice
(

A 0n,m
0m,n B

)
je pozitivně definitńı, právě když A i B jsou pozitivně definitńı.

Důkaz: Pro w = (v1, . . . , vn, u1, . . . , um)T ∈ Cn+m, plat́ı:

wH
(

A 0n,m
0m,n B

)
w = vHAv + uHBu

Oba sč́ıtance pravé straně jsou nezáporné pro každé w a
je-li w netriviálńı, pak alespoň jeden z nich je kladný.

Obráceně, pokud v ∈ Cn \ 0 doplńıme nulami na
w = (v1, . . . , vn, 0, . . . , 0)T ∈ Cn+m, pak dostaneme:

vHAv = wH
(

A 0n,m
0m,n B

)
w > 0

Pro matici B lze postupovat obdobně.



Charakteristika pozitivně definitńıch matic

Věta: Pro hermitovskou A jsou následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:
1. Matice A je pozitivně definitńı,
2. A má všechna vlastńı č́ısla kladná,
3. existuje regulárńı matice U taková, že A = UHU.

Důkaz: 1 ⇒ 2 : Protože A je hermitovská, má vlastńı č́ısla reálná.
Necht’ v je netriviálńı vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ.
Potom 0 < vHAv = λvHv = λ⟨v |v⟩. Z ⟨v |v⟩ > 0 máme λ > 0.

2 ⇒ 3 : Protože A je hermitovská, existuj́ı unitárńı R a diagonálńı
D takové, že A = RHDR. Vezměme diagonálńı D̃ : d̃ii =

√
dii a

U = D̃R. Nyńı UHU = (D̃R)HD̃R = RHD̃HD̃R = RHDR = A.
U je regulárńı, protože unitárńı i diagonálńı matice jsou regulárńı.

3 ⇒ 1 : Pokud v ∈ Cn \ 0, pak Uv ̸= 0, protože U je regulárńı.
Nyńı: vHAv = vHUHUv = (Uv)HUv = ⟨Uv |Uv⟩ > 0.



Choleského rozklad
Věta: Pro každou pozitivně definitńı matici A existuje jednoznačná
horńı trojúhelńıková matice U s kladnou diagonálou taková, že
A = UHU. Matice U se nazývá Choleského rozklad.

Input: Hermitovská matice A
Output: Choleského rozklad U, pokud je A pozitivně definitńı
for i = 1, . . . , n do

uii =
√

aii −
i−1∑
k=1

ukiuki

if uii /∈ R+ then STOP, A neńı pozitivně definitńı;
for j = i + 1, . . . , n do

uij = 1
uii

(
aij −

i−1∑
k=1

ukiukj

)
end

end
Pozorováńı: Výpočet vyžaduje O(n3) aritmetických operaćı.



Ukázka — Choleského rozklad

Pro danou hermitovskou
matici A určete horńı
trojúhelńıkovou matici
U s kladnou diagonálou
splňuj́ıćı: A = UHU

U
UH A

2 1 0 −1
0 1 2 3
0 0 1 1
0 0 0 3

2 0 0 0
1 1 0 0
0 2 1 0

−1 3 1 3

4 2 0 −2
2 2 2 2
0 2 5 7

−2 2 7 20

uii =

√
aii−

i−1∑
k=1

ukiuki

2 1 0 −1
0 1 2 3
0 0 ? .
0 0 0 .

2 0 0 0
1 1 0 0
0 2 ? 0

−1 3 . .

4 2 0 −2
2 2 2 2
0 2 5 7

−2 2 7 20

uij = 1
uii

(
aij−

i−1∑
k=1

ukiukj

) 2 1 0 −1
0 1 2 3
0 0 1 ?
0 0 0 .

2 0 0 0
1 1 0 0
0 2 1 0

−1 3 . .

4 2 0 −2
2 2 2 2
0 2 5 7

−2 2 7 20



Správnost výpočtu Choleského rozkladu
⇐: Pokud algoritmus uspěje, pak součin UHU ově̌ruje rozklad.
⇒: Předpokládejme, že algoritmus selže během p̌ri výpočtu uii ∗.
Prvńıch i − 1 řádk̊u a sloupc̊u A označme B,
prvńıch i − 1 prvk̊u i-tého sloupce A zas b.
Podobně C a c pro dosud spočtenou část U.
Tyto objekty splňuj́ı: B = CHC a b = CHc.
∗ Protože nelze určit uii , máme aii ≤ cHc.

U C

UH
CH

i

i

c

cH
B b
bH aii

A0
0

*

*

Položme vT = wT 1 0T
n−i ∈ Cn, kde w = −C−1c.

Nyńı dostáváme: vHAv =
= wHBw + wHb + bHw + aii
= (−C−1c)H(CHC)(−C−1c)+

(−C−1c)H(CHc) + (CHc)H(−C−1c) + aii
= cHc − cHc − cHc + aii = aii − cHc ≤ 0

Proto A neńı pozitivně definitńı.

0n−i

w

wH

B
bH

A

v

vH 1

1

vHAv =
nepodstatné

b
aii

B bw +
bHw +aii

B bw+ bHw+aii+wH wH



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Je-li A Hermitovská, pak BABH je Hermitovská

a) vždy b) jen pro čtvercové B c) jen pro Hermitovské B
d) jen pro regulárńı B e) jen pro unitárńı B f) nikdy

2. Kolik má pozitivně definitńı matice řádu 4 rozkladů UHU
s horńı trojúhelńıkovou matićı U?
a) 1 b) 2 c) 4 d) 16 e) nekonečně mnoho

3. Je-li v ∈ Cn, jaký je rozd́ıl mezi vHv a vvH

a) žádný, jde o výpočet standardńıho skalárńıho součinu
b) prvńı je komplexńı č́ıslo, druhý je Hermitovská matice
c) prvńı je Hermitovská matice, druhý je komplexńı č́ıslo

4. Pozitivně definitńı matice jsou uzav̌reny na operace:
a) součty, b) rozd́ıly, c) skalárńı násobky,
d) součiny, e) transpozice, f) inverze.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Stač́ı ově̌rit: (BABH)H = (BH)HAHBH = BABH.
2. U rozkladu lze volit znaménko prvku na diagonále, ostatńı

hodnoty jsou pak jednoznačně dány. To je 24 možnost́ı.
3. Nahĺıž́ıme-li na vektor v ∈ Cn jako na matici v ∈ Cn×1,

je vH ∈ C1×n, a potom vHv ∈ C1×1 a vvH ∈ Cn×n.
4. a, f) bylo v pozorováńı; e) vHATv = (vHATv)T = uHAu > 0

pro u = (vH)T ̸= 0. Vektor u má komplexně sdružené složky
oproti v , čili ui = vi ; b, c) nap̌r. I − 2I = (−1)I = −I neńı
pozitivně definitńı; d) součin hermitovských nemuśı být ani

hermitovská, nap̌r.
(

1 2
2 5

)(
3 0
0 1

)
=
(

3 2
6 5

)
.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Může být nějaká obdélńıková matice pozitivně definitńı?
▶ Jak souviśı pozitivńı definitnost matic A a RHAR

s jejich Choleského rozklady?
▶ Lze provést Choleského rozklad matic,

které nejsou hermitovské?
▶ Č́ım je zaručena existence matice C−1

z argumentu o správnosti výpočtu Choleského rozkladu?
▶ Pokud do rozkladu pozitivně definitńı matice A = UHU,

kde U je regulárńı, ale ne nutně trojúhelńıková,
dosad́ıme za U jej́ı QR-rozklad, jaké vyjáďreńı dostaneme?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

A.-L. Cholesky byl geodet a kartograf.
Před prvńı světovou válkou se pod́ılel
na vymě̌rováńı Kréty a severńı Afriky.
Choleského rozklad vyvinul právě pro
svou geodetickou práci.
Sloužil ve francouzské armádě jako
dělosťrelecký důstojńık a na konci prvńı
světové války padl v boji.

André-Louis Cholesky
1875 – 1918

[Obrázek: MacTutor]
Kromě pozitivně definitńıch jsou definovány i negativně definitńı
matice, t.j. hermitovské řádu n splňuj́ıćı ∀v ∈ Cn \ 0 : vHAv < 0.
Pozitivně či negativně semidefinitńı matice maj́ı v definici neostrou
nerovnost ḿısto ostré. Zbylé hermitovské matice jsou indefinitńı.
Definitnost lze p̌revést z matic i na jistá zobrazeńı, na tzv. formy.


