
Ortogonálńı doplněk

Definice: Ortogonálńı doplněk podmnožiny V prostoru U
se skalárńım součinem je V ⊥ = {u ∈ U : ∀v ∈ V : u ⊥ v}.
Ukázka:

W = V ⊥

0

VU = R3 Pozorováńı:
Pokud W ⊆ V , pak W ⊥ ⊇ V ⊥.

Důkaz:
V ⊥ = {u ∈ U : ∀v ∈ V : u ⊥ v} ⊆
{u ∈ U : ∀w ∈ W : u ⊥ w} = W ⊥

Pozorováńı: Každý ortogonálńı doplněk je podprostorem U.
Důkaz: u ⊥ v ⇒ ⟨tu|v⟩ = t⟨u|v⟩ = t · 0 = 0 ⇒ (tu) ⊥ v
u, w ⊥ v ⇒ ⟨u + w |v⟩ = ⟨u|v⟩ + ⟨w |v⟩ = 0 ⇒ (u + w) ⊥ v

Pozorováńı: Pro každý podprostor V ⊆ U plat́ı: V ∩ V ⊥ = {0}.
Důkaz: Jestliže u ∈ V ∩ V ⊥, pak ⟨u|u⟩ = 0, a proto u = 0.



Doplňky prostor̊u určených reálnou matićı
Ukázka:
Pro reálnou matici A =

1 3 4 5
2 6 3 0
3 9 15 9

 ∼ · · · ∼

1 3 4 5
0 0 1 −2
0 0 0 0


Proto RA = span{(1, 3, 4, 5)T, (0, 0, 1, −2)T} = span{b1, b2},
a také ker A = span{(−13, 0, 2, 1)T, (−3, 1, 0, 0)T} = span{c1, c2}.

Věta: Pro A ∈ Rm×n libovolné u ∈ RA a v ∈ ker A splňuj́ı u ⊥ v
vzhledem ke standardńımu skalárńımu součinu, čili ker A = (RA)⊥.

Ukázka: u = b1 − 2b2 = (1, 3, 4, 5)T − 2(0, 0, 1, −2)T = (1, 3, 2, 9)T
v = c1 + 3c2 = (−13, 0, 2, 1)T + 3(−3, 1, 0, 0)T = (−22, 3, 2, 1)T

⟨u|v⟩ = 1 · (−22) + 3 · 3 + 2 · 2 + 9 · 1 = 0

⟨u|v⟩ = ⟨b1 − 2b2|c1 + 3c2⟩ =
= ⟨b1|c1⟩ + 3⟨b1|c2⟩ − 2⟨b2|c1⟩ − 6⟨b2|c2⟩ = 0

Důkaz: Označme rank A = r . Necht’ c1, . . . , cn−r je báze ker A.
Búno, necht’ prvńıch r řádk̊u A tvǒŕı bázi b1, . . . , br prostoru RA.
Pro každé bi a cj plat́ı bi ⊥ cj , protože ⟨bi |cj⟩ = (Ac)i = 0i = 0.

Potom libovolné vektory u =
r∑

i=1
aibi a v =

n−r∑
j=1

djcj splňuj́ı:

⟨u|v⟩ =
〈 r∑

i=1
aibi

∣∣∣∣ n−r∑
j=1

djcj

〉
=

r∑
i=1

n−r∑
j=1

aidj⟨bi |cj⟩ = 0
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a také ker A = span{(−13, 0, 2, 1)T, (−3, 1, 0, 0)T} = span{c1, c2}.
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Vlastnosti ortogonálńıho doplňku
Věta: Pro prostor U se skalárńım součinem a konečné dimenze a
jeho podprostor V plat́ı: (V ⊥)⊥ = V a dim V + dim V ⊥ = dim U.

Ukázky:
V

W = V ⊥

0

U = R3

dim V + dim W = 2 + 1 = 3 = dim U

Pro homogenńı soustavu Ax = 0 s matićı A ∈ Rm×n

lze vźıt prostory U = Rn a V = RA. Potom V ⊥ = ker A
a plat́ı dim V + dim V ⊥ = rank A + (n − rank A) = n = dim U.

Důkaz: Zvoĺıme nějakou ortonormálńı bázi B prostoru V a
doplńıme ji na ortonormálńı bázi H prostoru U.
Označme C = H \ B, B = (b1, . . . , bk), C = (c1, . . . , cl).
Každé u ∈ span(B) = V je kolmé ke každému v ∈ span C :

⟨u|v⟩ =
〈 k∑

i=1
aibi

∣∣∣ l∑
j=1

djcj
〉

=
k∑

i=1

l∑
j=1

aidj⟨bi |cj⟩ = 0,

protože H je ortonormálńı báze. Jinak zapsáno: span C ⊆ V ⊥.
Nyńı vezměme w ∈ V ⊥ a uvažme [w ]H . Báze je H ortonormálńı,
a tak koeficienty w vzhledem k H jsou Fourierovy koeficienty dané
skalárńım součinem vektoru w s prvky báze H.
Protože w ∈ V ⊥, pro každé bi ∈ B : ⟨w |bi⟩ = 0, čili w ∈ span C .
V důsledku plat́ı: V ⊥ ⊆ span C a následně i: V ⊥ = span C .
Nyńı: dim V + dim V ⊥ = |B| + |C | = |H| = dim U
a také: (V ⊥)⊥ = span(H \ C) = span B = V .
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Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Pravda nebo lež ? Ortogonálńı doplněk U v U je ∅.
2. Pokud reálné matice A a B splňuj́ı ATB = 0, potom

vzhledem ke standardńımu skalárńımu součinu plat́ı:
a) RA ⊆ (RB)⊥, b) RA = (RB)⊥, c) RA ⊇ (RB)⊥,
d) RA ⊆ (SB)⊥, e) RA = (SB)⊥, f) RA ⊇ (SB)⊥,
g) SA ⊆ (SB)⊥, h) SA = (SB)⊥, i) SA ⊇ (SB)⊥.

3. Je-li V podmnožina prostoru U se skalárńım součinem
konečné dimenze, pak mezi V a (V ⊥)⊥ plat́ı vztah:
a) = , b) ⊂ , c) ⊆ , d) ⊃ , e) ⊇ , f) žádný z uvedených.

4. Ortogonálńı doplněk podprostoru V nekonečné dimenze
v prostoru U stejné nekonečné dimenze: a) má vždy konečnou
dimenzi, b) má vždy nekonečnou dimenzi, c) může ḿıt
v některých p̌ŕıpadech konečnou a jindy i nekonečnou dimenzi.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Zde pro volbu V = U dostáváme V ⊥ = U⊥ = {0}.
2. Je-li ATB = 0 pak: A ∈ Rm×n ⇒ AT ∈ Rn×m ⇒ B ∈ Rm×p.

Jen sloupcové prostory matic mohou ḿıt stejnou dimenzi.
Pro u ∈ SA a v ∈ SB plat́ı: uTv = ⟨u|v⟩ = 0 čili u ⊥ v . Pak
u ∈ (SB)⊥ ⇒ SA ⊆ (SB)⊥. (Též v ∈ (SA)⊥ ⇒ SB ⊆ (SA)⊥.)

3. Pro W = span V je
V ⊥ = W ⊥ ⇒ V ⊆ W = (W ⊥)⊥ = (V ⊥)⊥.

4. Možnost b) vylučuje V = U, nebot’ dim V ⊥ = dim({0}) = 0.
Pro prostor funkćı U na (−π, π) se standardńım skalárńım
součinem generovaný {sin(ix), cos(jx) : i , j ∈ N} a
V = span({sin(ix) : i ∈ N}) je V ⊥ = span({cos(jx) : j ∈ N}).
Dimenze prostor̊u U, V i V ⊥ je nekonečná, což vylučuje a).



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Je-li V podprostor, kterou z inkluźı mezi V a (V ⊥)⊥ lze
dokázat elementárně i v prostorech nekonečných dimenźı?
Který krok nelze dost dob̌re provést v analogickém pokusu
o důkaz opačné inkluze?


