
Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Definice: Pro vektorový prostor V nad tělesem T a lineárńı
zobrazeńı f : V → V , vlastńı č́ıslo zobrazeńı f je jakékoliv λ ∈ T ,
pro které existuje vektor v ∈ V \ 0 takový, že f (v) = λv .
Vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ
je libovolný vektor v ∈ V takový, že f (v) = λv .

Má-li V konečnou dimenzi n, pak f může být reprezentováno
matićı A = [f ]B,B ∈ T n×n vzhledem k nějaké bázi B prostoru V .
Obdobně tak můžeme nadefinovat vlastńı č́ısla λ ∈ T a
vlastńı vektory v ∈ T n matic — ty musej́ı splňovat Av = λv .

Množina všech vlastńıch č́ısel matice je jej́ım spektrem.



Ukázky — lineárńı zobrazeńı v rovině R2

Osová symetrie podle osy 2. a 4. kvadrantu

v2v1
[f ]E ,E =

(
0 −1

−1 0

)

λ1 = 1 v1 = c · (−1, 1)T

λ2 = −1 v2 = c · (1, 1)T



Otočeńı o pravý úhel

[f ]E ,E =
(

0 1
−1 0

)

Žádná reálná vlastńı č́ısla ani vlastńı vektory
neexistuj́ı.

Projekce na prvńı soǔradnici

v2

v1
[f ]E ,E =

(
1 0
0 0

)

λ1 = 0 v1 = c · (0, 1)T

λ2 = 1 v2 = c · (1, 0)T



Zvěťseńı s faktorem 2

f (v)
v [f ]E ,E =

(
2 0
0 2

)

λ1 = 2 Každý vektor je vlastńı vektor.

Lineárńı zobrazeńı dané matićı

v1

u

f (u)
[f ]E ,E =

(
1 0
1 1

)

λ1 = 1 v1 = c · (0, 1)T



Vlastńı vektory a vlastńı č́ısla diagonálńı matice D

Soustavu lineárńıch rovnic

Dv =


d11 0 . . . 0
0 d22

. . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . 0 dnn




v1
v2
...

vn

 =


d11v1
d22v2

...
dnnvn

 = λv

splňuj́ı následuj́ıćı vlastńı č́ısla a vlastńı vektory:

λ = d11 a v = e1 = (1, 0, 0, . . . , 0)T,
λ = d22 a v = e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)T,

...
λ = dnn a v = en = (0, 0, . . . , 0, 1)T.

Vlastńı č́ısla D jsou prvky na diagonále,
a vlastńı vektory tvǒŕı standardńı bázi prostoru T n.



Vlastnosti vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u

Pozorováńı: Vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı stejnému vlastńımu č́ıslu
tvǒŕı podprostor.

Důkaz: Uvažme vlastńı č́ıslo λ lineárńıho zobrazeńı f : V → V a
množinu U = {v ∈ V : f (v) = λv}

Pro jakékoli u, v ∈ U a t ∈ T dostaneme:
▶ f (tu) = tf (u) = tλu = λ(tu),
▶ f (u + v) = f (u) + f (v) = λu + λv = λ(u + v).

Proto je U uzav̌ren na sč́ıtáńı a skalárńı násobky,
t.j. U je podprostor prostoru V .

Definice: Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla
je dimenze podprostoru jeho vlastńıch vektor̊u.



Vlastnosti vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u
Věta: Necht’ f : V → V je lineárńı zobrazeńı, λ1, . . . , λk jsou r̊uzná
vlastńı č́ısla f a v1, . . . , vk odpov́ıdaj́ıćı netriviálńı vlastńı vektory.
Potom v1, . . . , vk jsou lineárně nezávislé.
Důkaz: Předpokládejme pro spor, že k je nejmenš́ı č́ıslo, pro které
existuj́ı λ1, . . . , λk a v1, . . . , vk odporuj́ıćı větě, t.j. existuj́ı

koeficienty a1, . . . , ak ∈ T \ 0 takové, že
k∑

i=1
aivi = 0.

Vektor 0 vyjáďŕıme poprvé: 0 = λk0 = λk
k∑

i=1
aivi =

k∑
i=1

λkaivi ,

a podruhé: 0 = f (0) = f
(

k∑
i=1

aivi

)
=

k∑
i=1

ai f (vi) =
k∑

i=1
λiaivi ,

odtud: 0 = 0 − 0 =
k∑

i=1
λiaivi −

k∑
i=1

λkaivi =
k−1∑
i=1

(λi − λk)aivi .

Protože λi ̸= λk dostaneme (λi − λk)ai ̸= 0.
Již v1, . . . , vk−1 jsou lineárně závislé, což je spor s minimalitou k.



Vlastnosti vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u

Věta: Necht’ f : V → V je lineárńı zobrazeńı a λ1, . . . , λk jsou
r̊uzná vlastńı č́ısla f a v1, . . . , vk odpov́ıdaj́ıćı netriviálńı vlastńı
vektory. Potom v1, . . . , vk jsou lineárně nezávislé.

Důsledek: Matice řádu n maj́ı nejvýše n r̊uzných vlastńıch č́ısel.

. . . v T n lze nalézt jen n lineárně nezávislých vektor̊u, ale ne v́ıce.



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Pravda nebo lež?

Má-li prostor V bázi složenou z vlastńıch vektor̊u zobrazeńı
f : V → V , potom jsou všechna jeho vlastńı č́ısla r̊uzná.

2. Je-li (1, 1, . . . , 1)T vlastńım vektorem A, pak A má stejné:
a) sloupce, b) sloupcové součty, c) sloupcové součiny,
d) řádky, e) řádkové součty, f) řádkové součiny.

3. Množina vlastńıch vektor̊u matice A ∈ T n×n obsahuje všechny
vektory standardńı báze prostoru T n, právě když matice A je
a) jednotková, b) diagonálńı, c) symetrická, d) regulárńı.

4. Kolik je lineárńıch zobrazeńı f : Z2
5 → Z2

5 s vlastńım č́ıslem 3
geometrické násobnosti 2? a) žádné, b) 1, c) 2, d) 5, e) 25.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Nap̌r. standardńı báze pro identitu má jen λ = 1.
2. V i-tém řádku součinu A(1, . . . , 1)T je řádkový součet

ai1 + · · · + ain a ten je roven λ · 1.
3. Rovnosti Aei = λiei udává, že i-tý sloupec matice A obsahuje

λi na diagonále a jinak nuly. Prvńı a posledńı možnost neplat́ı,
protože vlastńı č́ıslo λi nemuśı být 1 a může být 0.

4. Z geometrické násobnosti 2 vyplývá, že každý vektor ze Z2
5

je vlastńı vektor zobrazeńı f . To je pak jediné: f (u) = 3u.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Proč v definici vlastńıho č́ısla požadujeme nenulovost
vektoru u, zat́ımco u vlastńıch vektor̊u ji p̌ripoušt́ıme?

▶ Mohou být i jiné vektory než vektory standardńı báze
vlastńımi vektory diagonálńı matice?

▶ Proč se podprostory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım vektor̊um
prot́ınaj́ı pouze v počátku?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor se v angličtině
obvykle nazývaj́ı eigenvalue a eigenvector.
Terḿın zavedl D. Hilbert v roce 1904, patrně
v návaznosti na označeńı ”Eigentöne“ od
H. von Helmholtze z roku 1862 pro základńı
tón řady alikvótńıch tónů.

David Hilbert
1862 – 1948

”Eigen“ znamená ”vlastńı“ v němčině a holandštině.


