Polynomy (mnohocleny)

Definice: Polynom stupné n v proménné x nad télesem T je vyraz
p(x) = anx" 4+ ap_1x" 1 + - 4 ax? + arx + ap,

kde a, #0 a a,,...,a0 € T. PiSeme p € T(x).

Operace s polynomy p(x) = _Z()a;xi, q(x) = i

i= =0

i
max{n,m}

> sgitani, odeitani: (p £ q)(x) = > (ai =+ b)x
=0

n
» skalarni ndsobek pro t € T: (tp)(x) = Z(ta,)

n+m i
» soutin (pg)(x) = > cix', kde ¢; = E ajbj_;
i=0 j=0

» déleni se zbytkem — existuji jedine¢né polynomy s, r € T(x)
takové, ze p = gs + r, kde stupen r je mensi nez stupen q.



Ukazka — operace s polynomy nad Zs

Soucet:

(3 +2x + 1)+ (2x* +3x +1) = 3x> + 2x* + 2

stupen se miize snizit:

(B +2x+1)+(2x*+3x+1) =2

Nasobek:
2-(3x34+2x+1) =x3 +4x +2

Soudin:

(3> +2x+1)(2x* +3x +1) = x> +4x* + 23 +3x* + 1



Priklad — operace s polynomy nad Zs

Déleni se zbytkem:

4x> 4 2x* +3x2 +3 :3x°+4x+2 = 3x3+3x+2
—4x5 —2x*— X3
4x3 4 3x?
—4x3—-2x%2— x
x2+4x+3
— x*-3x—4
x+4

Kontrola spravnosti p = gs + r:

45 +2x* +3x2 43 = 3% +4x+2)(3x° +3x+2) + (x+4)



Mala Fermatova véta

Véta: Pro libovolné x € Z, \ {0} : xP~1 = 1.

Dukaz: zobrazeni i — xi je bijekce na{l,....p—1} v Zp,.
p—1 —1 1
V I[i= H xi = xP~1 H i zkratime nenulovy Clen H i
i=1 i=1 i=1 i=1

Disledek: Pro libovolné x € Z, : xP — x = 0.

Disledek: Pro kazdy q € Zy(x) existuje r € Zp(x) stupné nejvyse
p — 1 takovy, ze Vx € Zp : q(x) = r(x).

Ukazka:
A° +2x* +3x2 43 = 4(x° —x) + 2x* +3x® +4x +3

t.j. polynom g(x) = 4x> + 2x* + 3x? + 3 davé na Zs
stejné vysledky jako r(x) = 2x* + 3x2 + 4x + 3.



Koreny

Definice: Koren polynomu p € T(x) je r € T takové, ze p(r) = 0.

Pozorovani: Prvek r € T je kofenem polynomu p, pravé kdyz
linedrni dvouclen x — r déli p beze zbytku.

Definice: Nasobnost kotene r z p € T(x) je nejvétsi kladné celé
&islo k takové, Ze (x — r)k déli p .

Véta: (Zakladni véta algebry)

Kazdy polynom p € C(x) ma alesporn jeden koten.

Dasledek: Kazdy polynom p € C(x) lze rozlozit na soucin
linedrnich faktor(, t.j. na polynomy prvniho stupné.

Definice: Pokud kazdy polynom p € T(x) stupné alespori jedna
ma alespon jeden koten, pak je téleso T algebraicky uzavrené.



Ukazka k zakladni vété algebry

a{g

flz)=2"—z2-1
o= —0.765+ 0.352i,
2= 0181 + 10843,
i= 1167,




Reprezentace polynom( stupné n

» koeficienty ag, ..., an,
» v algebraicky uzavrenych télesech pomoci koeficientu a,
a n kofenl ry,..., I,
» hodnotami polynomu v n—+ 1 riiznych bodech.
Problém: Dano n + 1 dvojic (x;, y;) pro i =0, ..., n, urlete
p € T(x) stupné nejvySe n takovy, ze p(x;) = y; pro kazdé i.

Pozorovani: Koeficienty ag, ..., a, z p jsou feSenim soustavy:
2 n . .
1 X X% e Xp a0 Yo Definice: Matice
n s .
I xi xg ... X al n této soustavy je
: o R Vandermondova matice
1 x, xﬁ oo Xy an Yn Vii1(x0s - - -5 Xn)
Véta: Vandermondova matice V,11(xo, ..., Xn) je regulérni,

pravé kdyz xp, ..., X, jsou navzajem rlizna.



Diikaz regularity Vandermondovy matice

Odzadu odeéteme od kazdého sloupce 1 x X ... X
xp-nasobek predchoziho (az na prvni). I x Xlz X
. Ve v 7 n
Poté rozvineme podle prvniho fadku X2 e X2 o
aprokazdéi=1,....n
. 7 v s 2
vytkneme z i-tého ¥adku x; — xp: L X Xy ... X5
1 0 0 0 _
1 1 xi ... x1
1 x1—x x(xa—x) ... x (x1—x) 1 ho1
n—1 X2 e X n
1 x—x x(x—x) ... x5 (x—x)|_ . 1% — x0)
S i=1
. . . 1 n—1
1 xo—x0 Xno(Xn—X0) ... x,',’fl(x,7 — Xo) X %o

Ziskali jsme nasledujici rekurenci, jiz uz Ize snadno rozvést:

det( Vi1 (%0, - - s xn)) = det(Vi(xa, - - -, x1)) _ﬁl(x,- ) = 105~ x)
i= i<j



Ukazka pro n =3 ol ol oIl

1 X xg xg‘
1 x3 x2 x3
det(Vi(xg,...,x3)) = L
( 4( 0, ’ 3)) 1 x X22 X23
1 x3 X32 x33
1 -
11 xg—x-1 X12 — XoX1 X13 — x0x12
Tl o xo—x-1 XE—xx X5 — X3
1 x3—x9-1 X32 — XoX3 xg — x0><32
xt—xo xi(x1—x0) XZ(x1—X0) | :6a—x)
=lx—x x(x—x) X(x1—X) | tc-x)
x3—xo x3(x3—x0) X5(x1 —X0) | s —x)
1 x1 x| 3 3
=1 x x|I1(xi—x) =det(Vz(x1,x,x3)) [1(x —xo)
1 x3 X§ i=1 i=1

= det(V3(X1./ X2, X3))(X1 — Xo)(X2 — Xo)(X3 — Xo)
= det( v2(X2./ X3))(X2 — X1)(X3 — X1)(X1 — Xo)(X2 — Xo)(X3 — Xo)

= (x3—x2)(x2 —x1) (x3 = x1) (31 — x0) (X2 — x0) (x3 — %0) = iI;Ij(Xj = Xi)



Lagrangeova interpolace

. alternativni zplsob interpolace polynomu p € T(x) stupné n

skrz n+ 1 bodd (x;,y;) proi=0,...,n.

1. Uréime n + 1 pomocnych polynomi pg, ..

(x =x0) - (X = X)) (X = Xxig1) - (X = X0) _ 7

., Pp Stupné n:

[T0x—x)

pi(x) =
Pomocné polynomy spliuji:
pi(xi) =1aproi#j:pi(x)=0.

Ukazka: Pro kubicky redlny polynom
skrz (—1,4),(0,1),(1,—-2) a (2,1) je:

(xi = x0)- - -(xi — xi—1) (% — Xit1) (X — xn)  [I(xi—x)

J#i

g P Apo + 1py — 2p2 + 1ps

x(x—1)(x—2 7)(3 X27 X
po(x) = (8 = e
p1(x) = % o

n
2. Hledany p(x) ziskdme linedrni kombinaci p(x) = > yipi(x).
i=0

Potom plati p(x;) = y;pj(xj) = y;.

protoze ve viech ostatnich sc¢itancich je p;(x;) = 0.



Ukazka Lagrangeovy interpolace

Cil: prolozit polynom p(x) = asx* + a3x® + axx? + a1x + ap nad
Z11 skrz body (1,5), (2,1), (3,3), (4,4), (5,3), (6,5) a (7,10).

Hleddme a4, a3, ap, a1 a ap, které spliuji (nad Z;1!!)

as + a3 + a 4+ a + a = b
5a; + 8a3 + 4a + 2a3 + a = 1
4a, + baz 4+ 9a + 3a + a = 3
3a4 + 9a3 + Dbay + 4ay + a = 4
9a; + 4a3 4+ 3a + 5a1 + a = 3
Qa4 + 7a3 + 3a + 6ay + a = b5
3a4 + 2a3 + bap + Ta1 + a = 10

Ve skutecnosti staci jen 5 bodi.
MuZeme se omezit na prvnich 5 rovnic (a prvnich 5 bodi).



Nejprve vypocitdme pomocné polynomy po, ..., ps.
Tyto polynomy spliiuji: pj(x;) =1 a také j # i : pj(x;) = 0.
po(x) = G=2(x=3)(x=H(x=5) _ x*+8 167110 _ ¢, 4 443 +8x2+5

T A3) T A)(15) >
X X X X A 1953 1ax2+3x
pi(x) = GREI) — Lendeblides — ® 4 4x® 4+ 3x7 4 5x + 1
pa(x) = DGR G = SHONPEHAT = 3¢ 1 8 4 4x 4 8x + 10
x—1)(x—2)(x—3)(x— x*+8x245x
Pi(x) = BBt s) = TS = 0 4 6x° 4 x + 6
(=2 (=3)(x

—4 A3 42x%45x
Ps(X) = G2 E-3)6- )) = ERRRER = 6x* + 6x +x* +8x + 1

Pozadovany polynom je zkombinovan z pomocnych polynomi a
z Cisel v dan}'/ch bodech (i, p(i)) nasledovné:

p(x) = Z yipi(x) = 5po(x) + p1(x) + 3pa(x) + 4p3(x) + 3pa(x)

= 3X +5x°+2x+6

Muazeme zkontrolovat, zda ostatni body (6,5), (7,10) lezi na p(x)
p(6)=3-6*+5-62+2-6+6=3-9+5-3+2-6+6=5
(7)=3-7*+5.724+2.74+6=3-3+5-5+2-7+6=10




Aplikace

Problém: Pro ¢isla m a n navrhnéte m klich tak, aby:

» bylo mozné urcit tajny kod z kazdé kombinace n klici,

» ale nikdy nebylo mozné ucit kdd z méné nez n klica.
Predpokladejme, ze zplsob konstrukce kli¢ii je verejné znamy.
Regenf: Zvolime néjaky polynom stupné n — 1 a jako klice rozddme
m rdznych dvojic (x;, p(x;)). Tajny kéd je polynom (nap¥. absolutni
¢len, jsou-li x; # 0). Téleso miize byt napf. R nebo Z, s p > m.

Problém: Lze vynésobit dv& n-cifernd cela &isla v ¢ase o(n?)?
Regenf:
P Interpretujeme dand ¢isla jako polynomy p a g stupné n — 1,
» vybereme 2n dvojic (i, p(i)), (i, q(i)) a spocitame (i, p(i)q(i)),
» pak najdeme koeficienty souéinu pg v ¢ase O(nlog n).

Volba vhodného télesa a efektivni rekurentni vypocet je principem
tzv. rychlé Fourierovy transformace.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moZnosti spravnych, vyberte vSechny.

1. lez

2. Kolik polynomi p nad Zs stupné nejvyse 4 spliuje p(3) = 47
g) 625,

3. Mé&jme Ctvercovou matici A fadu 4, kterd ma na 10 pozicich
redlné Cislo a na 6 pozicich proménnou x. Pokud vyjadiime
det A jako polynom v proménné x, pak mize mit stupen:

a) —1, ¢&ili jde o nulovy polynom, b) 0, ¢)1, d)?2,
e) 3, f)4,

4. Mame-li nad Z,, navrhnout 8 klicli, aby 4 urcily kéd, je tfeba:

a) polynom stupné 3 a p > 8,



Komentar k reseni kvizu

1. Neplati uz ani pro linedrni polynomy: p(x) = x a g(x) = 2x,
2

nad Z, Ize misto g vzit ¢'(x) = x*.
2. Koeficienty spliiuji rovnici 3*as + 33a3 + 3%a> + 3a; + ap = 4,
jejimz Ye$enim je afinni prostor dimenze 4 a ten ma 5% prvkii.
3. Nejvyssi mozny stupen je 4, protoze kazdy soucin
v determinantu ma 4 Cinitele. Pro ostatni stupné je mozné
zkonstruovat trojthelnikovou matici s 0 az 3 vyskyty x na
diagonale, pfipadné matici s nulovym radkem.
4. Kli¢e odpovidaji bodim, kterymi ma byt polynom proloZen.
Polynom stupné n je uréen n+ 1 body a pro p riiznych bodi
je treba mit téleso o alespon p prvcich.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

v

Kolik aritmetickych operaci vyzaduji operace s polynomy?
Proc je algoritmus na déleni polynomi konecny?

Jaky je (souhrnny) stupeni Vandermondova determinantu,
jsou-li xg, ..., xn? brany jako proménné?

Kolik aritmetickych operaci vyzaduje Lagrangeova interpolace?
Ifomocné polynomy tvofi bazi jistého prostoru polynomi.

Cim je tento prostor urcen?

Sestavime-li z koeficientl polynoma ziskanych Lagrangeovou
interpolaci matici (po sloupcich), jaky bude vztah této matice
k Vandermondové matici?

Pro¢ je v soucinu n-cifernych Cisel tfeba polynom vyhodnotit
ve 2n bodech a nestadi jen n?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

i
Vypocet koeficientu ¢; = > a;jbi_; v soucinu polynomd
j=0
se nazyva konvoluce posloupnosti (ag, ..., a;) a (bo,. .., bj).
Zakladni vétu algebry pro realné polynomy
zformuloval Albert Girard v roce 1629.

O dikaz se pokusili mj. d'Alembert (1746),
Euler (1749), de Foncenex (1759), Lagrange
(1772), Laplace (1795) a Gauss (1799).

Prvni korektni dikaz véty podal az v roce
1814 J.-R. Argand, francouzsky knihkupec
a amatérsky matematik. Mimo jiné ji jako
prvni zformuloval v oboru komplexnich ¢isel.

Jean-Robert Argand
(1768-1822)

Metoda navrhu kli&d se nazyva Samirovo sdileni tajemstvi podle
Adi Samira (jednoho z tviirci Sifrovaciho algoritmu RSA),
ktery ji publikoval v roce 1979, véetné vyuziti polynomi.



