
Adjungovaná matice
Laplace̊uv rozvoj: Pro A ∈ T n×n a každé i ∈ {1, . . . , n} plat́ı:
det A =

n∑
j=1

aij(−1)i+j det Aij , kde Aij je podmatice

źıskaná z A odstraněńım i-tého řádku a j-tého sloupce.
Ukázka: Rozvoj determinantu podle druhého řádku

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
2 3 0
3 5 3

∣∣∣∣∣∣ = 2·(−1)2+1
∣∣∣∣2 5
5 3

∣∣∣∣+3·(−1)2+2
∣∣∣∣1 5
3 3

∣∣∣∣+0·(−1)2+3
∣∣∣∣1 2
3 5

∣∣∣∣
Definice: Pro matici A ∈ T n×n je adjungovaná matice adj A
definovaná (adj A)ji = (−1)i+j det Aij .
. . . faktory Laplaceova rozvoje podél i-tého řádku A

ukládáme do i-tého sloupce adj A.
Ukázka:

adj A =

 9 19 −15
−6 −12 10
1 1 −1


(adj A)12 = (−1)2+1

∣∣∣∣∣ · 2 5
∗ · ·
· 5 3

∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣2 5
5 3

∣∣∣∣ = 19



Adjungovaná matice a inverzńı matice

Věta: Pro regulárńı matici A ∈ T n×n : A−1 = 1
det A adj A.

Ukázka:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5
2 3 0
3 5 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 9 + 50 + 0 − 45 − 0 − 12 = 2

adj A =

 9 19 −15
−6 −12 10
1 1 −1



A−1 = 1
det A adj A =

9/2 19/2 −15/2
−3 −6 5
1/2 1/2 −1/2



Zkouška:

1 2 5
2 3 0
3 5 3


9/2 19/2 −15/2

−3 −6 5
1/2 1/2 −1/2

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1



Důkaz: Laplaceovým rozvojem det A:
(i-tý řádek z A) · (i-tý sloupec z adj A) = det A

pro j ̸= i : (j-tý řádek z A) · (i-tý sloupec z adj A) = det A′ = 0,
kde A′ se źıská z A nahrazeńım i-tého řádku za j-tý.
Tedy: A · adj A = det A · I ⇒ A ·

(
1

det A adj A
)

= I

Ukázka: Prvek součinu na diagonále pro i = 2: (A · adj A)22 =

2·(−1)2+1
∣∣∣∣2 5
5 3

∣∣∣∣+3·(−1)2+2
∣∣∣∣1 5
3 3

∣∣∣∣+0·(−1)2+3
∣∣∣∣1 2
3 5

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
2 3 0
3 5 3

∣∣∣∣∣∣ = |A|

Prvek součinu mimo diagonálu pro i = 2 a j = 1: (A · adj A)21 =

1·(−1)2+1
∣∣∣∣2 5
5 3

∣∣∣∣+2·(−1)2+2
∣∣∣∣1 5
3 3

∣∣∣∣+5·(−1)2+3
∣∣∣∣1 2
3 5

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
1 2 5
3 5 3

∣∣∣∣∣∣ = 0



Adjungovaná matice a inverzńı matice
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Tedy: A · adj A = det A · I ⇒ A ·

(
1

det A adj A
)

= I

Ukázka: Prvek součinu na diagonále pro i = 2: (A · adj A)22 =

2·(−1)2+1
∣∣∣∣2 5
5 3

∣∣∣∣+3·(−1)2+2
∣∣∣∣1 5
3 3

∣∣∣∣+0·(−1)2+3
∣∣∣∣1 2
3 5

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
2 3 0
3 5 3

∣∣∣∣∣∣ = |A|

Prvek součinu mimo diagonálu pro i = 2 a j = 1: (A · adj A)21 =

1·(−1)2+1
∣∣∣∣2 5
5 3

∣∣∣∣+2·(−1)2+2
∣∣∣∣1 5
3 3

∣∣∣∣+5·(−1)2+3
∣∣∣∣1 2
3 5

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
1 2 5
3 5 3

∣∣∣∣∣∣ = 0



Cramerovo pravidlo
Věta: Necht’ A ∈ T n×n je regulárńı matice. Pro jakékoli b ∈ T n

řešeńı x soustavy Ax = b splňuje xi = 1
det A det Ai→b,

kde Ai→b źıskáme z A nahrazeńım i-tého sloupce vektorem b.

Ukázka: Řešeńı soustavy Ax = b = (7, 4, 9)T lze źıskat výpočtem:

det A1→b =

∣∣∣∣∣7 2 5
4 3 0
9 5 3

∣∣∣∣∣ = 4, det A2→b =

∣∣∣∣∣1 7 5
2 4 0
3 9 3

∣∣∣∣∣ = 0, det A3→b =

∣∣∣∣∣1 2 7
2 3 4
3 5 9

∣∣∣∣∣ = 2

Proto x = 1
det A

det A1→b
det A2→b
det A3→b

 = 1
2

4
0
2

 =

2
0
1


Zkouška:

Ax =
(1 2 5

2 3 0
3 5 3

)(2
0
1

)
=
(7

4
9

)
= b

Krátký důkaz: Využijeme pravidlo pro determinant součinu.

Uvažme matici Ii→x źıskanou z In
nahrazeńım i-tého sloupce vektorem x.

Potom A · Ii→x = Ai→b,
tedy det A · det Ii→x = det Ai→b,
proto xi = det Ii→x = 1

det A det Ai→b. aj aj

ej

Ii→x
i

A
0

Ai→b

x

b

1

1

j



Cramerovo pravidlo
Věta: Necht’ A ∈ T n×n je regulárńı matice. Pro jakékoli b ∈ T n

řešeńı x soustavy Ax = b splňuje xi = 1
det A det Ai→b,

kde Ai→b źıskáme z A nahrazeńım i-tého sloupce vektorem b.

Důkaz: Označme a1, . . . , an sloupce matice A.
Soustavu Ax = b lze p̌repsat po sloupćıch na vztah

n∑
j=1

xjaj = b.

Z linearity determinantu podle i-tého sloupce dostáváme:
det Ai→b = det A

i→
n∑

i=1
xi ai

(∗)
=

n∑
j=1

xj det Ai→aj = xi det A

(∗) rozepsáno:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . .

n∑
j=1

xja1j . . . a1n

...
...

...
an1 . . .

n∑
j=1

xjanj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x1

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a11 . . . a1n
...

...
...

an1 . . . an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣+ · · · + xn

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n . . . a1n
...

...
...

an1 . . . ann . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
▶ det Ai→aj = 0 pro i ̸= j , nebot’ i-tý sloupec je shodný s j-tým.
▶ V jediném členu Ai→ai = A k žádnému nahrazeńı nedošlo.

Krátký důkaz: Využijeme pravidlo pro determinant součinu.

Uvažme matici Ii→x źıskanou z In
nahrazeńım i-tého sloupce vektorem x.

Potom A · Ii→x = Ai→b,
tedy det A · det Ii→x = det Ai→b,
proto xi = det Ii→x = 1

det A det Ai→b. aj aj

ej

Ii→x
i

A
0

Ai→b

x

b

1

1

j
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j



Různé druhy obalu množiny v euklidovském prostoru
Pro množinu M = {u1, . . . , uk} ⊂ Rn

Podprostor generovaný M
neboli lineárńı obal je:

span(M) =
{ k∑

i=1
aiui , ai ∈ R

}
u1

u2

R

span(M)

A

C

0

Afinńı obal: A =
{ k∑

i=1
aiui , ai ∈ R,

k∑
i=1

ai = 1
}

. . . nejmenš́ı posun podprostoru obsahuj́ıćı M.

Konvexńı obal: C =
{ k∑

i=1
aiui , ai ∈ [0, 1],

k∑
i=1

ai = 1
}

. . . nejmenš́ı konvexńı množina obsahuj́ıćı M.

Rovnoběžnostěn určený M: R =
{ k∑

i=1
aiui , ai ∈ [0, 1]

}



Geometrický význam determinantu

Věta: Pro u1, . . . , un ∈ Rn je objem rovnoběžnostěnu R daného
u1, . . . , un roven |det A|, kde u1, . . . , un jsou sloupce (̌rádky) A.
Ukázka: Plocha S(R) rovnoběžńıku daného vektory u, v z R2:

u1 u1 + v1

v2

u2 + v2
v1

u2
Sc

S ′
c S ′

a

S ′
b

Sa

Sbv
u

S(R)

0

S(R) = (u1 + v1)(u2 + v2) − 2(Sa + Sb + Sc)
= u1u2 + u1v2 + v1u2 + v1v2 − u1u2 − v1v2 − 2v1u2

= u1v2 − v1u2 =
∣∣∣∣∣u1 v1
u2 v2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣u1 u2
v1 v2

∣∣∣∣∣



Idea důkazu — elementárńı úpravy zachovávaj́ı objem
Aplikováno na transpozici det

(
AT) = det A; vektory jsou řádky.

v
u∣∣∣∣u1 u2
v1 v2

∣∣∣∣
v

u

v ′

tu

h

uv ′

∣∣∣∣u1+t ′0 u2+t ′v ′
2

0 v ′
2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣u′

1 0
0 v ′

2

∣∣∣∣
t ′v ′u′

v ′

∣∣∣∣u′
1 0

0 v ′
2

∣∣∣∣
u′

∣∣∣∣ u1 u2
v1+tu1 v2+tu2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣u1 u2
0 v ′

2

∣∣∣∣



Geometrický význam determinantu
Věta: Pro u1, . . . , un ∈ Rn je objem rovnoběžnostěnu R daného
u1, . . . , un roven |det A|, kde vektory u1, . . . , un tvǒŕı sloupce A.

Značeńı: Objem tělesa V ⊆ Rn znač́ıme vol(V ).

Důsledek: Pro lineárńı zobrazeńı f : Rn → Rn a matici tohoto
lineárńıho zobrazeńı [f ]B,B vzhledem k nějaké bázi B plat́ı,
že p̌ri provedeńı zobrazeńı f se objemy těles měńı následovně:

vol(f (V )) =
∣∣det([f ]B,B)

∣∣ · vol(V )

Idea: Objem se definuje p̌res děleńı V na hyperkrychle, jejichž
velikost se bĺıž́ı k 0. Hyperkrychle se zobraźı na rovnoběžnostěny
s objemy změněnými faktorem

∣∣det([f ]E ,E )
∣∣, protože matice [f ]E ,E

obsahuje jako své sloupce obrazy vektor̊u p̌rirozené báze.
Pro jiné báze: det([f ]B,B) = det([id]E ,B[f ]E ,E [id]B,E ) =
det([id]B,E )−1 det([f ]E ,E ) det([id]B,E ) = det([f ]E ,E )



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Kolik aritmetických operaćı je ťreba na výpočet inverzńı

matice řádu n pomoćı adjungované matice, když každý
z determinant̊u poč́ıtáme Gaussovou eliminaćı?
a) ≈ n2, b) ≈ n3, c) ≈ n4, d) ≈ n5, e) ≈ n!.

2. Pravda nebo lež? Pokud je ťreba jen jediná z matic Ai→b
singulárńı, pak p̌ŕıslušná soustava nemá řešeńı.

3. Pravda nebo lež? Celoč́ıselná reálná matice A má celoč́ıselnou
inverzńı matici, právě když det A = ±1.

4. Adjungovaná matice k singulárńı čtvercové matici
a) neexistuje, b) je nulová, c) je singulárńı,
d) může být singulárńı i regulárńı, e) je regulárńı.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Výpočet n2 prvk̊u, Gaussova eliminace pokaždé ≈ n3 operaćı.
2. V důsledku je jen i-tá složka nulová: xi = det Ai→b

det A = 0
det A = 0.

3. Dop̌redná implikace plyne z celoč́ıselnosti adjungované matice.
Zpětná implikace: Je-li det A = q ∈ Z, pak det(A−1) = 1

q .
Pro |q| ≥ 2 je 1

q /∈ Z, a proto A−1 nemůže být celoč́ıselná.
4. Existence plyne z definice, nenulovost nap̌r. z jedničkové

matice řádu 2. Kdyby adj A byla regulárńı, pak ze vztahu
A · adj A = det A · I vynásobeńım regulárńı inverźı dostaneme
A = det A · (adj A)−1 = 0 což je spor, protože existuj́ı i
nenulové singulárńı matice A.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Kolik aritmetických operaćı je asymptoticky poťreba
k výpočtu řešeńı soustavy Cramerovým pravidlem a kolik p̌ri
použit́ı Gaussovy eliminace? Podobně, jak vycháźı srovnáńı
pro výpočet inverzńı matice pomoćı adjungované matice?

▶ Jaký je vztah mezi řádky či sloupci adjungované matice adj A
a vektory z jádra matice ker A?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

G. Cramer publikoval své pravidlo bez
důkazu v roce 1750, i když bylo známo
o sto let ďŕıve G. W. Leibnizovi.

Gabriel Cramer
1704 – 1752

[Obrázek: Wikipedie]

Terḿın ”adjungovaná matice“ odpov́ıdá angl. adjugate matrix,
zat́ımco adjoint matrix znamená česky hermitovskou transpozici.


