
Úlohy k 6. cvičeńı

1. Ukažte jednoduchým zp̊usobem, že Cayleyova-Hamiltonova věta plat́ı pro diagonalizovatelné
matice.

2. Následuj́ıćı matici převed’te do Jordanova normálńıho tvaru a určete vlastńı, popř. zobecněné
vlastńı vektory.

a)

 1 1 1
0 1 0

−1 0 3

 b)


2 1 0 2
0 2 0 −2
0 0 2 2
0 0 0 2

 c)


0 1 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


3. Odvod’te vztah mezi det(AH) a det(A).

4. Rozhodněte, jestli jsou následuj́ıćı matice unitárńı.

a) 1
5

(
−4 3i
3 4i

)
b)


0 1 0

−1+i√
6 0 1−i√

3
−1+i√

6 0 1√
3





Řešeńı úloh k 6. cvičeńı

1. Ukažte jednoduchým zp̊usobem, že Cayleyova-Hamiltonova věta plat́ı pro diagonalizovatelné ma-
tice.

Předpokládejme, že A = RDR−1, kde D je diagonálńı.
Každá mocnina Dk diagonálńı matice D je diagonálńı a má na diagonále (Dk)jj = dk

jj neboli
mocniny vlastńıch č́ısel djj.

Pro pA(A) =
n∑

i=0
biA

i plat́ı

pA(A) = pA(RDR−1) =
n∑

i=0
bi(RDR−1)i =

n∑
i=0

biRDiR−1 = R
(

n∑
i=0

biD
i

)
R−1 = R0R−1 = 0

protože matice
n∑

i=0
biD

i má na diagonále jako j-tý prvek pA(djj) = 0.

2. Následuj́ıćı matici převed’te do Jordanova normálńıho tvaru a určete vlastńı, popř. zobecněné
vlastńı vektory.

a)

 1 1 1
0 1 0

−1 0 3

 b)


2 1 0 2
0 2 0 −2
0 0 2 2
0 0 0 2

 c)


0 1 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


a) Zobecněný vlastńı vektor xi lze źıskat ze soustavy (A − λI)xi = xi−1.

Charakteristický mnohočlen pA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 − t 1 1

0 1 − t 0
−1 0 3 − t

∣∣∣∣∣∣∣ = (1 − t)(2 − t)2.

Soustava (A − 2I)x1 = 0 má řešeńı x1 = p(1, 0, 1)T .
Vlastńı č́ıslo λ = 2 má tedy geometrickou násobnost 1 a algebraickou 2, muśıme tedy hledat
zobecněný vlastńı vektor. V daš́ıch výpočtech budeme pracovat s volbou p = 1, čili x1 =
(1, 0, 1)T .
Zobecněný vlastńı vektor x2 źıskáme ze soustavy (A − 2I)x2 = x1. Jej́ı řešeńı je x2 =
q(1, 0, 1)T + (−1, 0, 0)T .
Soustava (A − 1I)x = 0 má řešeńı x3 = r(2, −1, 1)T .
Vhodnou volbou parametr̊u q = 1 a r = 1 źıskáme hledanou matici R. Také vypočteme jej́ı
inverzi R−1.

R =

1 0 2
0 0 −1
1 1 1

 R−1 =

 1 2 0
−1 −1 1
0 −1 0


Danou matici lze zapsat pomoćı Jordanova normálńıho tvaru např. jako

A =

 1 1 1
0 1 0

−1 0 3

 =

1 0 2
0 0 −1
1 1 1


2 1 0

0 2 0
0 0 1


 1 2 0

−1 −1 1
0 −1 0

 = RJR−1

b) Matice má jediné vlastńı č́ıslo λ = 2 s algebraickou násobnost́ı 4, vlastńı vektory jsou
nenulová řešeńı soustavy rovnic s matićı

A − λI =


0 1 0 2
0 0 0 −2
0 0 0 2
0 0 0 0

 ∼
(

0 1 0 0
0 0 0 1

)



Dimenze ker(A − λI) je rovna 2, takže matice A má k vlastńımu č́ıslu dva lineárně nezávislé
vlastńı vektory, voĺıme např. x1 = (0, 0, 1, 0)T a x2 = (1, 0, 0, 0)T

Pro sestaveńı regulárńı matice R potřebujeme naj́ıt ještě daľśı dva zobecněné vlastńı vektory.
Ty hledáme tak, že mı́sto soustavy (A − λI)x = 0 dosad́ıme za pravou stranu vlastńı vektor
(př́ıpadně v daľśım kroku pak zobecněný vlastńı vektor), tedy řeš́ıme soustavu s rozš́ı̌renou

matićı (pro x1)


0 1 0 2 0
0 0 0 −2 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 0

 která nemá řešeńı (viz. druhý a třet́ı řádek). Z toho

odvod́ıme, že tomuto vlastńımu vektoru bude odpov́ıdat Jordanova buňka velikosti 1.
Pro druhý vlastńı vektor x2 t́ım pádem muśıme dopoč́ıtat dva zobecněné vlastńı vektory a
druhá Jordanovu buňku bude mı́t velikost 3. Poč́ıtáme podobně jako v předchoźım př́ıpadě,
pravou stranu zvoĺıme x2

0 1 0 2 1
0 0 0 −2 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 0

 ∼
(

0 1 0 0 1
0 0 0 1 0

)
Množina řešeńı je afinńı podprostor dimenze 2,

přesněji vektory ve tvaru (p, 1, q, 0)T . Zvoĺıme p = q = −1 a tak x3 = (−1, 1, −1, 0)T .
Dále vezmeme x3 jako pravou stranu již mnohokrát řešené soustavy a pokračujeme

0 1 0 2 −1
0 0 0 −2 1
0 0 0 2 −1
0 0 0 0 0

 ∼
(

0 1 0 0 0
0 0 0 2 −1

)
s (pro daľśı výpočet pěkným) řešeńım x4 =

(0, 0, 0, −1
2)T

Nyńı můžeme sestavit matice J a R a poté dopoč́ıtat R−1

Uvedený výpočet nedává obecný návod pro nalezeńı Jordanova rozkladu, protože je třeba
zajistit lineárńı nezávislost vektor̊u z r̊uzných řet́ızk̊u. Zde to bylo zaručeno t́ım, že jedna z
buněk měla velikost 1. Obecný korektńı postup je předveden v následuj́ıćı variantě.

J =


2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 , R =


0 1 −1 0
0 0 1 0
1 0 −1 0
0 0 0 −1

2

 , R−1 =


0 1 1 0
1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 0 −2


c) Matice má jediné vlastńı č́ıslo λ = 0 s algebraickou násobnost́ı 5.
Hodnost matice A je rovna 3, takže dim(ker A) = 2 a máme dva lineárně nezávislé vlastńı
vektory.
Kdybychom chtěli k vlastńımu vektoru x1 dopoč́ıtat zobecněný vlastńı vektor x2, znamenalo
by to řešit rovnici (A − λI)x2 = x1, což lze nahlédnout (po úpravě) jako hledáńı řešeńı rovnice
(A−λI)2x2 = (A−λI)x1 = 0. Neboli, x2 ∈ ker((A−λI)2)\ker(A−λI) atd. pro daľśı vektory
v řet́ızku zobecněných vlastńıch vektor̊u.

Pro náš př́ıpad s λ = 0 spočteme A2 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 a A3 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Je patrné, že dim(ker A2) = 4 a dim(ker A3) = 5, takže bude existovat jeden lineárně nezávislý
vektor v ker A3 \ ker A2, např. x3 = (0, 0, 0, 0, 1)T . Ten by měl splňovat Ax3 = x2, tedy
dopočteme x2 = (−1, 0, −1, 1, 0)T a x1 = Ax2 = (0, 0, 1, 0, 0)T (což je vlastńı vektor matice
A). T́ım jsme určili jednu Jordanovu buňku velikosti 3.



Druhá buňka bude mı́t velikost 2 a opět ji budeme poč́ıtat od konce řet́ızku, tedy zobecněného
vlastńıho vektoru y2. Pro ten muśı platit y2 ∈ ker A2 \ ker A a je lineárně nezávislý na x2.
Zvoĺıme např. y2 = (0, 1, 0, 0, 0)T a dopočteme y1 = Ay2 = (1, 0, 0, 0, 0)T (opět vlastńı vektor
A).
Nyńı můžeme sestavit matice R (sloupce jsou po řadě y1, y2, x1, x2, x3) a J a dopoč́ıtat inverzńı
matici R−1

3. Odvod’te vztah mezi det(AH) a det(A).

det(AH) = det(A) protože normálńı transpozićı se determinant nezměńı. Poté všechny prvky
matice neboli členy v rozvoji determinantu nahrad́ıme komplexně sdruženými č́ısly. V kom-
plexńım oboru plat́ı a · b = a · b a také a + b = a + b.
Formálně např.:

det(AH) = ∑
p∈Sn

sgn(p)
n∏

i=1
(AH)i,p(i) = ∑

p∈Sn

sgn(p)
n∏

i=1
ap(i),i = ∑

p∈Sn

sgn(p)
n∏

i=1
ap(i),i = det(AT) =

det(A)

4. Rozhodněte, jestli jsou následuj́ıćı matice unitárńı.

a) 1
5

(
−4 3i
3 4i

)
b)


0 1 0

−1+i√
6 0 1−i√

3
−1+i√

6 0 1√
3




