Sudé podgrafy

Necht G je souvisly graf a A obsahuje mnoziny hran A takové,
ze kazdy vrchol G nalezi sudému poctu hran v A.
Tyto mnoziny A urCuji tzv. sudé podgrafy G.
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Problém: Kolik sudych podgrafii obsahuje G7



Vektorovy prostor sudych podgrafii

Symetricky rozdil A zachovava sudé stupné,
protoZe symetricky rozdil dvou mnozin sudé mohutnosti,
konkrétné hran incidentnich s vrcholem, méa také sudou mohutnost.

AN B| = |A|+|B|—2/AN B

AnB /2\

Proto (A, A, -) tvoti vektorovy prostor nad Z,.

Pro prostory konetné mohutnosti plati |A| = | T|dim(A),

Ekvivalentni problém: Sestrojte bazi A.



Konstrukce baze C

Pro libovolnou kostru K grafu G oznaéme {ey,..., e} = Eg \ Ek.
Pro kazdé i € {1,..., k} uréime unikatni cyklus C; v grafu K U e;.

Mnozina C = {Cy, ..., Ck} je linedrné nezavisla, nebot pro kazdé i
plati, ze hrana e; patfi do C;, ale nelze ji eliminovat symetrickym
rozdilem C; s ostatnimi cykly z C, nebot ty e; neobsahuji.
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Konstrukce baze C

Pro libovolnou kostru K grafu G oznaéme {ey,..., e} = Eg \ Ek.
Pro kazdé i € {1,..., k} uréime unikatni cyklus C; v grafu K U e;.
Mnozina C = {Cy, ..., Ck} je linedrné nezavisla, nebot pro kazdé i
plati, ze hrana e; patfi do C;, ale nelze ji eliminovat symetrickym
rozdilem C; s ostatnimi cykly z C, nebot ty e; neobsahuji.

Pro libovolny sudy podgraf A oznaéme {ej,...,€;} = A\ Ek,

Cili in,... i€ {1,...,k} jsou indexy hran z A mimo kostru K.
Graft AA Gy A Gy, A --- A G, je sudym podgrafem G,

ale také je podgrafem K, nebot nema Z4dnou hranu z Eg \ Ek.
Strom nemd zadné cykly, tudiz AA G, A G, A--- A G, = 0.
Upravou rovnosti Ize ziskat A\ Ex

A=C AC,A---AC,

. o _ A
Proto C generuje A. .
Dostavame: dim(A) = |C| = k = |Eg| — |Ek| = |Eg| — | V| + 1.
Odpovéd: Kazdy souvisly graf G ma 2/Fcl=IVel+1 sydych podgrafii.




Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Jaka je dimenze prostoru sudych podgrafti Gplného grafu Kig?
d) 36,

2. lez:

3. Kolik sudych podgrafii ma nesouvisly graf G se tremi
komponentami souvislosti?

d) 8- 2lFcl=IVel,



Komentar k reseni kvizu

1. Graf Kip ma (120) = 45 hran a kazda jeho kostra 9.
Dimenze odpovida poctu nekostrovych hran 45 — 9 = 36.

2. Podle véty o vyméné Ize vektor baze nahradit linearni
kombinaci tohoto vektoru s ostatnimi a uz nemusi byt cyklus,
napt. u dvou disjunktnich cykli.

3. Podgraf dany sjednocenim koster jednotlivych komponent
v grafu s ¢ komponentami ma celkem | V| — ¢ hran.
Odtud je potet viech sudych podgrafii roven 2/E6l—IVal+e,
Alternativé |ze vyndsobit pocty v jednotlivych komponentach.



